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Elm«eleti Mechanika
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1. fejezet

Matematikai bevezetýo

E fejezet c«elja, hogy¬osszegyýujtse azokat a matematikai fogalmakat, amikre sz¬uks«eg¬unk
lesz. Nem c«elunk b«armif«ele teljess«eg, bizony«õt«as puszt«an egy seg«edlet, hogy «altala elke-
r¬ulj ¬uk a Þzikai gondolatmenet megszak«õt«as«at.

1.1. Jel ¬ol«esek
Objektum jel¬ol«es p«eld«ak
skal«ar dýolt betýu s, t
vektor vastag betýu r , F
vektor komponens dýolt betýu, als«o index vi , Fi

4-es vektor nagy betýu X, P
4-es vektor

dýolt betýu, felsýo index x0, x1

kontravari«ans komponensek
4-es vektor

dýolt betýu, als«o index x0, x1kovari«ans komponensek
tenzor vastag nagy-, g¬or¬og betýu D !
tenzor komponens dýolt nagy-, g¬or¬og betýu, als«o index Dij ! ij

1.2. Vektor mýuveletek

Legyenek adottak a k¬ovetkezýo mennyis«egek:

a = ( a1, a2, a3)

b = ( b1, b2, b3)

d = ( d1, d2)

D =
!

d11 d12 d13

d21 d22 d23

"
(1.1)
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Skal«ar szorzat, k«et vektorb«ol egy skal«art kapunk:

c = ab =
3!

i =1

ai bi =
!

i

ai bi (1.2)

Vektor szorzat, k«et h«armas vektorb«ol egy azokra merýoleges h«armas vektort kapunk:

v = a ! b

vi =
3!

j =1

3!

k=1

! ijk aj bk =
!

jk

! ijk aj bk, (1.3)

ahol ! ijk a Levi-Civita-szimb«olum :

! ijk =

"
#$

#%

+1 ha (i, j, k ) = (1 , 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1)

" 1 ha (i, j, k ) = (3 , 2, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3)

0 egy«ebk«ent

(1.4)

Itt megeml«õtj¬uk a Kronecker-delt«at is, amelynek deÞn«õci«oja:

" ij =

&
1 ha i = j

0 ha i #= j
(1.5)

Fontos azonoss«ag a Levi-Civita-szimb«olum «es a Kronecker-delta k¬oz¬ott:

3!

i =1

! ijk ! imn = "jm "kn " " jn "km (1.6)

A diadikus szorzat k«et vektorb«ol csin«al egy tenzort:

D = d $ a

Dij = di aj (1.7)

Tenzor szorzat, k«et tetszýoleges vektor k¬oz¬otti line«aris kapcsolat:

d = Da

di =
3!

j =1

Dij aj (1.8)

A deriv«al«asb«ol Descartes coordin«atarendszerben is kialak«õthat«o egy h«armas vektor,
amely fontos szerepet j«atszik a Þzik«aban. Ez a nabla szimb«olum:

% = ( #x , #y, #z) (1.9)

7



A nabla oper«ator mindig valamilyen helyf¬uggýo mennyis«egre hat. Elýosz¬or legyen ez a
mennyis«eg skal«arV(r ) ekkor egy vektort kapunk, amelyneki -edik komponense a k¬ovet-
kezýo:

(! V)i = (gradV)i = ! i V =
! V
! xi

= ! i V (1.10)

A fenti jel¬ol«es m«odok mind ekvivalensek «es b«armelyik elýofordulhat a jegyzetben. A fenti
mennyis«eg m«as n«even egy skal«armezýo gradiense , ami egy vektor, amely az adott pontban
a legnagyobb meredeks«eg ir«any«aba mutat «es nagys«aga megegyezik a meredeks«eggel.

Ha a nabla oper«ator egyF(r ) vektormezýore hat akkor egy skal«art kapunk:

! F = div F =
!

i

! Fi

! xi
=

!

i

! i Fi (1.11)

A kapott mýuvelet a divergencia , ami egy skal«ar «es egy vektormezýo forr«aserýoss«eg«et m«eri
az adott pontban. Pozit«õv «ert«ekek forr«ast, negat«õv «ert«ekek nyelýot (semly«ek) jelent.

A nabla keresztszorzata is «ertelmezhetýo. A kapott vektori -edik komponens«ere a
k¬ovetkezýo ad«odik:

(! " F)i = (rot F)i =
!

jk

" ijk
! Fk

! xj
=

!

jk

" ijk ! j Fk (1.12)

A fenti mennyis«eg a vektormezýo rot«aci«oj«at , azaz¬orv«enyerýoss«eg«et m«eri. A pozit«õv ir«anyt
a jobbsodr«as jel¬oli ki.

1.3. Dirac-delta

Az ide«alis hat«aresetek, mint p«eld«aul t¬omegpont, t¬ok«eletesen merev testek pillanatszerýu
¬utk¬oz«ese, nagyon fontos szerepet j«atszanak a Þzik«aban. K¬oz¬os jellemzýoj¬uk a fenti p«el-
d«aknak, hogy valamilyen jellemzýo t«erbeli, vagy idýobeli kiterjed«es«etýol eltekint¬unk. Igen
j«o okunk van erre, hiszen a t¬omegk¬oz«epponti t«etel4.1 kimondja, hogy kiterjedt testek
transzl«aci«os mozg«asa olyan, mintha az¬osszt¬omeg¬ossze lenne sýur«õtve a t¬omegk¬oz«eppontba
«es a k¬ulsýo erýok erre hatn«anak. Teh«at ha nem «erdekel mindk«et a test t¬omegk¬oz«eppontj«ahoz
viszony«õtott helyzete, a t¬omegponti le«õr«as megfelelýo. Ugyan«õgy az¬utk¬oz«esek sor«an min-
ket legt¬obbsz¬or csak a sz«or«od«as v«egeredm«enye «erdekel, «es a k¬olcs¬onhat«as pontos m«odja
l«enyegtelen.

Vizsg«aljuk meg teh«at elýosz¬or, hogy mik«epp lehet min«el jobban k¬ozel«õteni egy t¬o-
megpontot egy kiterjedt testtel! Dolgozzunk 1 dimenzi«oban «es legyen a test homog«en,
kiterjed«ese [0, a] (ld. 1.1 «abra). A test t¬omege a sýurýus«eg integr«alj«aval sz«am«õthat«o:

m =
" a

0
#(x)dx = a# (1.13)
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1.1. «abra. T¬omegpont k«esz«õt«ese: A test kiterjed«ese egyre cs¬okken, a sýurýus«ege nýo, mik¬ozben
t¬omege «alland«o marad.

Ha teh«at most a t¬omeget r¬ogz«õtj¬uk, mik¬ozben a testa kiterjed«es«et cs¬okkentj¬uk, annak
sýurýus«ege megnýo:! = m/a . Jel¬olj¬uk Da(x)-szel azt a f¬uggv«enyt, ami egy adotta-ra
teljes«õti, hogy

1 =
! !

"!
Da(x)dx (1.14)

«es emellettDa(x) = 0, ha x< 0, illetve x>a . Minket a a ! 0 hat«areset «erdekel, ilyen
f¬uggv«eny azonban nincs, mivel egy pontban lenne v«eges a ter¬ulete. Igaz«ab«ol a" (x) =
lima# 0 Da(x)

Ó
f¬uggv«enybýolÓ minket csak a k¬ovetkezýo tulajdons«ag «erdekel:

! y

x
" (x)dx =

"
0, ha az [x, y] tartom«anyban nincs benn a 0

1, ha x< 0< y
(1.15)

Ekkor az m"(x) sýurýus«eget integr«alva megkapn«ank a t¬omeget.
Teh«at, ha integr«al jel m¬og¬ott szerepel" (x) akkor van «ertelme «es akkor «ugy lehet r«a

tekinteni, mint egy integr«alÐutas«õt«asra. Dimenzi«oja:

[" (x)] =
1
m

(1.16)

Vizsg«aljuk meg most a m«asik eml«õtett probl«em«at, a t¬ok«eletesen merev testek¬utk¬oz«e-
s«et! ¬Utk¬ozz¬on egy dimenzi«oban t¬ok«eletesen rugalmasan k«etm t¬omegýu test! Az 1-es test
kezdeti sebess«egev «es az¬utk¬oz«es ut«an 0ra cs¬okken. A 2-es testn«el pont ford«õtva, 0-r«ol
v-re nýo a sebess«eg az¬utk¬oz«es sor«an.«Irjuk fel a 2-es test impulzus v«altoz«as«at:

! p = m! v2 = mv =
! !

"!
F (t)dt (1.17)

Ahogy egyre kem«enyebb anyag«u testeket v«alasztunk «ugy lesz a k¬olcs¬onhat«as ideje egyre
r¬ovidebb, mik¬ozben az erýohat«as egyre erýosebb. A pillanatszerýu¬utk¬oz«es hat«aresetben a
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t¬omegponthoz hasonl«oan itt sem l«etezik erýof¬uggv«eny, de az elýobbi integr«al-utas«õt«asnak
itt is van «ertelme: ! !

"!
F (t)dt =

! !

"!
! p! (t)dt (1.18)

Az itt deÞni«alt ! (t) dimenzi«oja:

[! (t)] =
1
s

(1.19)

Az elýobbiekben deÞni«alt! (x) disztribuci«ot Dirac-delt«anak nevezz¬uk.
Megjegyz«es: A disztrib«uci«o-elm«elet megalkot«oja L. Schwartz volt. Aki elolvasv«an

P.A.M. Dirac The Principles of Quantum Mechanics (1930) k¬onyv«et el«egedetlen volt
annak matematikai korrekts«eg«evel. Ebben a k¬onyvben haszn«alta Dirac a fenti! (t) f¬ugg-
v«enyt elýosz¬or. Ez«ert ragadt r«a a k«esýobbiekben Dirac-delta n«ev. Maga Dirac is «ovatosan
fogalmazott:

Ó
Thus ! (x) is not a quantity which can be generally used in mathematical analysis like

an ordinary function, but its use must be conÞned to certain simple types of expression
for which it is obvious that no inconsistency can arise.Ó

J«ollehet a kvantummechanikai sz«am«õt«asokban minden j«ol kij¬ott, a f¬uggv«enyk«ent val«o
kezel«ese zavarta a matematikai k«epess«egeirýol m«elt«an h«õres Neumannt. Az ýo ez ir«any«u
matematikai vizsg«al«od«asai ind«õtott«ak el a disztrib«uci«o elm«eletnek nevezett matematikai
ter¬uletet.

Foglaljuk ¬ossze a Dirac-delta tulajdons«agait:

1. A Dirac-delt«at teh«at a k¬ovetkezýok«eppen hat:
! !

"!
y(t)! (t ! t0)dt = y(t0) (1.20)

2. A Dirac-delt«at b«armely v«eges tart«oj«u f¬uggv«enybýol elýo lehet «all«õtani hat«aresetk«ent,
ha a tart«ot «ugy nyomjuk 0 m«eretýuv«e, hogy k¬ozben az integr«alt 1-nek tartjuk.

3. M«ert«ekegys«ege: [! (t)] = 1 /s , illetve [! (x)] = 1 /m

4. Szimmetrikus: ! (t) = ! (! t)

5. «Atsk«al«az«as:! (" t) = 1
! ! (t), ha " > 0

6. A l«epcsýof¬uggv«eny deriv«altja: ! (t) = d#/dt

10



1.4. Fourier-transzform«aci«o

1.4.1. Periodikus f ¬uggv«enyek Fourier-anal«õzise

Bevezet«es¬ul ism«etelj¬uk «at azt, amit az eddigi tanulm«anyaink sor«an a rezg«esek spektr«alis
felbont«as«ar«ol hallottunk. A legismertebb gyakorlati p«elda erre a k¬ul¬onb¬ozýo hangszerek
«altal keltett hangok anal«õzise. Azaz annak a k«erd«esnek a megv«alaszol«asa, hogy mi a
Þzikai oka annak, hogy pl. ugyanaz a norm«al «a hang minden hangszeren m«ask«eppen
hallatszik, azaz k¬ul¬onbs«eget tudunk tenni mondjuk a hegedýu «es az oboa hangja k¬oz¬ott.

Legyen x(t) egy periodikus f¬uggv«enyT peri«odusidýovel (x(t + kT) = x(t), minden
k ! Z-re), amely abszol«ut integr«alhat«o, azaz

! T

0
|x(t)|dt < " . (1.21)

Ekkor mivel a szinusz «es koszinusz f¬uggv«enyek ortogon«alis b«azist alkotnakL2 felett,
fel«õrhat«ox Fourier-sora:

x(t, T ) =
!"

k=1

[ak sin(k! t) + bk cos(k! t)] +
b0

2
, (1.22)

ahol ! = 2" /T . Az ak, bk Fourier-egy¬utthat«ok meghat«arozz«akx(t)-t. Visszafel«e a szi-
nusz «es koszinusz f¬uggv«enyek ortogon«alts«ag«at kihaszn«alva tudjuk meghat«arozni a Fourier-
egy¬utthat«okat az x(t) f¬uggv«enybýol. Eml«ekeztetýo¬ul az ortogon«alts«ag k¬ovetkezm«enye:

! T

0
sin(k! t) sin(n! t)dt =

T
2

#kn (1.23)
! T

0
cos(k! t) cos(n! t)dt =

T
2

#kn (1.24)
! T

0
sin(k! t) cos(n! t)dt = 0, (1.25)

ahol #kn a (1.5)-ben deÞni«alt Kronecker-delta. Mindezek felhaszn«al«as«aval a Fourier-
egy¬utthat«ok a k¬ovetkezýok«eppen sz«amolhat«ok ki:

ak =
2
T

! T

0
x (t) sin (k! t) dt

bk =
2
T

! T

0
x (t) cos (k! t) dt, (1.26)

ahol k ! N. L«athat«oan a0 = 0, illetve

b0 =
2
T

! T

0
x(t)dt (1.27)
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Ez«ert, ahogy m«ar l«attuk:

x(t) =
b0

2
+

!!

k=1

[ak sin(k! t) + bk cos(k! t)] (1.28)

1.4.2. Nem-periodikus f ¬uggv«enyek Fourier-anal«õzise

Term«eszetes m«odon felmer¬ul a k«erd«es, hogy vajon egy nem periodikusx (t) f¬uggv«eny
szint«en felbonthat«o-e valamif«ele¬osszetevýokre. Azaz l«etezik-e nem periodikus f¬uggv«enyek
spektr«alis felbont«asa. A v«alasz igen!

1.2. «abra. (a) V«eges tart«oj«ux(t) f¬uggv«eny. (b)T0 peri«odus«u periodikus f¬uggv«enyx(t)-býol.
(c) T" peri«odus«u periodikus f¬uggv«enyx(t)-býol.

Legyen x(t) egy v«eges tart«oj«u (t ! [0, T0]) f¬uggv«eny (1.2 (a) «abra). Ha a f¬uggv«eny
tart«oj«at megism«etelj¬uk egym«as mellett (1.2 (b) «abra), akkor T0 peri«odus idejýu periodikus
f¬uggv«enyt kapunk. Ennek Fourier-sora:

x(t) =
b0

2
+

!!

k=1

[ak sin(k! t) + bk cos(k! t)] , (1.29)

ahol ! = 2" /T 0.
Megtehetj¬uk, hogy a v«eges tart«okat nem pontosan egym«as mell«e illesztj¬uk, mint a

1.2 (c) «abr«an, ekkor azxT ! (t) periodikus f¬uggv«enyt kapjuk T" peri«odusidýovel. Min«el
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nagyobbra v«alasztjukT!-t, ann«al ink«abb hasonl«õt a periodikus f¬uggv«eny¬unk az eredetire.
Term«eszetesenxT ! (t) Fourier-sora is fel«õrhat«o, de most az alapharmonikus! ! = 2" /T !:

xT ! (t) =
b0,T !

2
+

"!

k=1

[ak,T ! sin(k! !t) + bk,T ! cos(k! !t)] . (1.30)

Az eredeti x(t) f¬uggv«eny az al«abbi hat«ar«atmenettel «all elýo:

x(t) = lim
T ! #"

xT ! (t) (1.31)

Ennek k«et k¬ovetkezm«enye lesz: Egyr«eszt folytonos lesz a spektrum, hiszen az alapharmo-
nikus ! ! ! = ! ! = 2" /T ! ! 0, m«asr«eszt azak,T ! , bk,T ! egy¬utthat«ok is tartanak null«ahoz:

x(t) = lim
T ! #"

xT ! (t) = lim
T ! #"

"!

k=1

[Ak,T ! sin(k! !t) + Bk,T ! cos(k! !t)] ! ! !. (1.32)

Itt elhagytuk a null«ahoz tart«o konstansb0,T ! tagot. Ez l«enyeg«eben az integr«al diszkr«et
deÞn«õci«oja, azaz:

x(t) =
" "

0
[A(! ) sin(! t) + B(! ) cos(! t)]d! (1.33)

Ezt nevezz¬uk Fourier-integr«alnak. Az egy¬utthat«ok meghat«aroz«asa:

A(! ) =
T!

2"
ak,T ! =

T!

2"
2
T!

" T !

0
xT ! (t) sin(k! !t)dt =

1
"

" T0

0
x(t) sin(! t)dt, (1.34)

ahol ! = k! !. ¬Osszegezve:

A(! ) =
1
"

" "

$"
x(t) sin(! t)dt (1.35)

B(! ) =
1
"

" "

$"
x(t) cos(! t)dt (1.36)

Az integr«al«asi tartom«any kiterjeszt«es«en«el kihaszn«altukx(t) v«eges tart«oss«ag«at.

1.5. Komplex Fourier-anal«õzis

A folytonos Fourier-anal«õzist «erdemes tov«abbvinni komplex sz«amok eset«ere is. Ismert,
hogy

sin(! t) =
ei ! t " e$ i ! t

2i
«es cos(! t) =

ei ! t + e$ i ! t

2
. (1.37)
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Ekkor az x(t) Fourier-transzorm«altja a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o:

x(t) =
! !

0
ei ! t

"
A(! )

2i
+

B(! )
2

#
+ e" i ! t

"
!

A(! )
2i

+
B(! )

2

#
d! =

=
! !

0
ei ! t 1

2
[B(! ) ! iA (! )]

$ %& '
÷X (! )

+ e" i ! t 1
2

[B(! ) + iA (! )]
$ %& '

÷X ! (! )

d! (1.38)

Bevezett¬uk a ÷X (! ) = [ B(! ) ! iA (! )]/ 2 komplex egy¬utthat«ot. A ÷X #(! ) ennek komplex
konjug«altja. x(t) Fourier-transzform«altja most «õgy n«ez ki:

x(t) =
! !

0

(
÷X (! )ei ! t

)
d! +

! !

0

(
÷X #(! )e" i ! t

)
d! =

=
! !

0

(
÷X (! )ei ! t

)
d! +

! 0

"!

(
÷X #(! ! $)e+ i ! "t

)
d! $ (1.39)

A m«asodik l«ep«esben v«egrehajtottunk egy v«altoz«o cser«et. A szinusz «es koszinusz f¬uggv«e-
nyek p«aratlan illetve p«aross«aga miatt igazak a k¬ovetkezýo¬osszef¬ugg«esek:

A(! ! ) = ! A(! ), «es B(! ! ) = + B(! ) (1.40)

Ebbýol k¬ovetkezik hogy

÷X #(! ! ) =
B(! ! ) + iA (! ! )

2
=

B(! ) ! iA (! )
2

= ÷X (! ) (1.41)

Azaz a komplex Fourier-transzform«aci«o az al«abbi egyszerýu alakot veszi fel:

x(t) =
! !

"!

÷X (! )ei ! td! (1.42)

÷X (! ) =
1

2"

! !

"!
x(t)e" i ! tdt (1.43)

Az x(t) val«os idýof¬uggv«eny Fourier-transzform«altja a ÷X (! ) komplex frekvenciaf¬ugg-
v«eny. Gyakran mondjuk azt is, hogy: Azx(t) f¬uggv«eny Fourier spektruma az÷X (! ). A
Fourier-transzform«aci«ora a k¬ovetkezýoõ szimb«olumot haszn«aljuk:

F [x(t)] = ÷X (! ) (1.44)

Amint m«ar r«egebben utaltunk r«a, a Fourier-transzform«aci«o mindig l«etezik, ha a transz-
form«aland«o f¬uggv«eny abszol«ut, vagy n«egyzetesen integr«alhat«o:

! !

"!
|x(t)|dt < " , vagy

! !

"!
x(t)2dt < " (1.45)
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1.6. Fontos azonoss«agok Fourier-transzform«aci«ohoz
«Irjuk fel egy f¬uggv«eny Fourier-transzform«altj«anak inverz Fourier-transzform«altj«at:

x(t) =
! !

"!

1
2!

" ! !

"!
x(t#)e" i ! t !

dt#

#
ei ! td" =

=
! !

"!

! !

"!

1
2!

x(t#)ei ! (t " t ! )dt#d" =

=
! !

"!
x(t#)

"
1

2!

! !

"!
ei ! (t " t ! )d"

#
dt# =

=
! !

"!
x(t#)#(t ! t#)dt# (1.46)

A fenti azonoss«ag alapj«an fel«õrhat«o a Dirac-delta egy kicsit szokatlan elýo«all«õt«asa:

#(t) =
! !

"!

1
2!$%&'

F [" (t )]

ei ! td" , (1.47)

ahonnan leolvashat«o a Dirac-delta Fourier-transzform«altja:

F [#(t)] =
1

2!
(1.48)

Hajtsuk v«egre at " ! " «es " " t v«altoz«o cser«eket az (1.47) egyenletben! Ekkor a
konstans Fourier-transzform«altj«at kapjuk:

#(" ) = #(! " ) =
! !

"!

1
2!

e" i ! tdt

F [1] = #(" ) (1.49)

Tov«abbi n«eh«any fontos t«etelt is fel«õrhatunk, amelyekben bonyolult mýuveletek egyszerýu
szorz«ass«a v«alnak Fourier t«erben.

F
(

d
dt

f (t)
)

= i " F [f (t)] (1.50)

F [f (t ! t0)] = e" i ! t0 F [f (t)] (1.51)

F
( ! !

"!
f (t#)g(t ! t#)dt#

)
= 2! F [f (t)]F [g(t)] (1.52)

Az elsýo kettýo «all«õt«as trivi«alisan bizony«õthat«o a deÞn«õci«ob«ol, az utols«o akonvol«uci«oFourier-
transzform«altja a line«aris rendszerek anal«õzis«en«el (6.4.2 fejezet) kap fontos szerepet. Bi-
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zony«õt«as«ahoz induljunk ki azf (t !) «es ag(t ! t !) Fourier-transzform«altj«ab«ol:

f (t !) =
! "

#"

÷F (! )ei ! t !
d! (1.53)

g(t ! t !) =
! "

#"

÷G(! !)ei ! ! (t# t ! )d! ! (1.54)

Most «õrjuk fel a konvol«uci«ot:
! "

#"
f (t !)g(t ! t !)dt! =

! "

#"

" ! "

#"

÷F (! )ei ! t !
d!

# " ! "

#"

÷G(! !)ei ! ! (t# t ! )d! !

#
dt!=

=
! "

#"

! "

#"

÷F (! ) ÷G(! !)ei ! t !

" ! "

#"
ei (! # ! ! )t !

dt!

#

$ %& '
2"# (! # ! ! )

d! d! ! =

=
! "

#"
2" ÷F (! ) ÷G(! !)ei ! td! (1.55)

A fenti kifejez«esbýol leolvashat«o, hogy a konvol«uci«o Fourier-transzform«altja val«oban az
(1.52) egyenletnek megfelelýo.
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2. fejezet

Egyetlen t ¬omegpont kinematik«aja

2.1. P«alya

A kinematika mechanikai rendszerek mozg«as«anak le«õr«as«aval foglalkozik. Kiz«ar«olag aho-
gyan k«erd«esre keresi a v«alaszt ami«ertek megv«alaszol«asa a dinamika feladata. Elsýo l«ep«es-
k«ent ebben a fejezetben egyetlen t¬omegpont mozg«as«at vizsg«aljuk.

Egy t¬omegpont hely«et egy adott pillanatban egy vonatkoztat«asi rendszerben a hely-
vektor r adja meg. A t¬omegpont mozg«asa sor«an egy t«erg¬orb«et k¬ovet, melyet az r (! )
f¬uggv«ennyel «õrjuk le. Matematikailag igen sokf«ele m«odon lehet a! param«etert deÞni«alni,
a Þzikai szeml«eletess«ege miatt a kinematik«aban mi k«etf«ele param«eterez«est haszn«alunk: az
eltelt idýot ! ! t, illetve a megtett utat ! ! s. Term«eszetesen a p«alya ment«en befutott t«a-
vols«ag «es a idýo egym«assal szoros kapcsolatban van. Azs(t) f¬uggv«eny a pont mozg«as«anak
egyik fontos kinematikai jellemzýoje.

2.1. «abra. Egy t¬omegpont p«aly«aja.

Idýon itt azt a mennyis«eget kell «erteni, amelyet az inerciarendszerben elhelyezett stop-
per«ora m«er. Ez a praktikus deÞn«õci«o (az idýo az, amit az «ora m«er) most sz«amunkra egy
j«o darabig elegendýo lesz. Az idýo fogalm«anak prec«õz kifejt«es«ere csak a speci«alis relativit«as-
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elm«elet «es a kvantummechanika sor«an ker¬ulhet sor. Filoz«oÞai k«erd«esekkel ezen tant«argyon
bel¬ul a sz¬uks«egesn«el t¬obbet nem foglalkozunk. A kinematika feladata, hogy meghat«a-
rozzuk a helyvektor idýo szerinti deriv«altjainak «ert«ek«et, mivel ezekre van sz¬uks«eg¬unk a
dinamik«ahoz. A Newton -f«ele mozg«ast¬orv«eny (Newton II) miatt azonban tudjuk, hogy
csak az elsýo «es m«asodik deriv«altra van sz¬uks«eg¬unk. Az idýo szerinti deriv«altat ponttal
jel¬olj¬uk:

r (t) !
dr (t)

dt
" úr (t) ! ¬r (t) (2.1)

A magasabb rendýu deriv«altakra csak speci«alis esetekben lehet sz¬uks«eg.
A legegyszerýubb m«odszer az, ha felvesz¬unk egy koordin«ata-rendszert «es abban meg-

adjuk az r (t) f¬uggv«eny skal«ar komponenseit, majd meghat«arozzuk az idýo szerinti deriv«al-
takat. Descartes koordin«ata-rendszer eset«en ez csak azx, y, z skal«ar komponensek idýode-
riv«altjait jelenti. G ¬orbevonal«u koordin«at«ak eset«en a helyzet bonyolultabb. Itt ugyanis az
egys«egvektorok ir«anya f¬ugghet att«ol, hogy a t«er melyik pontj«aban vagyunk. Ez«ert azt«an
a t¬omegpont mozg«asa sor«an az egys«egvektorok idýo szerinti deriv«altja m«ar nem lesz z«erus,
«õgy a formul«ak bonyolultabb alakot¬oltenek. Az 2.1 t«abl«azatban¬osszefoglaljuk ezeket.

Koordin«ata-rendszer Descartes Henger

Descartes-koordin«at«ak
x = x x = R cos!
y = y y = R sin!
z = z z = z

Egys«egvektorok (ex , ey, ez) (eR, e! , ez)
Helyvektor r = xex + yey + zez ReR + ez

Elsýo deriv«alt úr = úxex + úyey + úzez
úRer + R ú! e! + úzez

M«asodik deriv«alt ¬r = ¬xex + ¬yey + ¬zez ( ¬R # R ú! 2)eR+
(R ¬! + 2 úR ú! )e! + ¬zez

Koordin«ata-rendszer G¬ombi

Descartes-koordin«at«ak
x = r sin" cos!
y = r sin" sin!
z = r cos!

Egys«egvektorok (er , e" , e! )
Helyvektor r = rer

Elsýo deriv«alt úr = úrer + r ú" e" + + r ú! sin" e!

M«asodik deriv«alt ¬r = (¬r # r ú" 2 # r ú! 2 sin2 " )er +
(r ¬" + 2 úr ú" # r ú! 2 sin" cos" )e" +
r ¬! sin" + 2 úr ú! sin" + 2r ú" ú! cos" )e!

2.1. t«abl«azat. A helyvektor idýoderiv«altjai Descartes, henger «es g¬ombi koordin«ata-
rendszerben.
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Az 2.1 t«abl«azatb«ol kiolvashat«ok pl. a k¬ormozg«as kinematikai adatai. C«elszerýu henger
koordin«ata-rendszert haszn«alni. T¬ort«enj«ek a mozg«as azxy-s«õkban l«evýoO orig«o centrum«u
R0 sugar«u k¬orp«aly«an. Azaz mostz ! 0 «esR = R0 «alland«o. Ez«ert azt kapjuk, hogy

r = R0eR (2.2)

úr = R0
ú! e! = R0" e! = ve! (2.3)

¬r = " R0
ú! 2eR + R0

¬! e! = " R0" 2eR + R0 ú" e! , (2.4)

ahol bevezett¬uk az " = ú! sz¬ogsebess«eg fogalm«at «es a pontv = R0" (p«alyamenti) sebes-
s«eg«et. A formul«ankban automatikusan megjelent a centripet«alis gyorsul«as is:

acp = " R0" 2 =
" v2

R0
, (2.5)

amely term«eszetesen" eR ir«any«u, azaz mindig a k¬or k¬oz«eppontja fel«e mutat.
A k«esýobbiek sor«an (fýoleg a kiterjedt testek forg«o mozg«as«anak a tanulm«anyoz«asakor)

igen hasznos lesz egy «uj fogalomnak, azsz¬ogsebess«eg-vektornaka bevezet«ese. Ez az
im«ent haszn«alt" sz¬ogsebess«eg fogalm«anak az «altal«anos«õt«asa, amely sor«an a k¬ormozg«ast
jellemzýo k«et fontos inform«aci«ot, nevezetesen a sz¬ogsebess«eget «es a mozg«as s«õkj«anak a
t«erbeli helyzet«et egyetlen fogalomban egyes«õtj¬uk. Egy s«õk t«erbeli orient«aci«oj«at azen

norm«alvektorral hat«arozunk meg. Ha azen vektor a k¬ormozg«as s«õkj«at jel¬oli, akkor a
sz¬ogsebess«eg-vektort az! ! " en kifejez«es deÞni«alja.

A sz¬ogsebess«eg-vektor igen hasznos fogalom a sebess«eg meghat«aroz«as«ara. K¬onnyen
bel«athat«o, hogy az

úr = ! # r (2.6)

kifejez«es meghat«arozza a k¬ormozg«ast v«egzýo t¬omegpont sebess«eg«et.

2.2. «Altal«anos mozg«as

Egy adott koordin«ata-rendszerben, azr (t) «altal«anos t«erbeli mozg«as ismeret«eben, a se-
bess«egvektor «es a gyorsul«asvektor form«alisan kisz«am«õthat«o. Az eredm«eny legt¬obbsz¬or
egy«altal«an nem szeml«eletes, mert a h«arom vektor egym«ashoz val«o (geometriai) viszonya
a kapott form«akb«ol nehezen olvashat«o ki. Ez«ert a kinematik«aban azt a megold«ast v«a-
lasztjuk, hogy a sebess«eg- «es a gyorsul«asvektorokat a t¬omegpont p«aly«aj«ahoz viszony«õtva
hat«arozzuk meg.

Mivel a p«aly«at mag«at azr (s) f¬uggv«eny adja meg, ez«ert c«elszerýu lesz, ha az idýoderi-
v«altakat az r (s(t)) ¬osszetett f¬uggv«enybýol sz«am«õtjuk ki. A k¬ozvetett deriv«al«as mýuvelete
seg«õts«eg«evel, a sebess«egvektor a k¬ovetkezýo m«odon «õrhat«o fel:

v = úr =
d
dt

[r (s(t))] =
dr
ds

ds
dt

= r ! ús, (2.7)
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ahol vesszýovel az «ut szerinti deriv«al«ast jel¬olt¬uk. Az «ut idýo szerinti deriv«altja a sebes-
s«eg ( ús = v), A helyvektor «ut szerinti deriv«altj«anak, r !-nek igen szeml«eletes geometriai
jelent«ese van. Ugyanis:

r ! = lim
! s" 0

! r
! s

= et (2.8)

Hiszen amint a 2.2 (a) «abr«ab«ol kitýunik ! r hat«ar«ert«ekben a p«alya «erintýoj«ebe megy «at.
Az «erintýo ir«any«u egys«egvektort, tangenci«alis egys«egvektornak nevezz¬uk «eset -vel jel¬olj¬uk.
Nyilv«anval«o, hogy azr (s) t«erg¬orbe (a pont p«aly«aja)s szerinti deriv«al«asa mag«ar«ol a p«alya
geometri«aj«ar«ol szolg«altat adatokat, hiszen k¬ozvetlen¬ul az idýoparam«etert nem tartalmazza.

2.2. «abra. Egy t¬omegpont p«aly«aja. A p«alya«erintýo.

Sz«amoljuk ki a gyorsul«ast:

a = ¬r = úvet + vúet = úvet + ve!
t
ds
dt

= úvet + v2e!
t (2.9)

Hat«arozzuk meg a tangenci«alis egys«egvektor «uthossz szerinti deriv«altj«at. A2.2 (b) «abra
alapj«an:

e!
t = en lim

! s" 0

! !
! s

=
en

Rg
, (2.10)

ahol Rg a p«alya g¬orb¬uleti sugara , a reciprok«at pedig g¬orb¬uletnek nevezz¬uk. Teh«at a
gyorsul«as

a = ¬r = úvet +
v2

Rg
en (2.11)

Ebbýol leolvashat«o, hogy a gyorsul«asvektornak van egy sebess«eggel p«arhuzamos «es egy arra
merýoleges komponense. Az elýobbi a sebess«eg nagys«ag«anak, a m«asik a sebess«eg ir«any«anak
a megv«altoz«as«at jellemzi, ez ut«obbi a j«ol ismert centripet«alis gyorsul«as . L«athat«o, hogy
«alland«o g¬orb¬uleti sug«ar eset«en az «altal«anos k¬ormozg«as (2.4) kinematikai egyenleteihez
jutottunk.
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2.3. «abra. Binorm«alis egys«egvektor egy t«erbeli p«aly«an

«Altal«anos t«erbeli mozg«asn«al a tangenci«alis «es a norm«alis egys«egvektorok a pillanatnyi
k¬ormozg«as s«õkj«at adj«ak meg (ld.2.3«abra). Ennek a s«õknak a t«erbeli helyzet«et a binorm«alis
egys«egvektorral jellemezhetj¬uk:

b = et ! en (2.12)

S«õkmozg«as eset«enb «alland«o, t«erbeli p«alya eset«enb v«altoztathatja az ir«any«at. Ezen
ir«anyv«altoz«as nagys«ag«at fejezi ki a torzi«o , amelynek deÞn«õci«oja a k¬ovetkezýo:

T =
d!
ds

, (2.13)

ahol ! jel¬oli a binorm«alis egys«egvektor elfordul«asi sz¬og«et. Azaz a torzi«o a binorm«alis
vektor sz¬ogsebess«ege.

Igazak a k¬ovetkezýo (egy«altal«an nem nyilv«anval«o)¬osszef¬ugg«esek (a bizony«õt«ast az Ol-
vas«ora b«õzzuk):

1
Rg

= |r ! ! r !!| =
|úr ! ¬r |

|úr |3
(2.14)

T =
|(r ! ! r !!)r !!!|

|r ! ! r !!|2
=

|( úr ! ¬r )¬r |
|úr ! ¬r |2

(2.15)

L«athat«o teh«at, hogy k«et fontos geometriai adat (a p«alyaRg g¬orb¬uleti sugara «esT torzi«oja)
egyar«ant kisz«am«õthat«o a p«alya helyvektor«anak «ut, vagy idýo szerinti deriv«altjaib«ol.
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3. fejezet

Egyetlen t ¬omegpont «altal«anos
dinamik«aja

3.1. T ¬ort«eneti bevezetýo

A dinamika a mechanik«anak az a r«esze, amelyik a mozg«as okaival foglalkozik. A
Ó
mi«ertÓ-

re ad v«alaszt, ellent«etben a kinematik«aval, amelyik csak a
Ó
hogyanÓ-nal foglalkozik. Isaac

Newton (1643-1727) fogalmazta meg elýosz¬or azokat az alapt¬orv«enyeket, amelyek seg«õt-
s«eg«evel meg tudjuk magyar«azni, hogy a testek mi«ert «eppen «ugy mozognak, ahogyan azt
egy adott esetben teszik.

Ó
«EgiÓ «es

Ó
f¬oldiÓ megÞgyel«esek «es a megÞgyelt mechanikai mozg«asok sz«amszerýu le«õr«a-

s«anak sokas«aga jelentette az utat a newtoni t¬orv«enyek felismer«es«ehez.
Newton maga mondta:

Ó
Ha t«avolabbra l«attam m«asokn«al, azt az«ert tehettem, mert «ori«asok v«all«an «alltam.Ó

Tycho Brahe, Galileo Galilei, Johannes Kepler, Ren«e Descartes, Christiaan Huygens
voltak ezek az

Ó
«ori«asokÓ. Ezen megismer«esi «ut v«eg«et Newton mýuve, a Philosophi¾ Natu-

ralis Principia Mathematica jelentette (1687).
Megsz¬uletett a mai «ertelemben vett Þzika tudom«anya. M«ar a mýu c«õme is l«enyeges, hi-

szen a term«eszetÞloz«oÞa matematikai elveirýol besz«el. Ez mintegy v«alasz Galilei alapvetýo
felismer«es«ere, amely a mai modern term«eszettudom«any («es az ezen alapul«o technikai ci-
viliz«aci«onk) egyik alapk¬ove. Eszerint ugyanis:

Ó
A term«eszet nagy k¬onyv«eben csak az tud

olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e k¬onyv «õrva van, «es az a nyelv: a matematika.Ó
Ez a fontos t«eny Newton munk«ass«ag«aban konkr«et alakot¬olt¬ott, hiszen Newton felismerte
azt a matematikai nyelvet is (ez a di! erenci«al- «es az integr«al-sz«am«õt«as), amellyel a Term«e-
szet (a mechanikai jelens«egekn«el) sz«ol hozz«ank. Term«eszetesen az az«ota eltelt t¬obb mint
300 «ev alatt sokan «es sokat foglalkoztak mechanik«aval. A Newton «altal megfogalmazott
t¬orv«enyek (a l«enyeg¬uk megtart«asa mellett) letisztultak «es absztrakt matematikai modell«e
fejlýodtek. Ma m«ar ebben a form«aban fogalmazzuk meg ýoket.
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Newton t¬orv«enyeit (axi«om«ait) t¬omegpontokra mondjuk ki. Ez az a modell, amelyen
a matematikai sz«am«õt«asok egy«ertelmýuen elv«egezhetýok. A val«odi, kiterjedt testeket t¬o-
megpontok sokas«agak«ent modellezz¬uk majd. Az itt felismert t ¬orv«enyek m«ar prec«õzen
alkalmazhat«oak a minket k¬or¬ulvevýo v«eges m«eretýu (tetszýoleges halmaz«allapot«u) t«argyak
mechanikai viselked«es«enek a tanulm«anyoz«as«ara. A k¬ovetkezýokben ezt az utat k¬ovetj¬uk.

Az «altalunk felismert term«eszett¬orv«enyek «un. kerett¬orv«enyek, azaz pontosan meg tud-
juk (meg kell tudnunk) mondani azon jelens«egeknek a k¬or«et, amelyeknek a megmagya-
r«az«as«ara szolg«alnak. Ilyen a newtoni mechanika is. A Newton t¬orv«enyek f«enysebess«egn«el
sokkal kisebb sebess«eggel mozg«o, makroszkopikus m«eretýu testek mechanikai viselked«es«et
modellezik. Ezt nevezz¬uk klasszikus mechanik«anak.

A klasszikus mechanika «altal«anos«õt«asa nagy sebess«egek eset«en a speci«alis relativit«as-
elm«elethez, mikroszkopikus (atomi m«eretek) tartom«any«aban pedig a kvantummechani-
k«ahoz vezet. A modern Þzik«anak ezek a fejezetei term«eszetesen nem hat«alytalan«õtj«ak a
Newton t¬orv«enyeket. A newtoni modell («eppen az«ert, mert

Ó
csakÓ modell) tov«abbra is

igen pontosan megadja a klasszikus testek mindennapi dinamik«aj«at. Sýot, mind a speci«alis
relativit«aselm«elet, mind pedig a kvantummechanika hat«aresetben vissza kell, hogy adja a
newtoni mozg«ast¬orv«enyt. Ezt nevezz¬uk korrespondencia-elvnek. Az elm«eleti Þzika egyik
igen fontos feladata ezen modellek k¬oz¬otti viszonyrendszer bemutat«asa.

3.2. A t ¬omegpont mozg«asegyenlete

Tekints¬unk egy m t¬omegýu pontszerýu testet. Ez a t¬omegpont a r«a hat«o erýok hat«as«ara
valamilyen r (t) f¬uggv«eny szerint mozog. Azr (t) f¬uggv«enyt egy olyan vonatkoztat«asi
rendszerben adjuk meg, amelyben a Newton t¬orv«enyek igazak, azaz ha a testre nem hat
erýo, egyenesvonal«u egyenletes mozg«ast v«egez (Newton 1. t¬orv«enye). Ennek a vonatkozta-
t«asi rendszernek a matematikai modellje egy koordin«ata-rendszer. Az erýok matematikai
modellje az erýovektor. A t¬omegpont mozg«asegyenlete Newton 2. t¬orv«enye alapj«an:

úp = F, (3.1)

ahol az impulzusp = múr . Newton 3. t¬orv«enye az erýo-ellenerýo kapcsolatot mondja ki,
mely szerint k«et test k¬olcs¬onhat«asa sor«an mindk«et testre azonos nagys«ag«u, egym«assal
ellent«etes ir«any«u erýo hat. Ha a t¬omegpontraN darab erýo hat, akkor a r«a hat«o eredýo erýo
Newton 4. t¬orv«enye alapj«an:

F =
N!

i =1

F i (3.2)

Az erýok forr«asa a t¬omegpont «es a testek k¬oz¬otti k ¬olcs¬onhat«as. A h«etk¬oznapi «eletben
a minket k¬or¬ulvevýo makroszkopikus testek k¬oz¬ott csak akkor l«ep fel erýohat«as, ha azok
k¬ozvetlen¬ul «erintkeznek egym«assal. Ez«ert a t¬omegpontnak is «erintkeznie kell a re«a hat«o
testekkel. Ugyanakkor «erezhetýoen jelen van a h«etk¬oznapjainkban egy olyan erýohat«as
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is, ahol nem kell, hogy a t¬omegpont k¬ozvetlen¬ul «erintkezzen a testtel. Ez a gravit«aci«o.
Nem v«eletlen, hogy a Principi«aban Newton kidolgozta a Newton-f«ele gravit«aci«o elm«elet«et
is. Newton term«eszetesen m«eg nem ismerhette az elektrodinamik«at. Nem tudott az
elektromos t¬olt«essel b«õr«o r«eszecsk«ek «es az elektrom«agneses t«er k¬olcs¬onhat«asair«ol. Nem
volna sz¬uks«egszerýu, de tapasztalati t«eny, hogy a Newton t¬orv«enyek az elektrom«agneses
mezýoben mozg«o t¬omegpontra is «erv«enyesek.

Mindenfajta erýo «un. lok«alis erýo. Ez azt jelenti, hogy az erýohat«as csak a t¬omegpontr
hely«en l«evýo Þzikai viszonyokt«ol f¬ugg (b«armit is «erts¬unk most

Ó
Þzikai viszonyokonÓ). Ennek

a lokalit«asnak a k¬ovetkezt«eben az helyen l«evýo t¬omegpontra hat«o eredýo erýo matematikai
alakja (elvileg) a k¬ovetkezýo lehet:

F(r , úr , ¬r ,
...
r , . . . , t) (3.3)

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy az elsýo deriv«altn«al magasabb rendýu tagok nem
jelennek meg az erýot¬orv«enyekben, azaz el«eg az al«abbi f¬uggv«enyt vizsg«alni:

F(r , úr , t) (3.4)

Az úr f¬ugg«es legink«abb a s«url«od«asb«ol «es a k¬ozegellen«all«asb«ol sz«armaz«o erýok eset«en fordul
elýo, illetve az elektrom«agneses mezýoben mozg«o t¬olt«essel rendelkezýo t¬omegpontra hat«o
Lorentz-erýo tartalmaz sebess«eg f¬ugg«est. Fontos oszt«aly teh«at, amikor a sebess«egf¬ugg«es
nem jelenik meg, ekkor az erýo

F(r , t) (3.5)

olyan mintha a t«er tulajdons«aga lenne, ami f¬ugg a t¬omegpont mozg«as«allapot«at«ol. A
fenti f¬uggv«eny neve erýot«er, hiszen a t«er minden egyes pontj«aban a t¬omegpontra egy j«ol
deÞni«alt erýo hat.

3.3. Munkat«etel

A mozg«asegyenletbýol fontos t¬orv«enyek vezethetýok le. A tov«abbiakban, hacsak azt k¬ul¬on
nem eml«õtj¬uk, a t¬omegpont t¬omege mindig «alland«o lesz: úm=0.

Induljunk ki a mozg«asegyenletbýol:

úp = m¬r = F (3.6)

Sorozzuk meg az egyenlet mindk«et oldal«at skal«arisan azúr sebess«egvektorral, ami ut«an az
egyenlet bal oldala teljes deriv«alt alakban «õrhat«o:

m¬r úr = F úr (3.7)

d
dt

!
1
2

múr 2

"
= F úr (3.8)
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Integr«aljuk mind a k«et oldalt a [t1, t2] idýotartom«anyra. Ekkor kapjuk, hogy:

!
1
2

múr 2

" t2

t1

=
# t2

t1

F úrdt (3.9)

A (3.9) egyenlet jobb oldal«an l«evýo integr«al neve azF erýo «altal v«egzettmunka:

# t2

t1

F úrdt =
# r 2

r 1

Fdr ! W12 (3.10)

A (3.9) egyenlet bal oldal«an «all«o kifejez«est kinetikus energi«anak nevezz¬uk.

Ekin !
1
2

múr 2 (3.11)

A kapott egyenlýos«eg amunkat«etel:

Ekin ,2 " Ekin ,1 = W12 (3.12)

Szavakban: egy t¬omegpont kinetikus energi«aj«anak a megv«altoz«asa egyenlýo a r«a hat«o
erýok munk«aj«aval.

3.4. Mechanikai energia megmarad«as

3.1. «abra. A k«et p«aly«an az erýot«er munk«aja megegyezik, ha a k¬orintegr«al z«erus.

Tegy¬uk fel, hogy a t¬omegpontra hat«o erýo olyan, hogy k¬ozvetlen¬ul nem f¬ugg sem az
idýotýol sem pedig a pont mozg«as«allapot«at«ol, azazF(r ) vektort«errel modellezhetýo. Tov«abb«a
speci«alisan olyan, hogy egy z«art g¬orb«ere vett integr«alja z«erus, azaz:

$
F(r )dr = 0. (3.13)
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Ekkor nyilv«anval«o, hogy ennek az erýonek a t«er k«et tetszýoleges pontja k¬oz¬ott v«egzett
munk«aja nem f¬ugg mag«at«ol a p«alya alakj«at«ol, csakis a k«et v«egpont helyzet«etýol (L«asd3.1
«abra), azaz

Wr 0r =
! r

r 0

Fdr (3.14)

f¬uggetlen az «utt«ol. Ekkor egy tetszýoleges (¬onk«enyes)V(r 0) referencia «ert«ekhez k«epest,
deÞni«alhat«o a potenci«alis energia:

V(r ) = V(r 0) !
! r

r 0

Fdr (3.15)

A V(r ) potenci«alis energia a t«er minden pontj«aban kisz«am«õthat«o. Term«eszetesen meg-
adhat«o az inverz kapcsolat isF(r ) «esV(r ) k¬oz¬ott. Vizsg«aljuk meg a potenci«alis energia
megv«altoz«as«at egy kis, inÞnitezim«alis! x elmozdul«asra. Ekkor (3.15) egyenlet a k¬ovet-
kezýo alakot veszi fel:

! V " ! Fx ! x, (3.16)

ahonnan
! V
! x

= lim
! x! 0

! V
! x

= Fx (3.17)

Ugyan«õgy! V/ ! xi = ! Fi , azaz

F = ! gradV = !# V. (3.18)

A jobb oldalon «all«o matematikai mýuvelet neve gradiens, amely egy skal«armezýo meredek-
s«eg vektor«at hat«arozza meg:

gradV =
"

! V
! x

,
! V
! y

,
! V
! z

#
(3.19)

Ebben az esetben a munkat«etel «õgy «õrhat«o:

1
2

múr 2

$
$
$
$
r 2

!
1
2

múr 2

$
$
$
$
r 1

= W12 = V(r 1) ! V(r 2) (3.20)

«Atrendezve:
1
2

múr 2

$
$
$
$
r 1

+ V(r 1) =
1
2

múr 2

$
$
$
$
r 2

+ V(r 2) = «alland«o (3.21)

Ez term«eszetesen a t«er b«armelyik k«et pontj«ara igaz. Teh«at l«etezik egy skal«ar mennyis«eg,
amely a mozg«as sor«an «alland«o marad. Ennek a neve a t¬omegpont mechanikai energi«aja,
azaz:

Emech = Ekin + Epot = «alland«o (3.22)
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Ez a mechanikai energia megmarad«as«anak t«etele. Mivel azEmech mechanikai¬osszenergia
a mozg«as sor«an nem v«altozik az ilyen erýotereket konzervat«õv erýot«ernek nevezz¬uk.

Vizsg«aljuk meg, hogy milyen megk¬ot«eseket jelent a t¬omegpont mozg«as«ara, illetve
tart«ozkod«asi hely«ere a mechanikai energia megmarad«as«anak t«etele. Vizsg«ajuk az egydi-
menzi«os probl«em«at. Ekkor

Emech =
1
2

m úx2 + V(x) (3.23)

3.2. «abra. (a) K¬ul¬onb¬ozýo energi«akhoz tartoz«o klasszikusan megengedett tartom«anyok:
k«ek, z¬old, lila: nem k¬ot¬ott «allapot, piros: k¬ot¬ott «allapot. A szaggatott r«eszek nem
megengedett tartom«anyok. (b) egyens«ulyi «allapotokx4 instabil, x5 stabil.

Klasszikusan, a t¬omegpont nem tart«ozkodhat olyan helyeken, ahol a potenci«al na-
gyobb «ert«eket vesz fel, mint a t¬omegpont mechanikai energi«aja. Ezek a r«eszek a teret
«ugynevezett klasszikusan megengedett tartom«anyokra tagolj«ak, ahol a potenci«alf¬uggv«eny
nem nagyobb, mint a t¬omegpont mechanikai energi«ajaV(x) ! E «es ahol a t¬omegpont
elýofordulhat.

Egy t¬omegpont k¬ot¬ott «allapotban van, ha v«eges t«err«eszben tart«ozkodhat. P«eld«aul a
3.2 (a) «abr«an azE2 energi«ahoz tartoz«o pirossal jel¬olt tartom«anya. Ellenkezýo esetben nem
k¬ot¬ott «allapotr«ol besz«el¬unk (3.2 (a) «abr«an a k«ek, z¬old «es lila r«eszek).

Amennyiben a potenci«alnak extr«emuma van egy pontban «es a t¬omegpont mechanikai
energi«aja pont megegyezik az itt felvett potenci«alis energi«aval (l«asd3.2 (b) «abra), egyen-
s«ulyi helyzetrýol besz«el¬unk. Az egyens«ulyi helyzet lehetstabil, ha a potenci«al m«asodik
deriv«altja pozit«õv ebben a pontban, illetveinstabil ellenkezýo esetben.

3.5. Disszipat«õv erýok. A munkat«etel «altal«anos«õt«asa

Nem konzervat«õv mozg«as legegyszerýubb p«eld«aja az egyszerýu cs«usz«o s«url«od«as. Ha egy
t¬omegpont egy v«õzszintes lapon mozoghat, akkor a s«õklap «es a t¬omegpont k¬oz¬ott egy
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«alland«o nagys«ag«u s«url«od«o erýo hat.
Az eddigi tanulm«anyainkb«ol ez j«ol ismert jelens«eg. Azt is tudjuk, hogy a cs«usz«o

s«url«od«asi erýo f¬ugg a t¬omegpont mozg«asi «allapot«at«ol, hiszen mindig a pillanatnyi elmoz-
dul«assal ellent«etes ir«anyban hat, azaz egy sebess«egvektort«ol f¬uggýo erýorýol van sz«o. Ennek
matematikai alakja

Fs = ! ! (v /v ), (3.24)

felt«eve, hogyv "= 0. Mivel a kinematik«ab«ol tudjuk, hogy a sebess«egvektor mindig a p«alya
«erintýoj«evel p«arhuzamos, ez«ert

Fs = Fset (3.25)

Sz«amoljuk ki egy «alland«o nagys«ag«u s«url«od«asi erýo munk«aj«at egy z«artS g¬orb«en
!

S
Fsdr =

!

S
Fsetdr = Fs

!

S
ds = FsS, (3.26)

ahol S a z«art S g¬orbe hossza. Azaz a s«url«od«asi erýo nem konzervat«õv erýo. Nem deÞni-
«alhat«o egy hozz«a tartoz«o potenci«alis energiaf¬uggv«eny. Az ilyen mechanikai rendszereket
disszipat«õv rendszereknek nevezz¬uk «es a hat«o erýoketdisszipat«õv erýoknek. A s«url«od«asi erýo
teh«at disszipat«õv erýo. Ha a t¬omegpontra egyFk konzervat«õv «es egyFs disszipat«õv erýo
hat, akkor a munkat«etel «ertelm«eben:

"
1
2

múr 2

#r

r 0

= [ ! V(r )]r
r 0

+
! r

r 0

Fsdr (3.27)

«Atrendez«es ut«an kapjuk, hogy

[Ekin + V(r )]r
r 0

=
! r

r 0

Fsdr (3.28)

Felhaszn«alva a mechanikai energia fogalm«at:

E(r ) ! E(r 0) =
! r

r 0

Fsdr (3.29)

Szavakban megfogalmazva: egy t¬omegpont mechanikai energi«aj«anak a megv«altoz«asa a
r«ahat«o disszipat«õv erýok munk«aj«aval egyenlýo. S«url«od«asi erýokn«el ez mindig negat«õv. Ebben
az esetben teh«at a mechanikai energia nem egy megmarad«o mennyis«eg.

L«atni fogjuk majd, hogy makroszkopikus sk«al«an deÞni«alt disszipat«õv erýo(k) munk«aj«at
mikroszkopikus sk«al«an lehet t¬omegpontok dinamik«ajak«ent is «ertelmezni. Azaz a mikrosz-
kopikus sk«al«an csak k«et energiafajta van: kinetikus- «es potenci«alis energia.
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3.3. «abra. A perd¬ulet deÞn«õci«oj«ahoz haszn«alt vektorok.

3.6. Egyetlen t ¬omegpont perd ¬ulete

Az r helyen l«evýo,p impulzus«u t¬omegpontnak egy adott, «all«o pontra vett perd¬ulet«et
(impulzusmomentum«at) a k¬ovetkezýok«eppen deÞni«aljuk:

L P = ( r ! r P ) " p. (3.30)

A deÞn«õci«ot a3.3 «abra szeml«elteti. A tov«abbiakban, ha csak k¬ul¬on nem eml«õtj¬uk a P
pont maga azO orig«o lesz, ahonnan azr helyvektort is m«erj¬uk. Azaz

L = r " p (3.31)

Induljunk ki a mozg«asegyenletbýol majd szorozzuk meg balr«ol az egyenletet vektori«a-
lisan a helyvektorral:

úp = F

r " úp = r " F

úL =
d
dt

(r " p) = úr " p! "# $
=0

+ r " úp = r " F = N , (3.32)

ahol bevezett¬uk az F erýonek az orig«ora vettN = r " F forgat«onyomat«ek«at . A (3.32)
egyenlet

úL = N (3.33)

a perd¬ulett«etel.

3.7. Megmarad«asi t«etelek egyetlen t ¬omegpont mozg«a-
sa sor«an

Az «ugynevezettmegmarad«asi t«etelekigen fontos «es hasznos szerepet j«atszanak, nemcsak
a mechanik«aban, hanem a Þzika m«as fejezeteiben is. Ezen t«etelek elsýo, legegyszerýubb
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megnyilv«anul«asait m«ar egyetlen t¬omegpont dinamik«aja eset«en is l«athatjuk. Legyen a
t¬omegpontra hat«o¬osszes erýok eredýojeF = 0 z«erus, akkor a Newton II. t¬orv«enye alapj«an
az impulzusmegmarad«as t«etel«ehez jutunk:

p = «alland«o (3.34)

Ha a t¬omegpontra hat«o erýok eredýoj«enek a nyomat«ekar ! F = 0 z«erus, akkor az
impulzusmomentum-megmarad«as t«etel«et kapjuk:

L = «alland«o (3.35)

Ha a t¬omegpontra csak konzervat«õv erýok hatnak, akkor a mechanikai energia megma-
rad«as t¬orv«enye ad«odik:

E = «alland«o (3.36)

Ezeket a mozg«as sor«an «alland«o dinamikai mennyis«egeketmozg«as«alland«oknaknevez-
z¬uk. ¬Osszetett mechanikai rendszerek (t¬omegpontrendszerek) eset«en ugyancsak megfo-
galmazhat«ok a fenti t«etelekkel anal«og mozg«as«alland«ok. Sýot, megmutathat«o, hogy ezen
megmarad«asi t«etelek valamilyen alapvetýo (t«er «es idýo) szimmetria k¬ovetkezm«enyei. Ezek-
rýol a Mechanika elvei (5) fejezetben ejt¬unk majd egy-k«et fontos sz«ot.

3.8. T ¬omegpont speci«alis t«erbeli mozg«asa: a centr«alis
erýot«er

Tekints¬unk egy olyan erýoteret, amelyben a t¬omegpontra hat«o erýo a t«er minden pontj«aban
egy megadott r¬ogz«õtett pont (legyen ez az orig«o) ir«any«aba mutat. A klasszikus mechanikai
k¬or¬ulm«enyek k¬oz¬ott elýofordul«o erýohat«asok eset«eben nincs az erýonek idýof¬ugg«ese, teh«at a
centr«alis erýot«er matematikai alakja a k¬ovetkezýo:

Fc(r ) = F (r )er (3.37)

Ilyen p«eld«aul a (Newton-f«ele) gravit«aci«os erýot«er de egy rug«o v«eg«ere erýos«õtett test is ilyen
erýoteret «erz«ekel a mozg«asa sor«an.

A centr«alis erýoterek deÞn«õci«oj«ab«ol k¬ovetkeznek az al«abbiak:

3.1. K ¬ovetkezm«eny Az izotr«opia miatt k¬onnyen bel«athat«o, hogy ez az erýot«er konzerva-
t«õv: !

Fc(r )ds =
!

F (r )er ds =
!

F (r )dr = 0, (3.38)

mivel skal«ar f¬uggv«eny k¬orintegr«alja mindig nulla. A levezet«es sor«an a z«art g¬orbe men-
ti inÞnitezim«alis elmozdul«as-vektorokat mostds-el jel¬olt¬uk. Kihaszn«altuk azt, hogyer a
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sug«arir«any«u egys«egvektor, ez«ert azer ds skal«arszorzatdr-t, azaz a centrumt«ol val«o inÞ-
nitezim«alis t«avolod«as m«ert«ek«et adja. Az erýot«er teh«at konzervat«õv, azaz l«etezik egyVc(r )
potenci«alis energia, ami a (3.15) egyenlethez hasonl«oan a k¬ovetkezýo form«aba «õrhat«o:

Vc(r ) = V0 !
! r

r 0

F (r )dr (3.39)

A Vc(r ) ekvipotenci«alis fel¬uletei g¬omb¬ok.

3.2. K ¬ovetkezm«eny A forgat«o nyomat«ek mindig nulla:

N = r " Fc = Fc(r ) r " er" #$ %
r ||er

= 0 (3.40)

3.3. K ¬ovetkezm«eny Centr«alis erýot«erben mozg«o t¬omegpont s«õkmozg«ast v«egez. Mivel a
forgat«onyomat«ek mindig z«erus, ez«ert a perd¬ulet «alland«o:L = mr " v = mvr " et = «alland«o
ez«ert a p«aly«ara merýoleges egys«eg vektor is «alland«o. Azaz a p«alya s«õkja «alland«o, teh«at a
t¬omegpont s«õkmozg«ast v«egez.

3.4. «abra. Az impulzus felbont«asa pol«ar koordin«ata-rendszerben

Mivel s«õkmozg«asr«ol van sz«o, c«elszerýu s«õkbeli pol«ar koordin«ata-rendszerben dolgoznunk.

p = pr + p! (3.41)

A t ¬omegpont mechanikai energi«aja kihaszn«alva, hogyp2 = p2
r + p2

! a k¬ovetkezýok«eppen
alakul:

E =
p2

r

2m
+

p2
!

2m
+ Vc(r ) (3.42)

Az «alland«o nagys«ag«uL perd¬uletbýol p! kifejezhetýo

L = r " p = r " ( pr"#$%
p r ||r

+ p! ) = r " p! (3.43)
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mivel r ! p! , ez«ertL = rp! . Ezt be«õrva az energia kifejez«es«ebe, azt kapjuk, hogy

E =
p2

r

2m
+

L2

2mr 2
+ Vc(r )

! "# $
Ve! (r )

, (3.44)

ahol az utols«o k«et tag csak az orig«ot«ol vett t«avols«agt«ol f¬ugg «es egyes«õthetýo egye! ekt«õv
potenci«alis energi«aban:

Ve! (r ) =
L2

2mr 2
+ Vc(r ) = Vcf(r ) + Vc(r ) (3.45)

Az «ujonnan bevezetett, elsýo tag neve centrifug«alis potenci«alis energia. A centrifug«alis
potenci«alis energia" 1/r 2 alak«u tasz«õt«o potenci«al, az ehhez tartoz«o erýo nagys«aga:

Fcf = #
! Vcf

! r
= m" 2r (3.46)

Fontos, hogy most egy «uj koordin«ata-rendszerre t«ert¬unk «at, amelyben a t¬omegpont hely-
zet«et egyetlen koordin«at«aval a centrumb«ol m«ert t«avols«aggal jellemezz¬uk, mik¬ozben a
koordin«ata-rendszer mindig a test fel«e fordul.

3.5. «abra. Az e! ekt«õv potenci«al lehets«eges alakjai hatv«anyf¬uggv«eny centr«alis potenci«al-
ban.

A Vc(r ) potenci«alt«ol f¬uggýoen az e! ekt«õv potenci«al sokf«ele alakot vehet fel. Mivel a
term«eszetben «altal«aban ilyenek fordulnak elýo, tegy¬uk fel hogy a potenci«al a sug«arnak
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hatv«anyf¬uggv«enyeVc(r ) = ! r ! . Ekkor az 3.5. «abr«an l«athat«o alakokat veheti fel az
e! ekt«õv potenci«al." «ert«ekei a k¬ovetkezýok lehetnek:

" ! E! ektiv potenci«al 3.5. «abra
" > 0 ! > 0 (a)
" < = 0 ! > 0 (b)
0 > " > ! 2 ! < 0 (c)
" = ! 2 ! < ! L2/ 2m (d)
" < ! 2 ! < 0 (e)

A k¬ul¬onb¬ozýo potenci«alok hat«asa legink«abb a sz«or«aselm«eletben kap nagy jelentýos«eget.
«Erdemes megÞgyelni, hogy k«et esetben (a) «es (c) l«etrej¬ohet k¬ot¬ott «allapot. Ez k¬ul¬onleges
jelentýos«eggel b«õr, mivel ez esetben z«art p«aly«akat Þgyelhet¬unk meg.

Az (a) esetre, legegyszerýubb p«elda a harmonikus oszcill«ator potenci«al f¬uggv«enyeVc(r ) =
! r 2. Ezt a potenci«alt «erzi egy rug«o v«eg«ere erýos«õtett test. Itt csak k¬ot¬ott p«aly«ak Þgyel-
hetýok meg, sýot visszat«erve Descartes koordin«ata-rendszerre k¬onnyen bel«athat«o, hogy a
p«aly«ak «altal«aban ellipszis alak«uak, de ha a mechanikai energia pont az e! ekt«õv poten-
ci«al minimum«aval egyenlýo, akkor a p«alya k¬or alak«u lesz, hiszen ekkor csak egy sug«ar
megengedett a t¬omegpont sz«am«ara.

3.6. «abra. Az e! ekt«õv potenci«al gravit«aci«os k¬olcs¬onhat«as eset«en k¬ul¬onb¬ozýo perd¬uletýu
t¬omegpontra.

A (c) esetre a legtipikusabb p«elda a gravit«aci«os potenci«alVc(r ) = ! |! |/r . K¬ot¬ott
«allapot csakE < 0 eset«en j¬ohet l«etre. Mint az a 3.6 «abr«an l«athat«o k¬ot¬ott «allapotok
eset«en azonos energi«an mindig a k¬orp«alya perd¬ulete a legnagyobb. Hasonl«oan adott
perd¬ulet eset«en a k¬orp«alya energi«aja a legalacsonyabb.

Hat«arozzuk meg a centr«alis erýot«erben mozg«o t¬omegpont p«aly«aj«anak alakj«at! Indul-
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junk ki a mechanikai energi«ab«ol:

E =
1
2

múr 2 + Ve! (r )

dr
dt

= ±| úr | = ±

!
2
m

[E ! Ve! (r )] (3.47)

A sz¬ogsebess«eget a perd¬uletbýol tudjuk meghat«arozni:

L = mr 2! = mr 2 ú"
d"
dt

=
L

mr 2
(3.48)

Osszuk el egym«assal a (3.47) «es (3.48) egyenleteket:

d"
dr

=
L

± r 2
"

2m(E ! Ve! )
(3.49)

Ezek ut«an Ve! ismeret«eben a" (r ), majd ebbýol az r (" ) meghat«arozhat«o. R«an«ezve
az egyenletekre k¬onnyen bel«athat«o, hogy analitikus megold«asok csak speci«alisVc(r )-n«el
ad«odnak. Erre n«ezz¬unk k«et p«eld«at!

3.1. Feladat Ha nincs semmilyen k¬olcs¬onhat«as, azazVc(r ) = 0 , akkor a p«alya Newton I
«ertelm«eben a p«alya egyenesvonal«u egyenletes mozg«as. Ezt szeretn«enk visszakapni a (3.49)
egyenlet seg«õts«eg«evel.

Legyen azm t¬omegýu test sebess«egev, ekkor E = mv2/ 2. A sebess«eg «altal meghat«aro-
zott egyenes «es az orig«o t«avols«agad, ekkorL = mdv. A ( 3.49) egyenlet a k¬ovetkezýok«eppen
alakul:

d"
dr

=
L

± r 2
#

2m
$
E ! L 2

2mr 2

%=
d

± r 2
#

1 ! d2

r 2

=
darccos(d/r )

dr
(3.50)

Teh«at azt kaptuk, hogyd = r cos" , ez pedig t«enyleg az orig«ot«old t«avols«agra l«evýo egyenes
egyenlete.

3.2. Feladat Gravit«aci«o eset«enVc(r ) = ! #/r a p«aly«ak k«upszeletek. Csin«aljuk ford«õtva
a bizony«õt«ast. Tudjuk, hogy a k«upszelet egyenlete a k¬ovetkezýo [1]

r =
k

1 + $cos"
(3.51)

Ebbýol sz«amolhat«o a" t«avols«ag szerinti deriv«altja:

d"
dr

=
k

r 2
"

e2 ! 1 ! k2/r 2 + 2k/r
(3.52)

34



Amibýol (3.49) egyenletet kihaszn«alva azt kapjuk, hogy

e =

!

1 +
2EL 2

! 2m
(3.53)

ami e > 0 eset«en hiperbol«at,E = 0 eset«en parabol«at,E < 0 eset«en ellipszist ad «es j«ol
l«athat«o, hogy van egy minim«alis energia, amikor a p«alya k¬or alak«u. Adott L perd¬ulet
eset«en enn«el kisebb energi«aval nem l«etezik p«alya, azazE ! " ! 2m/ 2L2.
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4. fejezet

T ¬omegpont-rendszerek

4.1. «abra. Pontrendeszer szeml«eltet«ese. A t¬omegpontok helyvektora az orig«ob«ol ar i , az
R t¬omegk¬oz«eppontb«ol ar !

i helyvektor. Az i t¬omegpontb«ol aj t¬omegpontra hat«o erýot a
Fb

ji vektor jel¬oli.

Egy N t¬omegpontb«ol «all«o rendszert t¬omegpont-rendszernek nevez¬unk (l«asd 4.1 «ab-
ra). Jel¬olje az i -edik t¬omegpont t¬omeg«etmi , helyvektor«at r i . Vezess¬uk be tov«abb«a a
pontrendszer

M =
N!

i =1

mi (4.1)

¬osszt¬omeg«et, valamint a t¬omegk¬oz«eppont

R =
1

M

N!

i =1

mi r i (4.2)

helyvektor«at. Ha a t¬omegpontok t¬omege «alland«o, akkor (4.2) deriv«al«asa ut«an a t¬omeg-
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k¬oz«eppont sebess«ege «es gyorsul«asa:

úR =
1

M

N!

i =1

mi úr i ,

¬R =
1

M

N!

i =1

mi ¬r i . (4.3)

Azt a k¬ulsýo vonatkoztat«asi rendszert, amelyben a pontrendszer megÞgyel«es«et v«egez-
z¬uk, laborat«oriumi rendszernek (L) nevezz¬uk. Emellett szok«as bevezetni a t¬omegk¬oz«ep-
ponti-rendszert (TK), ami olyan vonatkoztat«asi rendszer, amelynek orig«oja a t¬omegk¬o-
z«eppont. A k«et rendszerben a t¬omegpont helyvektorai k¬oz¬ott fenn «all az

r i = R + r !
i (4.4)

¬osszef¬ugg«es, aholr i a laborat«oriumi-rendszerbeli,r !
i pedig a t¬omegk¬oz«epponti-rendszer-

beli helyvektorok. Nyilv«anval«oan t¬omegk¬oz«epponti rendszerben a t¬omegk¬oz«eppont hely-
vektora a nullvektor, azazR = úR = ¬R = 0. Ezt (4.2) «es (4.3) egyenletekbe helyettes«õtve
kapjuk, hogy:

N!

i =1

mi r !
i =

N!

i =1

mi úr !
i =

N!

i =1

mi ¬r !
i = 0. (4.5)

Egy t¬omegpontra hat«o erýo k«et¬osszetevýobýol «all: a rendszeren k«õv¬ulrýol hat«o k¬ulsýo
erýokbýol «es a rendszer tagjai «altal kifejtett belsýo erýokbýol. Ez alapj«an azi -edik t¬omegpontra
hat«o eredýo erýo:

Fi = Fk
i + Fb

i = Fk
i +

N!

j =1
j "= i

Fb
ij , (4.6)

aholFk
i a t¬omegpontra hat«o k¬ulsýo erýok eredýoje,Fb

i a t¬omegpontra hat«o belsýo erýok eredýoje,
Fb

ij pedig aj -edik t¬omegpont «altal azi -edik t¬omegpontra kifejtett belsýo erýo.«Igy az i -edik
t¬omegpontra vonatkoz«o Newton-f«ele mozg«asegyenlet:

mi ¬r i = Fk
i +

N!

j =1
j "= i

Fb
ij , (4.7)

ahol i = 1, . . . , N . (4.7) egy 3N egyenletbýol «all«o m«asodrendýu di! erenci«alegyenlet-
rendszer, amely azr i (0) = r 0i «esúr i (0) = v0i (i = 1, . . . , N ) kezdeti felt«etelek ismeret«eben
elm«eletileg megoldhat«o. Mivel azonban a fenti egyenletben a belsýo erýok sokszor nem line-
«arisan f¬uggenek a t¬omegpontok t«avols«ag«at«ol, ez«ert «altal«anos esetben az egyenletrendszer
megold«asa m«arN = 3 eset«en sem lehets«eges z«art alakban. Azonban l«eteznek a pont-
rendszernek olyan «altal«anos dinamikai saj«atoss«agai, amelyek nem f¬uggnek a t¬omegpontok
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k¬oz¬otti k ¬olcs¬onhat«asokt«ol. Ezek («eppen az «altal«anoss«aguk miatt) a r«eszletes dinamik«at
nem tartalmazz«ak, de makroszkopikus sk«al«an fontos ismereteket ny«ujtanak sz«amunkra a
rendszer fýo dinamikai saj«atoss«agair«ol.

4.1. T ¬omegk ¬oz«eppont-t«etel

Induljunk ki a rendszer (4.7) mozg«asegyenlet«ebýol «es¬osszegezz¬uk azt valamennyi t¬omeg-
pontra:

N!

i =1

mi ¬r i =
N!

i =1

Fk
i +

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij . (4.8)

A bal oldal (4.3) alapj«an M ¬R-k«ent «õrhat«o fel. A jobb oldal elsýo tagja a rendszerre hat«o
k¬ulsýo erýokFk eredýoje. A m«asodik tagban az¬osszes belsýo erýo szerepel, vagyis szerepel
benne mindenFij erýonek azFji ellenerýoje, melyek Newton III. t¬orv«enye szerint kiejtik
egym«ast, «õgy ez az¬osszeg z«erus. Ezzel az (4.8) mozg«asegyenlet a k¬ovetkezýo alakot¬olti:

M ¬R = Fk. (4.9)

Ez a t¬omegk¬oz«eppont-t«etel, amely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszer t¬omegk¬oz«ep-
pontja «ugy mozog, mintha a rendszer teljes t¬omege ebbe a pontba lenne sýur«õtve «es a k¬ulsýo
erýok eredýoje a t¬omegk¬oz«eppontra hatna. A t¬omegk¬oz«eppont-t«etel miatt haszn«alhat«o j«ol
a t¬omegpont fogalma.

4.2. Pontrendszer impulzust«etele

Az (4.7) egyenletben felhaszn«alva, hogymi ¬r i = úpi «es ism«et¬osszegezve a t¬omegpontokra:

N!

i =1

úpi =
N!

i =1

Fk
i +

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij , (4.10)

ahol a bal oldal ez«uttal a pontrendszerP ¬osszimpulzus«anak idýobeli v«altoz«asa, mellyel a
fenti egyenlet a

úP = Fk. (4.11)

alakba «õrhat«o.
Ez a pontrendszer impulzust«etele, mely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszer¬osszim-

pulzus«at csak a k¬ulsýo erýok v«altoztathatj«ak meg. Ha a k¬ulsýo erýok eredýoje z«erus, a rendszer
¬osszimpulzusa idýobeli «alland«o marad.
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4.3. Pontrendszer munkat«etele

A t ¬omegpont munkat«etel«enek levezet«ese sor«an alkalmazott m«odszer mint«aj«ara szorozzuk
be azi -edik t¬omegpontra vonatkoz«o (4.7) mozg«asegyenletetúr i -tal:

Fk
i úr i +

N!

j =1
j != i

Fb
ij úr i = mi ¬r i úr i =

d
dt

"
1
2

mi úr 2
i

#
= úK i , (4.12)

ahol K i az i -edik t¬omegpont kinetikus energi«aja. Ezt¬osszegezve az¬osszes t¬omegpontra
«es a deriv«alt linearit«as«at kihaszn«alva:

N!

i =1

úK i =
d
dt

N!

i =1

K i = úK =
N!

i =1

Fk
i úr i +

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij úr i , (4.13)

ahol K a t¬omegpont-rendszer teljes kinetikus energi«aja.
Vizsg«aljuk meg az (4.13) egyenlet tagjait k¬ul¬on-k¬ul¬on: úr i hely«ebe helyettes«õts¬uk (4.4)-

t, majd a z«ar«ojelek felbont«asa ut«an haszn«aljuk fel a (4.5) ¬osszef¬ugg«eseket. A rendszer
kinetikus energi«aja:

K =
N!

i =1

1
2

mi

$
úR + úr "

i

%2
=

1
2

úR
2

N!

i =1

mi +
N!

i =1

1
2

mi úr "2
i + 2 úR

N!

i =1

mi úr "
i

& '( )
=0

. (4.14)

T¬omegk¬oz«epponti rendszerben a t¬omegpont helyvektora, «es annak idýo szerinti deriv«altja
is z«erus, ez«ert nulla az utols«o tag. Tov«abb «õrva a kifejez«est:

K =
1
2

M úR
2

+
N!

i =1

1
2

mi úr "2 = K TR + K b. (4.15)

Itt K TR a transzl«aci«os kinetikus energia, amely a t¬omegk¬oz«eppont kinetikus energi«aj«a-
nak felel meg,K b a belsýo kinetikus energia, amely a t¬omegpontok t¬omegk¬oz«epponthoz
viszony«õtott sebess«eg«ebýol sz«armazik. Ez ut«obbi ad«odhat rendezetlen mozg«asb«ol (p«eld«aul
hýomozg«asb«ol), vagy rendezett mozg«asb«ol (p«eld«aul forg«omozg«asb«ol).

A (4.13) egyenlet jobb oldal«anak elsýo tagja:

N!

i =1

Fk
i

$
úR + úr "

i

%
= úR

N!

i =1

Fk
i +

N!

i =1

Fk
i úr "

i = úRF k +
N!

i =1

Pk
i = Pk

TKP + Pk, (4.16)

ahol Pk
TKP a k¬ulsýo erýoknek a t¬omegk¬oz«eppontra vonatkoz«o l«atsz«olagos teljes«õtm«enye,Pk

a k¬ulsýo erýok¬osszteljes«õtm«enye a t¬omegk¬oz«epponti rendszerben.
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A (4.13) egyenlet jobb oldal«anak m«asodik tagja felhaszn«alva, hogyFb
ij = ! Fb

ji :

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij úr i =

1
2

"

#
#
$

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij úr i +

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ji úr j

%

&
&
' =

=
1
2

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij ( úr i ! úr j ) =

1
2

N!

i =1

N!

j =1
j != i

Fb
ij úr ij = Pb, (4.17)

ahol Pb a belsýo erýok¬osszteljes«õtm«enye t¬omegk¬oz«epponti rendszerben,úr ij pedig azi -edik
t¬omegpontb«ol aj -edik t¬omegpontba mutat«o vektor idýoderiv«altja.

Az ut«obbi eredm«enyek felhaszn«al«as«aval a (4.13) egyenlet egyszerýubb alakra hozhat«o:

úK TR + úK b = Pk
TKP + Pk + Pb. (4.18)

A tov«abbi egyszerýus«õt«es «erdek«eben a (4.9) t ¬omegk¬oz«eppont-t«etel eset«eben is k¬ovess¬uk
a t¬omegpont munkat«etel«enek levezet«ese sor«an alkalmazott m«odszert «es szorozzunk be
úR-tal:

Pk
TKP = Fk úR = M ¬R úR =

d
dt

(
1
2

M úR
2
)

= úK TR (4.19)

(4.18)Ð(4.19) felhaszn«al«as«aval:
úK TR = Pk

TKP

úK b = Pk + Pb (4.20)

Vagyis a pontrendszerre vonatkoz«o di! erenci«alis munkat«etel k«et «all«õt«ast tesz:

1. A pontrendszer transzl«aci«os kinetikus energi«aj«anak idýobeli v«altoz«asa a k¬ulsýo erýok
t¬omegk¬oz«eppontra vonatkoz«o l«atsz«olagos teljes«õtm«eny«evel egyenlýo. Ha ez ut«obbi
z«erus, akkor a rendszer transzl«aci«os kinetikus energi«aja idýoben «alland«o marad.

2. A pontrendszer belsýo kinetikus energi«aj«anak idýobeli v«altoz«asa a belsýo- «es k¬ulsýo
erýok t¬omegk¬oz«epponti-rendszerbeli¬osszteljes«õtm«eny«enek¬osszeg«evel egyenlýo. Ha ez
ut«obbiak null«ak, akkor a rendszer belsýo kinetikus energi«aja idýoben «alland«o marad.

Ha a belsýo erýok konzervat«õvak, azaz l«etezik potenci«alis energia:

Pb = úW b = ! úV b, (4.21)

amit (4.20)-be helyettes«õtve:

úK b = Pk ! úV b =" Pk =
d
dt

*
K b + V b

+
=

d
dt

U, (4.22)

ahol U a rendszer teljes belsýo energi«aja. Az ut«obbi eredm«eny szerint a rendszer teljes
belsýo energi«aj«anak idýobeli v«altoz«asa a k¬ulsýo erýok t¬omegk¬oz«epponti-rendszerbeli¬ossztel-
jes«õtm«eny«evel egyenlýo.
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4.4. Pontrendszer perd ¬ulett«etele
«Irjuk fel az i -edik t¬omegpont orig«ora vett perd¬ulet«et, majd a t¬omegpontokra val«o¬osszeg-
z«est k¬ovetýoenr i hely«ebe helyettes«õts¬uk (4.4)-t «es haszn«aljuk fel a (4.5) ¬osszef¬ugg«eseket:

L i = r i ! mi úr i = ( R + r !
i ) ! mi

!
úR + úr !

i

"
= (4.23)

= R ! mi
úR + R ! mi úr !

i + r !
i ! mi R + r !

i ! mi úr !
i , (4.24)

amit ¬osszegezve valamennyi t¬omegpontra «es felhaszn«alva a (4.5) ¬osszef¬ugg«eseket:

L =
N#

i =1

L i =
N#

i =1

r i ! mi úr i =
N#

i =1

(R + r !
i ) ! mi

!
úR + úr !

i

"
= (4.25)

= R ! úR
N#

i =1

mi + R !
N#

i =1

mi úr !
i

$ %& '
=0

" úR !
N#

i =1

mi r !
i

$ %& '
=0

+
N#

i =1

r !
i ! mi úr !

i = (4.26)

= R ! M úR +
N#

i =1

r !
i ! mi úr !

i = L TKP + S, (4.27)

ahol L TKP a t¬omegk¬oz«eppont orig«ora vett perd¬ulete, S a belsýo perd¬ulet (spin), amely a
t¬omegpontoknak t¬omegk¬oz«epponti-rendszerben a t¬omegk¬oz«eppontra vett¬osszperd¬ulete.

A rendszer perd¬uletv«altoz«asa:

úL TKP + úS = úL =
N#

i =1

úL i =
N#

i =1

d
dt

(r i ! pi ) =
N#

i =1

r i ! úpi =
N#

i =1

r i ! F i , (4.28)

ahol kihaszn«altuk, hogyúr i # pi , «õgy keresztszorzatuk z«erus. (4.28) jobb oldal«anr i hely«ebe
(4.4)-t helyettes«õtve, a t¬omegpontra hat«o erýot pedig k¬ulsýo- «es belsýo erýok¬osszegek«ent
fel«õrva, majd felhaszn«alva az (4.5) ¬osszef¬ugg«eseket:

N#

i =1

(R + r !
i ) !

(
Fk

i + Fb
i

)
= (4.29)

= R !
N#

i =1

Fk
i + R !

N#

i =1

Fb
i

$ %&'
=0

+
N#

i =1

r !
i ! Fk

i +
N#

i =1

r !
i ! Fb

i = (4.30)

= R ! Fk +
N#

i =1

r !
i ! Fk

i +
1
2

N#

i =1

N#

j =1
j "= i

r ij ! Fb
ij = (4.31)

= M k
TKP + M k + M b, (4.32)
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ahol M k
TKP a k¬ulsýo erýok orig«ora vonatkoz«o, t¬omegk¬oz«eppontra hat«o forgat«onyomat«e-

ka, M k a k¬ulsýo erýok forgat«onyomat«eka t¬omegk¬oz«epponti-rendszerben,M b pedig a belsýo
erýok forgat«onyomat«eka t¬omegk¬oz«epponti-rendszerben. Ha a t¬omegpontok k¬oz¬ott hat«o
erýok centr«alisak, azazr ij ! Fb

ij , az utols«o tag eltýunik. Ekkor a (4.28) egyenlet a k¬ovetke-
zýok«eppen «õrhat«o:

úL TKP + úS = M k
TKP + M k. (4.33)

A tov«abbi egyszerýus«õt«es «erdek«eben deriv«aljuk idýo szerint azL TKP -t deÞni«al«o¬ossze-
f¬ugg«est:

úL TKP =
d
dt

!
R " M úR

"
= úR " M úR + R " M ¬R = R " Fk = M k

TKP , (4.34)

amit (4.33)-ben felhaszn«alva:

úL TKP = M k
TKP (4.35a)

úS = M k (4.35b)

Teh«at centr«alis erýok eset«eben a pontrendszerre vonatkoz«o perd¬ulett«etel a k¬ovetkezýo
k«et «all«õt«ast teszi:

1. Pontrendszer t¬omegk¬oz«eppontj«anak orig«ora vett perd¬ulet«enek idýobeli v«altoz«asa a
k¬ulsýo erýok t¬omegk¬oz«eppontra vonatkoz«o forgat«onyomat«ek«aval egyenlýo. Ha ez ut«ob-
bi z«erus, akkor a t¬omegk¬oz«eppont orig«ora vett perd¬ulete idýoben «alland«o marad.

2. Pontrendszer belsýo perd¬ulet«enek idýobeli v«altoz«asa a k¬ulsýo erýok t¬omegk¬oz«epponti-
rendszerbeli forgat«onyomat«ek«aval egyenlýo. Ha ez ut«obbi z«erus, akkor a rendszer
belsýo perd¬ulete idýoben «alland«o marad.
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5. fejezet

A mechanika elvei

Mint azt l«attuk a klasszikus mechanika egy
Ó
axiomatikusÓ modell a makroszkopikus tes-

tek (dinamikai) viselked«es«enek a meg«ert«es«ehez. Term«eszetesen itt az axi«oma nem a ma-
tematikai szigor«us«aggal «ertendýo. Puszt«an annyit jelent, hogy k«õs«erleti megÞgyel«eseken
alapul«o t«enyek sokas«ag«ab«ol kiv«alasztjuk azt a lehetýo legkisebb sz«am«ut, amelyek seg«õts«e-
g«evel a t¬obbi (lehetýoleg¬osszes) mechanikai jelens«eg logikusan levezethetýo. A logikuss«ag
itt matematikai formalizmusban mutatkozik meg.

A Newton-t¬orv«enyek (vagy Newton axi«om«ak) adj«ak a klasszikus mechanika alapt¬or-
v«enyeit. A Newtont k¬ovetýo Þzikusok (DÕAlambert, Euler, Lagrange, Hamilton,. . . ) meg-
pr«ob«alt«ak a mozg«ast¬orv«enyt m«as form«aban is megfogalmazni. Ezeket ma a

Ó
mechanika

elveiÓ-k«ent tartjuk sz«amon.
Ezek az elvek nem l«epnek t«ul a newtoni mechanika hat«arain, «õgy ha van potenci«al

ekvivalens megfogalmaz«asai a klasszikus mechanikai modelljeinknek. M«egis van egy fon-
tos saj«atoss«aguk, amely a Newton-f«ele mozg«ast¬orv«enyekkel szemben nagy elvi elýonynek
bizonyult. Ez pedig az, hogy olyan form«aban fogalmazz«ak meg a dinamika alapt¬orv«e-
ny«et, amely k¬ozvetlen¬ul «altal«anos«õthat«o a mikroÞzika ir«any«aba. Mindez term«eszetesen
csak ut«olag der¬ult ki. A k«õs«erleti tapasztalatok hat«as«ara, a XX. sz«azad elsýo «evtizedeiben,
ezen elm«eleti alapok tett«ek lehetýov«e a kvantummechanika megsz¬ulet«es«et.

5.1. «Altal«anos koordin«at«ak

Egy N t¬omegpontb«ol «all«o,d dimenzi«os rendszer «allapot«atdN darab Descartes-koordin«at«aval
jellemezhetj¬uk. Ha a rendszerben valamilyen k«enyszser felt«etel, azaz koordin«at«ak k¬ozti
kapcsolat van jelen, akkor a koordin«at«ak nem lesznek egym«ast«ol f¬uggetlenek, «õgys darab
k«enyszereset«en a koordin«at«ak k¬ozti ¬osszef¬ugg«esekets darab egyenlet fogja le«õrni.«Igy
a jellemz«eshez sz¬uks«eges szabad param«eterek sz«am«at, vagyis a rendszerszabads«agi fok«at
az

f = dN ! s (5.1)
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¬osszef¬ugg«es adja meg.
A Descartes-koordin«at«ak helyett azonban haszn«alhatjuk a rendszer tetszýolegesf da-

rab, f¬uggetlen param«eter«et, amelyek a rendszer «allapot«at egy«ertelmýuen le«õrj«ak. Ezek az
«ugynevezett«altal«anos koordin«at«ak.

5.2. A legkisebb hat«as elve Ð Vari«aci«osz«am«õt«as

A k¬ovetkezýokben egy axi«om«at fogunk kimondani, elýosz¬or azonban deÞni«aljuk a sz¬uks«eges
alapfogalmakat.

5.1. DeÞn«õci«o (Hat«asintegr«al) Azt az S[ . ] funkcion«alt, amit az

S[q] =
! t2

t1

L (q, úq, t)dt (5.2)

¬osszef¬ugg«es deÞni«al hat«asintegr«alnak nevezz¬uk, ahol az

q(t1) = q1 (5.3a)

q(t2) = q2 (5.3b)

¬osszef¬ugg«esek a peremfelt«etelek.

A fenti deÞn«õci«oban szereplýoL f¬uggv«eny az «ugynevezettLagrange f¬uggv«eny, mely
egy«ertelmýuen jellemzi a rendszer mozg«as«at. A lehets«egesq(t) trajekt«ori«ak k¬oz¬ul a val«o-
s«agban az fog megval«osulni, amelyik eset«en a hat«asintegr«al minim«alis. Ez az axi«oma a
legkisebb hat«as elve.

A fent megfogalmazott feladat avari«aci«osz«am«õt«as alapfeladata, megold«as«anak egyik
lehets«eges m«odj«at az Euler-Lagrange formula adja meg.

5.2. T«etel (Euler-Lagrange formula) A fenti m«odon deÞni«alt hat«asf¬uggv«eny mini-
m«alis, ha b«armelyi = 1, . . . , k teljes¬ul a

! L
! qi

!
d
dt

! L
! úqi

= 0 (5.4)

¬osszef¬ugg«es.

Bizony«õt«as.A bizony«õt«ashoz a sz«elsýo«ert«ek sz«am«õt«asb«ol haszn«alt anal«ogi«at fogjuk haszn«al-
ni. Egy f f¬uggv«enynek sz«elsýo«ert«eke van azon a helyen, ahol a f¬uggv«eny «ert«ek«et inÞnitezi-
m«alisan megv«altoztatva a f¬uggv«eny «ert«eke nem v«altozik, teh«atdf = 0. Hasonl«oan egyS
funkcion«al minim«alis (v. maxim«alis), ha az argumentum«aban szereplýoq(t) f¬uggv«enyhez
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egy
Ó
kicsiÓ! q(t) f¬uggv«ennyel megv«altoztatjuk, akkor azS ily m«odon deÞni«alt megv«alto-

z«asa, «ugynevezettvari«aci«oja, null«aval egyenlýo, teh«at! S = 0. Felhaszn«alvaS deÞn«õci«oj«at,
a vari«aci«o «at«õrhat«o a

! S = S[q + dq] ! S[q] =
! t2

t1

[L (q + ! q, úq + ! úq, t) ! L (q, úq, t)]dt = 0 (5.5)

alakba. Ezt ! q «es! úq szerint sorba fejtj¬uk elsýo rendig:

! S "
! t2

t1

"

L (q, úq, t) +
f#

i =1

$
" L
" qi

! qi +
" L
" úqi

! úqi

%
! L (q, úq, t)

&

dt =

=
! t2

t1

"
f#

i =1

$
" L
" qi

! qi +
" L
" úqi

! úqi

%&

dt = 0. (5.6)

A m«asodik tagot parci«alisan integr«alhatjuk:

! t2

t1

" L
" úqi

! úqi dt =
! t2

t1

" L
" úqi

d
dt

(! qi )dt =
'

" L
" qi

! qi

( t2

t1

!
! t2

t1

$
d
dt

" L
" úqi

%
! qi dt. (5.7)

Mivel a peremfelt«eteleknekq + ! q-ra is teljes¬ulni¬uk kell, ez«ert ! q(t1,2) = 0. Ez alapj«an
a fenti k«eplet elsýo tagja null«aval egyenlýo. Az «õgy kapott eredm«enyt visszahelyettes«õtve a

! S "
f#

i =1

! t2

t1

$
" L
" qi

!
d
dt

" L
" úqi

%
! qi dt = 0 (5.8)

¬osszef¬ugg«est kapjuk, ami akkor «es csak akkor teljes¬ul, ha b«armely ! qi -re, ahol (i =
1, . . . , f ) ha a

" L
" qi

!
d
dt

" L
" úqi

= 0 (5.9)

Euler-Lagrange di! erenci«alegyenlet teljes¬ul.

Megmutathat«o, hogy konzervat«õv rendszerben a Lagrange f¬uggv«eny nem tartalmaz
explicit idýof¬ugg«est «es a rendszer kinetikus «es potenci«alis energi«aj«anak k¬ul¬onbs«eg«evel
egyezik meg:

L (q, úq) = K (q, úq) ! V(q). (5.10)

5.1. Feladat (Matematikai inga)

«Irjuk fel a matematikai inga mozg«asi energi«aj«at a Lagrange-formalizmus felhaszn«al«a-
s«aval (5.1 «abra)! A rendszer k«et dimenzi«os, egy t¬omegpontb«ol «all «es egy k«enyszer van
jelen (# = «alland«o), «õgy a szabads«agi fokok sz«ama:f = 2 á1 ! 1 = 1, «õgy egy «altal«anos
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5.1. «abra. A matematikai inga.

koordin«at«at v«alaszthatunk szabadon. A geometriai elrendez«es miatt ebben az esetben
legc«elszerýubb a! sz¬ogelfordul«ast v«alasztani.«Irjuk fel az inga mozg«asegyenlet«et elýosz¬or
Descartes-koordin«at«akkal:

K (x, y) =
1
2

mv2 =
1
2

m( úx2 + úy2). (5.11)

Majd kihaszn«alva a k«enyszerfelt«etelt «att«erhet¬unk ! «altal«anos koordin«at«ara:

x = " sin!

y = " cos! , (5.12)

ezt felhaszn«alva a kinetikus energia a

K ( ú! , ! ) =
1
2

m
!
(" ú! sin! )2 + ( " ú! cos! )2

"
=

1
2

m(" ú! )2 (5.13)

alakban «õrhat«o fel. A potenci«alis energia hasonl«oan hat«arozhat«o meg:

V(x, y) = ! mgy = ! mg" cos! , (5.14)

ahol a potenci«alis energia nullszintj«enek a felf¬uggeszt«esi ponton «atmenýo v«õzszintes s«õkot
v«alasztottuk. Teh«at a matematikai inga Lagrange-f¬uggv«enye:

L ( ú! , ! ) =
1
2

m(" ú! )2 + mg" cos! . (5.15)

Ezt behelyettes«õtve (5.9) egyenletbe megkapjuk az inga j«ol ismert mozg«asegyenlet«et:

0 =
#L
#qi

!
d
dt

#L
# úqi

= ! mg" sin! !
d
dt

m"2 ú!

! mg" sin! = m"2 ¬! (5.16)
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5.3. Hamilton-formalizmus

A Hamilton-formalizmus jelentýos «ujrafogalmaz«asa a klasszikus mechanik«anak, amelynek
igazi fontoss«aga a kvantum mechanika le«õr«as«an«al ker¬ul elýot«erbe.

Elýosz¬or vezess¬uk az «altal«anos impulzustaz al«abbi m«odon:

5.3. DeÞn«õci«o ( «Altal«anos impulzus) A qi «altal«anos koordin«at«ahoz tartoz«opi «altal«a-
nos impulzus a

pi =
! L
! úqi

(5.17)

¬osszef¬ugg«essel le«õrt mennyis«eg.

A fenti deÞn«õci«ot behelyettes«õtve az Euler-Lagrange egyenletbe a k¬ovetkezýoh¬oz jutunk:

úpi =
! L
! qi

. (5.18)

Ezut«an «õrjuk fel a Lagrange-f¬uggv«eny teljes di! erenci«alj«at, felhaszn«alva az «altal«anos im-
pulzus deÞn«õci«oj«at:

dL =
f!

i =1

! L
! qi

dqi +
f!

i =1

! L
! úqi

dúqi =
f!

i =1

úpi dqi +
f!

i =1

pi dúqi . (5.19)

Felhaszn«alva a szorzat f¬uggv«eny di! erenci«al«asi szab«aly«at a fenti egyenletet az al«abbi
m«odon alak«õthatjuk «at:

dL =
f!

i =1

úpi dqi + d

"
f!

i =1

pi úqi

#

!
f!

i =1

úqi dpi . (5.20)

DeÞni«aljuk egy rendszerHamilton-f¬uggv«eny«eta rendszer teljes energi«aj«aval, de «ugy hogy
az q «esp v«altoz«okkal fejezz¬uk ki:

5.4. DeÞn«õci«o (Hamilton-f ¬uggv«eny) Egy mechanikai rendszerH Hamilton-f¬uggv«enye
teh«at

H(q, p, t) = E(q, úq, t) (5.21)

Az 5.10egyenlet alapj«an, konzervat«õv rendszer eset«eben a Hamilton-f¬uggv«eny az al«abbiak
szerint «õrhat«o:

H(q, p, t) = p úq ! L (q, úq, t). (5.22)

A Hamilton-f ¬uggv«eny seg«õts«eg«evel az al«abbi alakhoz jutunk:

d

"
f!

i =1

pi úqi ! L

#

=
f!

i =1

úpi dqi !
f!

i =1

úqi dpi = dH. (5.23)
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Ezek alapj«an megkaphatjuk az «ugynevezettHamilton-f«ele kanonikus egyenleteket:

úq =
@H
@p

(5.24a)

úp = �@H
@q

, (5.24b)

ezek 2f sz«am«u elsýorendýu di↵erenci«alegyenletet jelentenek.
Tekints¬uk ism«et a matematikai ing«at, «õrjuk fel a'-hez tartoz«o «altal«anos impulzust:

p' =
@L
@ ú'

= m`2 ú'. (5.25)

Ez alapj«an fel«õrhatjuk a matematikai inga Hamilton-f¬uggv«eny«et:

E(', ú') = m(` ú')2 � 1
2
m(` ú')2 �mg` cos' =

p2'
2m`2

�mg` cos' = H(', p'). (5.26)

A Hamilton-f ¬uggv«eny szintvonalai (illetve magasabb dimenzi«oban szintfel¬uletei) az
azonos energi«aj«u «allapotokat jel¬olik. Ez a mechanikai rendszerenergiat«erk«epe.

Felrajzolva a matematikai inga energiat«erk«ep«et (5.2 «abra) a tapasztalatnak megfelelýo
eredm«enyeket kapunk.

5.2. «abra. A matematikai inga energiat«erk«epe.
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6. fejezet

Lineáris rendszerek anaĺızise -
lineáris mechanikai oszcillátor

6.1. Lineáris rendszer defińıciója

6.1. ábra. Lineáris rendszer.

Mielőtt elkezdenénk a csillaṕıtott harmonikus oszcillátor vizsgálatát, ismételjük át
még egyszer mit is értünk lineáris rendszeren! A lineáris függvény defińıciója a következő:

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(ax) = af(x) (6.1)

A lineáris rendszer defińıciója ezzel teljesen analóg, a bemenet és a kimenet között
van lineáris kapcsolat, bármi legyen is a bemenet, vagy a kimenet. Amint majd látni
fogjuk a harmonikus csillaṕıtott oszcillátor esetében ezek függvények lesznek.

6.2. Harmonikus oszcillátor

Felmerülhet a kérdés, hogy miképpen kerül egy egyszerű, speciális mechanikai rendszer
az általános érdeklődésünk középpontjába (és a fizikus indulóba). A válasz egyszerű. A
lineáris mechanikai oszcillátornak olyan tulajdonságai vannak, amelyek alkalmassá teszik
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őt arra, hogy a példáján keresztül betekintést nyerjünk a lineáris rendszerek jellegzetes
viselkedésébe. Mivel a feladat szemléletes, hétköznapi, makroszkopikus tapasztalatokon
alapul, ezért könnyen megérthető. Ennek kapcsán pedig általános törvényeket ismerhe-
tünk fel. Ezek aztán a fizika más területein is sikerrel alkalmazhatók.

6.2. ábra. Csillaṕıtott harmonikus oszcillátor

Tekintsük az 6.2 ábrán látható csillaṕıtott harmonikus mechanikai oszcillátort. Ennek
egy konkrét megvalóśıtása a következő. Legyen egy m tömegű pont, amelyet egy rugóval
az x tengely origójához erőśıtettünk. A rugó nyugalmi hossza zérus és erősségét a D
rugóállandóval jellemezzük. Hasson a tömegpontra egy sebességgel arányos csillaṕıtó erő
is a csillaṕıtás erőssége legyen k. A mozgásegyenlet egy dimenzióban a következő:

mẍ = �Dx� kẋ (6.2)

Érdemes átrendezni az egyenletet:

ẍ+
k

m
ẋ+

D

m
x = 0 (6.3)

ẍ+ 2↵ẋ+ !2
0x = 0, (6.4)

ahol bevezettük a

↵ =
k

2m
, !0 =

r
D

m
(6.5)

A (6.4) egyenlet alakját tekintve egy állandó együtthatójú, másodrendű, közönséges, li-
neáris, homogén di↵erenciálegyenlet. Állandó együtthatójú, mert {↵,!0} időtől független
állandók. közönséges, mert csak egy változós függvény x(t) szerepel benne másodrendű
mert x második deriváltját tartalmazza, lineáris, mert a keresett x(t) függvényen csak
lineáris matematikai műveleteket hajtunk végre (nincsen benne pl. x2, sin(x) kifejezés).
Végül azért homogén, mert az egyenlet jobb oldalán 0 szerepel, azaz nincs x-ben kons-
tans tag. Ha ott egy tetszőleges előre megadott f(t) függvény volna, akkor az egyenlet
inhomogén lenne. Ilyenekkel később még foglalkozunk. Mint majd látni fogjuk a fenti el-
nevezések önmagukon túlmutató jelentőséggel b́ırnak és többségüket ki fogjuk használni.

Mivel az egyenlet másodrendű di↵erenciálegyenlet ezért két kezdeti feltételre van
szükségünk x(t) meghatározásához:

x(0) = x0, ẋ(0) = v0 (6.6)
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A (6.4) egyenlet megoldását a következő alakban keressük:

x(t) = e�t (6.7)

ekkor ugyanis ẋ = � exp(�t), illetve ẍ = �2 exp(�t), és ı́gy

ẍ+ 2↵ẋ+ !2
0x = (�2 + 2↵�+ !2

0)| {z }
=0

e�t = 0. (6.8)

Mivel a fenti egyenletnek tetszőleges időpontban igaznak kell lennie, ezért a zárójelben
szereplő kifejezésnek nullának kell lennie:

�2 + 2↵�+ !2
0 = 0. (6.9)

Amint látható ez egy �-ban másodfokú egyenletre vezetett. Megoldása:

�1,2 = �↵±
q
↵2 � !2

0. (6.10)

Az egyenletnek mindkét � megoldása, mivel (6.4) egyenlet lineáris ezért az egyenlet
megoldása a két lambdához tartozó megoldás lineáris kombinációja lesz:

x(t) = a1e
�1t + a2e

�2t, (6.11)

ahol {a1, a2} együtthatók a kezdeti feltételből határozhatók meg.
Jól látható, hogy a fenti általános megoldással vannak problémák, mivel bizonyos

esetben �1 = �2, illetve az x(t) helyfüggvény akár komplexnek is adódhat. Ezeket az
eseteket külön megvizsgáljuk.

6.2.1. Túlcsillaṕıtás

Tegyük fel, hogy ↵ > !0, azaz k >
p
4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megol-

dásai különbözőek és valósak és ráadásul negat́ıvak:

�1 = �|�1|, �2 = �|�2| (6.12)

Az {a1, a2} együtthatókat az alábbi lineáris egyenletrendszerből tudjuk meghatározni:

a1 + a2 = x0

�1a1 + �2a2 = v0 (6.13)

A mozgást pedig a (6.11) általános megoldás adja meg.
A túlcsillaṕıtott eset jellegzetes mozgásaira a 6.3 ábra mutat példákat.
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6.3. ábra. (a) A két exponenciális részmegoldás, (b) egy-egy példa az x(t) függvényre
különböző kezdősebesség esetén.

6.2.2. Határcsillaṕıtás

Ebben az esetben ↵ = !0, azaz k =
p
4mD. Ekkor, mivel �1 = �2 = �↵ ezért látszólag

csak egy megoldása van a (6.4) egyenletnek. Ez azonban nem elegendő, hiszen két kezdeti
feltételünk {x0, a0} van. Azonban a ↵ = !0, esetén az egyenletnek van egy másik speciális
megoldása. Ezt keressük a

x(t) = te�↵t (6.14)

alakban. Ekkor ugyanis:

0 = ẍ+ 2↵ẋ+ !2
0x

0 = �2↵e�↵t + ↵2te�↵t + 2↵
�
e�↵t � ↵te�↵t

�
+ ↵2te�↵t. (6.15)

Tehát az általános megoldás határcsillaṕıtott esetben a következő:

x(t) = (a1 + a2t) e
�↵t (6.16)

Az {a1, a2} együtthatókat az alábbi lineáris egyenletrendszerből tudjuk meghatározni:

a1 = x0

a1↵ + a2 = v0 (6.17)

6.2.3. Alulcsillaṕıtás

Legyen most ↵ < !0 azaz k <
p
4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megoldásai

komplexek:

�1,2 = �↵±
q
↵2 � !2

0 = �↵± i
q

!2
0 � ↵2 = �↵± i!↵, (6.18)
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ahol !↵ ⌘
p
!2
0 � ↵2. Az általános megoldás (6.11) azonban komplex is lehet, miközben

az x(t) elmozdulást a valós számok halmazán kell keresnünk. Ehhez az kell, hogy az
{a1, a2} együtthatók komplexek lesznek. Ha x(t) 2 R, akkor megegyezik a komplex
konjugáltjával. Azaz

x(t) = x⇤(t)

e�↵t
�
a1e

i!
↵

t + a2e
�i!

↵

t
�
= e�↵t

�
a⇤1e

�i!
↵

t + a⇤2e
i!

↵

t
�

ei!↵

t(a1 � a⇤2| {z }
=0

) = e�i!
↵

t(a⇤1 � a2| {z }
=0

). (6.19)

Tehát, ha a⇤1 = a2, akkor a megoldások valósak. Írjuk fel a1 és a2 együtthatókat a
következő módon:

a1 = Aei�

a2 = Ae�i�, (6.20)

ahol A és � valósak. A valós általános megoldás tehát a következő:

x(t) = e�↵t 2A|{z}
a


ei(!↵

t+�) + e�i(!
↵

t+�)

2

�

| {z }
cos(!

↵

t+�)

x(t) = ae�↵t cos(!↵t+ �) (6.21)

6.4. ábra. Az alulcsillaṕıtott rezgőmozgás és a burkoló exponenciális lecsengés.

A (6.21) általános megoldást az alábbi ekvivalens alakokba is lehet ı́rni:

x(t) = ae�↵t sin(!↵t+  )

x(t) = e�↵t [c sin(!↵t) + d cos(!↵t)] (6.22)
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A legutóbbi egyenlet illeszthető legkönnyebben a kezdeti feltételekkel: d = x0, illetve
c = v0. A kapott megoldások valójában egy csillapodó rezgést adnak meg, amelynek
!↵ körfrekvenciája kisebb, mint a csillaṕıtatlan oszcillátor saját körfrekvenciája !0. Egy
példa látható a 6.4 ábrán.

6.2.4. Összefoglalás

6.5. ábra. A tömegpont helye az idő függvényében adott rugóállandó és változó csillaṕıtás
mellett álló helyzetből elengedve. A paraméterek értéke !0 = 21

s
, ↵ = 3, 2, 0.81

s
a túl-

(zöld), határ- (kék), illetve alulcsillaṕıtott (lila) esetben.

Legfontosabb megjegyzés, hogy a tömegpont helyzete minden esetben exponenciáli-
san közeĺıt a nyugalmi helyzethez. Azaz kijelenthetjük, hogy a csillaṕıtott harmonikus
oszcillátor mindig véges időn belül nyugalomba kerül. (Ezt úgy kell érteni, hogy bármi-
lyen kis " távolságot veszünk az egyensúlyi helyzet körül, a tömegpont véges időn belül
nem lép ki ebből a tartományból és ez akkor is ı́gy van, ha "-t változtatva az időt is
hatványfüggvény szerint átskálázzuk.)

Az előbbi fejezetekben a csillaṕıtást három különböző részre bontottuk, mivel mate-
matikailag más-más úton jutottunk el a megoldáshoz. Azonban ez a felbontás nem csak
a levezetés miatt lényeges, hanem gyakorlati szempontból is. Vessünk egy pillantást a
6.5 ábrára! Itt összehasonĺıtjuk különböző csillaṕıtás esetén egy adott m tömegű tömeg-
pont helyének időfejlődését, ha kezdetben álló helyzetből véges kitérésből elengedjük. A
rugóállandót mindhárom ḱısérletben ugyanannak választjuk.

Jól látható, hogy a határcsillaṕıtás esetében éri el leggyorsabban a nyugalmi helyzetét
a test. A túlcsillaṕıtás nem engedi a testet kellően felgyorsulni, ezért a lecsengés lassú
lesz. Alulcsillaṕıtás esetén a test gyorsan áthalad az egyensúlyi helyzeten, de másik oldalt
is kilengve tovább oszcillál. A kettő közötti optimum a határcsillaṕıtás. A (6.10), (6.16),
(6.21) egyenletekből jól látszik, hogy az exponenciális kitevője pont a határcsillaṕıtás
esetén a legkisebb.
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Ennek fontos jelentősége van, ugyanis sok olyan gyakorlati probléma van, ahol fontos
a rezgések mielőbbi csillaṕıtása. Elég csak pl. az autók kerekeire gondolni, ahol a stabi-
litás és az úttartás miatt fontos a rezgések mielőbbi csillaṕıtása. A fizika más területén
is jól jön ez a tulajdonság. Molekuláris dinamikában [2], ahol ha számı́tógépen sok-
sok részecske statikus helyzetét vizsgáljuk, a határcsillaṕıtás seǵıt az egyensúlyi helyzet
mielőbbi elérésében.

6.2.5. Mechanikai energia

Nézzük meg a mechanikai energia megváltozását, a 3.3 fejezetben megismert módon!
Induljunk ki a csillaṕıtott harmonikus oszcillátor mozgásegyenletéből (6.2):

mẍ = �Dx� kẋ | · ẋ
mẍẋ = �Dxẋ� kẋ2

d

dt

✓
1

2
mẋ2

◆
=

d

dt

✓
�1

2
Dx2

◆
� kẋ2

����
Z t2

t1

. . . dt

�Emech =


1

2
mẋ2 +

1

2
Dx2

�t2

t1

=

Z t2

t1

�kẋ2dt =

Z x2

x1

�kẋdx < 0 (6.23)

Ez a jól ismert általánośıtott munkatétel, amely szerint a rendszer mechanikai ener-
giája nem állandó, hanem a súrlódási erő munkája csökkenti, mı́g a rugóerő konzervat́ıv.

Mivel az {x (0) = 0, ẋ (0) = 0} kezdeti feltételek esetén E = 0 ı́gy nincsen semmi,
ami az energia disszipációt fedezné. Azaz ebben az esetben csak az x (t) ⌘ 0 triviális
megoldás jöhet szóba.

6.3. Gerjesztett csillaṕıtott oszcillátor

Az előző fejezetben láttuk, hogy a csillaṕıtott oszcillátor magára hagyva egy idő után
megáll. A valóságban azonban egy ilyen rendszert folyamatosan érhetik erőhatások.
Az ilyen rendszert gerjesztett csillaṕıtott oszcillátornak nevezzük (pl. az autó kereke,
ahol a csillaṕıtást a lengéscsillaṕıtó, a gerjesztést az út egyenetlenségei adják). Tehát
feltételezzük, hogy a csillaṕıtott oszcillátorra egy időfüggő F (t) erő is hat. Ekkor a (6.2)
mozgásegyenlet a következőképpen módosul:

mẍ+Dx+ kẋ = F (t) (6.24)

Tömeggel való osztás után kapjuk az alábbi inhomogén di↵erenciálegyenletet:

ẍ+ 2↵ẋ+ !2
0x = f(t), (6.25)

ahol f(t) = F (t)/m, tehát f(t) gyorsulás dimenziójú.
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Ez egy lineáris, inhomogén di↵erenciálegyenlet, amelynek matematikai megoldási
technikája közismert. Mivel az egyenlet lineáris, ezért az xIH(t) általános megoldás feĺır-
ható az alábbi alakban:

xIH(t) = xH(t) + xIHP(t) (6.26)

ahol xH(t) a homogén egyenlet általános megoldása (eddig az előzőekben ezzel foglal-
koztunk), a két paraméteres függvényosztály bármelyik eleme lehet és bármilyen kezdeti
feltételre illeszthető. Az xIHP(t) az inhomogén egyenletnek egy tetszőleges induló érté-
kekkel {xIHP(0), ẋIHP(0)} rendelkező megoldása. Ez tehát egy konkrét megoldás, amely
nem tartalmaz semmiféle ismeretlen paramétert. Neve partikuláris (részleges, nem teljes)
megoldás.

Az előzőekben láttuk, hogy a homogén egyenlet megoldása gyorsan lecseng:

lim
t!1

xH(t) = 0 (6.27)

Ezért ezt a megoldást tranziens megoldásnak is nevezik. Elegendően hosszú időre tehát:

xIH(t) ' xIHP(t) (6.28)

Tehát a rendszer hosszú időre elfelejti a kezdeti feltételeket, ezért az xIHP(t)-t állandósult
megoldásnak nevezzük.

Toljuk ki a kezdeti időpontot a t ! �1-be, és a teljes (�1,1) időtartományon
hasson f(t), és keressük a f(t) által generált xIHP(t) = x(t) függvényt.

6.4. Green-függvény

A 6.1 fejezetben definiáltuk a lineáris rendszereket: Ha fi(t) a bement és xi(t) a kimenet
a lineáris rendszerből akkor a következő kapcsolatok igazak:

[f1(t) + f2(t)] ! [x1(t) + x2(t)]

[af1(t)] ! [ax1(t)] (6.29)

Arra vagyunk ḱıváncsiak, hogy egy adott bemeneti függvény milyen kimeneti vá-
laszt ad. Az egész folyamatot a 6.6 ábra szemlélteti. Általánosságban a fenti lineáris
kapcsolatot a következő kifejezéssel lehet léırni:

x(t) =

Z 1

�1
G(t, t0)f(t0)dt0 (6.30)

Ami szavakban azt fejezi ki, hogy az x(t) válaszfüggvény értéke egy adott t pontban
a gerjesztés összes pontban vett hatásának valamilyen súlyozott összege. A súlyozási
függvényt Green-függvénynek nevezzük.
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6.6. ábra. A Green-függvény szemléltetése. A múltbeli gerjesztések (kék) hatással vannak
a válasz t időpontbeli értékére, mı́g a jövőbeliek (piros) nem. A kis téglalapok határesete
az integrál. A gerjesztések idejét mérhetjük labor időben t0, vagy eltelt időben ⌧ , ha a
rendszer időben változatlan.

Tegyük fel, hogy a vizsgált rendszer nem változik az időben (ezt fejezi ki, hogy (6.4)
egyenlet állandó együtthatójú). Ekkor a rendszer állapota csak az időkülönbségtől függ-
het, hiszen bármikor végezzük el a ḱısérletet ugyanazt az eredményt kell kapnunk:

x(t) =

Z 1

�1
G(t� t0)f(t0)dt0 (6.31)

Alapvető fizikai megfigyelés a kauzalitás, azaz az ok-okozati viszony. Ez azt jelenti,
hogy t0 > t gerjesztések nincsenek hatással az x(t) értékére. A gerjesztés válasz kapcsolat
tovább egyszerűsödik:

x(t) =

Z t

�1
G(t� t0)f(t0)dt0 (6.32)

Vezessünk be egy változó cserét, amelyben a t0 mikor időváltozót a visszanéző, mennyivel
ezelőtt ⌧ ⌘ t � t0 változóval helyetteśıtjük. Ekkor (6.32) egyenlet az alábbiak szerint
módosul:

x(t) =

Z 1

0

G(⌧)f(t� ⌧)d⌧. (6.33)

Vegyük észre, hogy G(⌧) idődimenziójú, azaz [G] = s.
Ha megköveteljük, hogy G(⌧) = 0 ⌧ < 0 esetén, akkor a kauzalitást ı́gy is ı́rhatjuk
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6.7. ábra. Szemléltető példa Green-függvényhez. ⌧ < 0-ra a függvény értéke 0, azonban
nagy ⌧ értékekre is 0=hoz tart a függvény értéke.

(lásd 6.7:)

x(t) =

Z 1

�1
G(⌧)f(t� ⌧)d⌧

G(⌧) = 0, ha ⌧ < 0 (6.34)

Fontos észrevétel, hogy
lim
⌧!1

G(⌧) = 0. (6.35)

Ez azt jelenti, hogy a nagyon régi események nincsenek hatással a mostani válaszra. Ez
disszipat́ıv lineáris rendszerekre mindig igaz.

A (6.34) egyenlet tulajdonképpen két függvényt szoroz össze egy speciális utaśıtással.
Neve konvolúció [3].

A (6.34) egyenlet azért is fontos, mert ha meghatározható G(⌧) alakja, akkor utána
tetszőleges gerjesztéshez kiszámı́tható a válasz. Az lenne a legjobb, ha találnánk egy
bemeneti f(t) függvényt amire a rendszer a Green-függvénnyel arányos választ adna.
Ha visszalapozunk a (1.20) egyenlethez jól látható, hogy van ilyen bemenet, mégpedig a
Dirac-deltával arányos f(t)=v0�(t):

x(t) =

Z 1

�1
G(⌧) f(t� ⌧)| {z }

v0�(t�⌧)

d⌧ = v0G(t) (6.36)

Megjegyezzük, hogy a Dirac-delta teljeśıti a �(⌧) = 0, ha ⌧ < 0 feltételt. A v0 fizikai
jelentését lásd alább.

Tehát a Green-függvény a lineáris rendszer Dirac-deltára adott válasza.
Megjegyezzük, hogy sok helyütt használatos a Green-függvény helyett a H(t) átme-

neti függvény, amely a ✓(t) lépcsőfüggvényre adott válasz. A levezetés teljesen analóg
módon megy.
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6.4.1. Csillap«õtott oszcill«ator Green-f ¬uggv«enye

Hat«arozzuk meg a gerjesztett csillap«õtott line«aris oszcill«ator Green-f¬uggv«eny«et! Amint
fent meghat«aroztuk, a Green-f¬uggv«eny, a rendszer Dirac-delt«ara adott v«alasza. Helyet-
tes«õts¬uk a (6.25) egyenletbex = v0G, illetve f = v0! (t) kifejez«eseket!v0-lal val«o egyszer-
¬us«õt«es ut«an kapjuk, hogy

¬G + 2" úG + #2
0G = ! (t) (6.37)

Fontos megjegyezni, hogy m«õgx dimenzi«oja m«eter ([x] = m), addig a Green-f¬uggv«eny«e
m«asodperc ([G] = s). A kettýo k ¬oz¬otti k ¬ul¬onbs«eg egy sebess«eg dimenzi«o. Olyan, mintha
(6.37) egyenletet elosztottuk volna egy konstansv0 sebess«eggel. Ha ezt Þgyelembe vessz¬uk
akkor az egyenlet jobb oldala a k¬ovetkezýo:

F (t) = mf (t) = mv0! (t) (6.38)

Azaz 1.3 fejezetben megtanultak alapj«an ez olyan mint egy pillanatszerýu erýol¬ok«es. Ez
l«athat«o a (6.37) egyenlet idýo szerinti integr«alj«ab«ol a [! $, $] intervallumon:

[ úx]!! ! +
! !

! !
(2" úx + Dx )dt

" #$ %
= O(! )

=
! !

! !
v0! (t)dt = v0, (6.39)

ahol a k¬oz«epsýo integr«al$ nagys«agrendýu, mivel hagyom«anyos f¬uggv«enyekbýol «all. Teh«at a
sebess«egv«altoz«as at = 0 idýopillanatban v0 nagys«ag«u lesz:

x(0! ) = 0 x(0+ ) = 0

úx(0! ) = 0 úx(0+ ) = v0 (6.40)

6.8. «abra. Alulcsillap«õtott harmonikus oszcill«ator Green-f¬uggv«enye.
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Mivel t > 0 eset«en a Dirac-delta z«erus, ez«ert visszakapjuk a gerjeszt«es mentes harmo-
nikus oszcill«atort a (6.40) kezdeti felt«etelekkel (6.8 «abra). Ennek viszont m«ar ismerj¬uk a
megold«as«at.

V«alasszukv0 = 1m/s «ert«eket «es alulcsillap«õtott esetet, ekkor az «altal«anos megold«as
(6.21):

x(t) = asin(! ! t + " )e! ! t (6.41)

A (6.40) kezdeti felt«etelekbýol meghat«arozhat«oa «es" . A kapott Green-f¬uggv«eny teh«at a
k¬ovetkezýo:

G(t) =

!
1

" !
sin(! ! t)e! ! t ha t ! 0

0 ha t < 0
(6.42)

6.4.2. Fourier-transzform«aci«o line«aris rendszerekre

A line«aris rendszer v«alaszf¬uggv«eny«et a bemenet «es a Green-f¬uggv«eny konvol«uci«oj«aval
«all«õthatjuk elýo (6.34):

x(t) =
" "

!"
G(#)f (t " #)d#. (6.43)

Az (1.52) egyenlet alapj«an Fourier t«erben a konvol«uci«o egy egyszerýu szorz«ass«a v«alik:

÷X (! ) = 2 $ ÷G(! ) ÷F (! ), (6.44)

ahol ÷G(! ) = F [G(t)] a Green-f¬uggv«eny Fourier transzform«altja, az«atviteli f¬uggv«eny.
Hat«arozzuk meg a csillap«õtott oszcill«ator «atviteli f¬uggv«eny«et! Tudjuk, hogyF [ úx] =

i ! ÷X (! ), illetve F [¬x] = " ! 2 ÷X (! )

¬x + 2%úx + ! 2
0x = f (t)

" ! 2 ÷X (! ) + i ! ÷X (! ) + ! 2
0

÷X (! ) = ÷F (! )
÷X (! )

#
" ! 2 + 2 i%! + ! 2

0

$
= ÷F (! ) (6.45)

Fourier t«erben a di! erenci«alegyenlet nagyon egyszerýu alak«u. A÷F (! ) bemenethez a÷X (! )
kimenetet egyszerýu oszt«assal kapjuk:

÷X (! ) =
÷F (! )

" ! 2 + 2 i%! + ! 2
0

= 2$ ÷G(! ) ÷F (! ) (6.46)

Teh«at a csillap«õtott oszcill«ator «atviteli f¬uggv«enye:

÷G(! ) =
1

2$
1

(" ! 2 + 2 i%! + ! 2
0)

. (6.47)

Ellenýorizhetýo, hogy a fenti f¬uggv«eny a (6.42) Green-f¬uggv«eny Fourier-transzform«altja.
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Az «atmeneti f¬uggv«eny tov«abbi vizsg«alat«ahoz «õrjuk «at az «atviteli-f¬uggv«enyt Euler-
alakba [4]:

÷G(! ) =
!
!
! ÷G(! )

!
!
! e! i ! (6.48)

Mivel

2" ÷G(! ) =
(! 2

0 ! ! 2) ! i2#!
(! 2

0 ! ! 2)2 + 4#2! 2
, (6.49)

ez«ert

tan $ = !
2#!

! 2
0 ! ! 2

(6.50)
!
!
! ÷G(! )

!
!
! =

1

2"
"

(! 2
0 ! ! 2)2 + 4#2! 2

(6.51)

A
!
!
! ÷G(! )

!
!
! f¬uggv«enyt rezonancia g¬orb«eneknevezz¬uk.

6.9. «abra. A csillap«õtott oszcill«ator rezonancia g¬orb«eje (a) «es f«azistol«asa (b),! 0 = 4
param«eter eset«en k¬ul¬onb¬ozýo # «ert«ekekre. A rezonanciag¬orbe maximum«at az (a) «abr«an
ny«õl jel¬oli.

Vizsg«aljuk meg a kapott eredm«enyeket! A6.9 «abr«an egy p«eld«an szeml«eltetj¬uk az
«atviteli f ¬uggv«eny «es a f«azistol«as alakj«at. J«ol l«athat«oan a rezonancia g¬orb«enek van egy
maximuma (b«ar bizonyos# «ert«ekekre ez megszýunik). Ennek poz«õci«oja sz«amolhat«o, ezt
nevezz¬uk a rezonancia frekvenci«anak.«Ert«eke

! R =
#

! 2
0 ! 2#2 (6.52)

A rezonancia frekvenci«anak a m«ern¬oki alkalmaz«asokban kulcsszerepe van. Szinte
minden «ep«õtm«eny («ep¬ulet, j«armýuvek, stb. ) eset«eben fontos k¬ovetelm«eny a rezonanci«ak
elker¬ul«ese, vagy biztos«õt«asa. Rezonancia eset«eben ugyanis a rezg«esek amplit«ud«oja megnýo.
Bizonyos esetekben (pl. aut«o) ez csak nemk«õv«anatos zajokban jelenik meg, azonban m«as
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esetekben a t«ul nagy amplit«ud«oj«u oszcill«aci«o a szerkezet k«arosod«as«ahoz vezethet. Egyik
j«ol ismert p«elda a Tacoma-h«õd katasztr«of«aja [5]. Manaps«ag alapk¬ovetelm«eny, hogy a
szerkezetre hat«o rezg«esek (sz«el, f¬oldreng«es) tipikus tartom«any«aban az «ep«õtett strukt«ura
j«ol csillap«õtson «es ebben a tartom«anyban rezonanciafrekvenci«ak ne forduljanak elýo.
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7. fejezet

Merev testek dinamik«aja

7.1. Merev test fogalma

A pontrendszerek «altal«anos t«argyal«asa ut«an speci«alis rendszerekkel fogunk foglalkozni. A
minket k¬or¬ulvevýo vil«agban (makroszkopikus m«erettartom«anyban) sokf«ele pontrendszerrel
tal«alkozunk. Az elsýo tapasztalati benyom«as, amely alapj«an ezek elk¬ul¬on¬ulnek egym«ast«ol
az a halmaz«allapotuk. Azaz besz«el¬unk szil«ard, foly«ekony «es l«egnemýu halmaz«allapot«u
anyagokr«ol. Term«eszetesen, a r«eszletek tanulm«anyoz«asa egy sokkal gazdagabb vil«agot
t«ar fel elýott¬unk, de az elsýo l«ep«esk«ent halmaz«allapot szerinti oszt«alyz«as¬osszhangban van
a mindennapi tapasztalatainkkal.

«Altal«aban minden anyag deform«alhat«o, ezzel foglalkozik a Deform«alhat«o testek dina-
mik«aja 8 fejezet. A szil«ard testeknek nem csak a deform«aci«oja, hanem a merev testk«ent
val«o mozg«asa is «erdekes probl«em«akra vezet. Ezzel a k«erd«essel foglalkozik ez a fejezet.

Merev testneknevezz¬uk azt a pontrendszert, amelyben b«armelyik k«et pont egym«ast«ol
m«ert t«avols«aga idýoben «alland«o, azaz! i, j -re:

|r i " r j | = |r ij | = r ij = «alland«o. (7.1)

Teh«at a t¬omegpontok koordin«at«ai nem f¬uggetlenek egym«ast«ol, r«ajuk a fenti elýo«õr«a-
soknak teljes¬ulnie kell. Ezeket k«enyszerfelt«eteleknek nevezz¬uk. Elemi meggondol«asokkal
kisz«am«õthatjuk, hogy h«any skal«ar adat kell egy merev test helyzet«enek a megad«as«ahoz:

¥ A test egy P1 pontj«at mozgathatom b«arhov«a a t«erben ez h«arom szabads«agi fok
(x1, y1, z1).

¥ A test egy m«asikP2 pontj«at m«ar csak egy g¬ombfel¬uletre helyezhetem, hiszen a
|r 1 " r 2| t«avols«ag «alland«o kell, hogy legyen. A g¬ombfel¬uletet k«et sz¬oggel (! , " )
tudjuk param«eterezni (l«asd7.1 «abra).

¥ Ha P1 «esP2 r¬ogz«õtett, akkor ez a k«et pont «altal meghat«arozott egyenes tengely k¬or¬ul
m«eg a test elforoghat. Ezt egy# sz¬oggel tudjuk param«eterezni (l«asd7.1 «abra).
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7.1. «abra. Merev test elforgat«as«anak param«eterez«ese Euler-sz¬ogekkel.

A merev test helyzet«et teh«at 6 db param«eterrel tudjuk le«õrni: (x, y, z, ! , " , #). Az
(x, y, z) a test t«erbeli elmozdul«as«at jellemzi, a (! , " , # ) Euler-sz¬ogek [6] a test elfordul«as«at.

A k¬ovetkezýokben a merev test mozg«as«at mindig egy «all«onak tekintett vonatkoztat«asi
rendszerhez (inerciarendszerhez) viszony«õtva vizsg«aljuk. Ha r¬ogz«õtj¬uk a merev test egy
pontj«at, akkor a test csak ezen pont k¬or¬ul mozoghat. A P1 pont helye h«arom (x1, y1, z1)
Descartes koordin«at«aval jel¬olhetýo ki. Ekkor (! , " , # ) szabadon v«altozhat. Ezt nevezz¬uk
a merev testr¬ogz«õtett pont k¬or¬uli mozg«as«anak, vagy p¬orgettyýumozg«asnak.

Ha r¬ogz«õtj¬uk a merev test egy m«asikP2 pontj«at is, akkor a merev test csak aP1P2

egyenes «altal meghat«arozott tengely k¬or¬ul foroghat. A tengely helyzet«et (az «all«o koordi-
n«atarendszerhez k«epest) a g¬ombi koordin«at«akn«al haszn«alatos (! , " ) sz¬ogek adj«ak meg. A
test tengely k¬or¬uli elfordul«as«at pedig a# sz¬ogparam«eter. Ezt nevezz¬uk r¬ogz«õtett tengely
k¬or¬uli forg«asnak.

A p¬orgettyýumozg«as tanulm«anyoz«asa a merev testek dinamik«aj«anak egyik legbonyo-
lultabb «es egyben leg«erdekesebb ter¬ulete. Az «erdekess«ege abban van, hogy egy p¬orgettyýu
a k¬ulsýo erýohat«asokra nem az «altalunk szubjekt«õven v«art m«odon reag«al. Ennek oka tiszt«an
pszichol«ogiai, ugyanis a h«etk¬oznapjaink sor«an a minket k¬or¬ulvevýo, emberl«ept«ekýu, term«e-
szetes k¬ornyezet¬unkben kev«es sz«am«u p¬orgettyýuvel tal«alkozunk. «Igy nem alakulhatott ki
ezen mozg«ast illetýoen semmif«ele szeml«elet¬unk. Ez«ert a p¬orgettyýu reakci«oj«at a nem forg«o
testekn«el nyert tapasztalataink alapj«an k«epzelj¬uk el. A csal«od«asunk szembesz¬okýo lesz.
Mindezekrýol a K«õs«erleti Fizika sor«an m«ar n«emi benyom«ast szerezhett¬unk. A merev test
mozg«as«anak a r«eszletesebb tanulm«anyoz«as«at a legegyszerýubbel, a r¬ogz«õtett tengely k¬or¬uli
forg«assal kezdj¬uk. Majd ezut«an r«at«er¬unk a sokkal bonyolultabb p¬orgettyýumozg«asra.

7.2. R ¬ogz«õtett tengely k ¬or ¬uli forg«as

Az «altal«anoss«ag elveszt«ese n«elk¬ul feltessz¬uk, hogy a r¬ogz«õtett tengely «atmegy az orig«on
(l«asd 7.2 «abra).

A merev test le«õrhat«o igen sýurýu t¬omegpontok sokas«agak«ent, ak«ar t¬omegpontk«ent jel-
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7.2. «abra. Merev test forg«asa r¬ogz«õtett tengely k¬or¬ul.

lemezve minden egyes atomot, azonban sokkal c«elszerýubbkontinuum anyagmodellthasz-
n«alni. Azaz a merev test anyag«at egy! (r ) sýurýus«egýu folytonos k¬ozegnek fogjuk tekinteni.
Ekkor

dm = ! (r )d3r, (7.2)

ahol dm azr hely k¬or¬uli dr3 t«erfogatban l«evýo anyag t¬omeg«et jelenti. A pontrendszerekn«el
haszn«alt¬osszegz«es helyett az integr«al«asra t«er¬unk «at

N!

i =1

. . . !"
"

. . . d3r =
"

. . . dm. (7.3)

Az integr«al«ast a testre v«egezz¬uk, de ha a sýurýus«eget «ugy deÞni«aljuk, hogy a testen k«õv¬ul
z«erus, akkor az eg«esz t«erre is fel«õrhat«o az integr«al.

A r¬ogz«õtett tengely k¬or¬ul forg«o merev test minden pontja k¬ormozg«ast v«egez ez«ert
«erdemes az! sz¬ogsebess«eg vektort haszn«alni. Ahol az! sz¬ogsebess«eg vektor ir«anya
p«arhuzamos a forg«astengellyel, nagys«aga pedig a sz¬ogelfordul«as sebess«eg«evel|! | = ú" .

A test minden pontj«anak sebess«ege a k¬orp«alya «erintýoj«enek ir«any«aba mutat nagys«aga,
pedig v = R ú" , ahol R a t¬omegpont k¬orp«aly«aj«anak sugara. a sebess«eg vektor alakban

v(r ) = ! # r (7.4)

7.2.1. R ¬ogz«õtett tengely k ¬or ¬ul forg«o merev test perd ¬ulete
«Irjuk fel a merev test perd¬ulet«et (3.31) egyenlet alapj«an r¬ogz«õtett orig«o mellett:

L 0 =
N!

i =1

r i # mi v i =
"

r # vdm =
"

r # v(r )! (r )d3r =

=
"

r # (! # r )! (r )d3r (7.5)
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Mivel mind a vektori«alis szorz«as, mind az integr«al«as line«aris mýuvelet, ez«ert a perd¬ulet
line«aris f¬uggv«enye a sz¬ogsebess«eg vektornak. A (7.5) egyenlet teh«at egy line«aris kapcso-
latot «õr fel k«et vektor,L 0 «es! k¬oz¬ott. K«et vektor k ¬oz¬ott az «altal«anos line«aris kapcsolatot
egy tenzorral, a tehetetlens«egi nyomat«ek tenzorral «õrhatjuk fel:

L 0 = "! . (7.6)

Sz«amoljuk ki a " tenzort a (7.5) egyenlet alapj«an, kihaszn«alva, hogya ! (b ! c) "
(ac)b # (ab)c:

L 0 =
!

r ! (! ! r )
" #$ %

! r 2! r (r ! )

! (r )d3r =
!

[! r 2 # r (r ! )]! (r )d3r (7.7)

«Irjuk «at ! -ra hat«o tenzor alakba azr (r ! ) kifejez«est:

[r (r ! )]i =
&

j

r i r j " j =
&

j

(r $ r )ij " j (7.8)

Itt kihaszn«altuk (1.7) egyenletben deÞni«alt diadikus szorzatot. Teh«at

L 0 =
! '

1r 2 # r $ r
(

! ! (r )d3r =
) ! '

1r 2 # r $ r
(

! (r )d3r
*

" #$ %
" 0

! (7.9)

Azaz
" 0 =

! '
1r 2 # r $ r

(
! (r )d3r. (7.10)

J«ol l«athat«o teh«at, hogy a tehetetlens«egi nyomat«ektenzor csak a test geometri«aj«at«ol f¬ugg.
Vizsg«aljuk meg" komponenseit:

#ij =
! '

r 2$ij # xi xj
(

! (r )d3r, (7.11)

ahol $ij a Kronecker-delta (1.5). A tehetetlens«egi tenzor teh«at egy szimmetrikus m«atrix.
M«atrix alakban ez a k¬ovetkezýok«eppen n«ez ki:

" 0 =
!

+

,
y2 + z2 # xy # xz

# xy x2 + z2 # yz
# xz # yz x2 + y2

-

. ! (r )d3r (7.12)

A mell«ek«atl«oban l«evýo#ij , i %= j m«atrixelemek neve devi«aci«os nyomat«ekok. Az elne-
vez«es eredete forg«o merev test dinamik«aj«aban keresendýo. Erre m«eg visszat«er¬unk. ¬Ossze-
foglalva, a tehetetlens«egi tenzor csak a test geometri«aj«at«ol f¬ugg «es szimmetrikus.
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7.2.2. R ¬ogz«õtett tengely k ¬or ¬ul forg«o merev test kinetikus ener-
gi«aja

Mint azt l«attuk, ha egy merev test egy r¬ogz«õtettt tengely k¬or¬ul forog, akkor minden
pontja k¬ormozg«ast v«egez, vagy «all, ha a pont «eppen a forg«astengelyen van. Minden
pontj«anak a sz¬ogsebess«ege ugyanaz az! . A t ¬omegpontok sebess«ege a m«ar megismert
m«odon (7.5) alakba «õrhat«o. Ez csak akkor igaz, ha az helyvektorokat a forg«astengelyen,
de azon tetszýoleges helyen l«evýo pontb«ol m«erj¬uk, azaz az orig«o a forg«astengelyen van.«Igy
egy elemi t¬omegpont kinetikus energi«aja:

dEk =
1
2

v2dm =
1
2

(! ! r )2dm (7.13)

Haszn«aljuk a a Levi-Civita-szimb«olum (1.4) ciklikuss«ag«at:

(! ! r )2 = v(! ! r ) = ! (r ! v) = ! [r ! (! ! r )] (7.14)

Most megint a (7.5) egyenlethez hasonl«o kifejez«est kapunk:

Ek =
1
2

!
{ ! [r ! (! ! r )]} ! (r )d3r =

=
1
2

! "
!

#
1r 2 " r # r

$%
! (r )d3r =

=
1
2

!" 0! =
1
2

&

ij

" i #ij " j (7.15)

7.3. «abra. A tengelyen l«evýo orig«ob«ol indul«o helyvektor, annak tengelyre vett vet¬ulete «es
a tengelytýol vett t«avols«ag szeml«eltet«ese.

Bontsuk sz«et az! sz¬ogsebess«eg vektort tengely ir«any«u egys«egvektorraet «es sz¬ogse-
bess«eg nagys«agra:" = |! |! Ezt felhaszn«alva «õrjuk fel ism«et a kinetikus energi«at:

Ek =
1
2

" 2 (et " 0et )' () *
! t

=
1
2

#t " 2, (7.16)
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ahol ! t a t tengelyre vett tehetetlens«egi nyomat«ek. A (7.16) egyenlet a k¬oz«episkol«ab«ol
j«ol ismert kifejez«es, ahol egy tengelyre vet«õtett tehetetlens«egi nyomat«ek egy konstans.
Bel«athat«o, hogy! t a kor«abban megismert m«odon a sýurýus«eg tengelytýol vett t«avols«ag«anak
n«egyzet«enek integr«alj«aval sz«amolhat«o. Induljunk ki a tehetetlens«eg tenzor deÞn«õci«oj«ab«ol
(7.10) «es haszn«aljuk ki, hogy a sug«ar merýoleges a tengelyre (l«asd7.3) «abr«at:

! t =
!

et
"
r 2et ! r (ret )

#
" (r )d3r =

! "
r 2 ! (ret )2

#
" d3r =

! "
r 2 ! r 2

t

#
" d3r

! t =
!

R2" d3r, (7.17)

ahol R a tengelytýol vett t«avols«agot jel¬oli. A fenti kifejez«es nyilv«anval«oan v«altozatlan
marad, ha az orig«ot a tengely ment«en eltoljuk. Ezt a t«enyt el is v«artuk, mivel a kinetikus
energia nagys«aga nem f¬ugghet a koordin«ata-rendszer orig«oj«anak helyzet«etýol.

7.2.3. R ¬ogz«õtett tengelyre hat«o erýok

Vizsg«aljuk meg, hogy milyen esetben hat erýo a r¬ogz«õtett tengelyýu forg«as sor«an a tengelyre!
A mindennapi «eletben ezek igen fontos jelentýos«eggel b«õrnak.

Ha a t¬omegk¬oz«epponton nem halad «at a tengely, akkor a t¬omegk¬oz«epponti t«etel4.1
alapj«an erýohat«as sz¬uks«eges a t¬omegk¬oz«eppont «es ez«altal a test k¬orp«aly«an tart«as«ahoz:

úr tkp = ! " r tkp (7.18)

A k¬orp«aly«an tart«ashoz sz¬uks«eges erýo (2.5):

Fk = M ¬r tkp = M acp = !
M (! " r tkp )2

r tkp
(7.19)

J«ol l«athat«o, hogy amennyibenr tkp p«arhuzamos a tengellyel, azaz a! sz¬ogsebess«eg vek-
torral, akkor a k¬ulsýo erýok eredýoje z«erus. Ez akkor val«osul meg, ha a t¬omegk¬oz«eppont a
forg«astengelyen van.

Ezt az erýohat«ast j«ol lehet l«atni a mos«og«ep centrifug«al«asakor, mivel a ruha sokszor
egyenetlen¬ul oszlik el a dobban, ez«ert a forg«o r«esz t¬omegk¬oz«eppontja ritk«an esik egybe a
forg«astengellyel, ami a mos«og«ep r«azk«od«as«ahoz, ugr«al«as«ahoz vezet. Ez az e! ektus m«ashol
is zavar«o lehet, p«eld«aul az aut«o kerek«et is az«ert kell centr«õroztatni, hogy az ugr«al«ast,
ez«altal a tapad«as cs¬okken«es«et elker¬ulj ¬uk.

Az, hogy a k¬ulsýo erýok eredýoje z«erus, m«eg nem elegendýo felt«etel arra, hogy a tengely
k¬ulsýo erýohat«as n«elk¬ul is nyugalomban maradjon. Az

L 0 = " 0! (7.20)

egyenletben a" 0 tenzor a test geometri«aj«at«ol f¬ugg, teh«at csak a testtel egy¬utt forogva
«alland«o. «All«o koordin«ata-rendszerbýol szeml«elve, amennyiben a test elfordul, akkor vele

68



7.4. «abra. Egy test perd¬ulet«enek forg«asa «es az «ebredýo forgat«onyomat«ekok, r¬ogz«õtett ten-
gely eset«en.

fordul ! 0 is. Ez azonban azt jelenti, hogy az «all«o rendszerbýol szeml«elve azL 0 perd¬ulet-
vektor a merev testtel egy¬utt forog (7.4 «abra), azaz nem «alland«o. A pontrendszerekn«el
tanult perd¬ulett«etel «ertelm«eben

úL 0 = " ! L 0 = N 0 = r ! F. (7.21)

Teh«at ha L 0 nem p«arhuzamos a" forg«astengellyel, akkor a tengely egyhelyben tart«as«a-
hoz forgat«onyomat«ekra van sz¬uks«eg¬unk. A tengely v«eg«en «ebredýo erýok pedig azL 0 «es a
tengely «altal meghat«arozott s«õkban lesznek. A forgat«onyomat«ek l«et«erýol mindenki maga
is meggyýozýodhet, nem kell hozz«a m«as, csak egy krumpli «es egy k¬otýotýu.

7.3. Szabad tengely k ¬or ¬ul forg«o merev test

7.3.1. Fýotengely rendszer

Vizsg«aljuk meg azt az esetet, amikor a testre nem hat k¬ulsýo forgat«onyomat«ek. Ekkor 0 =
N 0 = úL 0 = " ! L . Azaz a test perd¬ulete nem v«altozik. Ha" «esL 0 nem p«arhuzamosak,
akkor mivel ! 0 a testtel egy¬utt forog, ez csak «ugy lehets«eges, ha a pillanatnyi forg«astengely
is pillanatr«ol pillanatra v«altozik, azaz" (t). Azonban, ha" ||L 0, akkor ezek p«arhuzamosak
is maradnak. N«ezz¬uk meg mikor lehets«eges ez!

L 0 = ! 0" = ! 0" , (7.22)

A (7.22) egyenlet egy saj«at«ert«ek-egyenlet, ahol! 0 saj«at«ert«eke," pedig saj«atvektora a! 0

tehetetlens«egi tenzornak.
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Mivel a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus ezért sajátértékei (✓1, ✓2, ✓3) valósak, sa-
játvektorai (e1, e2, e3) pedig merőlegesek egymásra:

! e1 = ✓1e1

! e2 = ✓2e2

! e3 = ✓3e3 (7.23)

A három merőleges sajátvektor egy bázist alkot, amelyben a fentiek alapján a tehetet-
lenségi tenzor diagonális:

! =

!

"
✓1 0 0
0 ✓2 0
0 0 ✓3

#

$ (7.24)

A (e1, e2, e3) tengelyeket tehetetlens«egi fýotengelyeknek, a koordinátarendszert fýotengely-
rendszernek (FTR)nevezzük. Ekkor megkülönböztetés végett általában az x, y, z helyett
a főtengelyeket 1, 2, 3-mal jelöljük.

Az elmondottakból következik, hogy ha a merev testet egy tömegközéppontján (TKP)
átmenő főtengely körül forgatjuk, akkor a tengelyre semmiféle külső erő nem fog hatni.
Az ilyen tengelyeket szabad tengelyneknevezzük. A megadott feltételek miatt minden
merev testnek (bármilyen alakú és tömegeloszlású is legyen) minimum három szabad
tengelye van. Ezek a t¬omegk¬oz«epponti tehetetlens«egi fýotengelyek.

7.5. ábra. Négyzet alapú hasáb és kocka.

Általában a szabálytalan testeknek három szabad tengelye van. Azonban ha a test
rendelkezik bizonyos szimmetriával, akkor akár végtelen sok szabad tengelye is lehet.
Például a négyzet alapú hasábnak (7.5 ábra) két azonos tehetetlenségi nyomaték saját-
értéke lesz ✓1 = ✓2, ilyenkor bármely ↵e1+�e2 tengely szabad tengely. A kocka esetében
(7.5 ábra) mindhárom sajátérték azonos (✓1 = ✓2 = ✓3), ekkor bármely tömegközéppon-
ton átmenő tengely szabad tengely. Tehát a kocka tehetetlensége azonos a gömbével,
azaz a gömb és a kocka forgómozgásában semmilyen különbség sincs.
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7.4. R ¬ogz«õtett pont k ¬or ¬ul forg«o merev test dinamik«aja
(a p ¬orgettyýu mozg«as)

7.6. «abra. R¬ogz«õtett pont k¬or¬ul forg«o merev test illusztr«aci«oja.

Tekints¬unk egy merev testet, amelyik egy adott (r¬ogz«õtett)O pontja k¬or¬ul szabadon
foroghat. Ha azO nem esik egybe a t¬omegk¬oz«epponttal «es a test gravit«aci«os t«erben van,
akkor «un. s«ulyos p¬orgettyýurýol besz«el¬unk.

Mint m«ar eml«õtett¬uk, ha ! «esL 0 nem p«arhuzamos, akkor! (t) idýoben v«altozik. Arra
vagyunk k«õv«ancsiak, hogyan mozog a merev test¬unk, azaz szeretn«enk meghat«arozni az
! (t) f¬uggv«enyt. A perd¬ulet megv«altoz«asa a forgat«onyomat«ekkal egyezik meg:

N 0 = úL 0 =
d
dt

("! ) = ú"! + " ú! (7.25)

A k¬ovetkezýo k«erd«es, hogy meg tudjuk-e hat«arozni a tehetetlens«egi tenzor megv«altoz«as«at
a forg«as sor«an? Vizsg«aljuk meg a rendszert a testtel egy¬uttmozg«o koordin«atarendszer-
ben! Ebben a rendszerben jel¬olj¬uk vesszýovel a mennyis«egeket! A fenti (7.25) egyenlet a
k¬ovetkezýok«eppen n«ez ki az egy¬uttforg«o rendszerben:

úL
!
0 = " ! ú! !, (7.26)

mivel ú"
!

! 0, hiszen az csak a test geometri«aj«at«ol f¬ugg az egy¬uttmozg«o rendszerben
az nem v«altozik. A labor rendszerbýol «ugy kapjuk meg az egy¬uttmozg«o rendszert, hogy
mindig ! -val forgunk. Azaz

N 0 = úL 0 = úL
!
0 + ! " L !

0 (7.27)

Megjegyezz¬uk, hogy ezt egyszer m«ar komment«ar n«elk¬ul kihaszn«altuk a (7.21) egyenlet-
ben. A (7.25) egyenlet fýotengely-rendszerben teh«at a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o (most m«ar
elhagyjuk a vesszýoket):

N 0 = " ú! + ! " "! (7.28)
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Komponensenkk«ent ki«õrva:

N01 = ! 1 ú" 1 + " 2" 3! 3 ! " 3" 2! 2

N02 = ! 2 ú" 2 + " 1" 3! 1 ! " 3" 1! 3

N03 = ! 3 ú" 3 + " 2" 1! 2 ! " 1" 2! 1 (7.29)

¬Osszevonva:

N01 = ! 1 ú" 1 ! " 2" 3(! 2 ! ! 3)

N02 = ! 2 ú" 2 ! " 1" 3(! 3 ! ! 1)

N03 = ! 3 ú" 3 ! " 1" 2(! 1 ! ! 2) (7.30)

A (7.28), illetve (7.30) elsýorendýu, nemline«aris di! erenci«alegyenlet-rendszert ap¬orgettyýu-
mozg«as Euler-egyenlet«eneknevezz¬uk.

Az egyenletrendszer nemline«aris, ez«ert a megold«asa n«eh«any, jellegzetes, speci«alis eset-
týol eltekintve egy«altal«an nem egyszerýu. L«athat«o, hogy az egyenletrendszer kapcsolatot
teremt a r¬ogz«õtettO pont k¬or¬ul forg«o test! sz¬ogsebess«ege «es a r«a hat«o k¬ulsýo erýoknek azO
pontra vett N 0 nyomat«eka k¬oz¬ott. Az «erdekess«ege az, hogy ezt a kapcsolatot a forg«o test-
hez r¬ogz«õtett fýotengely-rendszerben fel«õrhat«o (" 1, " 2, " 3) «es (N01, N02, N03) komponensek
k¬oz¬ott adja meg.

A p¬orgettyýumozg«as megold«as«anak a m«asik neh«ezs«ege abban van, hogy ha m«ar megha-
t«aroztuk ! komponenseit, akkor m«eg ebbýol ki kell tal«alnunk, hogy a test hogyan mozog
az «all«o rendszerben. Itt l«ep a sz«õnre az Euler-sz¬ogek rendszere. A bevezetýoben l«at-
tuk ugyanis, hogy egy merev test mozg«as«at a (#(t), $(t), %(t)) idýof¬uggv«enyekkel adjuk
meg. Ez azt jelenti teh«at, hogy az ismeret«eben meg kell hat«aroznunk az «all«o rendszerben
r¬ogz«õtett koordin«atarendszer¬unkben a sz¬ogsebess«eg-komponenseket, majd ennek alapj«an
mag«at a mozg«ast, azaz

(" 1, " 2, " 3) !" (" x , " y, " z) !" (#(t), $(t), %(t)) (7.31)

Mindez «altal«anos esetben egy«altal«aban nem k¬onnyýu feladat, de elvileg megoldhat«o. Eb-
ben rejlik a p¬orgettyýuk dinamik«aj«anak a titokzatoss«aga, de egyben a sz«eps«ege is.

Az al«abbiakban k«et egyszerýu esetben megoldjuk a p¬orgettyýumozg«as Euler-egyenlet«et.

7.1. Feladat Vizsg«aljuk meg egy szabadon forg«o test stabilit«as«at! Biztosan mindenki «esz-
revette m«ar, hogy egy gyufaskatuly«at p¬or¬ogve feldobva annak mozg«asa n«eha sz«ep p¬orgýo
marad, n«eha pedig bukd«acsol«o. Tudjuk, hogy elm«eletileg a szabad tengelyek ment«en meg-
p¬orgetve a sz¬ogsebess«eg «alland«o marad, teh«at mindenk«eppen sz«ep p¬orgýo mozg«ast kellene
l«atnunk. Ha a legkisebb «es legnagyobb lapon megy «at a tengely¬unk, ez «õgy is van, azonban
ha a k¬oz«epsýon, akkor mindig bukd«acsol. N«ezz¬uk meg mi«ert van ez! Az itt ismertetett
levezet«es a [7] jegyzet alapj«an k«esz¬ult.
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Legyen egy test tehetetlens«egi tenzor«anak h«arom saj«at«ert«ek«ere igaz a k¬ovetkezýo egyen-
lýotlens«eg:

✓1 < ✓2 < ✓3 (7.32)

P¬orgess¬uk meg a testet e legkisebb saj«at«ert«ekhez tartoz«oe1 fýotengely ment«en!1 sz¬ogse-
bess«eggel! Azonban mivel nem vagyunk t¬ok«eletesek, a m«asik k«et fýotengely ment«en is kicsit
forog a test¬unk (perturb«aci«o), azaz a test sz¬ogsebess«ege:

! = !1e1 + �e2 + µe3, (7.33)

ahol�, µ ⌧ !1. «Irjuk fel az (7.30) Euler-egyenletet csak az elsýo rendýu tagokat megtartva:

0 = ✓1!̇1 (7.34)

0 = ✓2�̇� !1µ(✓3 � ✓1) (7.35)

0 = ✓3µ̇� !1�(✓1 � ✓2) (7.36)

A (7.34) egyenlet azt mondja nek¬unk, hogy!1 = «alland«o. A (7.35) «es (7.36) egyenleteket
idýo szerint deriv«alva kapjuk, hogy

�̈ =
✓3 � ✓1

✓2
!1µ̇ (7.37)

µ̈ =
✓1 � ✓2

✓3
!1�̇ (7.38)

A (7.37) egyenletben megjelenýȯµ mennyis«eget helyettes«õts¬uk be (7.36) egyenletbýol:

�̈+
(✓1 � ✓3)(✓1 � ✓2)

✓2✓3
!2
1� = 0 (7.39)

Mivel ✓1 < ✓2 < ✓3, ez«ert a� elýott «all«o faktor pozit«õv, teh«at a fenti m«asodfok«u di↵erenci«al-
egyenlet megold«asa szinuszos oszcill«aci«o:

�(t) = �0 sin

0

@
s

(✓1 � ✓3)(✓1 � ✓2)

✓2✓3
!1t+ �0

1

A (7.40)

K¬onnyen bel«athat«o, hogy hasonl«o eredm«enyt kapunkµ idýobeli v«altoz«as«ara is. Teh«at az
«altalunk akaratlanul okozott t¬obbi fýotengely ir«any«u perturb«aci«o csak elliptikusan oszcill«al,
a mozg«as alapvetýoen marad aze1 tengely k¬or¬uli forg«as.

Amennyiben a fenti sz«amol«ast v«egigvissz¬uk a legnagyobb tehetetlens«egi nyomat«ekkal
rendelkezýo tengelyre:✓1 > ✓2 > ✓3, akkor is ugyanezt kapjuk, a (7.39) egyenletben a�
elýott «all«o faktor pozit«õv.
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Más a helyzet a középső tehetetlenségi nyomatékkal rendelkező irányban: ✓2 > ✓1 >
✓3. Ekkor ugyanis a (7.39) egyenlet megoldása már nem szinuszos oszcilláció, hanem
exponenciális lesz:

�(t) = Ae↵2t +Be�↵2t, (7.41)

ahol

↵2 =

s
(✓3 � ✓1)(✓1 � ✓2)

✓2✓3
(7.42)

Ez azt is jelenti, hogy a kis perturbáció megnő és a többi irányú forgás is láthatóvá válik.
Természetesen, ekkor már nem alkalmazható ez az elsőrendű közeĺıtés.

Összefoglalva tehát, megmutattuk, hogy egy test legkisebb és legnagyobb sajátértéké-
hez tartozó irányokban a szabad forgása stabil, azonban a középső sajátértékéhez tartozó
irányban a szabad forgása instabil.

7.2. Feladat Ebben a részben két problémát vizsgálunk. Megmutatjuk, hogy ugyanarra a
jelenségre vezethetők vissza. Az első probléma a 7.7 (a) ábrán látható. Itt egy tengelyen
lévő kerék gömbcsuklóval kapcsolódik a függőleges tartórúdhoz. Ha a kerék nem forog,
akkor elengedés után a tengely függőlegesen lefelé fog mozogni a gravitáció hatására. Ha
azonban tengely v́ızszintes helyzete mellett a tengelyen lévő kereket megpörgetjük, majd
elengedjük, akkor nem ez történik, hanem a tengely megőrzi v́ızszintes helyzetét és elkezd
a csukló körül körbe forogni.

7.7. ábra. (a) csuklón forgó kerék, mely a gravitáció hatására nem lefelé mozdul el,
hanem körbe. (b) Bumeráng.

A gravitációból származó forgatónyomaték tehát lefelé szeretné ford́ıtani a tengelyt,
de az erre merőleges forgómozgás miatt mégsem arra, hanem egy harmadik merőleges
irányba indul el a test.

A bumeráng egy olyan eszköz, amelyben a lapátok szárny-profilúak. Ezért a forgó
mozgás hatására azokon a forgás tengelyével párhuzamos felhajtóerő keletkezik. Mivel
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a bumerángot nem egyhelyben forgatjuk, hanem a forgómozgással párhuzamosan haladó
mozgást is végez, ezért a lapátok a fenti helyzetben, mikor a haladó mozgás irányába
forognak, gyorsabban mennek a levegőhöz képest, mint az alsók, ezért a lapátokra ható
erő különböző lesz, ami szintén egy forgatónyomatékot eredményez hasonlóan az előző
példához és a végeredmény is hasonló v́ızszintes körmozgás, ami lehetővé teszi a bumeráng
visszatértét.

Az alaphelyzet tehát mindkét esetben ugyanaz, van egy testünk, amely az egyik szabad
tengelye mentén gyors forgómozgást végez, miközben arra merőlegesen forgatónyomaték
lép fel. Írjuk fel az Euler-egyenleteket erre az esetre. Vizsgáljunk forgásszimmetrikus
testet, amely a forgástengelye (e1) körül forog !1 szögsebességgel. Ebben az irányban a
tehetetlenségi nyomatéka ✓||. Az N forgatónyomaték hasson a e2 irányban. A forgás-
irányra merőleges tehetetlenségi nyomaték legyen ✓?:

✓||!̇1 + !2!3(✓? � ✓?) = 0 (7.43)

✓?!̇2 + !3!1(✓|| � ✓?) = N (7.44)

✓?!̇3 + !2!1(✓|| � ✓?) = 0. (7.45)

A (7.43) egyenlet ismét azt mondja nekünk, hogy súrlódás hiányában a nem csillapodik
a forgómozgás, azaz !1 = állandó. Vezessük be ⌧ = (✓|| � ✓?)/✓? konstansot. Deriváljuk
idő szerint még egyszer a (7.44) és (7.45) egyenleteket még egyszer:

!̈2 = �⌧!1!̇3 (7.46)

!̈3 = �⌧!1!̇2. (7.47)

Az egyenletek jobb oldalán álló !̇3 és !̇2 változókat az (7.45) és (7.44) egyenletekből
behelyetteśıtjük:

!̈2 = �⌧ 2!2
1 !2 (7.48)

!̈3 = �⌧ 2!2
1 !3 +

N⌧!1

✓?
. (7.49)

Pontosan azt kaptuk, amit a ḱısérletek mutatnak, egy e1 irányban forgó testre, a e2
irányba ható forgatónyomaték a e3 irányba növeli meg a test szögsebességét, mı́g a e2
irányban a szögsebesség zérus marad.
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8. fejezet

Deformálható testek mechanikája

8.1. Általános mérlegegyenletek

A természettudományos vizsgálódásunknak (most elsősorban gondoljunk a fizikára) az az
objekt́ıv alapja, hogy az univerzumunkban valamiféle rend van. És ezt a rendet az ember
(jelesül most a fizikus) képes felismerni. Mintázatokat vélünk tapasztalni a jelenségek
minden szintjén. Ez teszi lehetővé azt, hogy matematikai modelleket gyártsunk, ame-
lyek hűek és ı́gy belőlük számokkal megfogalmazható eredményeket kaphassunk. Ezeket
aztán lehet a megfigyelésekkel, vagy tudatos mérésekkel ellenőrizni. Ha a modellünk jó,
akkor számszerű egyezést fogunk tapasztalni. Azt mondjuk erre, hogy a modellünknek
reálisnak kell lennie. Nem célunk most a modellalkotás filozófiai problémáiról beszélni.
A kvantummechanikai tanulmányainknál ez úgyis elkerülhetetlen.

Ha egy törvény olyan, hogy nagyon sokféle természeti jelenségre értelmezhető, akkor
az valami nagyon alapvető mintázatot, univerzális igazságot fogalmaz meg. A fizikus
szeret ilyeneket találni, mert ez a dolgok lényegi megértését jelenti számára.

Ilyen univerzális törvényeket fogalmazunk meg az ún. mérlegegyenletekben. Ezek ex-
tenźıv fizikai mennyiségek nagyon általános (térbeli és időbeli) tulajdonságait fogalmaz-
zák meg. Érvényes lehet anyagi dolgokra (szubsztancia), mint pl. egy városba tartózkodó
emberek száma. Vagy pedig nem anyagi természetű dolgokra, valamiféle számmal jelle-
mezhető tulajdonságra (attribútum) mint pl. az energia. Mint látni fogjuk, a példaként
felhozott két fogalom nagyon távoli egymástól, mégis ugyanolyan mérlegegyenleteknek
tesznek eleget.

A fizikai jelenségeket mindig a tér egy általunk jól elkülöńıtett részében figyeljük meg.
Ezt a térrészt egy zárt felülettel elválasztjuk a környezetétől. A felület által határolt tér-
részben lévő objektumok alkotják a fizika rendszert amelyet valamilyen extenźıv vagy
intenźıv (reális) fizikai mennyiségekkel jellemzünk (lásd Termodinamika). Egy fizikai
jellemző extenźıvitása nagyon általános tulajdonságokat eredményez. A mérlegegyenle-
tekben éppen ezeket fogalmazzuk meg.
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Legyen w egy extenźıv mennyiség (például: tömeg, energia, impulzus, töltés, stb. )
és ⇢w(r, t) a w mennyiség térfogatsűrűsége. Ez azt jelenti, hogy a tér egy r pontjában
egy t időpillanatban egy dV térfogatelemben ebből a fizikai mennyiségből dw = ⇢wdV
van jelen. A ⇢w(r, t) mértékegysége tehát:

[⇢w] =
[w]

m3
(8.1)

A w extenźıv mennyiségből képzett ⇢w(r, t) térfogatsűrűség már intenźıv mennyiség.
Mivel a w mennyiség áramolhat ezért hasznos bevezetni a w mennyiség jw áramsűrűségét.
Ez egy adott dA felületen egységnyi idő alatt átáramló w mennyiségét méri:

jwdA =
dw

dt
(8.2)

Az áramsűrűség mértékegysége:

[jw] =
[w]

s m2
. (8.3)

Az adott mennyiség nem csak áramolhat, hanem keletkezhet és eltűnhet is. Ezt a fo-
lyamatot a sw forrássűrűséggel jellemezzük. Ez megadja, hogy egy elemi térfogatban
egységnyi idő alatt mennyi w keletkezik, illetve tűnik el:

swdV =
dw

dt
. (8.4)

A forrássűrűség mértékegysége:

[sw] =
[w]

s m3
. (8.5)

8.1. ábra. Egy adott V térfogat a laborrendszerben. A dA felületelem vektor mindig
merőleges a felületre és a térfogatból kifele mutat.
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Legyen adott a laborrendszerben egy A felületű V térfogatú tartomány. Ebben a
tartományban található w mennyisége a következő:

w(t) =

Z

V

⇢w(r, t)dV (8.6)

A tartományban a w extenźıv mennyiség csak kétféle módon változhat: (i) vagy átlép
a felületen, (ii) vagy belül keletkezik. A most bevezetett fogalmakkal ez a következő
módon fogalmazható meg:

dw

dt
=

d

dt

Z

V

⇢w(r, t)dV =

Z

V

@t⇢w(r, t)dV = �
I

A

jwdA
| {z }

(i)

+

Z

v

swdV
| {z }

(ii)

(8.7)

Az egyenlet bal oldalán az idő szerinti deriválást át lehet vinni az integrálon, mivel a
vizsgált térfogat időben állandó. Az A felületre vett integrál előtt minusz jel áll, mivel a
dA felületelem vektor a testből kifelé mutat, tehát kifelé folyó áram esetén lesz pozit́ıv
az integrandus, ami viszont w csökkenését eredményezi.

Általánosabb lenne a fenti képlet, ha az összes integrál térfogat szerinti lenne. Ebben
nyújt seǵıtséget a Gauss-Osztrogradszkij-tétel[8] amely egy tetszőleges u vektormennyi-
ség térfogati és felületi integrálja között teremt kapcsolatot:

I

A

udA =

Z

V

divudV. (8.8)

Mint már a Matematikai bevezetőben 1.2 is emĺıtettük a divergencia szemléletes jelentése
az adott mennyiség lokális kitágulásának mértéke. A (8.8) egyenletet kihasználva kapjuk,
hogy Z

V

@t⇢wdV = �
Z

V

divjwdV +

Z

V

swdV (8.9)

Átrendezve: Z

V

✓
@⇢w
@t

+rjw � sw

◆
dV = 0 (8.10)

A fenti egyenlet tetszőleges térfogat esetén igaz ez csak akkor teljesülhet, ha maga az
integrandus is zérus:

@⇢w
@t

+rjw = sw (8.11)

Ez a di↵erenciális mérlegegyenlet, amit szokás még kontinuitási egyenletnek is nevezni.
Ha forrás nincsen (sw = 0), akkor megmaradási tételről beszélünk:

@t⇢w +rjw = 0 (8.12)
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8.1.1. Konvekt́ıv, kondukt́ıv áram

Az eddigiekben nem beszéltünk arról, hogy milyen konkrét extenźıv mennyiségre kell gon-
dolnunk, amikor a fizikában mérlegegyenletekről beszélünk. A későbbi szemlélet (elekt-
rodinamika, kvantummechanika) kialaḱıtása végett célszerű a történeti utat követni. Ez
ugyanis szépen tükrözi az általánośıtásoknak a szükségszerűségét. Kiindulásul egy konk-
rét fizikai rendszerrel, a tömegpontrendszerrel foglalkozunk. Méghozzá olyannal, ahol
a rendszer (makroszkopikus) térfogata akkora, hogy kontinuum eloszlású anyagmodellt
lehet használni. Ezt nevezzük folytonos anyageloszlású testnek, vagy egyetlen szóval
közegnek. Az ilyen rendszer dinamikájával a kontinuummechanika foglalkozik.

A kontinuummechanikában a következő extenźıv mechanikai mennyiségekre célszerű
mérlegegyenleteket feĺırni.

Tömeg: m tömegsűrűség: ⇢m(r, t) ⌘ ⇢(r, t)
Energia: E energiasűrűség: ⇢E(r, t) ⌘ ⇢(r, t)v2(r, t)/2
Impulzus: p impulzussűrűség: ⇢p(r, t) ⌘ ⇢(r, t)p(r, t)
Töltés: Q töltéssűrűség: ⇢Q(r, t) ⌘ dQ(r, t)/dV

Tömeg esetén, illetve elektrodinamikában a töltéssűrűség esetén általában nem ı́rjuk ki
az indexet. Az impulzusmomentum mérlegegyenletével nem foglalkozunk, ugyanis nem
mond lényegesen többet, mint az impulzusmérleg. Majd alkalomadtán megemĺıtjük az
idevonatkozó fizikai tudnivalókat.

Látható, hogy ezekben a fontos esetekben a anyagsűrűség, azaz az maguk az anyagi
pontok hordozzák az extenźıv mennyiséget (impulzus, energia, perdület, töltés). Az
egyszerűbb szóhasználat végett úgy beszélünk ezekről a fizikai mennyiségekről, mintha
maguk is szubsztanciák, valamiféle megfogható dolgok, önálló anyagi létezők volnának,
holott ezek a közeget alkotó tömegpontok dinamikai tulajdonságai. Mindegyik esetben
mérlegegyenleteket tudunk használni. Ez az absztrakció teszi lehetővé majd azt, hogy a
kontinuummechanikában kidolgozott sikeres szemléletet átvigyük a fizika más területeire
is (elektrodinamika, kvantummechanika).

A következőkben az áramsűrűséget vizsgáljuk. Az áramsűrűségnek két fajtáját is-
merjük, ezek a konvekt́ıv áramsűrűség :

jw,v = ⇢wv, (8.13)

valamint a di↵úziós áramsűrűség izotrop esetre:

jw,d = �Dr⇢w (8.14)

A konvekt́ıv áramsűrűséget a tömegpontok makroszkopikus rendezett elmozdulása, áram-
lása hozza létre. Ezért szerepel benne a áramlási sebesség. A kondukt́ıv áramsűrűséghez
nem csatolódik makroszkopikus rendezett elmozdulás. A példaként feĺırt di↵úziós áramot
a részecskék rendezetlen, véletlenszerű mozgása idézi elő. És ezt a makroszkopikus skálán

79



a t¬omegsýurýus«eg inhomogenit«as«aval tudjuk Þgyelembe venni (Fick-f«ele egyenlet). A jelen-
s«eg term«eszet«ebýol fakad teh«at, hogy ennek r«eszletes mikroÞzikai h«atter«evel a statisztikus
Þzika foglalkozik.

«Irjuk fel a kontinuit«asi egyenletet mindk«et esetre.

! t " w + div( " wv) = sw (8.15)

! t " w ! D! " w = sw (8.16)

A (8.16) egyenlet viszont a k¬ozismert di" «uzi«os egyenlet [9], ahogy azt v«artuk is. «Alta-
l«aban nem mindig tudunk kiindul«asul ilyen kondukt«õv «aramokat fel«õrni. Ezek legt¬obbsz¬or
az alap dinamikai egyenleteknek a kontinuit«asi egyenletbe val«o «at«õr«asakor kij¬onnek. R¬ovi-
den azt mondhatjuk, hogy minden olyan «aramsýurýus«eg, amelyik nem konvekt«õv, azaz nem
«õrhat«o (8.13) alakba, az sz¬uks«egk«eppen kondukt«õv lesz m«eg akkor is, ha a szeml«elet¬unk
ezt nem l«atja.

8.2. Deform«alhat«o testek kinematik«aja

A kontinuum anyagmodellt az elýozýoekben m«ar sikeresen haszn«altuk egy speci«alis pont-
rendszer, a merev testek dinamik«aj«anak a t«argyal«asakor (7 fejezet). Most elhagyjuk
azt a megk¬ot«est, amely a merev testeket merevv«e tette, azaz megengedj¬uk, hogy a test
pontjai k¬oz¬otti t«avols«ag megv«altozzon. Ez a v«altoz«as azonban nem tetszýoleges, hanem
a testre hat«o k¬ulsýo «es belsýo erýok hat«arozz«ak meg. A pontrendszer szeml«eletben megje-
lenýo belsýo erýok tulajdons«aga a makroszkopikus sk«al«an az illetýo anyagra jellemzýo anyagi
tulajdons«agk«ent jelenik meg. A deform«alhat«o testeknek, k¬ozegeknek ezek a makroszko-
pikus jellemzýoi deÞni«alj«ak azt, hogy g«az, folyad«ek vagy rugalmas k¬ozeg dinamik«aj«at kell
meghat«aroznunk.

Elýosz¬or a deform«alhat«o testek mozg«as«anak a le«õr«as«aval kell foglalkoznunk «es csak
ennek ismeret«eben t«erhet¬unk «at a dinamik«ara.

A m«ar ismert technik«at k¬ovetve vegy¬unk fel egy «all«o vonatkoztat«asi rendszert, a labor
rendszert. A deform«alhat«o test¬unk mozg«as«at ebben a labor rendszerben fogjuk vizsg«al-
ni. A test egy pontj«at a labor rendszerben elfoglalt helye alapj«an azonos«õtjuk. Ha a
deform«alhat«o test (a k¬ozeg) mozg«asban van, akkor minden pontj«anak a helye az idýoben
v«altozni fog. Ez a fajta szeml«elet t«ul «altal«anos «es ugyan«ugy nem vezet eredm«enyre, mint
azt a pontrendszerek eset«eben l«attuk. Szýuk«õts¬uk le a vizsg«alatunkat csak a deform«al-
hat«os«agra. Mint azt l«attuk, ez azt jelenti, hogy (ellent«etben a merev testekkel) most
a k¬ozeg pontjai k¬oz¬otti t«avols«ag m«ar nem marad «alland«o. Sýot, ennek a v«altoz«asnak a
meghat«aroz«asa jelenti az «uj feladatot.

¬Osszehasonl«õtva a merev testek mozg«as«aval azt v«arjuk, hogy a test pontjainak elmoz-
dul«as«at h«arom k¬ul¬onb¬ozýo folyamatra tudjuk bontani: Transzl«aci«o, forg«as, deform«aci«o.
A deform«aci«o vizsg«alat«ahoz c«elszerýu az elsýo k«et elmozdul«ast«õpust lev«alasztani az anyag
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8.2. «abra. Deform«alhat«o test param«eterez«ese laborrendszerben. Az eredeti «allapot pont-
jait a r helyvektor param«eterezi, az elmozdul«ast as(r ) vektor.

mozg«as«ab«ol. Vizsg«alatunkat line«aris rendig fogjuk csak elv«egezni, ez«ert megk¬ovetelj¬uk,
hogy a test pontjainak elmozdul«asa legyen kicsi.

A probl«ema jelleg«ebýol fakad«oan c«elszerýu a k¬ozeg pontjainak a helyzet«et a k¬ozeg egy
kiv«alasztott pontj«ahoz viszony«õtva megadni amint a8.2 «abra szeml«elteti. Legyen ez az
pont 0, amely term«eszetesen mozoghat is. A k¬ozeg pontjait az 0 pontb«ol m«ert hely-
vektorral azonos«õtjuk. Egy pont mozg«as«at azs(r , t) f¬uggv«eny «õrja le. Ez lesz a keresett
mennyis«eg¬unk.

Legyen az 0 referenciapont elmozdul«asas0. Ez a mennyis«eg «õrja le a k¬ozeg transzl«aci-
«oj«at. Ezt az elemi komponenst «erdemes kihagyni a deform«aci«o tanulm«anyoz«as«ab«ol, ez«ert
mivel kinematik«ar«ol van sz«o megtehetj¬uk, hogy az orig«ot mindig azs0 pontba rakjuk «es
az r helyvektorokat inn«et m«erj¬uk. Emellett bevezetj¬uk a

! s = s(r ) ! s0. (8.17)

mennyis«eget, ami a deform«aci«o transzl«aci«ot«ol megtiszt«õtott r«esz«et tartalmazza. A fenti
deÞn«õci«o seg«õts«eg«evel siker¬ult az s0 tiszta elmozdul«ast kitranszform«alni as vektorokb«ol.
Mivel a deform«aci«ora vagyunk k«õv«ancsiak le kell v«alasztanunk m«eg a forg«omozg«ast is.
Kis elmozdul«asokra sorbafejthetj¬uk a relat«õv elmozdul«asi -edik (i = 1, 2, 3) komponens«et
elsýo rendig:

! si (r ) "
! si

! x1
x1 +

! si

! x2
x2 +

! si

! x3
x3 =

3!

j =1

(! j si )xj =
3!

j =1

(Ds)ij xj (8.18)

Teh«at «ugy n«ez ki, hogy elsýo rendben a relat«õv elmozdul«as vektor line«aris f¬uggv«enye a
helyvektornak, azaz:

! s(r ) = ( Ds)r , (8.19)

ahol aDs = #$ s a deriv«alttenzor, ami a nabla oper«ator «es az elmozdul«as vektor diadikus
szorzata.
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Mint minden tenzor, Ds is elýo«all«õthat«o egy szimmetrikus! «es egya antiszimmetrikus
tenzor ¬osszegek«ent:

Ds = ! + a, (8.20)

ahol ! ij = ! ji «esaij = ! aji , minden i, j p«arra. Az elýo«all«õt«as:

! ij =
1
2

(" j si + " i sj )

aij =
1
2

(" j si ! " i sj ) . (8.21)

Az elmozdul«as vektort teh«at h«arom r«eszre bontottuk. Meg fogjuk mutatni, hogy az
antiszimmetrikus a r«esz jellemzi a forgat«ast «es «õgy a! «õrja le a test deform«aci«oj«at. Azaz:

s = s0!"#$
eltol«as

+ ar!"#$
forgat«as

+ ! r!"#$
deform«aci«o

(8.22)

Az eltol«as m«ert«ekegys«ege a m«eter [s0] = m, az elforgat«as «es deform«aci«o viszont 1 dimen-
zi«oj«u [aij ] = [ ! ij ] = 1.

8.2.1. Elforgat«as

Mutassuk meg, hogy aDs deriv«alttenzor antiszimmetrikus r«esze a forgat«as.

ar =

%

&
0 a12 a13

! a12 0 a23

! a13 ! a23 0

'

(

%

&
x
y
z

'

( =

%

&
a12y + a13z
a23z ! a12x

! a13x ! a23y

'

(

d" " r =

%

&
d#yz ! d#zy
d#zx ! d#xz
d#yy ! d#yx

'

( (8.23)

A (8.23) egyenlet felsýo sor«aban Descartes koordin«ata-rendszerben kifejtett¬uk az elmoz-
dul«as antiszimmetrikus r«esz«et, az als«o sorban egy inÞnitezim«alis forgat«ast «õrtunk fel.
Nyilv«anval«o, hogy az al«abbi sz¬ogv«alaszt«assal a k«et kifejez«es azonos lesz:

%

&
d#x

d#y

d#z

'

( =

%

&
! a23

a13

! a12

'

( (8.24)

Teh«at ha inÞnitezim«alis elmozdul«asokat vizsg«alunk, akkor a deriv«alt tenzor antiszimmet-
rikus r«esze a test merev testk«ent t¬ort«enýo elfordul«as«at «õrja le.
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8.2.2. Deform«aci«o

A fentiekben l«attuk, hogy s0 «esa tenzorok olyan transzform«aci«okat «õrnak le, amelyek
sor«an a test pontjainak egym«ashoz viszony«õtott t«avols«aga nem v«altozik. Teh«at a test
deform«aci«oj«at a! tenzor adja meg:

! ij =
1
2

(" j si + " i sj ) (8.25)

Vizsg«aljuk meg a deform«aci«os tenzor k¬ul¬onb¬ozýo elemeinek jelent«es«et! K«et pont k¬ozti
t«avols«ag megv«altoz«asa teh«at a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o:

! s(r ) = ! r . (8.26)

Legyenr = ( lx , ly, lz), ekkor a fýo«atl«oban l«evýo elemek jelent«ese:

! si = ! ii l i

! ii =
! si

l i
, i ! { x, y, z} (8.27)

Azaz a fýo«atl«oban l«evýo elemek a deform«aci«o hat«as«ara l«etrej¬ott relat«õv megny«ul«ast fejezik
ki.

8.3. «abra. Ny«õr«asi deform«aci«o, a deform«aci«o tenzor nem fýo«atl«obeli elemeinek szeml«elte-
t«ese.

A mell«ek«atl«oban szereplýo tagok jelent«es«et8.3«abra szeml«elteti. A! yx azt mondja meg,
hogy az egys«egnyi hossz«ux ir«any«u szakasz mennyit deform«al«odotty ir«anyban, azaz

! ly = ! yx lx . (8.28)

Mivel ! szimmetrikus tenzor, ez«ert azy ir«any«u egys«egszakasz is ugyanennyit deform«al«odik
x ir«anyban:

! lx = ! xy ly " ! yx ly (8.29)
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Teh«at a deform«aci«o sor«an az egys«egn«egyzetbýol paralelogramma lesz. Ezt a deform«aci«ot
nevezz¬uk ny«õr«asnak, vagy sz¬ogdeform«aci«onak. Kis deform«aci«o eset«en az oldalak sz¬ogel-
fordul«asa:

! xz ! ! yx " tan ! = "yx =
! sy

lx
(8.30)

8.2.3. T«erfogatv«altoz«as

A deform«aci«o hat«as«ara a test t«erfogata megv«altozhat. Mivel kis deform«aci«okkal foglalko-
zunk ez«ert csak! elsýo rendben vizsg«aljuk a probl«em«at. Az! deform«aci«o-tenzor szimmet-
rikus ez«ert saj«at«ert«ekei val«osak «es l«etezik fýotengely-rendszere, amelyben diagon«alis lesz a
deform«aci«om«atrix. Ilyenkor a deform«aci«o puszt«an megny«ul«asokb«ol «all:

! =

!

"
"11 0 0
0 "22 0
0 0 "33

#

$ (8.31)

Az egys«eg sugar«u g¬ombbýol ellipszoid lesz, ahol az ellipszis tengelyei (8.27) egyenlet alap-
j«an (l !

1, l !
2, l !

3) = (1 + "11, 1 + "22, 1 + "33) nagys«ag«uak. A t«erfogatv«altoz«as elsýo rendig

! V =
4
3

#(l !
1l !

2l !
3 # 1) =

4
3

#("11 + "22 + "33) + O("2
ii ). (8.32)

A relat«õv t«erfogatv«altoz«as teh«at"11 + "22 + "33.
A t«erfogatv«altoz«ast m«as «uton is meg lehet kapni. Most tetszýoleges koordin«ata-rendszerben

«õrjuk fel az{ e1, e2, e3} egys«egvektorok «altal kifesz«õtett kocka t«erfogat«at:

V = ( e1 $ e2)e3 = 1 (8.33)

K¬ozismert, hogy

(a $ b)c = det

!

"
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

#

$ (8.34)

Illetve a deform«aci«o hat«as«ara megv«altozott egys«egvektorok a k¬ovetkezýok lesznek:

e!
1 =

!

"
1 + "11

"21

"31

#

$ e!
2 =

!

"
"12

1 + "22

"32

#

$ e!
3 =

!

"
"13

"23

1 + "33

#

$ (8.35)

Ez«ert a deform«aci«o:

! V
V

= det(1 + ! ) " "11 + "22 + "33 = Tr( ! ) (8.36)
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Teh«at m«eg egyszer megkaptuk ugyanazt az eredm«enyt.«Erdemes a kapott k«epletbe vissza-
«õrni! deÞn«õci«oj«at:

Tr( ! ) = ! 11 + ! 22 + ! 33 = " 1s1 + " 2s2 + " 3s3 = div s (8.37)

Azaz t«erfogatv«altoz«as az elmozdul«asvektor divergenci«aj«aval egyezik meg. Ez viszont pont
megfelel a divergencia szeml«eletes jelent«es«enek. Tov«abb«a, ha olyan anyagunk van, amely
¬osszenyomhatatlan, akkor abban divs azaz az elmozdul«asok divergenci«aja z«erus.

8.3. Erýohat«asok deform«alhat«o testekben

8.4. «abra. Deform«alhat«o testben hat«o t«erfogati «es fel¬uleti erýok szeml«eltet«ese.

Az elýozýoekben t«argyalt deform«aci«ok erýok hat«as«ara j¬onnek l«etre. A deform«alhat«o tes-
tekben fell«epýo erýohat«asok lehetnekt«erfogati «esfel¬uleti erýok. A 8.4«abra szeml«elteti ezeket
az erýohat«asokat. Mivel az erýok helyrýol helyre v«altozhatnak ez«ert «erdemes ezek sýurýus«e-
g«evel sz«amolni. A t«erfogati erýosýurýus«eget af szimb«olummal jel¬olj¬uk «es az inÞnitezim«alis
dV t«erfogatra hat«o erýo:

dF = f dV, (8.38)

amibýol j«ol l«athat«o, hogy a t«erfogati erýosýurýus«eg m«ert«ekegys«ege [f ] = N / m3. A fel¬uleti erýos-
ýurýus«eg egy inÞnitezim«alis fel¬uletelem «es egy inÞnitezim«alis erýo k¬oz¬ott teremt kapcsolatot.
Mivel mindk«et mennyis«eg vektor, ez«ert a fel¬uleti erýosýurýus«eg egy tenzor lesz, amit" -val
jel¬ol¬unk. Neve mechanikai fesz¬ults«eg tenzor. Elemeinek m«ert«ekegys«ege: [#ij ] = N / m2.
A dA fel¬uleten l«etrej¬ovýo erýohat«ast a k¬ovetkezýok«eppen kaphatjuk meg:

dF = " dA . (8.39)

Vizsg«aljuk meg a mechanikai fesz¬ults«eg tenzor elemeinek jelent«es«et! V«alasszunk egy
e1 norm«alvektor«udA 1 fel¬uletet. Az erre hat«o erýot a k¬ovetkezýok«eppen sz«am«õtjuk ki:

dF(dA 1) =

!

"
dF1

dF2

dF3

#

$ =

!

"
#11 #12 #13

#21 #22 #23

#31 #32 #33

#

$

!

"
dA1

0
0

#

$ =

!

"
#11dA1

#21dA1

#31dA1

#

$ (8.40)
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8.5. «abra. A mechanikai fesz¬ults«eg-tenzor elemeinek jelent«es«enek szeml«eltet«ese.

A kapott erýokomponenseket a8.5 «abra szeml«elteti. J«ol l«athat«o, hogy a! 11 a fel¬ulet
norm«alis«anak ir«any«aban, m«õg a m«asik k«et komponens a fel¬ulet s«õkja ir«any«aban fejt ki
erýohat«ast. Hasonl«oan megmutathat«o a t¬obbi komponensre is, hogy! fýo«atl«obeli kom-
ponensei (! ii ) a h«uz«ofesz¬ults«eget, a t¬obbi elem (! ij , i != j ) a ny«õr«ofesz¬ults«eget«õrja le.

Megmutathat«o m«eg, hogy a! fesz¬ults«eg tenzor szimmetrikus. V«alasszunk egy kis
elemi t«erfogatot, amelyben a k¬ovetkezýo fesz¬ults«eg-tenzor hat:

! =

!

"
0 ! 12 0

! 21 0 0
0 0 0

#

$ (8.41)

Ekkor a kis kock«an a8.6 «abr«an l«athat«o erýok hatnak. J«ol l«athat«o, hogy! 12 a kocka k«at
«atellenes lapj«an ellent«etes ir«any«u erýot hoz l«etre, amely forgat«onyomat«ekkal hat az elemi
t«erfogatra. Statik«aban nem lehet gyorsul«asa a rendszernek, ez«ert nem lehet kompenz«a-
latlan forgat«onyomat«ek az elemi t«erfogatokon, ez«ert! 21 = ! 12. Teh«at a k«et tenzorelem
megegyezik, azaz a fesz¬ults«eg-tenzorszimmetrikus.

8.6. «abra. A fesz¬ults«eg-tenzor elemei hat«as«ara l«etrej¬ovýo forgat«onyomat«ek szeml«eltet«ese.
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8.4. Rugalmas k ¬ozegek dinamik«aja

A rugalmas k¬ozegben fell«epýo erýok «es a deform«aci«o nem f¬uggetlenek egym«ast«ol, hiszen
erýok hat«as«ara deform«al«odik a test «es viszont, a deform«al«odott testben erýok, fesz¬ults«egek
l«epnek fel. Kis deform«aci«okra ezt a kapcsolatot line«arisan lehet k¬ozel«õteni, de sok esetben
nagyobb elmozdul«asok eset«en is fennmarad a line«aris kapcsolat, mint pl. rug«o, h«ur. Ezt
a line«aris kapcsolatot Hooke-t¬orv«enynek h«õvjuk.

Robert Hooke 1660-ban elýosz¬or anagrammak«ent publik«alta a fenti line«aris¬osszef¬ug-
g«est ÓceiiinosssttuvÓ, azaz Óut tensio, sic visÓ. Jelent«ese, amekkora megny«ul«as, akkor
az erýo. Most mi ennek egy «altal«anos v«altozat«at haszn«aljuk, «es a teljes h«arom dimenzi-
«os deform«aci«ora alkalmazzuk. K«et tenzor a fesz¬ults«eg ! «es a deform«aci«o" k¬oz¬ott kell
kapcsolatot teremteni, ami szint«en egy tenzor:

! ij =
!

kl

cijkl " kl , (8.42)

ahol i, j, k, l ! { 1, 2, 3} . A cijkl tenzor egy 81 elemýu m«atrix, azonban az elemei nem f¬ug-
getlenek egym«ast«ol. Mind! , mind " szimmetrikus «es csak 6" 6 f¬uggetlen elem¬uk van
ez«ert cijkl maximum 36 f¬uggetlen elemet tartalmazhat. Megmutathat«o, a deform«aci«os
energia v«altozatlans«ag«aval, hogycijkl is szimmetrikus «es leg«altal«anosabb esetben is csak
21 f¬uggetlen eleme lehet.

Izotrop anyagok eset«en, ahol a Þzikai tulajdons«agok ir«anyf¬uggetlenek, ez«ert" «es!
egyszerre diagonaliz«alhat«o. Ilyenkor csak k«et f¬uggetlen «alland«o marad a deform«aci«o «es
fesz¬ults«eg kapcsolat«aban, ahol az egyik (bulk modulus) a t«erfogatv«altoz«assal, a m«asik
(shear modulus) a ny«õr«assal szembeni ellen«all«ast fejezi ki. Ezt n«ezz¬uk meg r«eszletesen!

Vizsg«aljunk meg izotrop anyag eset«en a fesz¬ults«eg «es a deform«aci«o k¬ozti kapcsolatot.
A deform«aci«o fýotengely-rendszer«eben a fesz¬ults«eg is diagon«alis, mivel az o! diagon«alis
elemek szimmetri«at s«erten«enek egy izotrop rendszerben.«Irjuk fel ! 11-et!

! 11 = a"11 + b"22 + c"33, (8.43)

ahol a, b, c konstansok cijkl megfelelýo elemei. Az 1-es ir«anyb«ol n«ezve a 2-es «es 3-as
ir«any ekvivalens ez«ert azok hat«asa is az. Teh«atc # b. Hasonl«oan a t¬obbi koordin«at«ara
fel«õrhatjuk, hogy

! 11 = a"11 + b("22 + "33)

! 22 = a"22 + b("11 + "33)

! 33 = a"33 + b("11 + "22) (8.44)

Vezess¬uk be az al«abbi «alland«okat!

# = b

2µ = a " b (8.45)
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Ekkor a (8.44) egyenlet a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o

! ii = 2µ" ii + #("11 + "22 + "33), (8.46)

ahol i = { 1, 2, 3} . Ugyanez az egyenlet tenzor alakban:

! = 2µ" + #Tr( " )1 (8.47)

Mivel (8.47) koordin«ata f¬uggetlen alak «es Tr(" ) nem f¬ugg a forgat«ast«ol, ez«ert az egyenlet
tetszýoleges b«azisban igaz lesz. Komponensenk«et ki«õrva:

! ij = 2µ" ij + #Tr( " )$ij . (8.48)

A #, µ p«arost Lam«e-«alland«oknak nevezz¬uk. B«ar a levezet«es «õgy volt egyszerýubb «es
a tov«abbiakban8.47egyenletet fogjuk haszn«alni a mindennapokban leggyakrabban nem
a Lam«e-«alland«okat haszn«alj«ak. Gyakoribb p«arok a (K, G ), ahol K az ¬osszenyomhat«os«ag
(bulk modulus), G a ny«õr«asi rugalmass«agi modulus (shear modulus), illetve a (E, %),
ahol E a Young, vagy rugalmass«agi modulus,%a Poisson-t«enyezýo. Kapcsolatukat a8.1
t«abl«azat tartalmazza.

(#, µ) (K, G ) (E, %)

(#, µ) (#, µ)
!
K ! 2G

3 , G
" #

E !
(1+ ! )(1 ! 2! ) ,

E
2(1+ ! )

$

(K, G )
!
# + 2µ

3 , µ
"

(K, G )
#

E
3(1! 2! ) ,

E
2(1+ ! )

$

(E, %)
#

µ(3" +2 µ)
" + µ , "

2(" + µ)

$ #
9KG

3K + G , 3K ! 2G
2(3K + G)

$
(E, %)

8.1. t«abl«azat. Az izotrop Hooke-t¬orv«eny param«eterei k¬oz¬otti ¬osszef¬ugg«es.

A k¬ul¬onb¬ozýo param«eterek meghat«aroz«asa a k¬ovetkezýo:

¥ ¬Osszenyomhat«os«ag:

K = ! V
dP
dV

(8.49)

Izotrop nyom«as hat«as«ara l«etrej¬ott relat«õv t«erfogatv«altoz«as.

¥ ny«õr«asi rugalmass«agi modulus:

G =
F

A arctan&
, (8.50)

ahol azF ny«õr«oerýo az arra merýolegesA fel¬uletre hatva &sz¬ogdeform«aci«ot hoz l«etre.
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¥ Rugalmass«agi modulus:

E =
d! ii

d" ii
, (8.51)

A nyom«ofesz¬ults«eg, illetve a fajlagos¬osszenyom«od«as h«anyadosa.

¥ Poisson-t«enyezýo:

# = !
d" trans

d"axial
, (8.52)

Ez azt fejezi ki, hogy a tranzverz«alis megny«ul«as milyen m«ert«ekýu axi«alis megny«ul«as-
sal p«arosul.

V«eg¬ul pedig «õrjuk fel a Hooke-t¬orv«enyt (E, #) «alland«okkal tenzoros alakban!

! =
1
E

" +
#
E

[Tr( " )1 ! " ] , (8.53)

illetve
!

"
"
"
"
"
"
#

"11

"22

"33

2"23

2"31

2"12

$

%
%
%
%
%
%
&

=
1
E

!

"
"
"
"
"
"
#

1 ! # ! #
! # 1 ! #
! # ! # 1

0

0
2(1 + #) 0 0

0 2(1 + #) 0
0 0 2(1 + #)

$

%
%
%
%
%
%
&

(8.54)

8.5. A kontinuummechanika mozg«asegyenlete

A kontinuummechanika c«elja a k¬ozegekre jellemzýo mozg«asegyenletek fel«õr«asa. Term«e-
szetesen csak a Newton egyenletekbýol tudunk kiindulni, hiszen ez fogalmazza meg a
mechanika alapt¬orv«enyeit, «õgy a mozg«asegyenletet is. Ez azonban t¬omegpontokra mond
ki t ¬orv«enyeket. Kapcsolatot kell teh«at teremteni a pontmechanika «es a kontinuumme-
chanika k¬oz¬ott. Ebben a fejezetben megn«ezz¬uk, hogy mi lesz Newton II-býol kontinuum
eset«en:

dp
dt

= F (8.55)

Vizsg«aljuk a k¬ozeg egyV t«erfogat«u, A fel¬uletýu, m t¬omegýu «esp impulzus«u tartom«a-
ny«anak mozg«as«at! Ezt «ugy is lehet tekinteni, hogy a k¬ozeg egy tartom«any«at befestj¬uk
k«ekre «es k¬ovetj¬uk a k«ek paca mozg«as«at (l«asd8.7 «abra).

K«et lehetýos«eg¬unk van a k¬ozegmozg«as le«õr«as«ara:

1. Lagrange-szeml«elet: A V t«erfogatot, mint t¬omegpontot tekintj¬uk «es a mozg«as«at
k¬ovetj¬uk. Ez az egy¬uttmozg«o, vagy Lagrange-szeml«elet.
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8.7. «abra. «Araml«o t«erfogat (k«ek paca) szeml«eltet«ese.

2. Euler-szeml«elet: A labor rendszerben r¬ogz«õtettr pontban Þgyelj¬uk a k¬ozeg mozg«a-
s«at az idýo f¬uggv«eny«eben. Ez a t«erelm«eleti, vagy Euler-szeml«elet.

A fenti k«ek pac«as mint«an«al maradva, ez olyan, mintha a k«ek pac«aval egy¬utt Lagrangeis
a v«õzbe sz«allna «es «ugy Þgyeln«e a k¬ozeg mozg«as«at, m«õgEuler a parton egy pontot Þgyel
(8.8 «abra).

8.8. «abra. «Araml«o t«erfogat (k«ek paca) szeml«eltet«ese.

8.5.1. Lagrange-f«ele mozg«asegyenlet

A V t«erfogat«u r«esz impulzusa az al«abbiak szerint «õrhat«o fel:

p =
!

V
! vdV (8.56)

Ezt felhaszn«alva «õrjuk fel a mozg«asegyenletet:

d
dt

!

V
! vdV =

!

V
f dV +

"

A
! dA (8.57)
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Haszn«aljuk ki, hogydm = ! dV «es vizsg«aljuk meg az egyenlet bal oldal«an az integrandust:

d
dt

(! vdV) =
d
dt

(vdm) (8.58)

Mivel az egy¬uttmozg«as sor«an a mozg«o k¬ozeg t¬omege nem v«altozik, ez«ert

d
dt

(vdm) = dm
dv
dt

(8.59)

Azaz
d
dt

!

V
! vdV =

!

V

"
!

dv
dt

#
dV (8.60)

Most vizsg«aljuk meg az (8.57) egyenlet fesz¬ults«eget tartalmaz«o tagj«anaki komponen-
s«et! $%

A
! dA

&

i

=
%

A

'

j

" ij dAj (8.61)

DeÞni«aljuk a k¬ovetkezýo vektorokat:

! i = ( " i 1, " i 2, " i 3), (8.62)

ahol i ! { 1, 2, 3} . Komponensenkk«ent:

(! i )j = " ij (8.63)

A ! i olyan mint egy vektormezýo, amely a fesz¬ults«eg-tenzor egy-egy sor«at tartalmazza:

! =

(

)
" 11 " 12 " 13

" 21 " 22 " 23

" 31 " 32 " 33

*

+ =

(

)
! 1

! 2

! 3

*

+ (8.64)

Ekkor a (8.61) egyenlet a k¬ovetkezýok«eppen alak«õthat«o:
%

A

'

j

" ij dAj =
%

A
! i dA (8.65)

Kihaszn«alva a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt[8] azt kapjuk, hogy
%

A
! i dA =

!

V
div! i dV =

!

V
(div ! )i dV, (8.66)

ahol div! egy vektormezýo divergenci«aj«at jel¬oli «es deÞn«õci«oja:

(div ! )i "
'

j

#j " ij (8.67)
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A (8.57) egyenletet teh«at a k¬ovetkezýok«eppen «õrhatjuk «at:
!

V
!

dv
dt

dV =
!

V
f + div ! dV (8.68)

Mivel ez tetszýoleges t«erfogatra igaz, ez«ert az integrandusoknak is ki kell el«eg«õteni az
egyenletet, azaz:

!
dv
dt

= f + div ! (8.69)

Ez a Lagrange-f«ele mozg«asegyenlet.

8.5.2. Euler-f«ele mozg«asegyenlet

Elýosz¬or is deÞni«aljuk a szubsztanci«alis deriv«altat, amit m«ar a8.1.1 fejezetben megeml«õ-
tett ¬unk. Vizsg«aljuk egyX (r , t) mennyis«eg idýobeli v«altoz«as«at egy¬uttmozg«o rendszerben!

d
dt

X (r , t) =
d
dt

X (r (t), t) = " tX + " 1X
dx1

dt
+ " 2X

dx2

dt
+ " 3X

dx3

dt
=

= " tX + vgrad(X ) (8.70)

Azaz a szubsztanci«alis deriv«alt azt fejezi ki, hogy egy mennyis«eg megv«altoz«asa l«etrej¬ohet
a mennyis«eg explicit idýobeli v«altoz«as«aval, illetve «araml«as «altali megv«altoz«assal. A k«ek
paca «araml«as«ara visszat«erve, az elsýo tag a paca sz«etter¬ul«es«et, m«õg a m«asodik annak a
k¬ozeggel egy¬uttmozg«as«at fejezi ki.

A (8.57) egyenlet bal oldal«an az impulzussýurýus«eg idýo szerinti deriv«altja tal«alhat«o. A
szubsztanci«alis deriv«altat, illetve a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt kihaszn«alva fel«õrhatjuk
(8.57) i komponens«et:

!

V
!" tvi dV +

"

j

! vj " j vi dV =
!

V
f i + (div ! )i dV. (8.71)

«Irjuk fel a t ¬omegmegmarad«ast a (8.11) kontinuit«asi egyenlet alapj«an:

" t ! +
"

j

" j (! vj ) = 0 (8.72)

Adjuk hozz«a a (8.71) egyenlet bal oldal«ahoz a (8.72) t ¬omegmegmarad«asvi -szeres«eg!
!

V
(!" tvi + vi " t ! ) dV +

!

V

#
"

j

! vj " j vi + vi " j (! vj )

$

dV =
!

V
f i + (div ! )i dV. (8.73)

A parci«alis integr«al«asokat¬osszevonva kapjuk, hogy
!

V

#

" t (! vi ) +
"

j

" j (! vi vj )

$

dV =
!

V
f i + (div ! )i dV. (8.74)
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Elhagyva az integr«al«ast, «es haszn«alva a diadikus szorzat (1.7) deÞn«õci«oj«at, megkapjuk a
mozg«asegyenlet Euler-alakban:

! t (" v) + div( " v ! v " ! ) = f . (8.75)

Vegy¬uk «eszre, hogy az Euler-f«ele mozg«asegyenlet egy impulzusm«erleg egyenlet! N«ez-
z¬uk a (8.11) egyenletet!

!" w

! t
+ # j w = sw (8.76)

¥ Impulzus sýurýus«eg: " W = " vi

¥ Impulzus «aramsýurýus«eg: (j w)k = " vi vk " #ik

¥ Impulzus forr«assýurýus«eg: sw = f i

Az Euler «es Lagrange mozg«asegyenletek ugyanazt a folyamatot «õrj«ak le m«as szem-
sz¬ogbýol «es m«as koordin«at«akat haszn«alva.

Alak«õtsuk «at (8.72) egyenletet!

! t " +
!

j

! j (" vj ) = 0

! t " +
!

j

vj ! j " +
!

j

"! j vj = 0 (8.77)

A bal oldal elsýo k«et tagja «eppen" szubsztanci«alis deriv«altja. Azaz

d
dt

" + " divv = 0 (8.78)

Amibýol k¬ovetkezik, hogy ha a k¬ozeg¬osszenyomhatatlan," =«alland«o, azaz d
dt " =0, akkor

olyan az «araml«as, hogy
divv = 0. (8.79)

A divergenciamentes vektorterekre lehet «ugy is gondolni, mint¬osszenyomhatatlan folya-
d«ek «araml«as«ara.

8.6. K ¬ozegmozg«as

Ahhoz, hogy le tudjuk «õrni egy k¬ozeg mozg«as«at kapcsolatot kell teremten¬unk a " sýurýus«eg,
a v sebess«eg «es a! fesz¬ults«eg k¬oz¬ott a t«er minden pontj«aban minden idýopillanatban
Þgyelembe v«eve a hat«arfelt«eteleket. Ez¬osszesen 1 + 3 + 6 = 10 ismeretlent jelent. Eddig
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k«et egyenletet alkottunk meg, a t¬omeg-megmarad«ast (8.11), «es a Lagrange-, vagy Euler-
mozg«asegyenletet, (8.69), illetve (8.75). Mivel a mozg«asegyenletet vektori«alis, ez«ert ez 4
egyenletet jelent.

A hi«anyz«o egyenletv «es! k¬oz¬ott kell, hogy kapcsolatot teremtsen, amely megmond-
ja, hogy a relat«õv elmozdul«asok milyen fesz¬ults«eget keltenek az anyagban. Ez az, ami
k¬ul¬onbs«eget tesz k¬ul¬onb¬ozýo anyagok (pl. szil«ard deform«alhat«o, vagy folyad«ek) «araml«asa
k¬oz¬ott.

8.6.1. Rugalmas k ¬ozeg mozg«asa
«Irjuk le izotrop Hooke-anyag (8.4 fejezet) mozg«as«at! A Hooke-t¬orv«eny (8.47)az elmozdu-
l«as «es a fesz¬ults«eg k¬oz¬ott teremt kapcsolatot:

! = 2µ" + ! Tr( " )1 (8.80)

A mozg«asegyenletekben div! a fesz¬ults«eg divergenci«aja szerepel, ez«ert fejezz¬uk ki azt a
s elmozdul«asvektorral, hiszen ez ut«obbib«ol lehet sz«armaztatni a sebess«eget!

" ij = 2µ#ij + ! Tr( " )$ij

" ij = µ%j si + µ%i sj !$ ij

!

k

%ksk, (8.81)

ahol kihaszn«altuk a deform«aci«o deÞn«õci«oj«at (8.21). Most «õrjuk fel a fesz¬ults«eg divergen-
ci«aj«at!

(div ! )i =
!

j

%j " ij

(div ! )i = µ
!

j

%j %j si

" #$ %
! si

+ µ%i

!

j

%j sj"#$%
div s

+ !
!

j

%j $ij

" #$ %
! i

!

k

%ksk

" #$ %
div s

(8.82)

Azaz most m«ar vektori«alis alakban:

div! = µ! s + ( µ + ! )grad(divs) (8.83)

Mivel az s(r , t) f¬uggv«eny az eredeti nyugalmi helyzetet«õrja le,%ts m«ar eleve az egy¬uttmoz«o
sebess«eget jel¬oli, mivel a szubsztanci«alis deriv«al«as szerint (8.70)

d
dt

vi = %tvi +
!

j

vj %j vi

" #$ %
O(v2)

, (8.84)
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m«asodik tagjaO(v2) nagys«agrendýu ez«ert szil«ard testekben elhanyagolhat«o. Azaz:

dv
dt

!
! 2s
! t2

(8.85)

A Lagrange-f«ele mozg«asegyenlet (8.69) deform«alhat«o szil«ard testek eset«en a k¬ovetkezýo-
k«eppen «õrhat«o:

"
! 2s
! t2

= µ! s + ( µ + #)grad(divs) + f (8.86)

Most n«ezz¬uk meg a fenti egyenlet divergenci«aj«at olyan esetben, amikor divf " 0,
kihaszn«alva a Young-t«etelt, hogy a parci«alis deriv«al«asok sorrendje felcser«elhetýo!

"! 2
t (# s) = µ! (# s) + ( µ + #)# 2(# s)

"! 2
t (# s) = ( # + 2µ)! (# s) (8.87)

A j«ol ismert hull«amegyenlethez jutottunk a deform«alhat«o divergenci«aj«ara. Ez azt je-
lenti, hogy a deform«aci«o divergenci«aja megv«altoz«asa terjed tov«abb az anyagban, azaz
kompresszi«os hull«amokr«ol besz«elhet¬unk. A terjed«es sebess«eg«et is le tudjuk olvasni:

ckompr =

!
# + 2µ

"
(8.88)

Most n«ezz¬uk meg a (8.86) egyenlet rot«aci«oj«at! Haszn«aljuk ki, hogy rotgradX " 0!

"! 2
t (# $ s) = µ! (# $ s) (8.89)

Megint egy hull«amegyenletre jutottunk, most azonban az elmozdul«as rot«aci«oj«ara, azaz a
torzi«ora. A torzi«os hull«amok terjed«esi sebess«ege:

ctorz =
"

µ
"

. (8.90)

Azaz a torzi«os hull«amok lassabban haladnak line«aris rugalmas k¬ozegben, mint a komp-
resszi«os hull«amok.

8.6.2. Ide«alis folyad«ek «araml«asa

Az ide«alis folyad«ekban nincs semmilyen ny«õr«ofesz¬ults«eg semmilyen teszts«õkon. Emiatt
v«õzszintes a folyad«ekok fel¬ulete nyugalomban «es ez«ert vannak csak kompresszi«os hull«a-
mok folyad«ekban. Teh«at a fesz¬ults«eg«allapot g¬ombszerýu, amit egyetlen param«eterrel, a
nyom«assal «õrhatunk le:

$ij = %p%ij

! (r , t) = %p(r , t)1 (8.91)
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Fontos, hogy a nyom«as deÞn«õci«oja pont ellent«etes a fesz¬ults«eggel ez«ert megjelenik egy
m«õnusz elýojel.

Sz«amoljuk ki a fesz¬ults«eg-tenzor divergenci«aj«at!

(div ! )i =
!

j

! j " ij = !
!

j

! j p(r , t)#ij = ! ! i p = ! (gradp)i

div! = ! gradp (8.92)

«Irjuk fel az ide«alis folyad«ek Euler-egyenlet«et (8.75):

$

"

! tvi +
!

j

vj ! j vi

#

= ! ! i p + f i

! t v + ( vgrad)v = !
1
$

(gradp + f ) (8.93)

8.6.3. Newtoni-folyad«ek «araml«asa

A re«alis folyad«ekokban val«oban nincs ny«õr«ofesz¬ults«eg, de csak nyugalomban, amikor «aram-
lik, akkor fell«ep s«url«od«as. Itt azt az esetet vizsg«aljuk, amikor a dinamikus fesz¬ults«eg
ar«anyos a ny«õr«asi r«at«aval. Teh«at a fesz¬ults«eget felbontjuk egy statikus «es egy dinamikus
r«eszre:

! = ! p 1$%&'
statikus

+ ! !
$%&'

dinamikus

(8.94)

A Newtoni-folyad«ek deÞn«õci«oja, hogy a! !( ú" ) f¬uggv«eny line«aris. Ha az anyag izotrop is,
akkor a Hooke-t¬orv«eny (8.4 fejezet) levezet«es«evel teljesen anal«og m«odon megkaphatjuk,
hogy

! ! = 2µ! ú" + %!Tr( ú" )1, (8.95)

ahol
ú&ij =

1
2

(! j vi + ! i vj ) (8.96)

L«attuk rugalmas esetn«el az (8.83) egyenletben, hogy

div! = µ! s + ( µ + %)grad(divs) (8.97)

Most a dinamikus r«eszre azt kapjuk, hogy:

div! ! = µ!! v + ( µ! + %!)grad(divv) (8.98)

Legyen
' " µ! (8.99)
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a dinamikai viszkozit«as. Az eg«eszet be«õrva az (8.75) Euler-f«ele mozg«asegyenletbe kihasz-
n«alva, hogy a statikus tagnak m«ar ismerj¬uk az egyenlet«et (8.93):

! [" tv + ( vgrad)v] = ! gradp + f + #! v + ( # + $!)grad(divv) (8.100)

Ez a Navier-Stokes-egyenlet!
«Erdemes m«eg fel«õrni az¬osszenyomhatatlan folyad«ekra (divv = 0) is a Navier-Stokes-

egyenletet:

! [" tv + ( vgrad)v] = ! gradp + f + #! v

" tv + ( vgrad)v =
1
!

(gradp + f ) + %! v, (8.101)

ahol %= #/ ! a kinematikai viszkozit«as.
A Navier-Stokes-egyenlet a hidrodinamika alapegyenlete a vil«ag egyik leggyakrabban

«es legt¬obb p«enzt felem«esztýoen megoldott egyenlete. Mivel nemline«aris, ez«ert nagyon ne-
hezen kezelhetýo, bonyolult geometri«akban, 3 dimenzi«oban nagy erýos sz«am«õt«askapacit«ast
ig«enyel. Az al«abbiakban n«eh«any egyszerýu esetben megoldjuk¬osszenyomhatatlan folya-
d«ekra a Navier-Stokes-egyenletet.

8.1. Feladat Plan«aris Couette «araml«as

8.9. «abra. Plan«aris Couette «araml«as. A k«ety norm«alis«u s«õk lap k¬oz¬ott folyad«ek «aramlik.
A felsýo lapU nagys«ag«ux ir«any«u sebess«eggel mozog, az als«o «all.

A 8.9 «abr«an l«athat«o elrendez«esben a folyad«ek k«ety norm«alis«u s«õk lap k¬oz¬ott «aram-
lik. A felsýo lap U nagys«ag«ux ir«any«u sebess«eggel mozog, az als«o «all. Mivel a rendszer
stacion«arius, ez«ert" tv = 0. Nincs k¬ulsýo erýo f = 0, nincs nyom«asgradiens" p = 0. A
hat«arfelt«etelek miatt A sebess«egnek csakx ir«any«u komponense lehetv = ( vx , 0, 0). Mivel
a rendszerx «esz ir«anyokban eltol«as szimmetrikus ez«ert a sebess«eg csak azy koordin«at«at«ol
f¬ugghetvx(y). Teh«at a (8.101) egyenletx komponense a k¬ovetkezýok«eppen alakul

!

j

vj " j vx = %
" 2vx

" y2
(8.102)
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A bal oldal z«erus, hiszen a deriv«al«as csakj = y eset«en ad nem nulla tagod, m«õgvj j = x
eset«en. Azaz

! 2vx

! y2
= 0, (8.103)

amibýol
vx = Ay + B (8.104)

Ezt kell illeszteni a hat«arfelt«etelekhez, amibýol

vx(y) = U
y
h

. (8.105)

Azaz egy line«aris sebess«egproÞlt kaptunk.

8.2. Feladat Plan«aris Poiseuille «araml«as

8.10. «abra. Plan«aris Poiseuille «araml«as. A k«ety norm«alis«u «all«oL hossz«u s«õk lap k¬oz¬ott
folyad«ek «aramlik! p = pout ! pin nyom«as hat«as«ara.

Vizsg«aljuk meg mik«ent «aramlik egy¬osszenyomhatatlan folyad«ek k«et «all«o s«õklap k¬oz¬ott
nyom«as hat«as«ara. A nyom«asv«altoz«as aL hossz«us«ag«u rendszerben! p = pout ! pin . Ekkor
" p = ( ! p/L, 0, 0). A mozg«as stacion«arius! tv = 0. Hasonl«oan az elýozýo feladathoz a
sebess«egnek csakx komponense van, amely csak azy koordin«at«at«ol f¬ugg, teh«atvx(y)-t
keress¬uk. Ugyanazon okok miatt a(vgrad)v tag is eltýunik. Teh«at a (8.101) egyenlet a
k¬ovetkezýore reduk«al«odik:

"
! 2vx

! y2
+

! p
L#

= 0 (8.106)

Ennek az «altal«anos megold«asa:

vx(y) = !
! p
2µ#

y2 + Ay + B (8.107)

Tudjuk, hogyvx(y) a falakn«al z«erus «ert«eket vesz fel, teh«at:

vx (y) =
! p
2µ#

y(h ! y) (8.108)

Azaz egy parabolikus sebess«egproÞlt kaptunk.
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II. r«esz

Elektrodinamika
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9. fejezet

Bevezet«es

A K«õs«erleti Fizika tant«argyban m«ar megismerkedt¬unk a Maxwell-egyenletekkel amelyek
seg«õts«eg«evel meg«erteni «es magyar«azni tudjuk a h«etk¬oznapjainkban tapasztalhat«o elekt-
rom«agneses jelens«egeket. A technika vil«ag«aban g«epeket, berendez«eseket tervez¬unk «es
gy«artunk mindenf«ele m«eretben «es sz«amtalan c«ellal. Az ezt megval«os«õt«o m«ern¬oki szakma
is az ezen egyenletek «altal megfogalmazott t¬orv«enyek keretei k¬oz¬ott tev«ekenykedik.

A Maxwell-egyenletek teh«at az elektrodinamika axi«om«ai. Fizikai «ertelemben ma m«ar
bizony«õtottnak vehetýok. Azaz a megsz¬ulet«es¬uk (1864) «ota eltelt kb. 150 «ev alatt minden
klasszikus elektrom«agneses jelens«eget a seg«õts«eg«evel meg tudtunk magyar«azni, «es nem ta-
pasztalatunk egyetlen egy olyan e! ektust sem, amely c«afolta volna ezen t¬orv«enyek helyes-
s«eg«et. Ez val«oj«aban azt jelenti, hogy ma m«ar pontosan ismerj¬uk a jelens«egek azon k¬or«et,
amelyekre ezek a t¬orv«enyek «erv«enyesek. Mindaddig, am«õg a fotonokat nem vessz¬uk «eszre,
addig a Maxwell-egyenletek teljesen kiel«eg«õtýo alapt¬orv«enyeket jelentenek. Ezt nevezz¬uk
a klasszikus elektrodinamik«anak. Ma m«ar tudjuk azonban, hogy a jelens«egek m«ely«en
mindig fotonok viselked«ese h«uz«odik meg. Ezt pedig m«ar a Kvantum-elektrodinamika
t«argyalja. Azaz, ha «ugy tetszik, akkor a Maxwell-egyenletek rendszere tulajdonk«eppen
az igen nagysz«am«u fotonb«ol (! 1023) «all«o Þzikai rendszerek makroszkopikus viselked«es«e-
nek a t¬orv«enyeit jelenti. Ez az, amit a mi (makroszkopikus) mýuszereink Elektrom«agneses
t«erk«ent (EMT ) «erz«ekelnek.

Joggal mer¬ulhet fel a k«erd«es, hogy van-e egy«altal«an k¬ul¬onbs«eg a K«õs«erleti Fizik«aban
tanult elektrodinamika «es most, azElm«eleti Fizika keret«eben t«argyal«asra ker¬ulýo isme-
retek k¬oz¬ott. A v«alasz nyilv«anval«oan az, hogy csak egyf«ele Elektrodinamika l«etezik «es
«õgy tulajdonk«eppen mindig ugyanarr«ol besz«el¬unk. Ugyanarr«ol, de nem ugyan«ugy! A
k¬ul¬onbs«eg tulajdonk«eppen a szeml«eletben van.

A K«õs«erleti Fizika sor«an l«enyeg«eben egyindukt«õv m«odszert alkalmaztunk. Azaz sok
egyedi megÞgyel«es «es elv«egzett k«õs«erlet ut«an jellegzetes szab«alyoss«agokat vett¬unk «eszre.
Majd ezeket a szab«alyokat «altal«anos«õtottuk, azaz kimondtuk, hogy adott k¬or¬ulm«enyek
k¬oz¬ott l«enyeg«eben mindig ugyanazt fogjuk tapasztalni a konkr«et t«argyi megval«osul«ast«ol
f¬uggetlen¬ul. Majd ezeket a felismert t¬orv«enyeket hierarchi«aba rendezt¬uk. Azaz r«aj¬ott ¬unk
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arra, hogy melyek azok, amelyek egym«ast«ol f¬uggetlenek «es amelyekbýol az¬osszes t¬obbi
logikailag k¬ovetkezik. «Igy sz¬uletett meg a Maxwell-egyenletek rendszere.

Az Elm«eleti Fizika m«as utat k¬ovet «es m«as a c«elja is.Dedukt«õv m«odszert alkalmaz.
Azaz a Maxwell-egyenleteket adottnak veszi. Nem foglalkozik azzal, hogy arra mik«ent
j¬ott ¬unk r«a. Elfogadja mint felt«etelezett alapt¬orv«enyeket (axiom«ak) «es megn«ezi, hogy mi
j¬on ki belýol¬uk. Azaz milyen sz«armaztatott t¬orv«enyek sokas«ag«at lehet kih«amozni ebbýol a
rendszerbýol. Majd megkeresi azokat a konkr«et jelens«egeket, amelyek mintegy igazolj«ak a
kapott t ¬orv«enyeket.

A dolgok term«eszet«ebýol fakad, hogy az Elm«eleti Fizik«aban viszonylag bonyolult ma-
tematikai appar«atust kell mozgatnunk, hiszen itt az alapfogalmak meg«ert«es«en m«ar t«ul
vagyunk. A c«el az¬osszetett jelens«egek min«el pontosabb matematikai modellez«ese.

A Maxwell-egyenleteket di! erenci«alis alakban fogjuk haszn«alni:

divE =
1
! 0

" , (9.1)

divB = 0, (9.2)

rotE = !
#
#t

B , (9.3)

rotB = µ0j + µ0! 0
#
#t

E, (9.4)

ahol E(r , t) az elektromos t«ererýoss«eg,B (r , t) a m«agneses indukci«o," (r , t) a t¬olt«essýurýus«eg,
j (r , t) az «aramsýurýus«eg.

A (9.3) «es (9.4) egyenletek vektoregyenletek, azaz mindh«arom komponensre adnak
egy egyenletet. Ez«altal a Maxwell-egyenletek¬osszesen 8 db egyenletet jelentenek. Az
ismeretlenek sz«ama viszont csak 6:E(r , t) «esB(r , t) h«arom-h«arom komponense. Helm-
holtz t«etele azonban kimondja, ha a divergencia «es a rot«aci«o 1/r 2-n«el gyorsabban cseng
le, akkor a divergenci«ara «es rot«aci«ora vonatkoz«o egyenletek egy«ertelmýuen meghat«arozz«ak
az adott vektormennyis«eget, «es az egyenletrendszer nem lesz t«ulhat«arozott.

Fontos megeml«õteni, hogy a Maxwell-egyenletek nem adnak v«alaszt minden elektro-
m«agneses k«erd«esre, ugyanis az erýohat«asokat nem «õrja le. Ezt a Lorentz-erýo adja meg:

F = q(E + v " B). (9.5)
«Erdemes «eszrevenni, hogy sztatikus esetben a Maxwell-egyenletek k«et f¬uggetlen r«eszre

esnek sz«et! Azaz ha#t (. . . ) # 0:

divE =
1
! 0

" , (9.6)

divB = 0, (9.7)

rotE = 0, (9.8)

rotB = µ0j . (9.9)
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Mivel ez elektromos t«ererýoss«egre «es a m«agneses indukci«ora vonatkoz«o r«eszek nem
f¬uggnek egym«ast«ol, ez«ert besz«elhet¬unk k¬ul¬on elektrosztatik«ar«ol:

divE =
1
! 0

" (9.10)

rotE = 0, (9.11)

illetve magnetosztatik«ar«ol

divB = 0 (9.12)

rotB = µ0j . (9.13)
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10. fejezet

Elektrosztatika

Mint azt eml«õtett¬uk, az elektrosztatikus teret «all«o t¬olt«esek rendszere hozza l«etre. A
rot«aci«omentes elektromos mezýo forr«asa teh«at az elektromos t¬olt«es. Azaz

! E =
!
"0

(10.1)

! " E = 0 (10.2)

Tudjuk, hogy rot«aci«omentes erýot«erben (Þzikai mezýoben) mindig deÞni«alhat«o egy# (r )
skal«ar potenci«alf¬uggv«eny, amely megadja Þzikai mezýot. Jelen esetben teh«at

E = #! # (10.3)

Ezt be«õrva az elsýo egyenletbe kapjuk az «un. Poisson-egyenletet:

! # = #
!
"0

. (10.4)

Tegy¬uk fel, hogy a# (r ) potenci«alt egy olyanV t«erfogat«u t«err«eszben keress¬uk, ahol
nincsen t¬olt«es ($=0) «es amelyet a" fel¬ulet hat«arol. Ekkor az «un. Laplace-egyenlethez
jutunk:

{ ! # = 0} V (! ) (10.5)

R¬oviden azonban csak azt «õrjuk, hogy:

! # = 0 (10.6)

A feladatunk most aLaplace-egyenlet megold«asa. Tudjuk azt, hogy az elektroszta-
tikus t«er forr«asa mindig elektromos t¬olt«esek valamilyen elrendezýod«ese. Most azonban
ebbýol semmit nem l«atunk, hiszen t¬olt«esek sz¬uks«egk«eppen a vizsg«alt t«err«eszen k«õv¬ul he-
lyezkednek el. Term«eszetesen a teret gerjesztýo t¬oltsek hat«as«at valahogyan Þgyelembe kell
venn¬unk. A matematikai vizsg«al«od«asok arra az eredm«enyre vezettek, hogy aV t«erfogat
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belsej«eben a Laplace-egyenlet mindig egy«ertelmýuen megoldhat«o. Ehhez azonban sz¬uks«eg
van az «un. peremfelt«etelek ismeret«ere. Ez azt jelenti, hogy a t«erfogat hat«ar«an (a teljes!
z«art fel¬uleten) ismern¬unk kell vagy a ! (r ) potenci«al «ert«ek«et

! (! ) (10.7)

vagy a gradiens norm«alis«anak «ert«ek«et

! ! (! )n (10.8)

vagy vegyesen a fel¬ulet ment«en hol ezt, hol azt:

! (! 1) «es ! ! (! 2)n, (10.9)

ahol ! = ! 1 " ! 2.
Az im«enti «all«õt«as k¬onnyen elhihetýo, hiszen a teret gerjesztýo t¬olt«esek a! fel¬uleten is

meghat«arozz«ak az elektrosztatikus teret.«Igy a peremfelt«etelek megad«asa a burkoltan a
t¬olt«es elrendezýod«es megad«as«at jelenti.

A Laplace-egyenlet megold«asa sor«an «erdemes alkalmazkodni a z«art fel¬ulet alakj«ahoz.
Ez legt¬obbsz¬or a koordin«ata-rendszer alkalmas megv«alaszt«as«aval t¬ort«enik. P«eld«aul, ha
egy kocka alak«u fel¬uleten adjuk meg a peremfelt«eteleket, akkor c«elszerýu Descartes-f«ele
koordin«atarendszert v«alasztanai. G¬ombfel¬ulet eset«en pedig «ertelemszerýuen g¬ombi koordi-
n«at«ak lesznek a j«ol viselkedýo v«altoz«ok. A feladatok sz«ama szinte korl«atlan, ez«ert ezek csak
amolyan «esszerýu aj«anl«asok, amelyek alkalmazhat«os«ag«at mindig a konkr«et Þzikai probl«ema
d¬onti el. Amolyan ¬ok¬olszab«alyk«ent kezelhetýo.

Az «altal«anos potenci«alelm«eleti probl«em«ak matematikai t«argyal«asa (ma m«ar) a vek-
toranal«õzis keretei k¬oz¬ott szokott megt¬ort«enni. Ez«ert itt mi is csak amolyan szeml«eltetýo
bemutat«ot tartunk a Laplace-egyenlet megold«asi technik«aj«ara. A matematikai Þnoms«a-
gokat «atengedj¬uk az idevonatkoz«o matematikai tant«argyaknak. (Pl. parci«alis di" erenci-
«alegyenletek.)

A legegyszerýubbel fogjuk kezdeni.

10.1. A Laplace-egyenlet megold«asa Descartes-f«ele ko-
ordin«atarendszerben

Tekints¬uk teh«at a
# ! = 0. (10.10)

Laplace-egyenlet Descartes-koordin«at«akkal fel«õrt alakj«at, azaz

# xyz ! (x, y, z) = 0 , (10.11)
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ahol

! xyz !
! 2

! x2
+

! 2

! y2
+

! 2

! z2
. (10.12)

Ez egy «un. (h«arom v«altoz«os) parci«alis di" erenci«al egyenlet. A megold«asa «ugy t¬ort«enik,
hogy megpr«ob«aljuk visszavezetni egyv«altoz«os (azaz k¬oz¬ons«eges) di" erenci«alegyenletekre.
Ezek megold«asa ugyanis viszonylag egyszerýu. Ennek az elj«ar«asnak a neve v«altoz«ok sz«et-
v«alaszt«asa, avagy szepar«al«as.

Ennek sor«an feltessz¬uk, hogy a keresett f¬uggv«eny elýo«all«õthat«o h«arom egyv«altoz«os f¬ugg-
v«eny szorzatak«ent, azaz

" (x, y, z) = X (x)Y(y)Z (z). (10.13)

A felt«etelezett megold«ast be«õrva a Laplace-egyenletbe megn«ezz¬uk, hogy l«etezik-e ilyen t«õ-
pus«u (szepar«alt) megold«as. Ha igen, akkor r«at«erhet¬unk ezeknek a megkeres«es«ere. Joggal
felmer¬ulhet a k«erd«es, hogy ha megtal«altuk a szepar«alt megold«ast, akkor vajon a felada-
tunkat is megoldottuk-e. Azaz nem kell-e keresn¬unk tov«abbi, nem szepar«alhat«o megol-
d«asokat. A v«alasz a matematika szem«evel n«ezve nem trivi«alis, «es bizony«õt«ast ig«enyel. A
Fizika szempontj«ab«ol azonban nyilv«anval«o. A Fizik«aban haszn«alt di" erenci«al-egyenletek
megold«asa mindig egy«ertelmýu. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy a megtal«alt szepar«alt
megold«as egybenA megold«as is. Nem l«etezik mellette egy nem szepar«alhat«o fantom.

MEGJEGYZ «ES: A di" erenci«alegyenletek matematikai vizsg«alata midig k«et k«erd«es
feltev«es«evel kezdýodik:

1. Van-e megold«asa az adott t«õpus«u di" erenci«alegyenletnek?

2. Egy«ertelmýu-e ez a megold«as?

A Matematik«aban a di" erenci«alegyenletek elm«elet«enek a megalkot«asa sor«an t«etelek
sokas«ag«at dolgozt«ak ki, amelyek seg«õts«eg«evel e fenti k«et k«erd«esre v«alaszolni tudunk. Ezek
az «un. egzisztencia t«etelek (1. k«erd«es) «es az «un.unicit«asi t«etelek (2. k«erd«es). A stra-
t«egia nyilv«anval«o. Hiszen, ha nem l«etezik megold«asa az egyenletnek, akkor k«ar keresni
azt. Ha pedig a kapott megold«as nem egy«ertelmýu, akkor m«eg tov«abbiakat is keresni kell,
r«aad«asul nem tudni, hogy h«anyat. Azaz a feladatra soha nem mondhatjuk, hogy megol-
dottuk. Ez«ert azt«an nyilv«anval«o, hogy mindenki sz«am«ara a k«etigenes di" erenci«alegyenlet
a megnyugtat«o. A Fizik«aban, a dolog l«enyeg«ebýol fakad«oan, a helyzet nem ennyire bonyo-
lult. Ugyanis, ha a sz«oban forg«o di" erenci«alegyenlet a vizsg«alt jelens«egnek egy adekv«at
matematikai modellje (m«arpedig az, hiszen az«ert csin«altuk meg), akkor a v«alasz csakis
k«etigenes lehet. Hiszen biztosan l«etezik megold«as, mert a jelens«eget tapasztaltuk. Vala-
mint csak is egy megold«as lehets«eges, hiszen a mi Univerzumunk olyan, hogy egy idýoben,
a t«ernek egy pontj«aban egy m«erhetýo Þzikai mennyis«egnek csak egyf«ele «ert«eke lehet. Ez
egy elemi tapasztalati t«eny, «es ha ez nem «õgy volna, akkor annak a biol«ogi«aban l«atv«anyos
evol«uci«os nyomai is lenn«enek. P«eld«aul az «elýol«enyek «erz«ekszervei is alkalmazkodtak volna
az Univerzum kettýos «elet«ehez. Ennek azonban semmi jele!
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Helyettes«õts¬uk be a felt«etelezett szepar«alt megold«ast az egyenletbe. AzX (x), Y(y), Z (z)
egyv«altoz«os f¬uggv«enyek saj«at v«altoz«oi szerinti deriv«altjait rendreX !!, Y !!, Z !!-vel fogjuk
jel¬olni. Ekkor azt kapjuk, hogy:

X !!Y Z + XY !!Z + XY Z !! = 0 (10.14)

Osszuk el az egyenletet! = XY Z -vel! Ekkor ad«odik a k¬ovetkezýo

X !!

X
+

Y !!

Y
+

Z !!

Z
= 0. (10.15)

Itt val«oj«aban h«arom darab k¬ul¬onb¬ozýo «es egyben k¬ul¬onb¬ozýo v«altoz«oj«u f¬uggv«eny¬osszege
l«athat«o. Hiszen az elsýo tag csak azx, a m«asodik csak azy «es a harmadik tag csak a
z v«altoz«ot«ol f¬ugg. Ezek a v«altoz«ok (Descartes-helykoordin«at«ak) egym«ast«ol f¬uggetlenek,
hiszen a megold«ast a t«er tetszýoleges (x, y, z) pontj«aban keress¬uk. M«arpedig az k¬onnyen
bel«athat«o, hogy h«arom f¬uggetlen v«altoz«oj«u f¬uggv«eny¬osszege akkor «es csakis akkor lehet
«alland«o, ha mindegyik f¬uggv«eny k¬ul¬on-k¬ul¬on «alland«o. Ezeket az «alland«okatszepar«aci«os
«alland«oknak nevezz¬uk. Jelen esetben:

«alland«o + «alland«o + «alland«o = 0 (10.16)

Ez nyilv«anval«oan csak akkor «allhat fenn, ha az egyik tag elýojele m«as mint a m«asik kettýo«e.
Azaz p«eld«aul

X !!

X
= ! k2

x ,

Y !!

Y
= ! k2

y,

Z !!

Z
= + " 2. (10.17)

«Es ez«ert
k2

x + k2
y ! " 2 = 0. (10.18)

Term«eszetesen az +" 2 b«armelyik f¬uggv«enyhez rendelhetýo lenne. Az, hogy melyikhez kell
azt a peremfelt«etelek d¬ontik el.

10.1. Feladat Ennek szeml«eltet«es«ere c«elszerýu egy konkr«et Þzika feladatot n«ezni. Legyen
egy L oldal«u, kocka alak«u f«emdoboz. A doboz teteje legyen elszigetelve a dobozt«ol. A fedýon
az elektromos potenci«al legyenV0, a dobozon z«erus «ert«ekýu. Ha a z a f¬uggýoleges ir«any,
akkor «eppen a fenti konstans v«alaszt«as lesz a helyes. Ugyanis az x «es az y ir«anyokban
ugyanazt a peremfelt«etelt kell teljes«õteni, m«õg a z ir«anyban egy m«asikat.
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10.1. «abra. A10.1. feladat peremfelt«eteleinek szeml«eltet«ese

A doboz potenci«al:

! (x, y, z) =

!
""""""""#

""""""""$

0 ha x = 0

0 ha x = L

0 ha y = 0

0 ha y = L

0 ha z = 0

V0 ha z = L

(10.19)

Az «altal«anos megold«asokban szereplýo szabad param«etereket teh«at «ugy kell megv«alaszta-
nunk, hogy ezek a felt«etelek kiel«eg¬uljenek. Az «altal«anos megold«asok teh«at a k¬ovetkezýok:

Tekints¬uk az elsýo egyenletet, azaz

X !! = ! k2
xX (10.20)

Ennek «altal«anos megold«asa k¬ozismert:

X = asin (kxx) + bcos (kxx) (10.21)

Alkalmazzuk az idevonatkoz«o megadott peremfelt«eteleket

! (0, y, z) = ! (L, y, z) = 0 , (10.22)

azaz
X (0) = X (L) = 0 . (10.23)

Az elsýo felt«etelbýol k¬ovetkezik, hogy a koszinusz egy¬utthat«oja z«erus; b = 0, a m«asodik
felt«etelbýol pedig, hogy

kx = n" , (10.24)

ahol n " Z. Mivel a (10.20) egyenlet line«aris, ez«ert a megold«asok line«arkombin«aci«oja is
megold«as, azaz az «altal«anos megold«as:

X (x) =
"%

n= "

an sin
&"

L
nx

'
, (10.25)
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ahol elvilegn = 0, ± 1, ± 2, ± 3, ± . . . . De ha egy adott+ n «ert«ek hely«ere! n «ert«eket «õrunk,
akkor (! 1) kiemelhetýo szinusz f¬uggv«enybýol «es aza-t ! a ra v«altoztatja. De ezt az elýojelet
beolvaszthatjuk mag«aba az a konstansba.«Igy az n < 0-k nem jelentenek «ujabb Þzikai
megold«asokat, azaz elegendýo csak ha

n = 0, 1, 2, 3. . . . (10.26)

M«armost ah«anyf«elen van, annyi k¬ul¬onb¬ozýo megold«as is van «es ezek line«aris kombin«aci«oja
szint«en megold«asa lesz az egyenletnek, azaz

X (x) =
!!

n=0

an sin
" !

L
nx

#
(10.27)

A szimmetria miatt a megold«as menete «es az eredm«eny ugyanilyen leszy ir«anyban is,
azaz

Y (y) =
!!

n=0

bn sin
" !

L
ny

#
(10.28)

A z ir«anyban a megold«ast aZ (z) f¬uggv«eny adja, azaz

Z "" = + " 2Z (10.29)

Az «altal«anos megold«as itt is j«ol ismert:

Z = aexp (+" z) + bexp (! " z) (10.30)

Ami «at«õrhat«o m«eg
Z = a sh (" z) + b ch (" z) (10.31)

(Term«eszetesen aza, b egy¬utthat«ok nem ugyanazok!)
Mivel Z (0) = 0 , ez«ert ach f¬uggv«enyek egy¬utthat«oja csak z«erus lehet, azazb= 0. Ez«ert

teh«at a megold«as:
Z (z) = ash (" z) (10.32)

Teljes¬ulnie kell m«eg a szepar«al«as sor«an kapott¬osszef¬ugg«esnek (10.18) is:

" 2 = k2
x + k2

y (10.33)

Azaz
" =

!
L

"
n2 + m2 (10.34)

Ez az¬osszef¬ugg«es¬osszek¬oti a h«arom f¬uggv«enyt is. Azaz az «altal«anos megold«as peremfel-
t«etel kiel«eg«õt«ese ut«an) k¬onnyen fel«õrhat«o.

# (x, y, z) =
!!

n=1

!!

m=1

anm sh
" !

L

"
n2 + m2z

#
sin

" !
L

nx
#

sin
" !

L
my

#
(10.35)
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Az ismeretlen{ anm } egy¬utthat«ok a negyedik (10.19) peremfelt«etel kiel«eg«õt«es«evel kaphatjuk
meg.

[! (x, y, z)]z= L = ! (x, y, L ) = V0 (10.36)

Azaz

! (x, y, L ) =
!!

n=1

!!

m=1

anm sh
" "

L

!
n2 + m2L

#
sin

" "
L

nx
#

sin
" "

L
my

#
= V0 (10.37)

C«elszerýu bevezetni egy «uj jel¬ol«est:

Anm " anm sh
"

"
!

n2 + m2
#

(10.38)

Ekkor a ! a k¬ovetkezýo alakot veszi fel:

! (xL , yL , L) =
!!

n! =1

!!

m! =1

An! m! sin (" n"xL ) sin (" m"yL ) = V0, (10.39)

ahol k«esýobbiek miatt, az indexeket «at«õrtuk vesszýosre, valamint «att«ert¬unk xL " x/L «es
yL " y/L koordin«at«akra. Haszn«aljuk ki a szinusz-koszinusz f¬uggv«enyek ortogonalit«as«at!

$ 1

0
cos(" mx) cos(" nx)dx =

1
2

#mn ,
$ 1

0
sin(" mx) sin(" nx)dx =

1
2

#mn ,
$ 1

0
cos(" mx) sin(" nx)dx = 0 (10.40)

Szorozzuk meg a (10.39) egyenlet mindk«et oldal«at asin(" nxL ) sin(" myL ) f¬uggv«ennyel «es
integr«aljunk xL «esyL szerint 0 «es1 k¬oz¬ott:

$ 1

0

$ 1

0

!!

n! =1

!!

m! =1

An! m! sin (" n"xL ) sin (" m"yL ) sin(" nxL ) sin(" myL )dxL dyL =

=
$ 1

0

$ 1

0
V0 sin(" nxL ) sin(" myL )dxL dyL (10.41)

Az integr«al«as «es a szumm«az«as line«aris mýuvelet «es egym«ason «atvihetýo, majd elv«egezz¬uk az
xL szerinti integr«al«ast:

!!

n! =1

!!

m! =1

An! m!

$ 1

0
sin(" n"xL ) sin(" nxL )

1
2

#m,m ! dxL =
$ 1

0

V0L
" n

[1 # cos(m" )] sin(" nxL )dxL

(10.42)
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Elv«egezve azyl szerinti integr«al«ast:

!!

n! =1

!!

m! =1

An! m!
1
4

! n,n ! ! m,m ! =
V0

" 2nm
[1 ! cos(m" )][1 ! cos(n" )] (10.43)

Ebbýol az egyenletbýol azAnm egy¬utthat«o kifejezhetýo:

Anm =
4V0

" 2nm
[1 ! cos(m" )][1 ! cos(n" )]. (10.44)

L«atszik, hogy minden olyanAnm = 0 nulla, amelyikben valamelyik index p«aros sz«am.
V«eg¬ul is kapjuk teh«at, hogy:

Anm =
16V0

" 2nm
, (10.45)

ahol n, m p«aratlan eg«esz sz«amok. Vegy¬uk elýo a# f¬uggv«eny egy¬utthat«oj«anak deÞn«õci«oj«at
(10.38):

anm =
Anm

sh
"
"

"
n2 + m2

#, (10.46)

az kapjuk, hogy

anm =
16V0

sh
"
"

"
n2 + m2

#
" 2nm

. (10.47)

«Es «õgy a v«egeredm«eny:

# (x, y, z) = V0

!!

n=1

!!

m=1

16sh
"
"

"
n2 + m2z/L

#

sh
"
"

"
n2 + m2

#
" 2nm

sin
$

" n
x
L

%
sin

$
" m

x
L

%
(10.48)

Ezzel a feladatunkat megoldottuk. A keresett potenci«alf¬uggv«enyt siker¬ult v«egtelen sor-
¬osszeg form«aj«aban megkapnunk, amelyet a10.2 «abra szeml«elteti. A numerikus eredm«e-
nyek ennek az adott pontoss«ag«u kisz«am«õt«asa fogja ny«ujtani.

10.2. «abra. A (10.48) potenci«al szeml«eltet«ese azy = L/ 2 pontban. A szaggatott vonalak
a szintvonalakat mutatj«ak.
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A most t«argyalt perem«ert«ekfeladat viszonylag egyszerýu volt, hiszen a megold«as so-
r«an csak j«ol ismert sz¬ogf¬uggv«enyeket, illetve hiperbolikus f¬uggv«enyeket haszn«altunk. A
k¬ovetkezýokbenspeci«alis f ¬uggv«enyekkel dolgozunk majd. Az elnevez«es csal«oka. Meg-
k«erdezhetn«enk ugyanis, hogy mennyiben speci«alisak ezek a f¬uggv«enyek. A v«alasz egy-
«ertelmýu: Semmivel sem speci«alisabbak, mint az eddigiek!. Legfeljebb m«as a nev¬uk «es
m«as a f¬uggv«eny alakjuk. Az«ert nevezz¬uk m«egis speci«alisnak, hogy megk¬ul¬onb¬oztess¬uk
ýoket azeddigi megszokott hatv«any-, sz¬og-, exponenci«alis-, logaritmikus-, hiperbolikus-
f¬uggv«enyektýol. Mindegyik felsorolt f¬uggv«enyt«õpus egyfajta igen egyszerýu k¬oz¬ons«eges dif-
ferenci«alegyenlet megold«asak«ent l«atta meg a napvil«agot.

Vannak azonban bonyolultabb k¬oz¬ons«eges di! erenci«alegyenletek is, amelyek igen gyak-
ran szerepelnek a Þzikai modelljeinkben.

Ezeknek a megold«asait ugyan«ugy megnevezz¬uk «es «abr«azoljuk, mint pl. a sin(x)-t.
A Þzikai tanulm«anyaink sor«an a leggyakrabban a k¬ovetkezýo nevekkel tal«alkozunk

majd : Legendre -polinomok, Laguerre -polinomok, Bessel-f¬uggv«enyek, stb . (Kiejt«e-
s¬uk: l¬ozsandr, lager, besszel.) Ezek mindegyike egy-egy j«ol deÞni«alt f¬uggv«enyt jelent,
amelyeknek a rajzolata a matematika k¬onyvekben megtal«alhat«o, «es adott pontbeli «ert«e-
keit t«abl«azatb«ol kikereshetj¬uk. Ugyan«ugy, mint azt a sin(x) eset«en tenn«enk.

10.2. A Laplace-egyenlet megold«asa g ¬ombi koordin«a-
tarendszerben

A feladatunk teh«at a" ! = 0 Laplace-egyenlet megold«asa g¬ombi koordin«ata-rendszerben.

" r !" ! (r, " , #) = 0 (10.49)

Ehhez tudnunk kell a Laplace-oper«ator pol«ar-koordin«at«as alakj«at. Fellapozva a matema-
tika k¬onyvek idevonatkoz«o oldalait, azt tal«aljuk, hogy

" r, ! ," = " r +
1
r 2

" ! ," (10.50)

ahol

" r =
1
r 2

$
$r

!
r 2 $

$r

"

" ! ," =
1

sin"
$

$"

!
sin"

$
$"

"
+

1
sin2 "

$2

$#2
(10.51)

Az elsýo pillanatra meglehetýosen bonyolultnak týunýo matematikai alakzatokat l«atunk. A
megold«as menete ugyanaz, mint az elýobb, a sokkal egyszerýubb Descartes-f«ele esetben
volt. A megold«ast szepar«alt alakban keress¬uk.
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Azaz
! (r, " , #) = R(r )Y(" , #) (10.52)

majd tov«abb:
Y(" , #) = ! (" )" (#). (10.53)

Elýosz¬or azR (r ) sug«art«ol «es aY (" , #)sz¬ogektýol f¬uggýo r«eszeket fogjuk sz«etv«alasztani.«Irjuk
be ezt a szepar«alt! = RY f¬uggv«enyt az egyenlet¬unkbe! Ekkor kapjuk, hogy:

!
# r +

1
r 2

# ! ,"

"
RY = 0, (10.54)

azaz
Y# r R +

R
r 2

# ! ," Y = 0. (10.55)

Osszuk el az egyenletet a! = RY -al «es szorozzunkr 2-tel Ad«odik, hogy

r 2

R
# r R +

1
Y

# ! ," Y = 0. (10.56)

L«athat«oan, az elsýo tag csak azr , a m«asodik tag pedig csak a{ " , #} sz¬ogek f¬uggv«enye. A
Laplace-egyenletnek a t«er minden pontj«aban, azaz minden{ r, " , #} «ert«ekn«el teljes¬ulnie
kell. Mivel a v«altoz«ok f¬uggetlenek egym«ast«ol, az«ert ez csak «ugy lehets«eges, ha mind a k«et
tag k¬ul¬on-k¬ul¬on «alland«o, amelyek¬osszege nulla pl: +A ! A = 0. Ekkor kapjuk, hogy

r 2# r R ! AR = 0, (10.57)

# ! ," Y + AY = 0. (10.58)

A (10.57) egyenlet egyszerýu di$erenci«alegyenlett«e alak«õthat«o, majd k«esýobbA ismeret«eben
foglalkozunk vele. Elýosz¬or (10.58) egyenletet szepar«aljuk tov«abb a k«et v«altoz«oja szerint:

Y(" , #) = ! (" )" (#) (10.59)

Ekkor (10.58) egyenlet a k¬ovetkezýo alakot veszi fel:

"
1

sin"
$

$"

!
sin"

$!
$"

"
+

1
sin2 "

$2"
$#2

+ A!" = 0 (10.60)

Szorozzuk meg az egyenlet mindk«et oldal«at sin2 " / (!" )-vel:

1
!

sin"
$

$"

!
sin"

$!
$"

"
+ A sin2 " +

1
"

$2"
$#2

= 0. (10.61)

A helyzet most is ugyanaz, mint eddig volt. Azaz k«et f¬uggetlen v«altoz«oj«u f¬uggv«eny¬osszege
l«athat«o az egyenlet bal oldal«an. Jel¬olj¬uk az «uj szepar«aci«os «alland«otm2-el. Ennek a fura
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jel¬ol«esnek az oka k«esýobb nyilv«anval«o lesz. Ezzel megkaptuk a k«et szepar«alt egyenletet,
nevezetesen:

1
!

sin!
"

"!

!
sin!

" !
"!

"
+ A sin2 ! = m2, (10.62)

1
"

" 2"
"# 2

= ! m2. (10.63)

Ez ut«obbi (10.63) az egyszerýubb, hiszen

" !! = ! m2" (10.64)

Ennek «altal«anos megold«asa m«ar j«ol ismert

" (#) =

#
c0# + d0, ha m = 0

cm sin(m#) + dm cos(m#), ha m "= 0
(10.65)

mivel tudjuk, hogy # «es# + 2$ ugyanazt a sz¬oget jelenti, ez«ert sz¬uks«eges, hogy:

" (#) = " (# + 2$). (10.66)

Ebbýol az k¬ovetkezik, hogym csak eg«esz sz«am lehet (m # Z), «esc0 = 0.
Gyakran hasznos a szinusz «es koszinusz f¬uggv«enyek helyett komplex exponenci«alisat

haszn«alni. Emellett

" (#) = cm sin(m#) + dm cos(m#) = bm exp(im#), (10.67)

ahol abm egy¬utthat«o egy komplex sz«am. Abm «es{ cm, dm} egy¬utthat«o k¬oz¬otti ¬osszef¬ugg«es
megkeres«es«et az olvas«ora b«õzzuk.

A (10.62) egyenletet azx = cos! v«altoz«o bevezet«es«evel a k¬ovetkezýo alakra lehet hozni:

$
1 ! x2

%
! !! ! 2x! ! +

!
A !

m2

1 ! x2

"
! = 0 (10.68)

Ez az «un. Legendre-f«ele di#erenci«alegyenlet (helyesebben annak «un kapcsolt vagy asszo-
ci«alt v«altozata.

Ennek megold«asa polinom-m«odszerrel t¬ort«enik. Megmutathat«o, hogy akkor van v«eges
megold«as az «ertelmez«esi tartom«any mindenx pontj«aban, ha ! (x) egy polinom. Azaz
v«egtelen sor¬osszeg eset«en nem!

A megold«as akkor lehets«eges, ha azA «alland«o fel«õrhat«o a k¬ovetkezýo m«odon:

A = l(l + 1)

l # N

|m| $ l. (10.69)
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M«ask«epp fel«õrva:

A = l(l + 1)

l = 0, 1, 2, . . .

m = 0, ± 1, ± 2, á á á ±l (10.70)

Nagyon gyakran az{ m, l } k¬oz¬ott fenn«all«o m = 0, ± 1, ± 2, á á á ±l szoros kapcsolata miatt
az m ! ml jel¬ol«est szoktuk haszn«alni. Tipogr«aÞai okokb«ol most ettýol eltekint¬unk. A
(10.62) egyenlet megold«asai

! (! ) =

!
Pl (cos! ) (Legendre-polinom), ha m = 0

P|m|
l (cos! ) (asszoci«alt Legendre-polinom), ha m "= 0

(10.71)

Az asszoci«alt Legendre-polinom deÞn«õci«oja:

P|m|
l (cos! ) = (sin ! )m " |m|

" (cos! )|m|
(Pl (cos! )) (10.72)

10.3. «abra. Az elsýo n«egy Legendre-polinom.

A Legendre-polinomokat t«abl«azatokb«ol ki lehet keresni, mi itt csak az elsýo n«egyet
soroljuk fel «es a Fig.10.3«abr«an «abr«azoljuk:

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1
2

(3x2 # 1)

P3(x) =
1
2

(5x3 # 3x) (10.73)
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«Irjuk fel a ! (r ) potenci«alf¬uggv«enynek a sz¬ogektýol f¬uggýo r«esz«et!

Y m
l (" , #) = aml exp(im#)P|m|

l (cos" ) (10.74)

A { " , #} pol«ar sz¬ogp«arok a g¬ombfel¬ulet egy pontj«at jel¬olik ki. «Igy azt«an azY m
l (" , #)

f¬uggv«eny a g¬ombfel¬ulet minden pontj«ahoz egy sz«amot rendel. Ez«ert a neve g¬ombf¬uggv«eny.
Megmutathat«o, hogy ezek a g¬ombf¬uggv«enyek «un. ortogon«alis, teljes rendszert alkotnak.
Ennek egyik felt«etelek«ent fenn«all a k¬ovetkezýo (s«ulyozott) ortogonalit«asi¬osszef¬ugg«es:

! !

0
sin" d"

! 2!

0
d#Y m

l (" , #)Y m!

l ! (" , #)! = $ll ! $mm ! (10.75)

Megjegyezz¬uk, hogy az l = l ", m = m" eset r¬ogz«õti azaml egy¬utthat«okat a (10.74)
egyenletben. Pl.a00 = 1/

!
4%. Az ortogon«alis teljes f¬uggv«enyrendszer azt jelenti, hogy

egy g¬ombfel¬uleten «ertelmezett, tetszýolegesF (" , #) f¬uggv«eny (pl. a kontinensek hat«arai)
ezen g¬ombf¬uggv«enyek rendszer«eben sorba fejthetýo. Azaz:

F (" , #) =
#"

l=0

l"

m= $ l

clm Y m
l (" , #). (10.76)

A Laplace-egyenlet «altal«anos megold«asa ezek ut«an k¬onnyen megkonstru«alhat«o. Ehhez
azonban m«eg meg kell oldanunk sug«art«ol f¬uggýo r«eszre vonatkoz«o10.57di! erenci«alegyen-
letet.

r 2" r R " AR = 0 (10.77)

A # (" ) megold«asa sor«an m«ar megkaptuk azA integr«al«asi «alland«o lehets«eges «ert«ekeit:
A = l(l + 1). Ez«ert «õrhatjuk, hogy

r 2" r Rl " l(l + 1) Rl = 0, (10.78)

ahol l = 0, 1, 2, . . . Mivel pedig tudjuk, hogy

" r R #
1
r 2

d
dr

#
r 2 dR

dr

$
=

1
r

d2

dr2 (rR ) (10.79)

ez«ert ad«odik, hogy

r
d2

dr2 (rR l ) = l (l + 1) Rl (10.80)

avagy

r 2 d2

dr2 (rR l ) = l (l + 1) ( rR l ) (10.81)

Vezess¬uk be a
Ql # rR l (10.82)
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jel¬ol«est! Ezzel a megoldand«o egyenlet¬unk a k¬ovetkezýo alakot¬olti

r 2Q!!
l = l (l + 1) Ql (10.83)

Ez m«ar eg«eszen bar«ats«agosnak týunik. Az egyenletbýol l«athat«o, hogy egy olyan f¬uggv«enyt
keres¬unk, amelyet ha k«etszer deriv«alunk akkor az megfelel annak, minthar 2-el osztottuk
volna. A hatv«anyf¬uggv«eny pontosan ilyen! Azaz legyen

Ql (r ) = r k (10.84)

Be«õrva az egyenletbe ad«odik, hogy

r 2
!
k (k ! 1) r k" 2

"
= l (l + 1) r k (10.85)

Azaz
k (k ! 1) r k = l (l + 1) r k (10.86)

«Es ez«ert
k(k ! 1) ! l (l + 1) = 0 (10.87)

Aminek megold«asa:

k =
1 ±

"
1 + 4l + 4l2

2
=

1 ±
#

(1 + 2l)2

2
=

1 ± (1 + 2l)
2

=

$
l + 1

! l
(10.88)

Azaz mivel
Rl (r ) =

1
r

Ql (r ) (10.89)

«Igy

Rl (r ) =
1
r

Ql (r ) =

$
r l

r " (l+1)
(10.90)

Az egyenlet «altal«anos megold«asa ezen elemi megold«asok line«aris kombin«aci«oja lesz, hiszen
a Laplace-egyenlet line«aris di! erenci«alegyenlet. Teh«at

R(r ) =
#%

l=0

&
al r l +

bl

r l+1

'
. (10.91)

Ezt felhaszn«alva fel tudjuk «õrni a teljes megold«ast:

! (r, " , #) =
#%

l=0

l%

m= " l

&
alm r l +

blm

r l+1

'
eim ! P |m|

l (cos" ). (10.92)
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Term«eszetesen a{ alm , blm } ismeretlen egy¬utthat«okat a peremfelt«etelek teljes«õt«es«evel ha-
t«arozzuk meg.

A peremfelt«etel azt jelenti, hogy egy z«art! fel¬uleten elýo«õrjuk a potenci«al viselked«es«et,
azaz

! (! 1) = f (! 1),

n! ! (! 2) = g(! 2),

! = ! 1 " ! 2. (10.93)

10.2.1. Tengelyszimmetrikus eset

Nagyban leegyszerýus¬odik a matematikai komplik«aci«o, ha hengerszimmetrikus probl«em«ak-
kal foglalkozunk. Ez ugyan leszýuk«õti a vizsg«alhat«o jelens«egek k¬or«et, de a viszonylag egy-
szerýu megoldhat«os«ag didaktikai elýonye k«arp«otol minket.

Mint azt l«attuk, hengerszimmetrikus esetben a! (r, " ) nem f¬ugg a # sz¬ogtýol «es «õgy
az m = 0 (minden l eset«en). Az «altal«anos megold«as teh«at az (10.92) alapj«an k¬ovetkezýo
alakba «õrhat«o:

! (r, " ) =
!!

l=0

"
al r l +

bl

r l+1

#
Pl (cos" ) , (10.94)

ahol Pl (cos" ) a Legendre-polinomok (10.73).
A k¬ovetkezýokben megvizsg«aljuk azt, hogy az eddigi tanulm«anyainkban megismert

(K«õs«erleti Fizika) hengerszimmetrikus elektrosztatikus terek val«oban olyan szerkezetýuek-
e, mint azt az (10.94) «altal«anos fel«õr«as szolg«altat!

10.1. Feladat (Pontt ¬olt«es tere) Mint az ismeretes egyQ nagys«ag«u pontt¬olt«es elektro-
sztatikus ter«et a

! (r ) =
Q

4$%0

1
r

(10.95)

potenci«allal adhatjuk meg (ha a pontt¬olt«es az orig«oban van «esr #= 0). Nagyon t«avol a
t¬olt«estýol

lim
r "!

! (r ) = 0 (10.96)

Ez«ert azr pozit«õv hatv«anyai el kell, hogy týunjenek, teh«at a potenci«al «altal«anos alakja

! (r, " ) =
!!

l=0

"
bl

r l+1

#
Pl (cos" ) (10.97)

A pontt¬olt«es potenci«alf¬uggv«eny«et akkor kapjuk meg, ha

bl =

$
Q

4!" 0
ha l = 0

0 ha l #= 0
(10.98)
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Azaz a pontt¬olt«es potenci«alf¬uggv«enye val«oban megold«asa a! ! = 0 ( r != 0) Laplace-
egyenletnek.

10.2. Feladat (Homog«en elektrosztatikus mezýo) A homog«en t«er skal«ar potenci«alja

! = " Er (10.99)

hiszen
E = "# ! = + # (Er ) = E (10.100)

Legyen az elektromos t«ererýoss«egz ir«any«u, azazE = (0 , 0, E). Ekkor

! = " Ez (10.101)

G¬ombi pol«arkoordin«at«akkal ez a k¬ovetkezýot jelenti

! (r ) = " Er cos" (10.102)

Tekints¬uk az «altal«anos potenci«alf¬uggv«enyt (homog«en a t«er, teh«at hengerszimmetria van)

! (r ) =
!

l

"
al r l +

bl

r l+1

#
Pl (cos" ) (10.103)

Nyilv«anval«o, hogy ebbýol megkaphatjuk a homog«en t«er potenci«alj«at, ha

al =

$
" E ha l = 1

0 ha l != 1

bl = 0 (10.104)

Teh«at a homog«en t«er szint«en kiel«eg«õti a Laplace-egyenletet.

10.3. Elektromos dip«olus tere

Egy qi , i = 1, 2, . . . , N pontt¬olt«esekbýol «all«o rendszerdip«olmomentum«ataz al«abbi m«odon
deÞni«aljuk:

p =
N!

i =1

r i qi , (10.105)

ahol { r 1, r 2, r 3, . . . , r N } a pontt¬olt«esek helyvektorai.
A legegyszerýubb ilyen elrendez«es az elektromos dip«olus. Ez +q «es" q pontt¬olt«esek-

býol «all, amelyek helyvektorait (rendre)r + -szal «es azr ! -szal jel¬olj¬uk. Ekkor elektromos
dip«olmomentumra azt kapjuk, hogy

p=+ qr + " qr ! = q(r + " r ! ) $ qd (10.106)
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10.4. «abra. A dip«olus szeml«eltet«ese. A koordin«atarendszert orig«oj«at a! q t¬olt«eshez
r¬ogz«õtj¬uk, a z tengely pedig a +q t¬olt«es fel«e mutat.

ahol
d " r + ! r ! (10.107)

Teh«at a d a +q t¬olt«esnek! q hoz viszony«õtott hely«et adja meg.
Helyezz¬uk a ! q t¬olt«est az orig«oba. Ekkor az elektromos potenci«al k«et pontt¬olt«es

potenci«alj«anak az¬osszegek«ent k¬onnyen fel«õrhat«o:

! (r ) =
q

4"#0

!
1

|r ! d|
!

1
r

"
(10.108)

Legyen a +q t¬olt«es az tengelyen, azazd = (0 , 0, d). Ha d # r (azaz elegendýoen t«avol
vagyunk a dip«olust«ol) akkor ad«odik, hogy

|r ! d| =
$

r 2 + d2 ! 2rd cos$ % r

#

1 ! 2
d
r

cos$ % r
!

1 !
d
r

cos$
"

(10.109)

Ezt be«õrva a (10.108) egyenletbe kapjuk, hogy

! (r ) =
q

4"#0

$
1

r
%
1 ! d

r cos$
&!

1
r

'

%
q

4"#0

1
r

!
1 +

d
r

cos$ ! 1
"

=
qd

4"#0

cos$
r 2

(10.110)
De tudjuk, hogy p = qd, illetve a cos$ kifejez«esr «esd skal«arszorzat«aban is elýoj¬on. Teh«at
a (10.110) egyenletet m«as alakba is «õrhatjuk:

! (r ) =
1

4"#0

pr
r 3

(10.111)
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Illetve:
! (r ) =

! p
4"#0

"
1
r

. (10.112)

Ezek ut«an hat«arozzuk meg azE (r ) t«ererýoss«eget a t«er minden pontj«aban, azaz

E = !" ! (10.113)

Komponensenk«ent ki«õrva:

Ei = ! $i ! =
!

j

!
1

4"#0
$i

" pj xj

r 3

#
=

=
!

j

!
1

4"#0

$
pj $i xj

1
r 3

+ pj xj $i
1
r 3

%
(10.114)

Itt kihaszn«altuk azt, hogy a p «alland«o. Elv«egezve a kijel¬olt deriv«al«asokat kapjuk, hogy:

Ei = !
1

4"#0

!

j

$
pj %ij

r 3
!

3pj xj xi

r 5

%
= !

1
4"#0

$
pi

r 3
!

3xi
&

j pj xj

r 5

%
(10.115)

Vissza«õrva a vektori«alis alakot:

E =
1

4"#0

$
3(pr )r ! r 2p

r 5

%
. (10.116)

A kapott eredm«enyt a10.5«abr«an «abr«azoljuk.

10.5. «abra. A dip«olus «altal l«etrehozott elektromos t«erxz metszete. A vektorok nagys«aga
a t«ererýoss«eggel ar«anyos.
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Ne felejts¬uk el, hogy ez csak akkor igaz, ha a dip«olust«ol elegendýoen t«avol vagyunk
( d ! r ). Mind e mellett azonban a teljes t«erre is igaz lesz, ha a pontt¬olt«es mint«aj«ara
bevezetj¬uk a pontszerýu dip«olus fogalm«at.

lim
d! 0

Q!"

Qd = p. (10.117)

Ez a fogalom igen hasznos lesz. Az anyag ugyanis atomokb«ol «all, amelyek rendel-
kez(het)nek elektromos dip«olussal. Hiszen van, hogy az elektron(felhýo) t¬olt«esk¬oz«eppontja
nem esik egybe a pozit«õv t¬olt«esýu atommag«eval (molekul«ak eset«en : magok«eval). Mivel
az atomok m«erete sokkalta kisebb minden makroszkopikus m«eretn«el, ez«ert az atomok
(molekul«ak) pontszerýu elektromos dip«olussal jellemezhetýok.

10.4. Green-f ¬uggv«enyek az elektrosztatik«aban

Tudjuk j«ol, hogy az anyag atomos szerkezetýu.«Igy az elektromos t¬olt«esek (± q) hordoz«oi
is atomok, molekul«ak lehetnek. Azt is tudjuk m«ar, hogy az elektromos t¬olt«es kvant«alt
mennyis«eg, azaz minden± q t¬olt«es egy elemie t¬olt«esegys«eg eg«esz sz«am«u t¬obbsz¬or¬ose, ahol

e = 1.602á10# 19C (10.118)

Mivel a Maxwell-egyenletek line«arisak, ez«ert «erv«enyes a szuperpoz«õci«o elve. Ez azt jelenti,
hogyha pl. ismerem k«et pontt¬olt«es elektromos ter«et k¬ul¬on-k¬ul¬on, akkor meg tudom mon-
dani azt, hogy egy¬uttesen milyen elektromos mezýot hoznak l«etre. Azaz form«alisan, ha egy
qi t¬olt«es «altal l«etrehozott elektromos t«ererýoss«egEi (r , qi ), akkor a { q1, q2, . . . , qi , . . . , qN }
t¬olt«esrendszer «altal l«etrehozott elektromos t«ererýoss«eg:

E (r , { q1, q2, . . . , qi , . . . , qN } ) =
N!

i =1

Ei (r , qi ) (10.119)

Ez azt jelenti, hogy az alapfeladat egy pontt¬olt«es ter«enek a meghat«aroz«asa. Term«e-
szetesenmost ezt is a Maxwell-egyenletek seg«õts«eg«evel kell megtenn¬unk. Azaz nem a
pontt¬olt«esek k¬oz¬ott fell«epýo Coulomb erýo matematikai kifejez«es«enek a felhaszn«al«as«aval.
Mivel a di! erenci«alis alapegyenletekben! (r ) t ¬olt«essýurýus«eg szerepel ez«ert a pontt¬olt«est is
ebben a form«aban kell haszn«alni. Ezt a t«erbeli Dirac-delta disztrib«uci«o seg«õts«eg«evel tud-
juk megtenni. A line«aris rendszerek anal«õzise (6.1 fejezet) sor«an m«ar megismerkedt¬unk
ezzel a fogalommal. Sz«amunkra elegendýo precizit«assal megbesz«elt¬uk a vele val«o korrekt
matematikai mýuveletek lehetýos«eg«et is. Most ezeket ez ismereteinket fogjuk haszn«alni.

Helyezz¬unk el a t«er r 0 helyvektor«u pontj«aba egyQ pontt¬olt«est. Ekkor t«erbeli t¬olt«es-
sýurýus«eget a k¬ovetkezýo, imm«aron trivi«alis, m«odon «õrhatjuk fel

! (r ) = Q" (r " r 0) (10.120)
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Hiszen a Dirac-delt«an«al tanultak szellem«eben (1.3 fejezet):
!

! (r ) d3r =
!

Q" (r ! r 0) d3r = Q (10.121)

A pontt ¬olt«es elektromos t«ererýoss«eg«et meghat«aroz«o Poisson-egyenlet ekkor teh«at

! r # (r , r 0) = !
Q
$0

" (r ! r 0) (10.122)

A sz«amol«as egyszerýus«õt«ese v«egett r¬ogz«õts¬uk az orig«ot a pontt¬olt«es¬unkh¬oz. Ez nem csorb«õt
semmit az «altal«anos vizsg«al«od«asunkon, hiszen a Þzikai eredm«enyek nem f¬ugghetnek a
koordin«atarendszer megv«alaszt«as«at«ol. Am«ugy pedig az eredm«eny ismeret«eben, ut«olag
m«eg mindig visszatolhatjuk az orig«ot az eredeti hely«ere. Ekkor a Poisson-egyenlet a
k¬ovetkezýo lesz:

! # (r ) = !
Q
$0

" (r ). (10.123)

A (idýof¬uggýo) line«aris rendszerekn«el (6.1 fejezet) m«ar foglalkoztunk azzal, hogy ha
ismerj¬uk a rendszernek a v«alasz«at egy¬ugyesen megv«alasztott gerjeszt«esre, akkor eb-
býol tudni fogjuk azt, hogy mik«ent reag«al a rendszer egy tetszýoleges hat«asra (bemenet-
re). Az egyik ilyen vizsg«al«o gerjeszt«es a Dirac-delta volt, a m«asik a szinuszos idýof¬ug-
g«esýu. Ez ut«obbinak a megfelelýo matematikai «altal«anos«õt«as«aval jutottunk el a Fourier-
transzform«aci«ohoz. Ennek haszn«alata igen hat«ekony eszk¬oznek bizonyult a Þzikailag
«ertelmes (nem v«egtelen nagy energiatartalommal rendelkezýo) gerjeszt«esek eset«en. Azt is
l«attuk, hogy ezek a vizsg«al«o gerjeszt«esek egym«asba «atsz«am«õthat«ok, ez«ert azt«an a v«alaszok
k¬oz¬ott is igen j«ol deÞni«alt kapcsolat van.

A Dirac-delta gerjeszt«esre adott v«alaszt, azaz a kialakult elektromos t«ererýoss«eget meg-
ad«o potenci«alf¬uggv«enyt most is Green-f¬uggv«enynek fogjuk nevezni, «es megtartjuk aG (r )
jel¬ol«est is.

Teh«at
! G (r ) = ! " (r ). (10.124)

A G (r ) ismeret«eben term«eszetesen a pontt¬olt«es#Q (r ) potenci«alja k¬ozvetlen¬ul ad«odik:

#Q (r ) "
Q
$0

G (r ). (10.125)

Mindebbýol azonban t¬obb is k¬ovetkezik. Ugyanis, ha (10.124) igaz, akkor igaz lesz a
k¬ovetkezýo eltolt Poisson-egyenlet is

! r G (r ! r !) = ! " (r ! r !), (10.126)

ahol a v«altoz«o tov«abbra is azr vektor «es azr ! az egyenlet szempontj«ab«ol csak egy eltol«asi
param«eter. Szorozzuk be az egyenletet! (r ! )

" 0
el, ami «erz«eketlen a! r oper«atorra, hiszen
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nem tartalmazza azr v«altoz«ot. Kapjuk, hogy

! r

!
1
! 0

G (r ! r !) " (r !)
"

= !
1
! 0

#(r ! r !)#(r !). (10.127)

Mind a k«et oldal elv«egezhetýo egy t«erfogati integr«al«as azr ! param«eter szerint az eg«esz
vil«agra. Ekkor ad«odik, hogy:

! r

!
1
! 0

#
G (r ! r !) " (r !) d3r !

"
= !

1
! 0

#
#(r ! r !)" (r !) d3r ! (10.128)

A Dirac-delta deÞn«õci«oja «ertelm«eben az elýozýo egyenlet bal oldal«an megjelenik a" (r )
t¬olt«essýurýus«eg, azaz

! r

!
1
! 0

#
G (r ! r !) " (r !) d3r !

"
= !

1
! 0

" (r ) (10.129)

Ez pedig azt jelenti, hogy a

! $ (r ) = !
1
! 0

" (r ) (10.130)

Poisson-egyenlet «ertelm«eben a megold«ast a k¬ovetkezýo konvol«uci«os¬osszef¬ugg«essel tudjuk
kisz«am«õtani.

$ (r ) =
1
! 0

#
G (r ! r !) " (r !) d3r ! (10.131)

Teh«at (hasonl«oan az idýotartom«anyban tapasztaltakhoz) aG (r ) Green-f¬uggv«eny isme-
ret«eben tetszýoleges" (r ) t ¬olt«eselrendezýod«eshez tartoz«o$ (r ) potenci«alf¬uggv«eny egyszerýuen
(b«ar legt¬obbsz¬or nem kis matematikai munk«aval) kisz«am«õthat«o.

A feladatuk teh«at G (r ) Green-f¬uggv«eny meghat«aroz«asa. Ezt Fourier-transzform«aci«o
seg«õts«eg«evel fogjuk v«egrehajtani.

Elýosz¬or ism«etelj¬uk «at az idýobeli Fourier-transzform«aci«ot (1.42) «es (1.43):

x(t) =
# "

#"

÷X (%)ei ! td% (10.132)

÷X (%) =
1

2&

# "

#"
x(t)e# i ! tdt (10.133)

A t«erben az idýo megfelelýoje a hely, a k¬orfrekvenci«a«e, pedig a hull«amsz«am:

t " r

%" k (10.134)
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A t«erbeli Fourier-transzform«aci«o teh«at a k¬ovetkezýok«eppen n«ez ki:

G(r ) =
!

÷G(k)ei kr d3k,

÷G(k) =
1

(2! )3

!
G(r )e! i kr d3r. (10.135)

Itt Þgyelembe vett¬uk, hogy igaz«ab«ol h«arom Fourier-transzform«aci«ot hajtunk v«egre a h«a-
rom f¬uggetlen t«erbeli ir«any szerint. Sz¬uks«eg¬unk lesz m«eg a Dirac-delta Fourier-transzfor-
m«altj«ara (1.47):

" (x) =
! "

!"

1
2!

eik x xdkx ,

" (r ) = " (x)" (y)" (z) =
1

(2! )3

!
ei kr d3k. (10.136)

Illetve az inverz transzform«alt:

1
(2! )3

=
1

(2! )3

!
" (r )ei kr d3r =

1
(2! )3

e0 (10.137)

Most m«ar feltudjuk «õrni a (10.123) Poisson-egyenletet Fourier-transzform«alt alakban
kihaszn«alva (10.135) «es (10.136) egyenleteket:

!
" !

÷G(k)ei kr d3k
#

=
!

1
(2! )3

ei kr d3k
!

! ÷G(k)ei kr d3k =
!

1
(2! )3

ei kr d3k
!

k2 ÷G(k)ei kr d3k =
!

1
(2! )3

ei kr d3k

k2 ÷G(k) =
1

(2! )3
(10.138)

Visszatranszform«alva val«os t«erbe:

G(r ) =
1

(2! )3

!
1
k2

ei kr d3k (10.139)
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T«erj¬unk «at g¬ombi koordin«atarendszerre, ahold3k = dk(kd! )(k sin! )d" . Teh«at

G(r ) =
1

(2#)3

! !

"!

! !

0

! 2!

0

1
k2

eikr cos" sin! k2dk d! d" =

=
1

(2#)2

! !

"!

! !

0

1
k2

eikr cos" sin! k2dk d! =

=
1

(2#)2

! !

"!

"
eikr ! e" ikr

ikr

#
dk =

=
2

(2#)2

1
r

! !

0

sinu
u

du =

G(r ) =
1

4#
1
r

(10.140)

Teh«at a Laplace-oper«ator Green-f¬uggv«enye:

G(r ) =
1

4#
1
r

(10.141)

Alkalmazva a pontt¬olt«esre

! $ = !
Q
%0

&(r ), (10.142)

megkapjuk a pontt¬olt«es potenci«alj«at

$(r ) =
Q

4#%0

1
r

. (10.143)

Tetszýoleges' (r ) t ¬olt«eseloszl«as eset«en:

$(r ) =
1

4#%0

!
' (r #)dV#

|r ! r #|
(10.144)

10.5. Az elektrosztatika egy«ertelmýus«ege

A Laplace-egyenlet megold«asakor m«ar besz«elt¬unk arr«ol, hogy mi«ert v«arjuk azt, hogy
az elektrodinamika egyenletei egy«ertelmýu megold«assal rendelkeztek. Az «ervel«es¬unk b«ar
spekulat«õv volt, m«egis teljes eg«esz«eben¬osszhangban «allt a term«eszettudom«anyos szeml«e-
let¬unkkel. Mindenesetre az elektrodinamika koherenci«aj«at erýos«õten«e, ha az «all«õt«asunkat
egzakt matematikai eszk¬oz¬okkel is bizony«õtani tudn«ank.

A k¬ovetkezýokben ezt fogjuk megtenni. Igaz ugyan, hogy most csak az elektrosztatika
eset«eben adunk egy bizony«õt«ast, de hasonl«o gondolatmenettel (csak t¬obb matematikai
f«aradts«aggal) az eg«esz elektrodinamik«ara is megtehetýo.
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10.1. T«etel Ha a Laplace-egyenletnek megtal«altuk k«et! 1 (r ) «es ! 2 (r ) megold«as«at ame-
lyek ugyanazoknak a peremfelt«eteleknek tesznek eleget (vagy ugyanaz a t¬olt«eselrendez«es
hozza l«etre az elektromos mezýot) , akkor ez a k«et megold«as egym«ast«ol csak egy «alland«oban
t«erhet el.

Bizony«õt«as.Legyen a Laplace-egyenletnek k«et k¬ul¬onb¬ozýo megold«asa! 1 «es! 2:

! ! 1 = !
"
#0

«es ! ! 2 = !
"
#0

! (10.145)

A peremfelt«etelek azonosak, teh«at

! 1(" ) = ! 2(" )

(grad ! 1)n(" ) = (grad ! 2)n(" ), (10.146)

ahol a felsýo a Dirichlet-, az als«o a Neumann-hat«arfelt«etel. Ha kivonjuk egym«asb«ol a k«et
Poisson-egyenletet, akkor a jobb oldal kiesik, hiszen ugyanarr«ol a" (r ) t ¬olt«eseloszl«asr«ol
van sz«o.

! (! 2 ! ! 1) = 0 (10.147)

Vezess¬unk be egy «uj jel¬ol«est:
! " ! 2 ! ! 1 (10.148)

Ekkor «õrhat«o, hogy
! ! = 0. (10.149)

A peremfelt«etel pedig «õgy alakul:

! (" ) = ! 1(" ) ! ! 2(" ) = 0

(grad! )n(" ) = (grad ! 1)n(" ) ! (grad! 2)n(" ) = 0 . (10.150)

Tudjuk, hogy
! ! = 0. (10.151)

Ekkor igaz az is, hogy
! ! ! = 0. (10.152)

Haszn«aljuk ki az al«abbi azonoss«agot:

# (! # ! ) = ( # ! )(# ! ) + ! # 2!! "#$
= ! !

(10.153)

Azaz
0 =

%

V
! ! ! dV =

%

V
# (! # ! )dV !

%

V
(grad! )2dV (10.154)
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A jobb oldalon az elsýo integr«alt «at«õrjuk a Gauss-Osztrogradszkij-t«etel [8] szerint:

0 =
!

!
! grad! dA

" #$ %
=0

!
&

V
(grad! )2dV (10.155)

A fel¬uleti integr«al a (10.150) peremfelt«etelek miatt z«erus, ez«ert:

0 =
&

V
(grad! )2dV, (10.156)

mivel (grad! )2 " 0, ex«ert
grad! = 0. (10.157)

Teh«at ! = «alland«o.

¥ Ha Dirichlet hat«arfelt«etelt haszn«alunk, akkor! # 0, azaz! 1 = ! 2

¥ Ha Neumann hat«arfelt«etelt, akkor! 2 = ! 1 + const.

Teh«at a k«et potenci«al csak egy l«enyegtelen konstansban t«er el egym«ast«ol.

10.6. Multip«olus sorfejt«es

10.6.1. Potenci«al

10.6. «abra. A" (r !) t ¬olt«eseloszl«as «altal l«etrehozott elektromos potenci«alt keress¬uk az r
pontban.

Legyen adott egy" (r !) t ¬olt«eseloszl«as (l«asd10.6«abra)! Jel¬olje V azt a t«erfogatot, ahol
" (r !) $= 0 «es legyen az orig«o aV t«erfogaton bel¬ul. Hat«arozzuk meg a! (r ) potenci«alt
abban az esetben, amikorr ! % r , azaz a t¬olt«eseloszl«ast«ol t«avol!
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Ekkor a potenci«al a k¬ovetkezýo alakba «õrhat«o:

! (r ) =
1

4"#0

!

V

$(r !)dV!

|r ! r !|
(10.158)

Fejts¬uk sorba a 1/ |r ! r !| kifejez«estr ! = 0 k¬orny«ek«en!

1
|r ! r !|

=
1
r

!
"

i

#
%!

i
1

|r ! r !|

$

r ! =0

x!
i +

1
2

"

ij

#
%!

i %
!
j

1
|r ! r !|

$

r ! =0

x!
i x

!
j + á á á (10.159)

Vezess¬uk be a ! xi = xi ! x!
i jel¬ol«est! A deriv«altak a k¬ovetkezýok«eppen alakulnak:

#
%!

i
! 1

|r ! r !|

$

r ! =0

=

%

& %!
i

! 1
' (

j ! x2
j

)

*

r ! =0

=
#

! xi

|r ! r !|3

$

r ! =0

=
xi

r 3
(10.160)

Illetve
#

%!
i %

!
j

1
|r ! r !|

$

r ! =0

=
#

%!
j

! xi

|r ! r !|3

$

r ! =0

=
#

! &ij

|r ! r !|3
+

3! xi ! xj

|r ! r !|5

$

r ! =0

=

=
3xi xj

r 5
!

&ij

r 3
(10.161)

Azaz

1
|r ! r !|

=
1
r

+
"

i

xi

r 3
x!

i +
1
2

"

ij

#
3xi xj

r 5
x!

i x
!
j !

r 2&ij

r 5
x!

i x
!
j

$
+ á á á (10.162)

Azaz a potenci«al nagy t«avols«agokra a k¬ovetkezýo alakot veszi fel:

! (r ) "
1

4"#0

+ !

V
$(r !)dV! 1

r
+

"

i

, !

V
$(r !)x!

i dV!

-
xi

r 3
+

+
1
2

"

ij

, !

V
$(r !)

.
3x!

i x
!
j ! &ij r !3

/
dV!

-
xi xj

r 5
+ á á á

0

(10.163)

Bevezetj¬uk a k¬ovetkezýo mennyis«egeket:

q =
!

V
$(r !)dV!

pi =
!

V
$(r !)x!

i dV!

Qij =
!

V
$(r !)

.
3x!

i x
!
j ! &ij r !3

/
dV! (10.164)
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Megjegyezz¬uk, hogy a fenti deÞn«õci«o szerintQij = Qji , ez«ertQ szimmetrikus m«atrix. A
fenti egy¬utthat«okkal a (10.163) kifejez«es egyszerýubben is «at«õrhat«o:

! (r ) =
1

4"#0

!
q
r

+
pr
r 3

+
1
2

rQr
r 5

+ O(r ! 4)
"

, (10.165)

ahol q a t¬olt«eseloszl«as¬osszt¬olt«ese, p a dip«olmomentuma, Q a quadrupolmomentuma (10.7
«abra).

10.7. «abra. A multipol sorfejt«es elemeinek bemutat«asa.

Sz«amoljuk ki az elektromos t«ererýoss«eget! Az al«abbiakban kihaszn«aljuk, hogy! r =
er = r /r :

E(r ) = " grad! = "
1

4"#0
!

#
q
r

+
pr
r 3

+
1
2

rQr
r 5

$
=

= "
1

4"#0

#
q!

1
r

+
p
r 3

! r + pr !
1
r 3

+
1
2

1
r 5

! (rQr ) +
1
2

rQr !
1
r 5

$
=

=
1

4"#0

#
qr
r 3

+
3(pr )r " r 2p

r 5
+

5r (rQr ) " 2r 2(Qr )
2r 7

$
(10.166)

Term«eszetesen az elsýo tag pontt¬olt«es tere, a m«asodik a dip«olus«e, a harmadik pedig a
quadrupolus«e.

10.6.2. Erýohat«as

Most hat«arozzuk meg a t¬olt«eselrendez«esre hat«o erýot!
A pontt ¬olt«esre hat«o erýo a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o (9.5) fel:

F = qE (10.167)

T¬olt«eseloszl«asra ez a k¬ovetkezýok«eppen alakul:

F =
%

V
E(r ")$(r ")dV" (10.168)
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Az elektromos t«ererýoss«eget sorba fejtj¬uk az r ! = 0 pont k¬or¬ul:

Ei (r !) = Ei |r ! =0 +
!

j

"
! !

j Ei |r ! =0
#

xj + á á á= = Ei |r ! =0 + r (gradEi )r ! =0 (10.169)

Ezt visszahelyettes«õtve (10.168) egyenletbe kapjuk, hogy

Fi !
$

V
" (r !) (Ei |r ! =0 + r (gradEi )r ! =0 ) dV!

= Ei |r ! =0

%$

V
" (r !)dV!

&
+ (gradEi )r ! =0

%$

V
" (r !)r !dV!

&
=

(10.170)

Azaz
F = qE|r ! =0 + ( pgradE)r ! =0 + á á á (10.171)

Teh«at a t¬olt«est az elektromos t«ererýoss«eg h«uzza, a dip«olust pedigE v«altoz«asa!
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11. fejezet

Magnetosztatika

Elýosz¬or vizsg«aljuk v«akuumban a magnetosztatik«at! Mint m«ar eml«õtett¬uk, statikus eset-
ben a Maxwell-egyenletek m«agneses «es elektromos r«esze sz«etcsatol«odik. A m«agneses r«esz
a k¬ovetkezýok«eppen ad«odik:

divB = 0,

rotB = µ0j . (11.1)

11.1. Vektorpotenci«al

Az elektromos anal«ogi«anak megfelelýoen vezess¬unk be itt is egy potenci«alt, ami az elsýo
egyenletet automatikusan teljes«õti! Mivel tudjuk, hogy divrotA ! 0, ez«ert most egy
vektorpotenci«alt fogunk bevezetni, hogy

B = rot A . (11.2)

11.1.1. M«ert«ekinvariancia

Az elektrosztatikus potenci«al eset«eben bel«attuk, hogy az egy konstanst«ol eltekintve egy-
«ertelmýui (l«asd10.5 fejezet). Itt azonban t¬obb szabads«agunk van, mivel, ha

A ! = A + grad! , (11.3)

akkor
B = rot A = rot A !, (11.4)

mivel rotgrad! ! 0. Teh«at viszonylag nagy szabads«agunk vanA megv«alaszt«as«aban.
Szok«as azonban egy tov«abbi kik¬ut«est tenni A -ra, egym«ert«eketbevezetni. Ennek haszn«at
hamarosan megl«atjuk. DeÞni«aljuk aCoulomb-m«ert«eket!

divA = 0 (11.5)
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K«erd«es term«eszetesen, hogy mindig tudok-e olyan vektorpotenci«alt v«alasztani, amely
eleget tesz a (11.5) Coulomb-m«ert«eknek?

Legyen egy probl«em«anak a megold«asa azA ! vektorpotenci«al, amely nem teljes«õti a
Coulomb-m«ert«eket, azaz

divA ! != 0 (11.6)

Keress¬uk azt azA potenci«alt, amely szint«en megold«asa az adott probl«em«anak, de kiel«eg«õti
a Coulomb-m«ert«eket! M«ar megmutattuk, hogy haA ! megold«asa a probl«em«anak, akkor
A ! + grad! is. Legyen teh«at

A = A ! + grad! (11.7)

«Irjuk fel a Coulomb-m«ert«eket!

divA = div A ! + ! ! = 0

! ! = " divA ! (11.8)

Azaz ! meghat«aroz«as«ara egy Poisson-egyenletet kaptunk, amirýol m«ar tudjuk, hogy meg-
oldhat«o, teh«at a! (r ) f¬uggv«eny megkaphat«o, azazA minden esetben elýo«all«õthat«o.

11.1.2. Poisson-egyenlet
«Irjuk fel a magnetosztatik«ara vonatkoz«o Maxwell-egyenleteket a vektorpotenci«allal!

div rotA = 0

rot rot A = µ0j (11.9)

Az elsýo egyenlet teh«at automatikusan teljes¬ul. A m«asodik egyenletn«el haszn«aljuk ki az
al«abbi azonoss«agot:

rot rot A = grad div A " ! A , (11.10)

mivel a Coulomb-m«ert«ek miatt divA = 0, ez«ert

" rot rot A = ! A . (11.11)

Azaz ism«et egy Poisson-egyenletre jutottunk a vektorpotenci«al eset«eben is:

! A = " µ0j (11.12)

Az elektrosztatik«ahoz k«epest mind¬ossze annyi a k¬ul¬onbs«eg, hogy most a Poisson-
egyenletet vektorokra «õrtuk fel, azaz mindh«arom komponensre k¬ul¬on-k¬ul¬on meg kell ol-
danunk egy-egy egydimenzi«os Poisson-egyenletet.
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11.2. Biot-Savart-t ¬orv«eny

Oldjuk meg a (11.12) Poisson-egyenletet! A Laplace-oper«ator Green-f¬uggv«enye ismert:

G(r ) =
1

4! r
. (11.13)

Teh«at a megold«as

A (r ) =
µ0

4!

!
j (r !)

|r ! r !|
dV!. (11.14)

Ha «aramsýurýus«egrýol «att«er¬unk v«ekony vezet«ekben foly«o «aramokra

jdV! = Id l !, (11.15)

akkor

A (r ) =
µ0

4!

!
I (r !)dl !

|r ! r !|
. (11.16)

11.2.1. Coulomb-m«ert«ek

Most bizony«õtsuk be, hogy a (11.14) vektorpotenci«al teljes«õti a Coulomb-m«ert«eket!«Irjuk
fel a kontinuit«asi egyenletet (8.11)!

divj + " t# = 0 (11.17)

Mivel magnetosztatik«ar«ol besz«el¬unk, ez«ert" t# = 0, amibýol

divj = 0. (11.18)

Sz«amoljuk ki a vektorpotenci«al divergenci«aj«at:

divA =
µ0

4!

!

V
j (r !)"

"
1

|r ! r !|

#
dV! =

! µ0

4!

!

V
j (r !)" !

"
1

|r ! r !|

#
dV! (11.19)

Ahol kihaszn«altuk, hogy" (1/ |r ! r !|) = !" !(1/ |r ! r !|). Parci«alisan integr«alva «es ki-
haszn«alva a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt kapjuk, hogy

divA =
µ0

4!

!

V

" !j (r !)
|r ! r !|

dV! !
µ0

4!

$

F

j (r )
|r ! r !|

dA ! (11.20)

Mivel (11.18) egyenlet alapj«an" j = 0, ez«ert a bal oldal elsýo tagja z«erus. Mivel a
vektorpotenci«al meghat«aroz«as«ahoz a (11.14) k«epletben az¬osszes «aramra sz¬uks«eg¬unk van,
ez«ert aV t«erfogatnak tartalmaznia kell azr helyen hat«ast kifejtýo¬osszes «aramot. Ennek
a t«erfogatnak aF fel¬ulet«en teh«at nem haladhat «at «aram, azaz a jobb oldal m«asodik tagja
is z«erus. Teh«at kijelenthetj¬uk, hogy divA = 0.
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11.2.2. M«agneses indukci«o
«Irjuk fel az (11.14) vektorpotenci«alhoz tartoz«o m«agneses indukci«ot!

B = rot A =
µ0

4!

!

V
rot

j (r !)
|r ! r !|

dV! (11.21)

A sz«amol«as egyszerýubb komponensenk«ent, fontos szem elýott tartani, hogy a deriv«al«as a
vesszýotlenr szerint t¬ort«enik:

4!
µ0

Bi =
!

V

"

kl

" ikl
#

#xk

#
j l (r !)

|r ! r !|

$
dV! =

!

V

"

kl

" ikl j l (r !)
#

#xk

#
1

|r ! r !|

$
dV! =

=
!

V

"

kl

" ikl j l (r !)
#

! (r ! r !)k

|r ! r !|3

$
dV! =

!

V

"

kl

" ilk

#
j l (r !)(r ! r !)k

|r ! r !|3

$
dV! =

=
!

V

[j (r !) " (r ! r !)]i

|r ! r !|3
dV! (11.22)

Azaz megkaptuk aBiot-Savart-t¬orv«enyt:

B =
µ0

4!

!

V

j (r !) " (r ! r !)
|r ! r !|3

dV! (11.23)

11.3. Lokaliz«alt «arameloszl«as m«agneses momentuma

11.1. «abra. «Arameloszl«as szeml«eltet«ese. Az «arameloszl«ast vesszýossel, a vektorpotenci«al
helyvektor«at vesszýotlen szimb«olummal jel¬olj¬uk.

Vizsg«aljuk meg a11.1«abr«an l«athat«o lokaliz«alt «arameloszl«as m«agneses ter«et ar pont-
ban! A lokaliz«alt «arameloszl«as egyV t«erfogatban tal«alhat«o, r !-vel param«eterezz¬uk, «es
megk¬ovetelj¬uk, hogy r # r !.

A vektorpotenci«al «altal«anos alakja a k¬ovetkezýo (11.14)

A (r ) =
µ0

4!

!
j (r !)

|r ! r !|
dV! (11.24)
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Mivel a r ! r ! esetet vizsg«aljuk, ez«ert «ardemes 1/ |r " r !|-t r ! = 0 k¬or¬ul sorba fejteni:

1
|r " r !|

#
1
r

"
!

$ ! 1
|r " r !|

"

r ! =0

r ! + O
!

1
r 3

"
=

1
r

+
rr !

r 3
+ O

!
1
r 3

"
(11.25)

Teh«at elsýo rendig

4!
µ0

A (r ) #
1
r

#

V
j (r !)dV! +

1
r 3

#
j (r !)(rr !)dV! (11.26)

Mivel «aramok csak aV t«erfogaton bel¬ul vannak, az«ert
$

F
j (r !)r !dA ! % 0 (11.27)

Haszn«aljuk ki a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt:

0 =
#

V
$ ! [j (r !)r !] dV! =

#

V
[$ !j (r !)]r !dV! +

#

V
j (r !)$ !r !dV! (11.28)

Mivel m«ar l«attuk, hogy divj = 0, emellett pedig$ r = 1 ez«ert a fenti kifejez«es az al«abbira
egyszerýus¬odik:

0 =
#

V
j (r !)dV! (11.29)

Teh«at a (11.26) egyenlet jobb oldal«anak elsýo tagja z«erus.
A m«asodik tag tov«abb alak«õt«as«ahoz induljunk ki az al«abbi azonoss«agb«ol:

$

F
x!

i x
!
k j (r !)dF ! = 0. (11.30)

Ez szint«en abb«ol k¬ovetkezik, hogy az «aramok csak aV t«erfogaton bel¬ul vannak. Ism«et
haszn«alva a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt az kapjuk, hogy

0 =
#

V
$ ![x!

i x
!
k j (r !)]dV! =

#

V
[($ !x!

i%&'(
= ei

)x!
k j + x!

i ($
!x!

k%&' (
= ek

)j + x!
i x

!
k( $ !j%&'(

=0

)]dV!. (11.31)

Teh«at az al«abbi azonoss«agot kaptuk:
#

V
x!

k j i dV! = "
#

V
x!

i j kdV!. (11.32)

«Irjuk fel a vektorpotenci«al i -edik komponens«et, majd haszn«aljuk ki a fenti azonoss«agot!

4!
µ0

Ai (r ) =
1
r 3

#

V
j i (r !)

)
*

k

xkx!
k

+

dV! =
1
r 3

*

k

xk

#

V
j i (r !)x!

kdV! =

=
1
2

1
r 3

#

V

*

k

xk(j i x!
k " j kx!

i )dV! =
1
2

1
r 3

#

V
[r & (j & r !)]i dV! (11.33)
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Az utols«o l«ep«esben kihaszn«altunk egy vektorsz«am«õt«asi azonoss«agot, hogy

r ! (j ! r !) = ( rr !)j " (rj )r ! (11.34)

¬Osszefoglalva teh«at:

A (r ) =
" µ0

4!
1
2

1
r 3

!

V
r ! (j ! r !)dV! =

" µ0

4!
r !

"
1
2

#
V (r ! ! j )dV!

$

r 3
(11.35)

Vezess¬uk be am«egneses momentumot!

m #
1
2

!

V
r ! ! j (r !)dV! (11.36)

Teh«at elsýo rendig egy lokaliz«alt «arameloszl«as vektorpotenci«alja a k¬ovetkezýo alakot veszi
fel:

A (r ) =
µ0

4!
m ! r

r 3
(11.37)

Mivel nincsen m«agneses monop«olus, ez«ert egy «arameloszl«as m«agneses tere messzirýol «ugy
l«atszik, mint egy m«agneses dip«olus tere.

Most sz«amoljuk ki a m«agneses indukci«ot!

B = rot A =
µ0

4!
$ !

%
m ! r

r 3

&
(11.38)

«Irjuk fel az i komponenst

4!
µ0

Bi (r ) =
'

jklm

" ijk #j

(
" klm ml

xm

r 3

)
=

'

jklm

" ijk " klm ml#j
xm

r 3
=

=
'

jlm

($il $jm " $im $jl )ml#j
xm

r 3
=

=
'

jlm

$il $jm ml#j
xm

r 3
"

'

jlm

$im $jl ml#j
xm

r 3
=

=
'

j

mi #j
xj

r 3
"

'

l

ml#l
xi

r 3
=

= mi

'

j

%
$jj

r 3
" 3

x2
j

r 5

&
"

'

l

ml

%
$il

r 3
" 3

xi xl

r 5

&
=

= mi

%
3
r 3

"
3r 2

r 5

&
"

mi

r 3
+ 3

xi (mr )
r 5

(11.39)

Az utols«o sorban az elsýo tag z«erus, a m«asodik tagot viszont m«ar «at tudjuk «õrni vektori«alis
alakra:

B =
µ0

4!
3(mr )r " r 2m

r 5
(11.40)
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Fontos megjegyezni, hogy a lokaliz«alt «arameloszl«asok m«agneses tere, pont olyan alakot
¬olt, mint az elektromos dip«olus tere (10.166) egy m ! p «es konstans szorz«ot«enyezýo csere
ut«an.

11.3.1. S«õkbeli «aramhurok

11.2. «abra. S«õkbeli «aramhurok.

Vizsg«aljuk meg a s«õkbeli «aramhurok (11.2«abra) m«agneses momentum«at!

m =
1
2

!

V
r ! " jdV! =

I
2

"
r ! " dl ! (11.41)

Tudjuk, hogy a keresztszorzat a vektorok «altal kifesz«õtett paralelogramma ter¬ulete, azaz:

1
2

r ! " dl ! = dF! (11.42)

Teh«at:
m = I F, (11.43)

ahol F a hurok fel¬ulete ir«anyults«aga a jobbk«ez szab«alyt k¬oveti.
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12. fejezet

Elektorm«agneses t«er anyagi k ¬ozeg
eset«en

12.1. Dielektromos polariz«aci«o

12.1. «abra. A dielektromos polariz«aci«o k«et alapt«õpusa: Az induk«alt dip«olus «es a pol«aros
molekul«ak rendezýod«ese.

Elektromos t«er hat«as«ara a t¬olt«esekre erýo hat, mely elmozd«õthatja azokat. Nyilv«an va-
l«o, hogy egy tetszýoleges anyagba az elektronok «es az atommagok nincsenek Óodasz¬ogelveÓ
a hely¬ukre ez«ert a t«er hat«as«ara elmozdulnak. Ekkor alakul ki a dielektromos polariz«aci«o,
amit a 12.1«abr«an szeml«eltet¬unk. A polariz«aci«o l«etrej¬ohet a t¬olt«esek elmozdul«as«ab«ol, de
ak«ar az eleve pol«aros molekul«ak elfordul«as«ab«ol is. A l«enyeg, hogy a k¬ulsýo elektromos
t«er hat«as«ara megjelenik egy makroszkopikus polariz«aci«o. DeÞni«aljuk at«erfogati dip«olus
sýurýus«eget!

P !
1
V

!

i

pi . (12.1)

138



A t«erfogati dip«olus sýurýus«eg m«ert«ekegys«ege teh«at:

[P] =
Cm
m3

=
C
m2

. (12.2)

12.2. «abra. Dielektromos polariz«aci«o hat«as«ara l«etrej¬ovýo t¬olt«esmozg«as.

Vizsg«aljuk meg a dielektromos polariz«aci«o hat«as«ara l«etrej¬ovýo t¬olt«eselmozdul«ast. Mi-
vel p = qd, ez«ert a12.2 «abr«an l«athat«o elrendez«esben aV t«erfogatban megjelenýo t¬olt«es-
mennyis«eg a k¬ovetkezýok«eppen «õrhat«o:

!

A
PdA = ! ! Q (12.3)

Haszn«aljuk ki a Gauss-Osztrogradszkij t«etelt:
!

A
PdA =

"

V
divPdV (12.4)

Mivel a (12.3) egyenlet b«armely t«erfogatra igaz, ez«ert igaz a k¬ovetkezýo is:

! divP = ! p, (12.5)

ahol ! p a polariz«aci«o hat«as«ara megjelent t¬olt«essýurýus«eg.
«Erdemes k¬ul¬onv«alasztani a polariz«aci«o hat«as«ara megjelent t¬olt«essýurýus«eget a szabad

t¬olt«esek sýurýus«eg«etýol:
! = ! sz + ! p. (12.6)

Praktikusan a szabad t¬olt«esek azok, amiket mi rakunk a rendszerbe, a polariz«aci«os t¬ol-
t«esek pedig a kialakult elektromos t«er hat«as«ara j¬onnek l«etre. «Irjuk fel az elsýo Maxwell-
egyenletet!

divE =
1
"0

! sz +
1
"0

! p (12.7)

haszn«aljuk ki (12.5) egyenletet:

div("0E + P) = ! sz. (12.8)
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DeÞni«aljuk azelektromos eltol«ast!

D ! ! 0E + P. (12.9)

Amivel polariz«alhat«o anyagokban a k¬ovetkezýo Maxwell-egyenletet kapjuk:

divD = " sz. (12.10)

A P polariz«aci«o azE elektromos t«ererýoss«eg hat«as«ara alakul ki. Az elektromos t«er
hat«asa, azaz aP(E) f¬uggv«eny azonban nyilv«an anyagf¬uggýo. Kis elektromos terekre «es
igen sok anyagra azonban j«o k¬ozel«õt«est ad a line«aris f¬ugg«es:

P = #! 0E, (12.11)

ahol # az elektromos szuszceptibilit«as.«Irjuk fel az elektromos eltol«ast!

D = (1 + #! "# $
! r

)! 0E = ! E, (12.12)

ahol ! r a relat«õv dielektromos «alland«o.

12.2. M«agneses t«er anyagi k ¬ozeg eset«en

Induljunk el a dielektromos polariz«aci«ohoz hasonl«oan (12.1 fejezet)! A m«agneses t«er
forr«as«at a negyedik Maxwell-egyenlet (9.4) «õrja le:

rotB = µ0j + ! 0µ0$tE (12.13)

Itt is c«elszerýu lev«alasztani a szabad «aramokat. A marad«ek «aram, azonban nem csak a po-
lariz«aci«o hat«as«ara l«etrej¬ovýo «aramokb«ol keletkezhet, hanem az atomok is rendelkezhetnek
m«agneses momentummal. Ez«ert c«elszerýu az «aramot h«arom r«eszre sz«etv«alasztani:

j = j sz + j M + j P , (12.14)

ahol

¥ j sz a szabad «aram

¥ j M az anyag m«agnesezetts«eg«et okoz«o mikroszkopikus k¬or«aram

¥ j P a polariz«aci«os t¬olt«esmozg«as «altal l«etrehozott «aram.
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DeÞni«aljuk az anyag m«agnesezetts«eg«et az elemi m«agneses dip«olusok t«erfogatsýurýus«e-
g«evel:

M =
1
V

!

i

mi (12.15)

Vizsg«aljuk meg a m«agnesezetts«eget! A m«agnesezetts«eget az eg«esz t«erre kiintegr«alva
fel«õrjuk a vektorpotenci«alt (11.37):

A (r ) =
µ0

4!

"

V

M (r !) ! (r " r !)
|r " r !|3

dV! =
µ0

4!

"

V
M (r !) ! # ! 1

|r " r !|
dV! (12.16)

A parci«alis integr«al«as sor«an a teljes deriv«alt tag eltýunik «es marad, hogy

A (r ) =
µ0

4!

"

V

# ! M (r !)
|r " r !|

dV!, (12.17)

amit ¬osszevetve (11.14) egyenlettel ad«odik, hogy

j M = rot M . (12.18)

A polariz«aci«o a fel¬uletegys«egen «athaladt t¬olt«essel egyenlýo. Amikor teh«atP idýoben
megv«altozik, t¬olt«esek mozognak, azaz

j P = " tP (12.19)

«Irjuk be az «aramokra kapott (12.18) «es (12.19) ¬osszef¬ugg«eseket a negyedik Maxwell-
egyenletbe (9.4)!

1
µ0

rotB = j sz + rot M + " tP + #0" tE (12.20)

«Atrendezve kapjuk, hogy

rot (B /µ 0 " M ) = j sz + " t (#0E + P) (12.21)

DeÞni«aljuk a m«agneses t«ererýoss«eget:

H $ B /µ 0 " M (12.22)

Ekkor a k¬ovetkezýo egyenletet kapjuk

rotH = j sz + " tD (12.23)

Most m«ar fel«õrhatjuk a Maxwell-egyenleteket anyag jelenl«et«eben:

divD = $sz, (12.24)

divB = 0, (12.25)

rotE = " " tB , (12.26)

rotH = j sz + " tD . (12.27)
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Olyan egyenleteket kaptunk, ahonn«et egyr«eszt eltýuntek aµ0, ! 0 egy¬utthat«ok, m«asr«eszt
viszont teljesen anal«ogok az eredeti Maxwell-egyenletekkel.

A m«agnesezetts«eg f¬ugg a k¬ulsýo t«ertýol. Sok esetben aM (B) ¬osszef¬ugg«es m«eg kis terekre
sem line«aris, sýot vannak olyan anyagok, a ferrom«agnesek, amikn«el k¬ulsýo t«er n«elk¬ul is lehet
maradand«o m«agnesezetts«eg. Azonban vannak olyan anyagok, ahol a line«aris k¬ozel«õt«es
m«egis haszn«alhat«o, ekkor

H =
1
µr

1
µ0

B , (12.28)

ahol µr a relat«õv m«agneses permeabilit«as. Gyakrabban haszn«alt mennyis«eg a m«agneses
szuszceptibilit«as:

M = " mH , (12.29)

ahol " m + 1 = µr . Ha " m pozit«õv, akkor param«agnesrýol, ha negat«õv, akkor diam«agnesrýol
besz«elhet¬unk.
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13. fejezet

Elektrom«agneses t«er

13.1. T ¬olt«esrendszer energi«aja

Egy t¬olt«esrendszer energi«aj«at az jellemzi, hogy mekkora energiabefektet«essel tudjuk a
t¬olt«eseket a hely¬ukre tenni. A pontt¬olt«es elektromos t«ererýoss«eg 1/r 2 szerint cs¬okken.
Teh«at ha v«egtelen t«avol vissz¬uk ýoket egym«ast«ol, akkor nem hat k¬ozt¬uk erýo. Az erýohat«as
ugyanis

f = qE. (13.1)

Most mozgassunk egy t¬olt«est azE(r ) elektromos t«erbenr 1 «esr 2 pont k¬oz¬ott. Mivel az
elektromos t«er konzervat«õv ez«ert a v«egzett munka a k«et pontban l«evýo elektromos potenci«al
k¬ul¬onbs«eg«evel lesz ar«anyos:

Wr 1! r 2 = ! q
! r 2

r 1

E(r )ds = q[! (r 2) ! ! (r 1)]. (13.2)

Mint m«ar l«attuk a v«egtelenbe a potenci«al z«erus, ez«ert vigy¬uk az r 1 pontot oda:

W"! r = q! (r ). (13.3)

Ez a k«eplet teh«at azt mondja meg, hogy mekkora energi«aval lehet m«eg egy t¬olt«est hoz-
z«aadni a rendszerhez. Pakoljuk¬ossze a t¬olt«eselrendez«es¬unket egyes«evel! LegyenN db
pontt¬olt«es¬unk qi , t¬olt«essel, amelyeket ar i helyre szeretn«enk mozgatni (i = 1, . . . N ). A
t¬olt«eselrendez«es¬ossze«all«õt«as«ahoz sz¬uks«eges munka teh«at:

W =
N"

i =1

qi

i # 1"

j =1

1
4"#0

qj

|r i ! r j |
=

1
2

N"

i,j =1 ,i $= j

1
4"#0

qi qj

|r i ! r j |
(13.4)

T«erj¬unk «at t¬olt«essýurýus«egre! Helyettes«õts¬uk a qi t¬olt«est az r i pontot mag«aba foglal«o kis
dV t«erfogatban jelenl«evýo$ t¬olt«essýurýus«eggel! Ekkor a (13.4) egyenlet a k¬ovetkezýok«eppen
alakul:

W =
1
2

!
dV$(r )

!
dV% 1

4"#0

$(r %)
|r ! r %|

=
1
2

!
$(r )! (r )dV, (13.5)

143



ahol kihaszn«altuk (10.144) egyenletet. Most haszn«aljuk ki az elsýo Maxwell-egyenletet
(9.1):

W =
! 0

2

!
" (r )[! E(r )]dV =

! 0

2

!
! (" E)dV "

! 0

2

!
(! " )EdV =

=
! 0

2

"
" EdF

# $% &
=0

+
! 0

2

!
E2dV (13.6)

A fel¬uleti integr«al z«erus, hiszen az eg«esz vil«agra kell integr«alnunk, a v«egtelenben pedig
z«erus az elektromos potenci«al. A kapott¬osszef¬ugg«es teh«at:

W =
! 0

2

!
E 2dV, (13.7)

illetve deÞni«alhat«o az energiasýurýus«eg is:

w =
! 0

2
W 2. (13.8)

Ugyanez anyag jelenl«et«eben ugyan«õgy v«egigvihetýo:

W =
1
2

!
#(r )" (r )dV =

1
2

!
" (! D )dV =

1
2

!
DE dV. (13.9)

Az energiasýurýus«eg:

w =
1
2

DE . (13.10)

13.2. Elektrom«agneses t«er energi«aja

Ha van m«agneses t«er is, akkor az indukci«o is fontos. Egyszerýubb, ha munka helyett az
«altalunk kifejtett teljes«õtm«enyt vizsg«aljuk:

PF = vF . (13.11)

«Irj ¬uk be a Lorentz-erýot (9.5)i kont«õnuum alakban!

PF =
!

(#E + j # B)dV (13.12)

mivel v(v # B) = 0. A t«er teljes«õtm«enye teh«at:

PT = " PF = "
!

j (r )E(r )dV (13.13)
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A teljes«õtm«eny-sýurýus«eg pedig:
pT = ! Ej . (13.14)

«Irjuk fel a teljes«õtm«enysýurýus«eget anyag jelenl«et«eben! Elýosz¬or haszn«aljuk ki a 4. Maxwell-
egyenletet (12.27):

pT = ! Ej = E(! rotH + ! tD ) = E! tD ! ErotH + H rotE ! H rotE! "# $
=0

(13.15)

Most Maxwell 3. egyenlete seg«õts«eg«evel «õrjuk «at az utols«o tagot:

! Ej = E! tD ! ErotH + H rotE + H ! tB =

= E! tD + H ! tB ! ErotH + H rotE (13.16)

Az elsýo k«et tag az elektrom«agneses energi«aj«anak idýo szerinti deriv«altja:

! tw = ! t (
1
2

DE +
1
2

BH ) =
1
2

(! tD )E +
1
2

D (! tE) +
1
2

(! tB )H +
1
2

B(! tH ) =

= E! tD + H ! tB , (13.17)

mivel "0! tE = ! tD «es hasonl«ok«eppenµ0! tH = ! tB .
Az utols«o k«et tag pedig teljes divergencia:

" (E # H ) = ( " E) # H ! (" H ) # E = ( " # E)H ! (" # H )E (13.18)

A fenti mennyis«eget Poynting-vektornak nevezik:

S = E # H (13.19)

«es [S] = W/m 2. Jelent«ese pedig az energiaßuxus-sýurýus«eg.
Az (13.17) egyenlet teh«at a k¬ovetkezýo alakba «õrhat«o:

! tw + div S + jE = 0 (13.20)

Ez a Poynting-t«etel, amely az elektrom«agneses t«er energiamegmarad«as«at fejezi ki. Az
egys«egnyi t«erfogatban l«etrej¬ovýo energiav«altoz«as egyenlýo a t¬olt«eseken v«egzett munka «es a
t«erfogatot egys«egnyi idýo alatt elhagy«o energiaßuxus¬osszeg«evel.

A teljes t«erre integr«alva a divergencia nem ad j«arul«ekot, teh«at

! t

%
wdV = P =

%
! jE dV (13.21)
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13.3. Az elektrom«agneses t«er impulzusm«erleg-egyenlete

Az impulzusm«erleg levezet«es«ehez induljunk ki a Lorentz-erýobýol (9.5):

F =
!

(! E + j ! B )dV. (13.22)

Amibýol a t«erfogategys«egre esýo erýo, azaz az idýo- «es t«erfogategys«egre esýo impulzusv«altoz«as:

f = ! E + j ! B (13.23)

Anyag jelenl«et«eben Maxwell elsýo (12.24) «es negyedik (12.27) egyenlete seg«õts«eg«evel «at«õrjuk
! -t «es j -t:

f = ! E + j ! B = EdivD " B ! (rotH " " tD ),

f = EdivD + B ! " tD " B ! rotH . (13.24)

A m«asodik tagot «at«õrjuk teljes idýoderiv«altt«a, «es az eg«esz egyenlethez hozz«aadunk egy
z«erus tagot

f = EdivD + " t (B ! D ) " (" tB ) ! D
" #$ %

= B ! ! t D

+ H divB" #$ %
=div B =0

" B ! rotH , (13.25)

Ahol kihaszn«altuk, hogy Maxwell m«asodik egyenlete (12.25) miatt div B = 0. Maxwell
harmadik egyenlete (12.26) miatt " tB = " rotE, teh«at

f = " " t (D ! B ) + EdivD " D ! rotE" #$%
= ! t B

+ H divB " B ! rotH (13.26)

N«ezz¬uk meg a m«asodik «es harmadik tagi komponens«et:

(EdivD " D ! rotE)i =
&

j

'

Ei " j Dj "
&

jklm

#ijk Dj #klm " lEm

(

=

=
&

j

Ei " j Dj " Dj " i Ej + Dj " j Ei =

=
&

j

" j

)
Ei Dj "

1
2

DE $ij

*
(13.27)

ahol kihaszn«altuk (1.6) azonoss«agot. Teh«at a fenti kifejez«es egy teljes divergencia. Ugyan-
ez igaz aH , B tagokra is. DeÞni«aljuk a k¬ovetkezýo tenzorokat:

TE
ij = Ei Dj "

1
2

DE $ij

TM
ij = Hi Bj "

1
2

BH $ij , (13.28)
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illetve ezek¬osszeg«et a Maxwell-f«ele fesz¬ults«egtenzort:

T Max = T E + T M (13.29)

DeÞni«aljuk a kovetkezýot

c2 =
1

µ0! 0
! (13.30)

c-rýol majd csak k«esýobb mutatjuk meg, hogy a f«enysebess«eg. Ekkor az impulzus m«erleg
egyenlet a t«er szempontj«ab«ol k¬ovetkezýo alakba «õrhat«o:

! f = " t

!
1
c2

S
"

+ div
#
! TMax

$
(13.31)

A kapott m«erlegegyenletbýol (8.11) meg«allap«õthat«o, hogy az impulzus forr«asa az erýo, az
impulzussýurýus«egc2 szerese a Poynting-vektor, illetve a Maxwell-f«ele fesz¬ults«egtenzor az
impulzus «aramsýurýus«eg, vagyis az elektrom«agneses mezýo egys«egnyi fel¬uleten egys«egnyi idýo
alatt «at«araml«o impulzus«at adja meg.

A fenti formalizmus seg«õts«eg«evel egyszerýubben kezelhetýok bonyolult t¬olt«esrendszerek
klasszikus mozg«asa. V«akuumban a Maxwell-f«ele fesz¬ults«egtenzor szimmetrikus, teh«at
TMax

ij = TMax
ji .

13.4. T ¬olt«esek «es potenci«alok vezetýok ¬on

13.1. «abra. Vezetýo testek.

Elýosz¬or tiszt«azzuk avezetýok fogalm«at! A vezetýo lehetýov«e teszi az elektromos t¬olt«esek
mozg«as«at. Ez azt jelenti, hogy ha van elektromos t«ererýoss«eg, azaz elektromos potenci«al-
k¬ul¬onbs«eg, akkor a t¬olt«esek addig mozognak, m«õg ez fenn «all. Ha nincs k¬ulsýo beavatkoz«as,
akkor ez egy idýo m«ulva megt¬ort«enik, azaz a vezetýo fel¬ulet«en eltýunik mindennemýu poten-
ci«alk¬ul¬onbs«eg, a fel¬ulete ekvipotenci«alislesz.

Most vizsg«aljuk a stacion«arius esetet, amikor minden vezetýofel¬ulet ekvipotenci«alis.
Ekkor a vezetýok jellemezhetýok egy potenci«allal «es a rejtuk l«evýo t¬olt«essel (l«asd13.1«abra).
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Sz«amoljuk ki egy ilyen elrendez«es¬osszenergi«aj«at:

WE =
!

wE dV =
! 0

2

!
EE dV (13.32)

Tudjuk, hogy E = ! grad" , ez«ert

WE = !
! 0

2

!
Egrad" dV (13.33)

Integr«aljuk parci«alisan:

WE = !
! 0

2

!
Egrad" dV = !

! 0

2

!
" (E" )dV +

! 0

2

!
" " EdV. (13.34)

Haszn«aljuk a ki a Gauss-Osztrogradszkij-t«etelt «es, hogy a v«egtelenben z«erus a potenci«al:
!

" (E" )dV =
"

E" dV = 0 (13.35)

Teh«at
WE =

! 0

2

!
" " EdV (13.36)

Most Maxwell elsýo egyenlet«et (9.1) haszn«aljuk ki:

WE =
1
2

!
" (r )#(r )dV (13.37)

Mivel t ¬olt«esek csak a vezetýo testeken vannak, a fenti integr«alt csak a testekre kell el-
v«egezni. Az «altalunk vizsg«alt vezetýok fel¬ulete ekvipotenci«alis, teh«at a fenti integr«alban
szereplýo" egy-egy vezetýo fel¬ulet«en «alland«o:

WE =
1
2

#

i

" i

!

Vi

#(r )dV, (13.38)

ahol Vi jel¬oli az i -edik vezetýo test t«erfogat«at. A t¬olt«essýurýus«eg integr«alja a vezetýo testen a
vezetýon l«evýo¬osszt¬olt«est adja, teh«at a rendszer¬osszenergi«aja a k¬ovetkezýok«eppen alakul:

WE =
1
2

#

i

" i Qi , (13.39)

ahol az¬osszegz«es a vezetýo testekre t¬ort«enik.
Egy adott vezetýon l«evýoQi «es" i nem f¬uggetlen egym«ast«ol. A (10.144) egyenlet alapj«an

l«athat«o, hogy ez a kapcsolat line«aris, azaz k«etszer akkora t¬olt«es (k«etszer akkora t¬olt«es-
sýurýus«eg) k«etszer akkora potenci«alt hoz l«etre. Egy t¬olt«eselrendez«esn«el ezt egy tenzorral
lehet kifejezni:

" i =
#

k

pik Qk, (13.40)
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illetve
Qi =

!

k

cik ! k , (13.41)

ahol pik a potenci«al-,cik a kapacit«as-egy¬utthat«ok:

c! 1 = p. (13.42)

A vezetýorendszer energi«aja teh«at:

We =
1
2

!

ij

cij ! i ! j (13.43)

Szok«as a kapacit«ast m«as form«aban deÞni«alni. Legyenek

Cik = ! cik

Ci 0 =
!

k

cik (13.44)

A Cik egy¬utthat«okat fýokapacit«asoknak, a Ci 0 egy¬utthat«okat f¬oldkapacit«asoknaknevezz¬uk.

13.2. «abra. P«elda t¬olt«esmegoszt«as vezetýok¬on.

Ezekkel az egy¬utthat«okkal t ¬olt«est a k¬ovetkezýok«eppen kaphatjuk meg a potenci«alokb«ol:

Qi =
!

k

Cik (! i ! ! k ) + Ci 0(! i ! 0), (13.45)
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ahol V = ! i ! ! k a k«et test k¬oz¬otti potenci«alk¬ul¬onbs«eg. Meg lehet mutatni, hogyCik =
Cki . Ebbýol viszont az is k¬ovetkezik, hogy a testeken l«evýo t¬olt«eseket sz«et lehet osztani
p«aronk«ent (l«asd13.2«abra):

Qi =
!

k

Qik + Qi 0, (13.46)

ahol
Qik = Cik Vik = Cik (! i ! ! k ), (13.47)

k lehet 0 is. Klasszikus tanulm«anyaink sor«an teh«at ezeket aCik egy¬utthat«okat nevezt¬uk
kapacit«asnak, aCi 0 egy¬utthat«okat pedig ¬onkapacit«asnak (l«asd13.3«abra).

13.3. «abra. T¬olt¬ott vezetýo testek «at«õr«asa fýo- «es f¬oldkapacit«asok seg«õts«eg«evel.
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14. fejezet

Elektrom«agneses hull«amok

14.1. Elektrom«agneses hull«amok v«akuumban

14.1.1. Forr«asmentes hull«amegyenlet

Vizsg«aljuk meg a Maxwell-egyenleteket (9.1)Ð(9.4) mindenf«ele forr«as n«elk¬ul v«akuumban!

divE = 0 (14.1)

divB = 0 (14.2)

rotE = ! ! tB (14.3)

rotB = µ0"0! tE (14.4)

Itt is haszn«alni fogjuk aµ0"0 = 1/c 2 jel¬ol«est, azaz a (14.4) egyenlet «õgy is «õrhat«o:

rotB =
1
c2

! tE (14.5)

Fontos megjegyezni, hogy egy! 1/c 2 konstanst«ol eltekintveB «esE szerepe szimmetrikus
az egyenletekben. A (14.4) egyenletnek vegy¬uk a rot«aci«oj«at. Haszn«aljuk ki, hogy a
parci«alis deriv«altak felcser«elhetýok:

rotrot B =
1
c2

rot! tE =
1
c2

! t rotE = !
1
c2

! 2
t B (14.6)

Az egyenlet bal oldal«at alak«õtsuk tov«abb, kihaszn«alva (1.6) azonoss«agot:

rotrot B = " # (" # B) = " (" B ) ! " 2B (14.7)

Mivel azonban most (14.2) miatt " B = 0, ez«ert (14.6) egyenlet a k¬ovetkezýo form«aba
«õrhat«o

! B !
1
c2

! 2
t B = 0 (14.8)
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A fenti levezet«es az elektromos t«ererýoss«egre ugyan«õgy v«egigcsin«alhat«o, a v«egeredm«eny is
ugyanaz:

! E !
1
c2

! 2
t E = 0 (14.9)

Teh«at mind a m«agneses indukci«ora, mind az elektromos t«ererýoss«egre egy hull«amegyenletet
kaptunk.

Szok«as bevezetni egy szimb«olumot, ami a fenti k«et di" erenci«aloper«atort egyes«õti ma-
g«aban. Ez adÕAlambert oper«ator:

! = ! !
1
c2

! 2

! t2
(14.10)

Ekkor a forr«asmentes hull«amegyenletek a k¬ovetkezýo egyszerýu alakot¬oltik:

! B = 0

! E = 0. (14.11)

14.1.2. S«õkhull«amok

14.1. «abra. S«õkhull«amok.e0 ir«any«u «esc sebess«egýu s«õkhull«amok. A s«õk lapok a hull«am-
frontokat jel¬olik. A hull«amfrontok azonos f«azis«u helyek k¬ul¬onb¬ozýo idýopontban.

A (14.8) «es (14.9) egyenleteknek nagyon sokf«ele megold«asa van, itt most az egysze-
rýus«eg kedv«e«ert csak a s«õkhull«amokkal fogunk foglalkozni. Elýosz¬or is tegy¬uk fel, hogy
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az elektrom«agneses hull«am elektromos «es m«agneses komponense a k¬ovetkezýo «altal«anos
alakot veszi fel:

E = E0f (e0r ! ct)

B = B 0f (e0r ! ct) (14.12)

A 14.1«abra szeml«elteti a fenti «altal«anos hull«amalak terjed«es«et. Elýosz¬or is vizsg«aljuk meg,
hogy (14.12) val«oban megold«asa-e a (14.8)-(14.9) egyenleteknek!

Vegy¬uk fel «ugy a koordin«atarendszer¬unket, hogy ex = e0. Ekkor az y «esz szerinti
deriv«al«as a Laplace-oper«atorb«ol nem ad j«arul«ekot. Teh«at:

! E =
1
c2

! 2
t E

! 2
x E0f (x ! ct) =

1
c2

! 2
t E0f (x ! ct)

E0f !!(x ! ct) = E0
(! c)2

c2
f !!(x ! ct) (14.13)

Teh«at a (14.12) f¬uggv«enyek val«oban kiel«eg«õtik a (14.8)-(14.9) hull«amegyenleteket.
Most vizsg«aljuk megE0, B 0 «ese0 viszony«at! «Irjuk be a (14.12) megold«asokat az elsýo

k«et Maxwell-egyenletbe (14.1)-(14.2):

divE = 0

" [E0f (e0r ! ct)] = 0

E0" [f (e0r ! ct)] = 0

(E0e0)f !(e0r ! ct) = 0 (14.14)

Mivel f !(e0r ! ct) «altal«aban nem nulla, ez«ert

E0e0 = 0 (14.15)

Azaz
E0 # e0. (14.16)

A m«agneses indukci«oval hasonl«oan v«egigcsin«alhat«o «es megkaphat«o, hogy szint«en

B 0 # e0. (14.17)

Az utols«o k«et Maxwell-egyenletbe (14.3)-(14.4) is helyettes«õts¬uk be a s«õkhull«am (14.8)-
(14.9) alakot

rotE = ! ! tB

e0 $ [E0f !(e0r ! ct)] = cB f !(e0r ! ct)

e0 $ E0 = cB , (14.18)
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hasonl«oan
e0 ! B 0 = "

1
c
E0 (14.19)

Az ut«obbi k«et egyenletbýol az is k¬ovetkezik, hogy

B 0 # E0, (14.20)

illetve merýoleges vektorokn«al a keresztszorzat nagys«aga az abszol«ut «ert«ekek szorzata, azaz

|E0| = c|B 0| (14.21)
¬Osszefoglalva h«arom dolgot tanultunk:

1. (e0, E0, B 0) vektorok p«aronk«ent merýolegesek egym«asra, azaz az elektromos t«ererýos-
s«eg merýoleges a m«agneses indukci«ora «es mindketten merýolegesek a halad«asi ir«anyra.

2. (e0, E0, B 0) vektorok jobbsodr«as«u rendszert alkotnak.

3. |E0| = c|B 0|, az elektromos t«ererýoss«eg amplit«ud«ojac szerese a m«agneses indukci«o-
«enak.

14.2. «abra. Harmonikus s«õkhull«am.

Fontos aloszt«alyt k«epeznek a harmonikus s«õkhull«amok (14.2 «abra), amelyeket a me-
chanikai oszcill«atorhoz hasonl«oan komplex sz«amok felett vezet¬unk be:

÷E = ÷E0ei (kr ! ! t )

÷B = ÷B 0ei (kr ! ! t ) , (14.22)

ahol a hull«amos vonal (÷) arra utal, hogy az az adott kifejez«es komplex sz«am. A Þzikai
megold«as mindig ennek a val«os r«esze.k a hull«amsz«am «es

! = ck. (14.23)
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14.1.3. Inhomog«en hull«amegyenlet, Lorentz-m«ert«ek

Most vegy¬uk Þgyelembe a forr«asokat is, «es pr«ob«aljuk meg «õgy megalkotni a hull«amegyen-
leteket! Ahhoz, hogy a probl«em«at j«ol tudjuk kezelni, a sztatik«ahoz hasonl«oan «at kell
t«ern¬unk potenci«alokra. A vektorpotenci«al (11.2) tov«abbra is j«ol mýuk¬odik, hiszen ha

B = rot A , (14.24)

akkor (9.2)
divB = divrot A = 0 (14.25)

mindig teljes¬ul. Az elektromos potenci«al viszont (10.3) eredeti deÞn«õci«oj«aban nem j«o

E = ! grad! (14.26)

amibýol (9.3):
rotE = ! rotgrad! = 0 "= ! " tB (14.27)

Keress¬uk meg mivel kell kieg«esz«õteni (10.3)-t, hogy Maxwell 3. egyenlete (9.3) automa-
tikusan teljes¬ulj¬on! Legyen

E = ! grad! + X (14.28)

Maxwell m«asodik egyenlete teh«at

rotE = ! rotgrad!! "# $
=0

+rot X = ! " tB = ! " t rotA = rot( ! " tA ), (14.29)

ahol a jobb oldalon behelyettes«õtett¬uk a vektorpotenci«al deÞn«õci«oj«at. A fenti k«epletbýol
leolvashat«o, hogy

X = ! " tA (14.30)

megfelelýo v«alaszt«as lehet. Az elektromos t«ererýoss«eget teh«at a k¬ovetkezýok«eppen kell meg-
hat«arozni a potenci«alokb«ol:

E = ! grad! ! " tA (14.31)

Most n«ezz¬uk meg, hogy siker¬ul-e hull«amegyenletet kapnunk a potenci«alokra! Most a
forr«asos egyenleteket kell vizsg«alnunk, hiszen a m«asik kettýo a potenci«alok deÞn«õci«oja
miatt automatikusan teljes¬ul. N«ezz¬uk elýosz¬or a negyedik Maxwell-egyenletet (9.4)

rotB =
1
c2

" tE + µ0j

rotrot A = !
1
c2

" tgrad! !
1
c2

" 2
t A + µ0j

grad(divA ) ! ! A = !
1
c2

grad" t ! !
1
c2

" 2
t A + µ0j

grad
%

divA +
1
c2

" t !
&

= ! A !
1
c2

" 2
t A + µ0j (14.32)
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Az egyenlet jobb oldal«an megkaptuk a k«õv«ant, imm«ar forr«asos hull«amegyenletet, de a bal
oldalon m«eg van egy plusz tag. Magnetosztatik«aban a divA = 0 m«ert«eket v«alasztottuk,
most ezt eg«esz«õts¬uk ki «ugy, hogy a bal oldal eltýunj¬on! Ez lesz aLorentz-m«ert«ek:

divA +
1
c2

! t " = 0 (14.33)

Most n«ezz¬uk meg az elsýo Maxwell-egyenletet (9.1):

! E =
1
#0

$

"! 2" " ! ! tA =
1
#0

$

" ! " " ! t ! A =
1
#0

$

(14.34)

A divA kifejez«es hely«ere helyettes«õts¬uk be a Lorentz-m«ert«ekbýol" -t:

" ! " +
1
c2

! 2
t " =

1
#0

$ (14.35)

Teh«at itt is hasznos volt a Lorentz-m«ert«ek. Foglaljuk¬ossze a k«et kapott egyenletet:

! " "
1
c2

! 2
t " = "

$
#0

(14.36)

! A "
1
c2

! 2
t A = " µ0j

(14.37)

Mielýott r«at«ern«enk a fenti egyenletek megold«as«ara a Coulomb-m«ert«ekhez hasonl«oan
most is megvizsg«aljuk, hogy mindig teljes«õthetýo-e a Lorentz-m«ert«ek. Ehhez elýosz¬or
meg kell hat«aroznunk, milyen szabads«aggal rendelkez¬unk a potenci«alok kiv«alaszt«as«an«al.
K¬onnyen bel«athat«o, hogy egy skal«armezýonyi szabads«aggal rendelkez¬unk a k¬ovetkezýo for-
m«aban:

A ! = A + grad%

" ! = " " ! t%, (14.38)

ugyanis

B ! = rot A ! = rot A + rotgrad %! "# $
=0

= rot A = B

E! = "! " ! " ! tA ! = "! " + ! ! t%! "# $
+ X

" ! tA " ! t ! %! "# $
" X

= "! " " ! tA = E, (14.39)
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ahol a m«asodik egyenletben a k«et jel¬olt tag kiejti egym«ast.
Most n«ezz¬uk meg azt is, hogy ha van egy olyan{ A , ! } potenci«alp«arunk, amelyik

nem teljes«õti a Lorentz-m«ert«eket, akkor ahhoz v«alaszthat«o-e olyan" skal«armezýo, aminek
seg«õts«eg«evel megkonstru«alt{ A !, ! !} potenci«alp«ar m«ar teljes«õti a Lorentz-m«ert«eket, azaz

divA ! +
1
c2

#t ! ! = 0 (14.40)

Be«õrva (14.38) egyenleteket:

divA + ! " +
1
c2

#t ! !
1
c2

#2
t " = 0

! " !
1
c2

#2
t " = !

!
divA +

1
c2

#t "
"

(14.41)

Teh«at a vektorpotenci«alhoz hasonl«oan a feladat itt is megoldhat«o, a Lorentz-m«ert«ektýol
val«o elt«er«es lesz a" skal«armezýo forr«asa.

Megjegyezz¬uk, hogy a Lorentz-m«ert«ek nem deÞni«alja egy«ertelmýuen a potenci«alt, hi-
szen (14.41) egyenlet alapj«an b«armilyen" skal«armezýovel, amelyik teljes«õti a

! " !
1
c2

#2
t " = 0 (14.42)

egyenletet m«odos«õthatjuk a potenci«alokat «es azok tov«abbra is teljes«õteni fogj«ak a Lorentz-
m«ert«eket. Ez«ert szok«as a Lorentz-m«ert«eket korl«atozott m«ert«ekinvarianci«anak is nevezni.

14.1.4. Az inhomog«en hull«amegyenlet megold«asa
¬Osszesen n«egy darab hull«amegyenlet¬unk van ! , A1, A2, A3 potenci«alokra. Ezek mind a
k¬ovetkezýo alak«uak:

! $ !
1
c2

#2
t $ = ! f (r , t) (14.43)

T«erj¬unk «at Fourier-t«erbet " %transzform«aci«oval:

$ (r , t) =
1

2&

# "

#"

÷$(r , %)ei ! td%

f (r , t) =
1

2&

# "

#"

÷f (r , %)ei ! td%. (14.44)

Illetve

÷$(r , %) =
# "

#"
$ (r , t)e# i ! tdt

÷f (r , %) =
# "

#"
f (r , t)e# i ! tdt (14.45)
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Ekkor (14.43) a k¬ovetkezýo alak¬ot ¬olti:

1
2!

! !

"!

"
! ÷" (r , #) !

(i#)2

c2
÷" (r , #)

#
ei ! td# =

! 1
2!

! !

"!

÷f (r , #)ei ! td# (14.46)

Amibýol

! ÷" (r , #) +
#2

c2
÷" (r , #) = ! ÷f (r , #) (14.47)

Vezess¬uk be a m«ar ismert jel¬ol«est, miszerint

k = #/c (14.48)

Ekkor minden #-ra egy line«aris di" erenci«alegyenletet kapunk

(! + k2) ÷" (r , #) = ! ÷f (r , #) (14.49)

Mivel (14.49) egyenlet line«aris, ez«ert pr«ob«alkozzunk Green-f¬uggv«eny technik«aval!

(! + k2)Gk(r ) = ! $(r ) (14.50)

Az egyenlet¬unk g¬ombszimmetrikus, teh«at

Gk(r ) = Gk(r ) (14.51)

Vizsg«aljuk a r > 0 esetet g¬ombi koordin«atarendszerben! Elýosz¬or n«ezz¬uk meg a Laplace-
oper«atort

! Gk(r ) =
1
r 2

%r [r 2%r Gk(r )] =
1
r

%2
r [rGk(r )] (14.52)

Most a teljes (14.50) di" erenci«alegyenletetr > 0 esetre:

1
r

%2
r [rGk(r )] +

1
r

k2[rGk(r )] = 0

%2
r [rGk(r )] + k2[rGk(r )] = 0

%2
r g(r ) + k2g(r ) = 0 , (14.53)

ahol kihaszn«altuk, hogy$(r ) = 0, ha r > 0, illetve bevezett¬uk a g(r ) = rGk(r ) jel¬ol«est.
Az utols«o di" erenci«alegyenletnek ismerj¬uk a megold«as«at:

g(r ) = ae± ikr , (14.54)

amibýol
Gk(r ) =

a
r

e± ikr . (14.55)
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Az a egy¬utthat«ot az r = 0 pont k¬or¬uli integr«al«asb«ol lehet megkapni, «ert«eke 1/ (4! ). Teh«at

Gk(r ) =
1

4! r
e± ikr (14.56)

Ebbýol m«ar tetszýoleges÷f bemenetre meg tudjuk hat«arozni a megold«ast:

÷" (r , #) =
!

÷f (r !, #)
e± ik (r " r ! )

4! |r ! r !|
dV! (14.57)

Minket " (r , t) «erdekel, teh«at visszatranszform«aljuk÷f -t:

" (r , t) =
1

2!

!
÷" (r , #)e" i ! td#

" (r , t) =
1

2!

! !
÷f (r !, #)e" i ! t± ik (r " r ! ) 1

4! |r ! r !|
d#dV!

" (r , t) =
1

2!

! !
÷f (r !, #)e" i ! (t# (r " r ! )/c ) 1

4! |r ! r !|
d#dV! (14.58)

Itt felismerhetj ¬uk f (r !, t " (r ! r !)/c ) Fourier-transzform«altj«at. Vezess¬uk be a k¬ovetkezýo
jel¬ol«est:

[t] = t "
r ! r !

c
(14.59)

ahol t ! (r ! r !)/c jel¬oli a retard«alt idýot, t + ( r ! r !)/c az avanzs«altidýot. Ezzel a jel¬ol«essel:

" (r , t) =
1

4!

!
f (r !, [t])
|r ! r !|

dV! (14.60)

Visszat«erve a potenci«alokra:

A (r , t) =
µ0

4!

!
j (r !, [t])
|r ! r !|

dV!

$(r , t) =
1

4!%0

!
&(r !, [t])
|r ! r !|

dV! (14.61)

Term«eszeteren ehhez m«eg hozz«a kell venni a kezdeti- «es peremfelt«eteleket, a t¬olt«esmeg-
marad«ast «es a Lorentz-m«ert«eket, csak ekkor kapjuk meg az igazi potenci«alokat.

Most vizsg«aljuk meg az eredm«enyeket. Ahhoz, hogy egy (r , t) pontban kisz«am«õtsuk
a potenci«alt, retard«alt idýo eset«en a t¬olt«esek «es «aramoknak egy kor«abbi poz«õci«oj«ara van
sz¬uks«eg¬unk. Az idýok¬ul¬onbs«eg pont az az idýo, ami alatt a f«eny megteszi az adott t«avol-
s«agot. Ez teljesen¬osszhangban van az Einstein-f«ele speci«alis relativit«aselm«elettel, hogy
semmilyen hat«as nem haladhat gyorsabban a f«enysebess«egn«el.

Azonban neh«ez mit kezdeni az avanzs«alt potenci«alokkal, amik azt jelenten«ek, hogy
a t¬olt«esek j¬ovýobeli poz«õci«oja is «eppolyan hat«assal van a potenci«alra, mint a m«ultbeli.
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14.3. «abra. Retard«alt potenci«al. Az (r , t) pontban a potenci«al kisz«am«õt«as«ahoz kor«ab-
bi idýopillanatokban kell tudnunk a t¬obbi t¬olt«es hely«et. A szaggatott nyilak a t¬olt«esek
p«aly«aj«at jel¬olik.

Ennek a probl«em«anak a pragmatikus felold«asa, hogy b«ar a Maxwell-egyenletek idýoben
szimmetrikusak, de a mi vil«agunkban csak retard«alt k¬olcs¬onhat«asok fordulnak elýo.

Voltak pr«ob«alkoz«asok arra, hogy Þgyelembe vegy«ek az avanzs«alt potenci«alokat is.
Ilyen p«eld«aul a WheelerÐFeynman-elm«elet [10]. Az elm«elet szerint egy t¬olt«es fele r«eszben
avanzs«alt, fele r«eszben retard«alt hull«amokat bocs«at ki. Az idýok kezdete (big bang) egy
t¬ok«eletes t¬uk¬or, m«õg az idýok v«egezete egy t¬ok«eletes nyelýo. Az idýok kezdet«erýol visszavert
hull«am a retard«alt hull«amokkal egy¬utt pont a helyes eredm«enyt adja. Sajnos a modellel
vannak probl«em«ak, a kiterjeszt«ese a kvantummechanik«ara problematikus. Ez«ert egy-
szerýuen a k¬ovetkezýokben csak retard«alt potenci«alokkal fogunk foglalkozni, azaz amikor

[t] = t !
r ! r !

c
. (14.62)

14.1.5. Hertz-dip«olus

Az elýozýo fejezetben meghat«aroztuk a potenci«alokat. Azonban azok kisz«am«õt«asa igen k¬o-
r¬ulm«enyes, mivel a n«egy egyenlet mellett bizonyos megszor«õt«asoknak is eleget kell tennie,
ezek a t¬olt«esmegmarad«as «es a Lorentz-m«ert«ek. Most megalkotunk egy olyan formaliz-
must, ami ezeket automatikusan teljes«õti. Ez a Hertz-formalizmus.

Elýosz¬or deÞni«aljuk aPH (r , t) Hertz-dip«olust:

! = ! divPH ,

j = " tPH . (14.63)
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N«ezz¬uk meg, hogy ez teljes«õti-e a t¬olt«esmegmarad«ast:

! t " + div j = 0

! ! tdivPH + div ! tPH = 0, (14.64)

ami mindenk«eppen teljes¬ul a parci«alis deriv«altak felcser«elhetýos«ege miatt. A potenci«alok
helyett bevezetj¬uk a Hertz-vektort Z:

A =
1
c2

! tZ

# = ! divZ (14.65)

N«ezz¬uk meg a Lorentz-m«ert«eket:

divA +
1
c2

! t# = 0

1
c2

div! tZ !
1
c2

! tdivZ = 0, (14.66)

ami szint«en teljes¬ul.
Teh«at a (" , j ) forr«asok helyett bevezett¬uk a PH Hertz-dip«olust, a (A , #) potenci«alok

helyett pedig aZ Hertz-vektort. Azaz n«egy komponens helyett csak h«arom van, mik¬ozben
megszabadultunk egy k«enyszerfelt«eteltýol.

Most n«ezz¬uk meg, hogy milyen egyenleteket kapunk a hull«amegyenletekbýol! Elýosz¬or
tekints¬uk a vektorpotenci«alra vonatkoz«ot (14.37):

! A !
1
c2

! 2
t A = ! µ0j

1
c2

! t

!
! Z !

1
c2

! 2
t Z

"
= ! µ0! tPH (14.67)

Integr«aljuk a fenti egyenletet idýo szerint:

! Z !
1
c2

! 2
t Z = !

1
$0

PH + C. (14.68)

Mivel C szabadon v«alatszthat«o, az egyszerýus«eg kedv«e«ert legyen z«erus. Teh«at ugyanolyan
hull«amegyenletet kaptunk a Hertz-vektorra is, mint a vektorpotenci«alra:

! Z !
1
c2

! 2
t Z = !

1
$0

PH (14.69)

Most vizsg«aljuk meg az elektromos potenci«alra vonatkoz«o hull«amegyenletet (14.36):

! # !
1
c2

! 2
t # = !

1
$0

"

! (! divZ) +
1
c2

! 2
t (divZ) =

1
$0

divPH

div
!

! Z !
1
c2

! 2
t Z +

1
$0

PH

"
= 0, (14.70)
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ami (14.69) eset«en aut«omatikusan teljes¬ul. Azaz az elektromos potenci«alra vonatkoz«o
hull«amegyenlet nem ad «uj egyenletet.

A (14.69) egyenlet megold«as«at m«ar ismerj¬uk:

Z(r , t) =
1

4!" 0

!
PH (r !, [t])

|r ! r !|
dV!, (14.71)

ahol [t] a retard«alt idýo.
Megvan teh«at a program, amit v«egre kell hajtani:

¥ Z meghat«aroz«asa

¥ (A , #) meghat«aroz«asa

¥ (E, B ) meghat«aroz«asa

Azaz

B = rot A =
1
c2

$t rotZ

E = ! grad# ! $tA = grad(div Z) !
1
c2

$2
t Z

E = rotrot Z !
1
"0

PH (14.72)

Az utols«o l«ep«esben kihaszn«altuk a (1.6) t«etelt «es a (14.69) egyenletet.

14.1. Feladat (Pontszerýu dip«olus) Sz«amoljuk ki egy idýoben v«altoz«o pontszerýu dip«olus
ter«et! Legyen a dip«olusunk az orig«oban:

PH (r , [t]) = p([t])%(r ) (14.73)

A Hertz-vektor (14.71) «altal«anos megold«asa ismert:

Z(r , t) =
1

4!" 0

!
PH (r !, [t])

|r ! r !|
dV! =

p([t])
4!" 0r

(14.74)

Sz«amoljuk ki a m«agneses indukci«ot!

Bi =
1

4!" 0

1
c2

$t

"
#

jk

" ijk $j

$
p([t])k

r

%&

=

=
µ0

4!
$t

#

jk

" ijk

'
$j p([t])k

r
+

$
$j

1
r

%
p([t])k

(
. (14.75)
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A retard«alt idýo miatt p([t])-nak nem z«erus a hely szerinti deriv«altja, hi«aba van az orig«o-
ban:

! j p([t])k = ! j p(t ! r/c )k = ! úp([t])k
xj

cr
. (14.76)

A m«asik deriv«alt egyszerýubb:

! j
1
r

= !
xj

r 3
(14.77)

Visszat«erve a m«agneses indukci«ora, mik¬ozben a megfelelýo tagokat «at«õrjuk keresztszorzatra
(1.3):

B =
µ0

4"
! t

!
!

r " úp([t])
cr2

!
r " PH (r , [t])

r 3

"
,

B =
µ0

4"

!
!

r " ¬p([t])
cr2

!
r " úp([t])

r 3

"
. (14.78)

A m«asodik tag a szok«asos Biot-Savart-t«er (11.16). Az elsýo tag viszont egy sug«arz«asi tag,
ami a dip«olus

Ó
gyorsul«as«ab«olÓ ad«odik. Mivel a Biot-Savart tagr ! 2-tel cseng le, m«õg a

sug«arz«asos tag csakr ! 1-gyel ez«ert a dip«olust«ol t«avol ez a tag fog domin«alni.
Ez a dip«olussug«arz«as a j«ol ismert antenna-sug«arz«as. A mindennapi «eletben ezt hasz-

n«aljuk mindenf«ele jelek (TV, r«adi«o, internet, telefon, stb.) tov«abb«õt«as«ara.

14.1.6. Antenna teljes«õtm«enye

14.4. «abra. Egy idýoben v«altoz«o dip«olus «altal kisug«arzott elektrom«agneses t«er komponen-
seinek «abr«azol«asa.

Vizsg«aljuk meg az v«altoz«o dip«olus, azaz az antenna «altal kisug«arzott teljes«õtm«enyt!
A (13.20) egyenletbýol tudjuk, hogy ehhez a Poynting-vektort kell kisz«amolnunk:

S(r , t) =
1
µ0

E " B (14.79)

A tudjuk, hogy
E = cB " er (14.80)
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amibýol k¬ovetkezik (14.4«abra), hogyS||er . Teh«at

|S| =
1
µ0

c|B |2 =
µ0

16! 2c
¬p([t])2 sin2 "

1
r 2

(14.81)

A kisug«arzott teljes«õtm«eny teh«at nem g¬ombszimmetrikus eloszl«as«u, az antenn«ara merýo-
legesen nagyobb, m«õg azzal p«arhuzamosan nulla (l«asd14.5«abra).

14.5. «abra. Antenna sug«arz«asi mint«azata. A barna nyilak 20 fokos sz¬ogenk«ent k¬ovetik
egym«ast.

A teljes fel¬uleten egys«egnyi idýo alatt kisug«arzott energi«at megkapjuk, ha a Poynting-
vektort az eg«esz g¬ombfel¬uletre integr«aljuk:

P =
!

F
SdF =

" !

0
|S|2! R2 sin" d" =

=
µ0

8! c
¬p([t])2

" !

0
sin3 " d" =

=
1

6!# 0c3
¬p([t])2 (14.82)

Ez ut«obbi kifejez«est nevezik a Larmor-formul«anak.
Fontos speci«alis aloszt«aly, harmonikusan v«altoz«o dip«olusn«al, amikor:

p(t) = sin( $t)p0, (14.83)

ekkor
¬p(t)2 = p2

0$4 sin2($t) (14.84)

Az «atlagos kisug«arzott teljes«õtm«eny (mivel a sin2($t) pont 1/ 2 idýo«atlagban) teh«at

!P" =
p2

0$4

12!# 0c3
. (14.85)

Teh«at a kisug«arzott teljes«õtm«eny a k¬orfrekvencia negyedik hatv«any«aval ar«anyos.
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14.2. Elektrom«agneses hull«amok anyagokban

Ebben a fejezetben megvizsg«aljuk az anyag hat«as«at az elektrom«agneses hull«amokra. Csak
olyan anyagokkal fogunk foglalkozni, ahol line«aris¬osszef¬ugg«essel le lehet «õrni az anyag
hat«as«at. Az anyagot teh«at a k¬ovetkezýo param«eterekkel jellemezz¬uk:

¥ vezetýok«epess«eg! :
j sz = ! E (14.86)

¥ relat«õv dielektromos «alland«o" r :

D = " r "0E = "E (14.87)

¥ relat«õv m«agneses permeabilit«asµr :

H =
1

µr µ0
B =

1
µ

B (14.88)

Forr«asmentes esetre «õrjuk fel a Maxwell-egyenleteket Þgyelembe v«eve a fenti¬osszef¬ug-
g«eseket:

divE = 0,

divB = 0,

rotE = ! #tB ,

rotB = µ! E + µ"#tE. (14.89)

A szok«asos m«odon vezess¬uk le a hull«amegyenleteket:

rotrot E = ! rot#tB

grad(divE) ! ! E = ! µ!# tE ! µ"# 2
t E

! E = µ"# 2
t E + µ!# tE (14.90)

Most teh«at egy olyan hull«amegyenletet kaptunk, amiben megjelent egy elsýorendýu idýode-
riv«alt is. A m«agneses indukci«ora hasonl«o ad«odik:

rotrot B = µ! rotE + µ"#t rotE

! B = µ"# 2
t B + µ!# tB (14.91)

Azaz a m«agneses indukci«ora «es az elektromos t«ererýoss«egre ugyanazt az egyenletet kaptuk.
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14.2.1. Elektrom«agneses hull«am szigetelýoben

Vizsg«aljuk meg elýosz¬or a ! = 0 esetet, azaz az ide«alis szigetelýo eset«et, amikor az anyagban
nincs semmilyen «aram! Ebben az esetben az egyszeres idýoderiv«altat tartalmaz«o tag
eltýunik az egyenletekbýol:

"µ#2
t E = ! E

1
c!2

#2
t E = ! E, (14.92)

amibýol
c! =

1
!

µ"
=

c
!

µr " r
. (14.93)

«Altal«anoss«agban mind" r , «esµr is frekvenciaf¬uggýo, azaz a f«eny sebess«ege anyagban f¬ugg a
frekvenci«at«ol is, ami megmagyar«azza a f«enydiszperzi«o jelens«eg«et. A val«os«agban leggyak-
rabban elýofordul«o anyagok relat«õv permeabilit«asa l«athat«o f«eny tartom«anyban 1 k¬or¬ul van,
ez«ert a gyakorlatban legt¬obbsz¬or el«eg a dielektromos «alland«o hat«as«at Þgyelembe venni.

14.2.2. S«õkhull«amok anyagban
«Irjuk fel m«eg egyszer a csillap«õtott hull«amegyenleteket!

! E = µ"# 2
t E + µ!# tE

! B = µ"# 2
t B + µ!# tB (14.94)

A csillap«õtott oszcill«atorn«al (6.2.3fejezet) m«ar haszn«altuk azt a m«odszert, hogy komplex
sz«amok felett kerest¬uk a megold«ast, aminek a val«os r«esze a m«erhetýo Þzikai mennyis«eg.
Mivel a k«et egyenlet teljesen azonos ez«ert a sz«amol«ast csak az elektromos t«ererýoss«egre
fogjuk v«egigvinni. A komplex elektromos t«eresýoss«eg teh«at:

÷E(r , t) = ( ÷E1(r , t), ÷E2(r , t), ÷E3(r , t)) (14.95)

Pr«ob«alkozzunk szorzat alakban keresni a megold«ast:

÷E(r , t) = ÷E(r )÷$E (t) (14.96)

K¬onnyen bel«athat«o, hogy
÷$E (t) = e" i ! t (14.97)

megold«asa (14.94) egyenletnek:

! ÷Ee" i ! t = " µ"%2 ÷Ee" i ! t " i%µ! ÷Ee" i ! t

! ÷E(r ) = " (µ"%2 + i%µ!! "# $
= ÷k

2

) ÷E(r ) (14.98)
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Itt bevezett¬uk a komplex hull«amsz«amot. Ezt «ugy kell tekinteni, mint egy ir«any-egys«egvektor,
aminek van egy komplex szorz«oja. A fenti egyenletbýol megkapjuk a s«õkhull«am megold«ast,
de most komplex hull«amsz«ammal:

÷E(r , t) = ÷E0ei (÷kr ! ! t ) (14.99)

Hasonl«o alakot vesz fel a m«egneses indukci«o is

÷B(r , t) = ÷B 0ei (÷kr ! ! t ) (14.100)

A v«akuumos esethez hasonl«oan itt is vizsg«aljuk meg a k¬ul¬onb¬ozýo vektorok egym«as-
hoz k«epesti viszony«at, «ugy hogy a komplex hull«amsz«amos s«õkhull«am megold«as be«õrjuk a
(14.89) forr«asmentes anyagi Maxwell-egyenletekbe! Az elsýo Maxwell-egyenlet

div ÷E = 0

i ÷k ÷E0 = 0, (14.101)

amibýol megkapjuk a hull«amsz«am (terjed«esi ir«any) «es az elektromos t«eresýoss«eg merýoleges-
s«eg«et. Teh«at

÷E0 ! ÷k (14.102)

A m«asodik Maxwell-egyenletbýol hasonl«oan megkapjuk, hogy

÷B 0 ! ÷k (14.103)

Most harmadik Maxwell-egyenletet vizsg«aljuk meg

rot ÷E = " ! t
÷B

÷k # ÷E0 = " ÷B 0 (14.104)

A negyedik Maxwell-egyenletbýol pedig

rot ÷B = µ# ÷E + µ$! t
÷E

i ÷k # ÷B 0 = ( µ# " i " µ$) ÷E0

" ÷k # ÷B 0 = ( " 2µ$" iµ #" ) ÷E0

" ÷k # ÷B 0 = ÷k
2 ÷E0 (14.105)

Teh«at most is megkaptuk, hogy a (÷k, ÷E0, ÷B 0) merýolegesek egym«asra, jobbsodr«as«u rend-
szert alkotnak egym«assal, a m«agneses indukci«o «es az elektromos t«ererýoss«eg«enek nagys«aga
k¬oz¬otti ¬osszef¬ugg«es pedig:

|÷k|| ÷E0| = " | ÷B | (14.106)
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14.2.3. Komplex hull«amsz«am

Vizsg«aljuk meg a komplex hull«amsz«amvektort!

÷k =
!

! 2µ" ! iµ #! (14.107)

Szok«as m«eg a k¬ovetkezýo alakba is «õrni:

÷k =
!
c

"
" r + i

#
"0!

(14.108)

Bontsuk fel a hull«amsz«amvektort val«os «es k«epzetes r«eszre:

÷k = k! + ik !! (14.109)

V«alasszuk a k¬ovetkezýo koordin«atarendszert:

eE = ex

eB = ey

ek = ez

(14.110)

Ekkor az elektromos t«ererýoss«eg (14.99) a k¬ovetkezýo alakot veszi fel:

÷E(r , t) = ÷E0(r , t)ei (÷kz" ! t )

÷E(r , t) = ÷E0(r , t)ei (k! z" ! t )e" k!! z (14.111)

A Þzikailag relev«ans mennyis«eg ennek val«os r«esze. Az exp(! k!!z) tag miatt ez exponen-
ci«alisan cs¬okken (l«asd14.6). Azaz ha a vezetýok«epess«eg nem z«erus, akkor az anyagban
gyeng¬ul az elektrom«agneses hull«am. Erre a gyeng¬ul«esre m«eg majd visszat«er¬unk.

A komplex sz«amokat lehet Euler-alakba is «õrni:

÷k = |k|ei " (14.112)

Megtat«arozhat«ok «es$ (a r«eszleteket most nem k¬oz¬olj¬uk):

k =
!
c

4

#

"2
r +

#2

"2
0! 2

$ =
1
2

arctan
$

#
" r "0!

%
(14.113)

Vizsg«aljuk meg$ hat«as«at! Tudjuk, hogy

÷k ÷E0 = ! ÷B0 (14.114)
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14.6. «abra. S«õkhull«am anyagban.

Amibýol
÷E0

|÷k|
!

ei ! = ÷B0 (14.115)

Teh«at a " a m«agneses indukci«o «es az elektromos t«ererýoss«eg k¬oz¬otti f«azistol«ast jellemzi. A
14.6«abr«an bemutatjuk a f«azistol«ast is.

Fontos megjegyezni, hogy ha az anyag nem vezetýo, akkor nincs f«azistol«as.
Szok«as deÞni«alni a t¬or«esmutat«ot, ami az anyagbeli «es a v«akuumbeli f«enysebess«eg

h«anyadosa. Ha# = 0, akkor

n =
c!

c
=

k
!

c =
!

$r µr (14.116)

Azonban ha# > 0, akkor a t¬or«esmutat«o is komplex lesz:

÷n =
÷k
!

c = 4

!

$2
r +

#2

$2
0! 2

ei ! (14.117)

14.2.4. Behatol«asi m«elys«eg

B«armilyen vezetýo anyagban (# > 0) az elektrom«agneses hull«am amplit«ud«oja exponenci«a-
lisan csillapodik. Az exponenci«alis lecseng«es egy hosszat deÞni«al, amit behatol«asi m«ely-
s«egnek nevez¬unk. A (14.111) egyenlet alapj«an az exponenci«alis lecseng«esbýol megkaphat«o
a behatol«asi m«elys«eg:

d = 1/k !! (14.118)

B«ar k!! meghat«arozhat«o, de bonyolult.«Erdemes viszont a k«et hat«aresetet megvizsg«alni:
a rossz «es j«o vezetýo hat«aresetet.
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Behatol«asi m«elys«eg: Rossz vezetýo

Rossz vezetýorýol akkor besz«el¬unk, ha

! ! "0# (14.119)

Ekkor (14.108) egyenet alapj«an

k!! = Im
!

#
c

"
" r

"
1 + i

!
"0" r #

#
# Im

$
#
c

"
" r

!
1 + i

!
2"0" r #

#%
=

=
!

"
" r

2c"0" r
=

!
2

"
µ0

"0" r
(14.120)

Teh«at a behatol«asi m«elys«eg:

d =
2
!

"
"
µ0

(14.121)

Behatol«asi m«elys«eg: J«o vezetýo

J«o vezetýorýol akkor besz«el¬unk, ha
! $ "0# (14.122)

Ekkor (14.108) egyenlet alapj«an

k!! = Im
!

#
c

"
" r

"
1 + i

!
"0" r #

#
#

#
c

"
" r

"
!

2"0" r #
=

1
"

2

"
#! µ0 (14.123)

Amibýol a behatol«asi m«elys«eg:

d =

"
2

!# µ0
(14.124)

Ha a vezetýok«epess«eg nagy, akkor a behatol«asi m«elys«eg nagyon kicsi is lehet. Ezt
h«õvjuk skin-e! ektusnak. A k«et hat«aresetet a14.7«abr«an «abr«azoljuk.

14.3. Sz«or«as

Eddig kont«õnuum anyagokkal foglalkoztunk, most megvizsg«aljuk milyen hat«assal van egy
klasszikusan le«õrt atomra az elektrom«agneses hull«am. Az elektrom«agneses hull«am elekt-
romos tere ugyanis k¬olcs¬onhat a t¬olt«esekkel, azokra erýot fejt ki. A periodikus ampli-
t«ud«ov«altoz«as miatt a t¬olt«es rezegni kezd, azaz gyorsul«assal fog rendelkezni (l«asd14.8
«abra). A Hertz-sug«arz«asb«ol tudjuk, hogy ilyenkor energi«aj«anak egy r«esz«et a rezgýo t¬olt«es
kisug«arozza (14.85):

%P&=
p2

0#4

12$"0c3
(14.125)

A k¬ovetkezýokben megvizsg«aljuk a szabad «es k¬ot¬ott elektronok sz«or«as«at. Anal«õzis¬unk
sor«an a m«agneses k¬olcs¬onhat«asokt«ol eltekint¬unk, hiszen azok mindig sokkal gyeng«ebbek.

170



14.7. «abra. A behatol«asi m«elys«eg! «es " f¬uggv«eny«eben. A g¬orb«ek az egzakt alakot
mutatj«ak.

14.8. «abra. Elektrom«agneses hull«am sz«or«asa t¬olt¬ott r«eszecsk«en.

14.3.1. Szabad elektron sz«or«as: Thomson-hat«askeresztmetszet

Vizsg«aljunk egy szabad elektront egy! k¬orfrekvenci«aj«u harmonikus s«õkhull«amban.«Irjuk
fel az elektron gyorsul«as«at az elektromos erýo hat«as«ara:

m¬x = ! eE0 cos(kx ! ! t) (14.126)

Amibýol
x =

eE0

m! 2
cos(kx ! ! t) (14.127)

Ebbýol megkaphatjuk a rezgýo elektron dipolmomentum«anak nagys«ag«at:

p0 = ! ex0 = !
e2E0

m! 2
(14.128)

Teh«at a kisug«arzott teljes«õtm«eny (14.85):

"P#=
p2

0! 4

12#$0c3
=

e4E 2
0

12#$0c3m2
(14.129)
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Ahol a k¬orfrekvencia kiesett «õgy a kisug«arzott teljes«õtm«eny frekvenciaf¬uggetlen.
A besug«arzott teljes«õtm«enyt meg lehet kapni, ha kisz«amoljuk egy elektrom«agneses

hull«am Poynting-vektor«at:

!Sbe" =
1
µ0

E # B =
1

2µ0c
E 2

0 (14.130)

A hat«askeresztmetszet a kisug«arzott «es a bej¬ovýo teljes«õtm«eny h«anyadosa:

! T =
!P"

!Sbe"
=

e4E 2
0

12"#0c3m2

1
2µ0c

E 2
0 =

8"
3

!
e2

4"#0mc2

" 2

(14.131)

Ez a Thomson-hat«askeresztmetszet.
«Erdemes n«eh«any megjegyz«est tenni a fenti eredm«enyrýol.

¥ A kapott hat«askeresztmetszet frekvenciaf¬uggetlen. A k¬ornyezýo vil«agban az elekt-
ronok szinte mindig k¬ot¬ottek, «es j«ol l«athat«oan frekvenciaf¬uggýo a sz«or«as (pl. k«ek
«eg)

¥ A z«ar«ojelben l«evýo tagot klasszikus elektronsug«arnak h«õvjuk:

r0 =
e2

4"#0c2m
(14.132)

Alak«õtsuk t«a a fenti kifejez«est!

r 0 =
!

e2

4"#0

" !
1

c2m

"
(14.133)

J«ol l«athat«oan ez k«et tagb«ol «all az egyik egy elektromos energia, a m«asik a j«ol ismert
mc2:

mc2 =
1
#0

#

r 0

E 2dV!, (14.134)

azaz a klasszikus elektronsug«ar az a t«avols«ag, amin bel¬ul az elektromos t«er energi«aja
egyenlýo az elektron t¬omeg«ebýol sz«armaz«o energi«aval.

14.3.2. K ¬ot ¬ott elektron sz«or«as: Rayleigh-hat«askeresztmetszet

A szabad elektron sz«or«as sajnos nem «õrja le j«ol az atomokon sz«or«odott elektrom«agneses
hull«am hat«askeresztmetszet«et.«Irjuk le a p«aly«an mozg«o elektront csillap«õtott rezgýomoz-
g«assal:

¬x + 2$ úx + %2
0 = $

e
m

Ex(t) (14.135)
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Ism«et harmonikus elektrom«agneses s«õkhull«amot felt«etelezve:

Ex(t) = E0ei ! t (14.136)

A megold«ast ismerj¬uk (6.2.3 fejezet):

x(t) = ÷x0ei ! t (14.137)

Amibýol
÷x0(! ! 2 + ! 2

0 + i2"! ) = !
e
m

E0 (14.138)

Azaz

÷x0 = !
E0e/m

! 2
0 ! ! 2 ! i2"!

= x0e! i " (14.139)

Amibýol az elýozýoekhez hasonl«oan meghat«arozzuk a dip«olmomentum amplit«ud«oj«at, kihasz-
n«alva a6.2.3fejezet eredm«enyeit:

p0 = !
e2E0

m! 2
! "# $

kor«abbi eredm«eny

! 2

%
(! 2

0 ! ! 2)2 + 4" 2! 2
(14.140)

14.9. «abra. A Rayleigh-hat«askeresztmetszet frekvenciaf¬ugg«ese. A sz«õnes cs«õkok a l«athat«o
f«eny k¬or¬ulbel¬uli hely«et mutatj«ak.

J«ol megÞgyelhetýo, hogy a n«egyzetgy¬okjel alatti tag miatt most megjelenik a frekven-
ciaf¬ugg«es. A hat«askeresztmetszet teh«at:

#R =
"P#

"Sbe#
=

8$
r

r 2
0

! "# $
= #T

! 4

(! 2
0 ! ! 2)2 + 4" 2! 2

(14.141)

A 14.9 «abr«an megmutatjuk a fenti formul«at. A Thomson-hat«askeresztmetszet! $ %
hat«aresetben kapjuk vissza. Nagy frekvenci«akon teh«at nem l«atszik a p«alya hat«asa. A fenti
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k«eplet megmagyar«azza a l«athat«o f«enyben l«etrej¬ovýo sz«or«asjelens«egeket is, mint p«eld«aul a
k«ek eget. A l«athat«o f«eny a g¬orbe emelkedýo szakasz«ara esik, azaz a nagyobb frekvenci«aj«u
(k«ek) f«eny sz«or«odik jobban.
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fesz¬ults«eg

h«uz«o,83
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helyvektor, 16, 78
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idýo, 16
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f¬uggv«eny,47
rendszer,47, 54
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munkat«etel, 24, 53

Newton t¬orv«enyek
I, 22, 33
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III, 22, 36
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p¬orgettyýu, 61
perd¬ulet, 28, 62

rot«aci«o,7

saj«at«ert«ek,66, 69
sz¬ogsebess«eg,18

vektor, 18, 62
szubsztanci«alis deriv«alt,77, 89, 92

t¬omegpont,22, 36
perd¬ulet, 28
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tenzor, 6, 63, 84
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deform«aci«o,80, 84
deriv«alt, 78
fesz¬ults«eg,82, 84
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