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1. fejezet

Matematikai bevezety

E fejezet celja, hogyesszegyyijtse azokat a matematikai fogalmakat, amikredasegnk
lesz. Nem celunk barmifele teljesseg, bizonydtas pusztan egy segedlet, hogy altala elke-
roljuk a pzikai gondolatmenet megszakdtasat.

1.1. Jel aelesek

| Objektum | jeleles | peldak |
skalar dglt bety s, t
vektor vastag bety r,F
vektor komponens dylt bety, alse index vi, Fi
4-es vektor nagy bety X, P
4-es vektor , . - 0 o1
kontravarians komponensek dyit bety, felsy index x5 X
4-es vektor . . .
kovarians komponensek dylt bety, alse index X0, X1
tenzor vastag nagy-, @reg bety D!
tenzor komponens dglt nagy-, gareg bety, alse index Dj !

1.2. Vektor myveletek

Legyenek adottak a levetkezp mennyisegek:
a=(a,a,a)

b = (by, by, by)
d = (dh.d) )
' dll d12 dl3
D = 1.1
b by (3.1)



Skalar szorzat, ket vektorbel egy skalart kapunk:

3 !
c=ab= ah= ahb (1.2)

Vektor szorzat, ket harmas vektorbel egy azokra mergleges harmas vektort kapunk:

v=alb
13 13 !
Vi = ik &y = Lijk & b, (1.3)

j=1 k=1 jk
ahol !, a Levi-Civita-szimbelum :
#+1 bha(ij,k)=(1,23),(312),(231)

"1 bha(jk)=(3,21),(1,32),(2,13) (1.4)
0 egyebkent

+ijk :¢,
0

Itt megemidtpk a Kronecker-deltat is, amelynek debPndcigja:

&
1 hai=|j
"ij = . J (1.5)
0 hai#]
Fontos azonossag a Levi-Civita-szimbelum es a Kronecker-deltzdtt:
13
ik Vimn = "jm "kn " "jn "km (1.6)
i=1
A diadikus szorzat ket vektorbel csinal egy tenzort:
D=d$a
Dij = d.a, (1-7)
Tenzor szorzat, ket tetszgleges vektorskatti linearis kapcsolat:
d = Da
13
d = Dij q (1.8)

j=1

A derivalasbel Descartes coordinatarendszerben is kialak&thate egy harmas vektor,
amely fontos szerepet jatszik a bzikaban. Ez a nabla szimbelum:

% = (#, #y, #;) (1.9)
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A nabla operator mindig valamilyen helyiggp mennyisegre hat. Elgsz legyen ez a
mennyiseg skala¥ (r) ekkor egy vektort kapunk, amelyneki-edik komponense a &vet-
kezp: Y

(' V)i =(gradV); = ! ;V = W =LV (1.10)

: X
A fenti jeleles medok mind ekvivalensek s barmelyik elgfordulhat a jegyzetben. A fenti
mennyiseg mas neven egy skalarmezg gradiense , ami egy vektor, amely az adott pontban
a legnagyobb meredekseg iranyaba mutat s nagysaga megegyezik a meredekseggel.
Ha a nabla operator egy-(r) vektormezgre hat akkor egy skalart kapunk:

N = !
' F=divF = = Lk (1.11)

A kapott myvelet a divergencia , ami egy skalar s egy vektormezy forrasergsseget meri
az adott pontban. Pozit®v ertekek forrast, negatdv ertekek nyelgt (semlyek) jelent.

A nabla keresztszorzata is ertelmezhetp. A kapott vektaredik komponensere a
kevetkezg adedik:

PR !

(I" F) =(otF) = “ik T Fi (1.12)

ijk Iy,
ik + X jk

A fenti mennyiseg a vektormezg rotaciejat , azamvenyergsseget meri. A pozitdv iranyt
a jobbsodras jali ki.

1.3. Dirac-delta

Az idealis hataresetek, mint peldaulemegpont, Bkeletesen merev testek pillanatszery
btkezese, nagyon fontos szerepet jatszanak a bzikabarmazds jellemzgpk a fenti pel-
daknak, hogy valamilyen jellemzg terbeli, vagy idgbeli kiterjedesetyl eltekamk. Igen
j@ okunk van erre, hiszen ad@gmeglezepponti tetel4.1 kimondja, hogy kiterjedt testek
transzlacies mozgasa olyan, mintha asszemegassze lenne syrdtve armeglezeppontba
€s a lalsy ergk erre hatnanak. Tehat ha nem erdekel mindket a testhteglezeppontjahoz
viszony®tott helyzete, admegponti ledras megfelelp. Ugyandgyutizezesek soran min-
ket legteabbsar csak a szeredas vegeredmenye erdekel, eslesgnhatas pontos medja
lenyegtelen.

Vizsgaljuk meg tehat elgsr, hogy mikepp lehet minel jobban ézeldteni egy &-
megpontot egy kiterjedt testtel! Dolgozzunk 1 dimenzieban s legyen a test homogen,
kiterjedese [0a] (Id. 1.1 @bra). A test tamege a syryseg integraljaval szamdthate:

"
a

m = #(x)dx = a# (1.13)
0



o

L

¥y
¥y

-

0 a

¥y

i B

o
!

1.1. abra. Temegpont kesz&tese: A test kiterjedese egyskken, a syrysege ng, méizben
tamege allande marad.

Ha tehat most a emeget Bgz&tak, mikezben a testa kiterjedeset cekkentjuk, annak
surysege megng! = m/a. Jelaljuk D,(Xx)-szel azt a Bggvenyt, ami egy adotta-ra
teljes®ti, hogy I

1= Duy(x)dx (1.14)
es emellettD,(x) = 0, ha x<0, illetve x>a. Minket a a! 0 hatareset erdekel, ilyen
fuggveny azonban nincs, mivel egy pontban lenne veges alete. lgazabel a'(x) =
limas o Da(x) 6uggvenybg’al() minket csak agkvetkezg tulajdonsag erdekel:

I n
Y 0, ha az k, y] tartomanyban nincs benn a 0

"(x)dx =
N 1,ha x<O<y

(1.15)
Ekkor az m"(x) syryseget integralva megkapnank amteget.

Tehat, ha integral jel magett szerepel”(x) akkor van ertelme es akkor wgy lehet ra
tekinteni, mint egy integralbutasdtasra. Dimenzigja:

rol= - (1.16)

Vizsgaljuk meg most a masik emidtett problemat, akeletesen merev testelitk eze-
set! Otkezzan egy dimenziebandkeletesen rugalmasan keh temegu test! Az 1-es test
kezdeti sebessege €s azutkezes utan Ora akken. A 2-es testnel pont fordétva, O-rel
v-re ng a sebesseg atkazes soranifjuk fel a 2-es test impulzus valtozasat:

|
S
F'p=m! v, =mv= F(t)dt (1.17)
Ahogy egyre kemenyebb anyagu testeket valasztunk ugy leszetctanhatas ideje egyre
raevidebb, mikezben az erghatas egyre ergsebb. A pillanatszestkezes hataresetben a
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temegponthoz hasonlean itt sem letezik eggfgveny, de az elgbbi integral-utasétasnak
itt is van ertelme: I I

| F(t)dt=. ) p! (t)dt (1.18)

Az itt debnialt ! (t) dimenzigja:
1
O (1.19)

Az elgbbiekben dePnialt (x) disztribuciet Dirac-deltanak nevezak.

Megjegyzes: A disztribuycie-elmelet megalkoteja L. Schwartz volt. Aki elolvasvan
P.A.M. Dirac The Principles of Quantum Mechanics (1930) ényvet elegedetlen volt
annak matematikai korrektsegevel. Ebben askyvben hasznalta Dirac a fentl (t) fugg-
venyt elgsmer. Ezert ragadt ra a kesgbbiekben Dirac-delta nev. Maga Dirac is ®vatosan
fogalmazott:

Jhus! (x) is not a quantity which can be generally used in mathematical analysis like
an ordinary function, but its use must be conbned to certain simple types of expression
for which it is obvious that no inconsistency can arise.O

Jellehet a kvantummechanikai szam&tasokban minden jebkij a fuggvenykent vale
kezelese zavarta a matematikai kepessegeirgl meltan hdres Neumannt. Az ¢ ez iranyy
matematikai vizsgaledasai inddtottak el a disztribucie elmeletnek nevezett matematikai
teruletet.

Foglaljuk essze a Dirac-delta tulajdonsagait:

1. A Dirac-deltat tehat a kevetkezpkeppen hat:

yO!H(t! to)dt = y(to) (1.20)

2. A Dirac-deltat barmely veges tartejudggvenybyl elp lehet alldtani hataresetkent,
ha a tartet ugy nyomjuk O meretyve, hogy dzben az integralt 1-nek tartjuk.

3. Mertekegysege! (t)] = 1/s, illetve [ (x)] =1/m
4. Szimmetrikus: I (t) = (! t)
5. Atskalazas:! ("t) = LI(t), ha" > 0

6. A lepcspliggveny derivaltja:! (t) = d#/dt
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1.4. Fourier-transzformacie

1.4.1. Periodikus f uggvenyek Fourier-anal@zise

Bevezetesl ismetelpk at azt, amit az eddigi tanulmanyaink soran a rezgesek spektralis

felbontasarel hallottunk. A legismertebb gyakorlati pelda erre asbenbezg hangszerek

altal keltett hangok analdzise. Azaz annak a kerdesnek a megvalaszolasa, hogy mi a

bzikai oka annak, hogy pl. ugyanaz a normal @ hang minden hangszeren maskeppen

hallatszik, azaz klenbseget tudunk tenni mondjuk a hegedy €s az oboa hanggezddt.
Legyenx(t) egy periodikus tggveny T periedusidgvel x(t + kT) = x(t), minden

k! Z-re), amely abszolut integralhate, azaz

[
CT

[x(t)|dt< " . (1.21)
0
Ekkor mivel a szinusz es koszinusadgvenyek ortogonalis bazist alkotnak , felett,
feldrhatex Fourier-sora:

X(LT)=  [acsin(k! 1)+ b cosk! )] + 20 (1.22)

k=1
ahol! =2"/T. Az a, h Fourier-egytthatek meghatarozzakx(t)-t. Visszafele a szi-

nusz es koszinusafgvenyek ortogonaltsagat kihasznalva tudjuk meghatarozni a Fourier-

egyatthatekat az x(t) fuggvenybgl. Emlekeztetl az ortogonaltsag kvetkezmenye:
!

T
sin(k! t) sin(n! t)dt = ;#kn (1.23)
| 0
ST
cosk! t) cos(n! t)dt = 12_1% (1.24)
|O
ST
sin(k! t) cos(n! t)dt =0, (1.25)
0

ahol #, a (1.5-ben debnialt Kronecker-delta. Mindezek felhasznalasaval a Fourier-

egyatthatek a kevetkezpkeppen szamolhatek ki:
!

ac= 2 x@)sin(ki dt
T
b = 2 x (t) cos k! t) dt, (1.26)
T o

|
T

by = x(t)dt (1.27)

=N

0
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Ezert, ahogy mar lattuk:
x(t)= =+ [ax sin(k! t) + kb, cosk! t)] (1.28)
k=1

b, "
2

1.4.2. Nem-periodikus f uggvenyek Fourier-analdzise

Termeszetes medon felmalr a kerdes, hogy vajon egy nem periodikus(t) faggveny
szinten felbonthate-e valamifelesszetevgkre. Azaz letezik-e nem periodikugyfjvenyek
spektralis felbontasa. A valasz igen!

Xy
(@) /\./\
0 T, t
X
(b) C ™\ C N\ C ™\
0 1, 21, 37, t
Xy
(©) /\/\
0 T, T 27 ¢

1.2. abra. (a) Veges tarteju(t) foggveny. (b)T, periedusu periodikusdggvenyx(t)-bgl.
(c) T" periedusu periodikusdggvenyx(t)-bgl.

Legyenx(t) egy veges tarteju t(! [0, To]) fuggveny (L.2 (a) abra). Ha a Bggveny
tartejat megismetelpk egymas mellett (.2 (b) abra), akkor T, periedus idejy periodikus
fuggvenyt kapunk. Ennek Fourier-sora:

1!
x(t) = 20+ " [acsin(k! t) + b cosk! t)], (1.29)

k=1

ahol! =2"/T,.
Megtehetjpk, hogy a veges tartekat nem pontosan egymas melle illeskfjmint a
1.2 (c) abran, ekkor azxy:(t) periodikus fuggvenyt kapjuk T periedusidgvel. Minel
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nagyobbra valasztjukT '-t, annal inkabb hasonikdt a periodikusifigvenynk az eredetire.
Termeszetesen: (t) Fourier-sora is feldrhate, de most az alapharmonikus= 2" /T *:

-
x1i(t) = h)ZT + [acr sin(k! 't) + by cosk! 't)]. (1.30)
k=1

Az eredetix(t) fuggveny az alabbi hataratmenettel all elgp:

x(t) = T“;g-] X7 (t) (1.31)
Ennek ket kavetkezmenye lesz: Egyreszt folytonos lesz a spektrum, hiszen az alapharmo-
nikus! !''=1'=2"/T'1 0, masreszt aa. 1, h 7' egwtthatek is tartanak nullahoz:
g
X(t) = lim xn(t) = lim [Agrrsin(k! 't) + Byt cosk! 't)]! ! (1.32)
k=1

Itt elhagytuk a nullahoz tarte konstanshyt: tagot. Ez lenyegeben az integral diszkret
debndcigja, azaz: "

x(t) = [A(")sin(! t)+ B(! ) cos( t)]d! (1.33)
0
Ezt nevezak Fourier-integralnak. Az egwtthatek meghatarozasa:
T! T!2 T o 1 T .
A(l)= rakt! = o x7i(t)sin(k! ‘t)ydt = — x(t)sin(! t)dt, (1.34)
ahol! = k!'. Osszegezve:
A(l)= 1 x(t) sin(! t)dt (1.35)
n$"
B(')= - X(t) cos( t)dt (1.36)
$

Az integralasi tartomany kiterjesztesenel kihasznaltuit) veges tartessagat.

1.5. Komplex Fourier-anal®zis

A folytonos Fourier-analdzist erdemes tovabbvinni komplex szamok esetere is. Ismert,

hogy , o &
gltn irt g't+ it
— s cod(t) = —

sin(!'t) = (1.37)

13



Ekkor az x(t) Fourier-transzormaltja a kaevetkezgkeppen drhate:

9= e ADLBOT L AD L BOT
AR S T A A

- e”t}[B(!)! iA (! )]+e"”t}[B(!)+iA(! )] d! (1.38)
{ %& € %&

0

X(1) X'()

Bevezetuk a X (! ) =[B(!)! iA(!)]/ 2 komplex egwtthatet. A X#(! ) ennek komplex
konjugaltja. x(t) Fourier-transzformaltja most &gy nez ki:
| |
o ( _ . )
x(t) = X()e't d o+ X#1ye "t d =
10 1 0
S B N )
= X()e't d o+ XA 19ttt gr S (1.39)
0 "l
A masodik lepesben vegrehajtottunk egy valtoze cseret. A szinusz €S KoSzimggp/€-
nyek paratlan illetve parossaga miatt igazak agketkezpesszefiggesek:

A(C1)=1A(), es B(!)=+B() (1.40)
Ebbyl kevetkezik hogy

B(I1)+iA(!) _B()! iA(l)
2 - 2

Azaz a komplex Fourier-transzformacie az alabbi egyszery alakot veszi fel:

|
!

x(t) = | X(1)€e td (1.42)
Ty

X()= 21 x(t)e ' tdt (1.43)

"

XA 1) = = X(!) (1.41)

Az x(t) vales idgtiggveny Fourier-transzformaltja aX (! ) komplex frekvenciatigg-
veny. Gyakran mondjuk azt is, hogy: Az(t) fuggveny Fourier spektruma az (! ). A
Fourier-transzformaciera a kvetkezpd szimbelumot hasznaljuk:

FIx(t)]= X() (1.44)

Amint mar regebben utaltunk ra, a Fourier-transzformacie mindig letezik, ha a transz-
formaland® Bggveny abszolut, vagy negyzetesen integralhate:
| |

x()|dt< " , vagy  x(t)’dt<" (1.45)
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1.6. Fontos azonossagok Fourier-transzformaciehoz

ffjuk fel egy fuggveny Fourier-transzformaltjanak inverz Fourier-transzformaltjat:
Iy R #
H 1 H - | .
x(t) = o x(the "tdt* €''d" =
I "!- |2 . 1'
7x(t¢§e|' (t" t!)dt#dn -
T
by L

1 et
X(t% o g " Og" dif=
1 -

x(tH#(t ! tHdt” (1.46)

A fenti azonossag alapjan feldrhate a Dirac-delta egy kicsit szokatlan elgpalldtasa:

! 1
#(t) = o e'td, (1.47)
1 s
FI (0]
ahonnan leolvashate a Dirac-delta Fourier-transzformaltja:
1
F[#(1)] = o (1.48)
Hajtsuk vegre at " ! " es" " t valtoze csereket azl(47) egyenletben! Ekkor a
konstans Fourier-transzformaltjat kapjuk:
|
" —_ " —_ . ! 1 vl t
#)=#1")= et
w2
F[1] = #") (1.49)

Tovabbi nehany fontos tetelt is felkdrhatunk, amelyekben bonyolult myveletek egyszery
szorzassa valnak Fourier terben.

(d )
F af (t) = i"F[f ()] (1.50)
(0 FIf(t! to)5]= e R Tf (1)] (1.51)
F f(tHg(t! tHdt* =21 F[f (1)]F [g(t)] (1.52)

Az elsy kettp alldtas trivialisan bizonydthate a debPn&ciebel, az utckemeolucieFourier-
transzformaltja a linearis rendszerek analdzisen@l(2fejezet) kap fontos szerepet. Bi-
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zony&tasahoz induljunk ki ak(t') es ag(t! t') Fourier-transzformaltjabel:
.

f(t)= B )e' tal (1.53)
¥,
git! t)= G( He g ! (1.54)
"
Most &rjuk fel a konvoluciet:
I R #1, #
f(tho(t! t)dt = F()e' G(1 e @ 0d ! dt'=
# Ve A #
= F()G( et et didit=
#" #" o #" %& '
| 2'#(1#1Y)
= 2'F(1)G( He' td! (1.55)

4

A fenti kifejezesbyl leolvashate, hogy a konvolycie Fourier-transzformaltja valeban az
(1.52 egyenletnek megfelelg.

16



2. fejezet

Egyetlen t amegpont kinematikaja

2.1. Palya

A kinematika mechanikai rendszerek mozgasanak ledrasaval foglalkozik. Kizarelay a
gyan kerdesre keresi a valasztraiertek megvalaszolasa a dinamika feladata. Elsg lepes-
kent ebben a fejezetben egyetleminegpont mozgasat vizsgaljuk.

Egy temegpont helyet egy adott pillanatban egy vonatkoztatasi rendszerben a hely-
vektor r adja meg. A tamegpont mozgasa soran egy terpet kavet, melyet azr(!)
faggvennyel ®drjuk le. Matematikailag igen sokfele medon lehét parametert debnialni,

a bzikai szemleletessege miatt a kinematikaban mi ketfele parameterezest hasznalunk: az
elteltidgt ! ! t,illetve a megtett utat ! ! s. Termeszetesen a palya menten befutott ta-
volsag es a idg egymassal szoros kapcsolatban vans@yfuggveny a pont mozgasanak
egyik fontos kinematikai jellemzgje.

st

2.1. abra. Egy emegpont palyaja.

Idgn itt azt a mennyiseget kell erteni, amelyet az inerciarendszerben elhelyezett stop-
perera mer. Ez a praktikus debPn&ciaz idg az, amit az era me&r most szamunkra egy
j® darabig elegendy lesz. Az idg fogalmanak prec®z kifejtesere csak a specialis relativitas-
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elmelet €s a kvantummechanika soran ket sor. Filozebai kerdesekkel ezen tantargyon
belul a saksegesnelabbet nem foglalkozunk. A kinematika feladata, hogy meghata-
rozzuk a helyvektor idg szerinti derivaltjainak erteket, mivel ezekre vanuksegnk a
dinamikahoz. A Newton -fele mozgastveny (Newton Il) miatt azonban tudjuk, hogy
csak az elsp s masodik derivaltra vanuksegnk. Az idy szerinti derivaltat ponttal
jelaljuk:

r(t)! drd(tt) "Ut) ! H(t) (2.1)
A magasabb rendy derivaltakra csak specialis esetekben leheikszg.

A legegyszerybb medszer az, ha felvask egy koordinata-rendszert €s abban meg-
adjuk azr(t) fuggveny skalar komponenseit, majd meghatarozzuk az idg szerinti derival-
takat. Descartes koordinata-rendszer eseten ez csakay, z skalar komponensek idgde-
rivaltjait jelenti. G erbevonaly koordinatak eseten a helyzet bonyolultabb. Itt ugyanis az
egysegvektorok iranyadgghet attel, hogy a ter melyik pontjaban vagyunk. Ezert aztan
a temegpont mozgasa soran az egysegvektorok idg szerinti derivaltja mar nem lesz zerus,
dgy a formulak bonyolultabb alakosltenek. Az 2.1 tablazatbanasszefoglaljuk ezeket.

Koordinata-rendszer Descartes Henger

X=X X = Rcosd!
Descartes-koordinatak | y = vy y = Rsin!

z=12 z=12
Egysegvektorok (ex,ey,€,) (er, € ,€;)
Helyvektor r=|xe+ye +1ze, | Rer + g
Elsg derivalt = | Xe, + ye, + ge, | Re, + Rl + ge,
Masodik derivalt = | xe, + ye, + 2e, | (R# RIP)er+

(Rr+2RI0e, + z6,

Koordinata-rendszer Gambi
X = rsin" cos!
Descartes-koordinatak | y = r sin" sin!

Z = r cos!
Egysegvektorok (er,e,e)
Helyvektor r=1\re
Elsg derivalt 0= | e +r't ++ rlUsin" g
Masodik derivalt £= | (p# r'®# ri®sin®")e +

(r+ 2% ri®sin" cos")e. +
rsin® + 2dUsin" + 2r'Ulcos" e

2.1. tablazat. A helyvektor idgderivaltjai Descartes, henger esrgbi koordinata-
rendszerben.
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Az 2.1tablazatbel kiolvashatek pl. a krmozgas kinematikai adatai. Celszery henger
koordinata-rendszert hasznalni. értenjek a mozgas azy-sd&kban lev orige centrumy
Ro sugary lerpalyan. Azaz mostz! 0 €sR = Ry allande. Ezert azt kapjuk, hogy

r = Reer (2.2)
K= Ro![é! = Ron e = ve (23)
p=" R()!L,’EeR + Ro'e = " Ry 2eR + Ro'lle (24)
ahol bevezetk az" = U smgsebesseg fogalmat €s a pont Ry" (palyamenti) sebes-
seget. A formulankban automatikusan megjelent a centripetalis gyorsulas is:
., ., n V2
Qcp = Ro 2= R. (25)
0

amely termeszeteseh er iranyy, azaz mindig a ler kezeppontja fele mutat.

A kesybbiek soran (fgleg a kiterjedt testek forge mozgasanak a tanulmanyozasakor)
igen hasznos lesz egy uj fogalomnak, azmgsebesseg-vektornak bevezetese. Ez az
iment hasznalt" szmgsebesseg fogalmanak az altalanosdtasa, amely soranrekgast
jellemzy ket fontos informaciet, nevezetesen asgsebesseget s a mozgas sdkjanak a
terbeli helyzetet egyetlen fogalomban egyes#tj Egy s®k terbeli orientaciejat ae,
normalvektorral hatarozunk meg. Ha az, vektor a karmozgas s&kjat jeli, akkor a
smgsebesseg-vektort dz ! " e, kifejezes debnialja.

A szegsebesseg-vektor igen hasznos fogalom a sebesseg meghatarozasara/eik
belathat®, hogy az

=1 #r (2.6)

kifejezes meghatarozza askmozgast vegzgemegpont sebesseget.

2.2. Altalanos mozgas

Egy adott koordinata-rendszerben, az(t) altalanos terbeli mozgas ismereteben, a se-
bessegvektor s a gyorsulasvektor formalisan kiszam&thate. Az eredmengblegbr
egyaltalan nem szemleletes, mert a harom vektor egymashoz vale (geometriai) viszonya
a kapott formakbel nehezen olvashate ki. Ezert a kinematikaban azt a megoldast va-
lasztjuk, hogy a sebesseg- €s a gyorsulasvektorokasmégpont palyajahoz viszonydtva
hatarozzuk meg.

Mivel a palyat magat azr(s) fuggveny adja meg, ezert celszery lesz, ha az idgderi-
valtakat az r(s(t)) esszetett Bggvenybyl szamdtjuk ki. Adzvetett derivalas myvelete
segdtsegevel, a sebessegvektopgetkezp medon drhate fel:

dr ds L
dedt r'sl (2.7)

v=ti= S [(s)] =
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ahol vesszgvel az ut szerinti derivalast @tuk. Az ut idy szerinti derivaltja a sebes-
seg 60~ V), A helyvektor ut szerinti derivaltjanak, r'-nek igen szemleletes geometriai
jelentese van. Ugyanis:

r= lim

o OE = € (28)

Hiszen amint a2.2 (a) abrabel kitynik ! r hatarertekben a palya erintgjebe megy at.
Az erinty iranyy egysegvektort, tangencialis egysegvektornak newszese,-vel jelaljuk.
Nyilvanvale, hogy az (s) tergarbe (a pont palyaja)s szerinti derivalasa magarel a palya
geometri@jarel szolgaltat adatokat, hiszerekvetlerul az idgparametert nem tartalmazza.

Ar
As

ri:)

(a) (b)

2.2. abra. Egy emegpont palyaja. A palyaerintg.

Szamoljuk ki a gyorsulast:
, ., ds .,
a=fn= Ve + V& = Ue + ve{a = Ue + Ve (2.9)

Hatarozzuk meg a tangencialis egysegvektor ythossz szerinti derivaltjat2 & (b) abra
alapjan:
= li : =&
&= en M s = Ry
ahol Ry a palya grbuleti sugara , a reciprokat pedig grbuletnek nevezek. Tehat a
gyorsulas

(2.10)

V2
a=n=ue + —e, (2.11)
Rg
Ebbyl leolvashate, hogy a gyorsulasvektornak van egy sebesseggel parhuzamos €s egy arra
mergleges komponense. Az elgbbi a sebesseg nagysaganak, a masik a sebesseg iranyanak
a megvaltozasat jellemzi, ez utebbi a jel ismert centripetalis gyorsulas . Lathate, hogy
allande @rbuleti sugar eseten az altalanosskmozgas 2.4) kinematikai egyenleteihez
jutottunk.
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h s+ As)
As

2.3. abra. Binormalis egysegvektor egy terbeli palyan

Altalanos terbeli mozgasnal a tangencialis €s a normalis egysegvektorok a pillanatnyi
kermozgas sdkjat adjak meg (I1d.3abra). Ennek a s©knak a terbeli helyzetet a binormalis
egysegvektorral jellemezheaik:

b==¢e! e, (2.12)

S®kmozgas esetdn allande, terbeli palya eseteb valtoztathatja az iranyat. Ezen
iranyvaltozas nagysagat fejezi ki a torzie , amelynek debndciojaaetkezg:

d!

T=—, 2.13

s (2.13)
ahol ! jeleli a binormalis egysegvektor elfordulasi aget. Azaz a torzie a binormalis
vektor szagsebessege.

Ilgazak a levetkezg (egyaltalan nem nyilvanval@gsszehggesek (a bizonydtast az Ol-

vasera b&zzuk):

l | 1 |[','“ ﬁl
Lo = 2.14
Ry el 3 o
|(rg! r”)r”!l (0! B
= _ 2.15
THNEE Gl 2 23

Lathate tehat, hogy ket fontos geometriai adat (a palydy gerbuleti sugara €Sl torzieja)
egyarant kiszamdthate a palya helyvektoranak ut, vagy idg szerinti derivaltjaibal.
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3. fejezet

Egyetlen t emegpont altalanos
dinamikaja

3.1. T arteneti bevezety

A dinamika a mechanikanak az a resze, amelyik a mozgas okaival foglalkozi no-
re ad valaszt, ellentetben a kinematikaval, amelyik csali?ogyanc'}nal foglalkozik. Isaac
Newton (1643-1727) fogalmazta meg elgszazokat az alapbrvenyeket, amelyek seg®t-
segevel meg tudjuk magyarazni, hogy a testek miert @ppen wgy mozognak, ahogyan azt
egy adott esetben teszik.

giO es{eldiO megbgyelesek €s a megbgyelt mechanikai mozgasok szamszery ledra-
sanak sokasaga jelentette az utat a newtorarnvenyek felismeresehez.

Newton maga mondta:

ﬁ-la tavolabbra lattam masoknal, azt azert tehettem, mert @riasok vallan alltam.O

ycho Brahe, Galileo Galilei, Johannes Kepler, Rene Descartes, Christiaan Huygens
voltak ezek az @riasokO. Ezen megismeresi ut veget Newton myive, a Philosophi¥: Natu-
ralis Principia ?élgathematica jelentette (1687).

Megsailetett a mai ertelemben vett bzika tudomanya. Mar a my cdme is lenyeges, hi-
szen a termeszetblozeba matematikai elveirgl beszel. Ez mintegy valasz Galilei alapvety
felismeresere, amely a mai modern termeszettudomany (€s az ezen alapul® technikai ci-
vilizacienk) egyik alapleve. Eszerint ugyanis:dA termeszet nagy ényveben csak az tud )
olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen eskyv &rva van, s az a nyelv: a matematika.O
Ez a fontos teny Newton munkassagaban konkret alalaitett, hiszen Newton felismerte
azt a matematikai nyelvet is (ez a dierencial- €s az integral-szam&tas), amellyel a Terme-
szet (a mechanikai jelensegeknel) szel hozzank. Termeszetesen az azeta eliblinint
300 ev alatt sokan es sokat foglalkoztak mechanikaval. A Newton altal megfogalmazott
tarvenyek (a lenyegk megtartasa mellett) letisztultak €s absztrakt matematikai modelle
fejlpdtek. Ma mar ebben a formaban fogalmazzuk meg gket.
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Newton tervenyeit (axiemait) tamegpontokra mondjuk ki. Ez az a modell, amelyen
a matematikai szam®dtasok egyertelmyen elvegezhetgk. A valedi, kiterjedt testeket t
megpontok sokasagakent modellegz majd. Az itt felismert t ervenyek mar precdzen
alkalmazhateak a minket leralvevgp veges merety (tetszgleges halmazallapotuy) targyak
mechanikai viselkedesenek a tanulmanyozasara. évétkezpkben ezt az utat kvetjuk.

Az altalunk felismert termeszetérvenyek un. keretérvenyek, azaz pontosan meg tud-
juk (meg kell tudnunk) mondani azon jelensegeknek asket, amelyeknek a megmagya-
razasara szolgalnak. llyen a newtoni mechanika is. A Newtamntenyek fenysebessegnel
sokkal kisebb sebesseggel mozge, makroszkopikus merety testek mechanikai viselkedeset
modellezik. Ezt nevezak klasszikus mechanikanak.

A klasszikus mechanika altalanosétasa nagy sebessegek eseten a specialis relativitas-
elmelethez, mikroszkopikus (atomi meretek) tartomanyaban pedig a kvantummechani-
kahoz vezet. A modern bzikanak ezek a fejezetei termeszetesen nem hatalytalandtjak a
Newton tervenyeket. A newtoni modell (eppen azert, mericsakO modell) tovabbra is
igen pontosan megadja a klasszikus testek mindennapi dinamikajat. Sgt, mind a specialis
relativitaselmelet, mind pedig a kvantummechanika hataresetben vissza kell, hogy adja a
newtoni mozgasdrvenyt. Ezt nevezak korrespondencia-elvnek. Az elmeleti bzika egyik
igen fontos feladata ezen modellekekatti viszonyrendszer bemutatasa.

3.2. At amegpont mozgasegyenlete

Tekintsunk egy m temegy pontszery testet. Ez agmegpont a ra hate ergk hatasara
valamilyen r(t) fuggveny szerint mozog. Az (t) fuggvenyt egy olyan vonatkoztatasi
rendszerben adjuk meg, amelyben a Newtosrvenyek igazak, azaz ha a testre nem hat
erg, egyenesvonaly egyenletes mozgast vegez (Newtomienye). Ennek a vonatkozta-
tasi rendszernek a matematikai modellje egy koordinata-rendszer. Az ergk matematikai
modellje az ergvektor. A emegpont mozgasegyenlete Newton Zarvenye alapjan:

p=F, (3.1)

ahol az impulzusp = mii Newton 3. tervenye az erg-ellenerg kapcsolatot mondja ki,
mely szerint ket test lelcsanhatasa soran mindket testre azonos nagysagd, egymassal
ellentetes iranyy erg hat. Ha agmegpontraN darab erg hat, akkor a ra hate eredg erg
Newton 4. tarvenye alapjan:

F= Fi (3.2)
i=1
Az ergk forrasa a émegpont s a testekdaatti k elcsanhatas. A hetleznapi eletben
a minket keralvevg makroszkopikus testek ézeatt csak akkor lep fel erghatas, ha azok
kezvetlernl erintkeznek egymassal. Ezert amegpontnak is erintkeznie kell a rea hate
testekkel. Ugyanakkor erezhetgen jelen van a hetthapjainkban egy olyan erghatas
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is, ahol nem kell, hogy a émegpont lezvetlerul erintkezzen a testtel. Ez a gravitacie.
Nem veletlen, hogy a Principiaban Newton kidolgozta a Newton-fele gravitacie elmeletet
is. Newton termeszetesen meg nem ismerhette az elektrodinamikat. Nem tudott az
elektromos Bltessel bdre reszecskek es az elektromagneseslt@rhatasairel. Nem
volna saksegszery, de tapasztalati teny, hogy a Newtomrizenyek az elektromagneses
mezgben mozgedmegpontra is ervenyesek.

Mindenfajta erg un. lokalis erg. Ez azt jelenti, hogy az erghatas csakeartegpontr
helyen levy bzikai viszonyoktebfjg (barmit is ertsank mostdazikai viszonyokonO). Ennek
a lokalitasnak a levetkezteben az helyen levgpimegpontra hate eredg erp matematikai
alakja (elvileg) a kavetkezy lehet:

F(rGm ... 1) (3.3)

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy az elsg derivaltnal magasabb rendy tagok nem
jelennek meg az er@rvenyekben, azaz eleg az alabbiggvenyt vizsgalni:

F(r,at) (3.4)

Az K fugges leginkabb a surledasbel esazdégellenallasbel szarmaze ergk eseten fordul
elg, illetve az elektromagneses mezgben mozgidssel rendelkezgamegpontra hate
Lorentz-erg tartalmaz sebessemdgest. Fontos osztaly tehat, amikor a sebessegfes
nem jelenik meg, ekkor az erg

F(r,t) (3.5)

olyan mintha a ter tulajdonsaga lenne, amidgg a tamegpont mozgasallapotatel. A
fenti fuggveny neve ergter, hiszen a ter minden egyes pontjabaremégpontra egy jol
dePbnialt erg hat.

3.3. Munkatetel

A mozgasegyenletbyl fontosatvenyek vezethetgk le. A tovabbiakban, hacsak aztilen
nem emldk, a temegpont emege mindig allande lesan=D.
Induljunk ki a mozgasegyenletbyl:

gi=mn=F (3.6)

Sorozzuk meg az egyenlet mindket oldalat skalarisanagebessegvektorral, ami utan az
egyenlet bal oldala teljes derivalt alakban ®rhate:

mea= F (3.7)

& oM = Fa (3.8)



Integraljuk mind a ket oldalt a 4, t,] idgtartomanyra. Ekkor kapjuk, hogy:
! " #

t2 to

mif = F ot (3.9)

t1 t1

NI =

A (3.9 egyenlet jobb oldalan lev$ integral neve dz erg altal vegzettmunka:
# ., # .,
Frdt = Fdr ! Wy, (3.10)

t1 r
A (3.9 egyenlet bal oldalan all® kifejezest kinetikus energianak newgzz

1.¢ (3.11)

Exin ! >

A kapott egyenlpseg anunkatetel
Ekin2" Ekini1= Wi (3.12)

Szavakban: egy emegpont kinetikus energiajanak a megvaltozasa egyenlg a ra hate
ergk munkajaval.

3.4. Mechanikai energia megmaradas

ry

3.1. abra. A ket palyan az ergter munkaja megegyezik, haaiftegral zerus.

Tegyuk fel, hogy a emegpontra hate erg olyan, hogy ézvetlersl nem fugg sem az
idptyl sem pedig a pont mozgasallapotatel, azagr) vektorterrel modellezhetg. Tovabba
specialisan olyan, hogy egy zartegbere vett integralja zerus, azaz:

$
F(r)dr =0. (3.13)
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Ekkor nyilvanvale, hogy ennek az erginek a ter ket tetszgleges pontjazdtt vegzett
munka&ja nem &gg magatel a palya alakjatel, csakis a ket vegpont helyzetetgl (L&sil

abra), azaz |
r

W, = Fdr (3.14)
ro
faggetlen az wuttel. Ekkor egy tetszglegesiikenyes)V (ro) referencia ertekhez kepest,
debnialhate a potencialis energia:

|
r

V(r)= V(rp)! Fdr (3.15)

fo

A V(r) potencialis energia a ter minden pontjaban kiszam&thate. Termeszetesen meg-
adhate az inverz kapcsolat i$(r) esV(r) kezett. Vizsgaljuk meg a potencialis energia
megvaltozasat egy kis, inPnitezimalisx elmozdulasra. Ekkor 8.15 egyenlet a lavet-
kezgp alakot veszi fel:

LV "L Rl X, (3.16)
ahonnan v Ly
TX = !|I)[I!1 0T x = Fy (3.17)
Ugyandgy V/! x; = ! F, azaz
F=1gradv = # V. (3.18)

A jobb oldalon alle matematikai myvelet neve gradiens, amely egy skalarmezg$ meredek-
seg vektorat hatarozza meg:

#
'V IV IV
gradv = T’ W, Ty (3.19)
Ebben az esetben a munkatetel ©gy ®rhate:
1 . 1 .,
Zmﬁg ! 2mu"§ = Wy = V(r) ! V(ry) (3.20)
ra ra
Atrendezve: 1 1
2mtf§ +V(ry) = 2m[?§ + V(r,) = allande (3.21)

ra r2
Ez termeszetesen a ter barmelyik ket pontjara igaz. Tehat letezik egy skalar mennyiseg,
amely a mozgas soran @llande marad. Ennek a nevesmégpont mechanikai energiqja,
azaz:
Emech = Ekin + Epot = @llande (3.22)
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Ez a mechanikai energia megmaradasanak tetele. Miveltaz.c, mechanikaiesszenergia

a mozgas soran nem valtozik az ilyen ergtereket konzervat®v ergternek nakezz
Vizsgaljuk meg, hogy milyen meghiteseket jelent a émegpont mozgasara, illetve

tartezkodasi helyere a mechanikai energia megmaradasanak tetele. Vizsgajuk az egydi-

menzies problemat. Ekkor

1
Emech = émsz*' V(X) (3-23)

V(x) V(x)

(a) (b)

3.2. abra. (a) Kawlenbezy energiakhoz tartoze klasszikusan megengedett tartomanyok:
kek, ald, lila: nem ketett allapot, piros: ketett allapot. A szaggatott reszek nem
megengedett tartomanyok. (b) egyensulyi allapotak, instabil, x5 stabil.

Klasszikusan, a emegpont nem tartezkodhat olyan helyeken, ahol a potencial na-
gyobb erteket vesz fel, mint agmegpont mechanikai energiqja. Ezek a reszek a teret
ygynevezett klasszikusan megengedett tartomanyokra tagoljak, ahol a poteneigdiveny
nem nagyobb, mint a emegpont mechanikai energiqj& (x) ! E s ahol a émegpont
elgfordulhat.

Egy temegpont letett allapotban van, ha veges terreszben tartezkodhat. Peldaul a
3.2 (a) abran azE, energiahoz tartoze pirossal jelt tartomanya. Ellenkez$ esetben nem
ketett allapotrel beszahnk (3.2 (a) abran a kek, ald es lila reszek).

Amennyiben a potencialnak extremuma van egy pontban eseaariegpont mechanikai
energidja pont megegyezik az itt felvett potencialis energiaval (Ia3@ (b) abra), egyen-
sulyi helyzetrgl beszeink. Az egyensulyi helyzet lehestabil, ha a potencial masodik
derivaltja pozit®v ebben a pontban, illetvénstabil ellenkezg esetben.

3.5. Disszipat®v ergk. A munkatetel altalanosétasa

Nem konzervat®v mozgas legegyszerybb peldaja az egyszery csusze surledas. Ha egy
tamegpont egy v&zszintes lapon mozoghat, akkor a s&klap esnaegpont lezatt egy
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allande nagysagu surlede erg hat.

Az eddigi tanulmanyainkbel ez jel ismert jelenseg. Azt is tudjuk, hogy a csusze
surledasi ergdgg a temegpont mozgasi allapotatel, hiszen mindig a pillanatnyi elmoz-
dulassal ellentetes iranyban hat, azaz egy sebessegvektoagdy ergrgl van sze. Ennek
matematikai alakja

Fs=11(viv), (3.24)

felteve, hogyv = 0. Mivel a kinematikab®l tudjuk, hogy a sebessegvektor mindig a palya
erintgjevel parhuzamos, ezert
FS = Fset (3-25)

Szamoljuk ki egy allande nagysagu surledasi erg munkajat egy 3egbrben
! ! !

Fedr = Fseedr = Fs  ds= FS, (3.26)
S S S
ahol S a zart S gerbe hossza. Azaz a surledasi erg nem konzervat®v erg. Nem debni-
alhate egy hozza tartoze potencialis energigfjveny. Az ilyen mechanikai rendszereket
disszipat®v rendszereknek nevekzes a hate ergpketlisszipat®v erfnek. A surledasi erg
tehat disszipat®v erg. Ha asmegpontra egyFy konzervai®v €s eglfs disszipatdv erg
hat, akkor a munkatetel ertelmeben:

n #r | ;
}m(f- =[! V(r)];0 + Fsdr (3.27)
2 ro o
Atrendezes utan kapjuk, hogy
I
r
[Ewn + V(N];, = Fsdr (3.28)

ro

Felhasznalva a mechanikai energia fogalmat:
! r
E(r)! E(ro) = Fsdr (3.29)
fo
Szavakban megfogalmazva: egywmegpont mechanikai energiajanak a megvaltozasa a
rahate disszipat®v ergk munkajaval egyenlyp. Surledasi ergknel ez mindig negat®v. Ebben
az esetben tehat a mechanikai energia nem egy megmarade® mennyiseg.
Latni fogjuk majd, hogy makroszkopikus skalan debnialt disszipat®v erg(k) munkajat
mikroszkopikus skalan lehetamegpontok dinamikajakent is ertelmezni. Azaz a mikrosz-
kopikus skalan csak ket energiafajta van: kinetikus- €s potencialis energia.

28



3.3. abra. A perdilet dePndciejahoz hasznalt vektorok.

3.6. Egyetlen t emegpont perd ulete

Az r helyen levg,p impulzusy tamegpontnak egy adott, alle pontra vett perdletet
(impulzusmomentumat) a levetkezpkeppen debnialjuk:

Le=(r! rp)" p. (3.30)

A debndciet 8.3 abra szemlelteti. A tovabbiakban, ha csakdtan nem emidgk a P
pont maga azO orige lesz, ahonnan ar helyvektort is merpk. Azaz

L=r"p (3.31)

Induljunk ki a mozgasegyenletb$l majd szorozzuk meg balrel az egyenletet vektoria-
lisan a helyvektorral:

d
&
i

F

[

- d

u: JE— " = s " "

L dt(r p) H,.#_%+I’ r
=0

F
F

=N, (3.32)

ahol bevezettk az F ergnek az origera vettN = r " F forgatenyomatekat . A 3.32
egyenlet )
U=N (3.33)

a perdolettetel

3.7. Megmaradasi tetelek egyetlent emegpont mozga-
sa soran

Az ygynevezettmegmaradasi tetelekgen fontos €s hasznos szerepet jatszanak, nemcsak
a mechanikaban, hanem a bzika mas fejezeteiben is. Ezen tetelek elsg, legegyszerybb
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megnyilvanulasait mar egyetlenegmegpont dinamikaja eseten is lathatjuk. Legyen a
tamegpontra hateasszes ergk eredgje = 0 zerus, akkor a Newton Il. Brvenye alapjan
az impulzusmegmaradas tetelehez jutunk:

p = allande (3.34)

Ha a temegpontra hate ergk eredgjenek a nyomatekd F = O zerus, akkor az
impulzusmomentum-megmaradas tetelet kapjuk:

L = allande (3.35)

Ha a tamegpontra csak konzervat®v ergk hatnak, akkor a mechanikai energia megma-
radas bervenye adedik:
E = allande (3.36)

Ezeket a mozgas soran allande® dinamikai mennyisegeketzgasallandeknakevez-
zuk. Osszetett mechanikai rendszerek gmegpontrendszerek) eseten ugyancsak megfo-
galmazhatek a fenti tetelekkel analeg mozgasallandek. S¢t, megmutathate, hogy ezen
megmaradasi tetelek valamilyen alapvety (ter €s idg) szimmetriavetkezmenyei. Ezek-
rgl a Mechanika elvei b) fejezetben ejank majd egy-ket fontos szet.

3.8. T emegpont specialis terbeli mozgasa: a centralis
ergter

Tekintsunk egy olyan ergteret, amelyben agmegpontra hate erg a ter minden pontjaban
egy megadott Bgz®tett pont (legyen ez az orige) iranyaba mutat. A klasszikus mechanikai
keralmenyek lazatt elgfordule erghatasok eseteben nincs az ergnek gpfese, tehat a
centralis ergter matematikai alakja a &vetkezg:

Fo(r)= F(r)e (3.37)

llyen peldaul a (Newton-fele) gravitacies ergter de egy ruge vegere ergsdtett test is ilyen
ergteret erzekel a mozgasa soran.
A centralis ergterek dePndciojaba\etkeznek az alabbiak:

3.1. K avetkezmeny Az izotrepia miatt kennyen belathate, hogy ez az ergter konzerva-
tQv: I I !
Fc(r)ds=  F(r)eeds=  F(r)dr=0, (3.38)

mivel skalar Bggveny &rintegralja mindig nulla. A levezetes soran a zarbrpe men-
ti inPnitezimalis elmozdulas-vektorokat mosis-el jeleltuk. Kihasznaltuk azt, hogye, a
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sugariranyd egysegvektor, ezert azds skalarszorzatdr-t, azaz a centrumtel vale inb-
nitezimalis tavolodas merteket adja. Az ergter tehat konzervatdv, azaz letezik.égy

potencialis energia, ami a .15 egyenlethez hasonlean asketkezy formaba &rhate:
!

Ve(r) = V! r F(r)dr (3.39)

fo
A V.(r) ekvipotencialis fahbletei gambak.

3.2. K avetkezmeny A forgate nyomatek mindig nulla:

N =" Fo= Fo(r)E "y O (3.40)

r]ler

3.3. K avetkezmeny Centralis ergterben mozgeemegpont s€kmozgast vegez. Mivel a
forgatenyomatek mindig zerus, ezert a pedt allande:L = mr" v = mvr" e, = allande

ezert a palyara mergleges egyseg vektor is allande. Azaz a palya s®&kja allande, tehat a
temegpont s®kmozgast vegez.

3.4. abra. Az impulzus felbontasa polar koordinata-rendszerben

Mivel sekmozgasrel van sz®, celszery sokbeli polar koordinata-rendszerben dolgoznunk.

p=p +p (3.41)

A temegpont mechanikai energiaja kihasznalva, hogy = p? + p? a kevetkezgkeppen
alakul:

o,
2m  2m
Az allande nagysagd perdaletbyl p, kifejezhetg

E = + Ve(r) (3.42)

L=r"p=1" (PggP)=r1" P (3.43)
Pellr
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mivel r ! p,, ezertL = rp,. Ezt bedrva az energia kifejezesebe, azt kapjuk, hogy

2

3
E = o + !2mr2--; Vc(r%;, (3.44)

Ve ()

ahol az utolse ket tag csak az origetel vett tavolsagtelgy €s egyesdthetp egyekidv
potencialis energiaban

2
2mr 2
Az yjonnan bevezetett, elsp tag neve centrifugalis potencialis energia. A centrifugalis
potencialis energid 1/r ? alaku tasz&te potencial, az ehhez tartoze erg nagysaga:

! Vet —
'r
Fontos, hogy most egy uj koordinata-rendszerre tewtk at, amelyben a emegpont hely-

zetet egyetlen koordinataval a centrumbel mert tavolsaggal jellemaizz mikezben a
koordinata-rendszer mindig a test fele fordul.

Ve! (r) =

+ Ve(r) = Ver(r) + Ve(r) (3.45)

n 2

Fcf = # m" “r (346)

Veff i Veff 3 Veff i

(a) (b) (c)
F

Veff T veff
(d)

{e)

3.5. abra. Az ¢éekidv potencial lehetseges alakjai hatvaagfjveny centralis potencial-
ban.

A V. (r) potencialtel fagggen az keki®v potencial sokfele alakot vehet fel. Mivel a
termeszetben altalaban ilyenek fordulnak elg, tegl fel hogy a potencial a sugarnak
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hatvanyfuggvenyeV.(r) = !r'. Ekkor az 3.5. abran lathate alakokat veheti fel az
el eki®v potencial" ertekei a levetkezpk lehetnek:

! E! ektiv potencial 3.5. abra
"> ' >0 (@)
<=0 I'>0 (b)
0>">12]1<0 (c)
=12 I <! L?%2m (d)
"2 1 <0 (e)

A kulanbazg potencialok hatasa leginkabb a szeraselmeletben kap nagy jelentgseget.
Erdemes megpbgyelni, hogy ket esetben (a) es (c) ladlegt katett allapot. Ez kulanleges
jelentgseggel b&r, mivel ez esetben zart palyakat bPgyeihletmeg.

Az (a) esetre, legegyszerybb pelda a harmonikus oszcillator potenaigbivenyev(r) =
I r2. Ezt a potencialt erzi egy ruge vegere ergsdtett test. Itt csadtddt palyak pgyel-
hetgk meg, sgt visszaterve Descartes koordinata-rendszeremyen belathate, hogy a
palyak altalaban ellipszis alakwak, de ha a mechanikai energia pont &elédv poten-
cial minimumaval egyenly, akkor a palyadt alaky lesz, hiszen ekkor csak egy sugar
megengedett a @megpont szamara.

Veff i

3.6. abra. Az éeki®v potencial gravitaciesdicsanhatas eseten danbezy perdilety
temegpontra.

A (c) esetre a legtipikusabb pelda a gravitacies potencigd(r) = ! |! |/r . Ketett
allapot csakE < 0 eseten ghet letre. Mint az a 3.6 abran lathate latett allapotok
eseten azonos energian mindig arpalya perdilete a legnagyobb. Hasonlean adott
perdulet eseten a krpalya energiaja a legalacsonyabb.

Hatarozzuk meg a centralis ergterben mozgeniegpont palyajanak alakjat! Indul-
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junk ki a mechanikai energiabal:

E = ;ml'? + Va (1)
!

Tesdg=+ Z[E! V()] (3.47)

A szegsebesseget a pasletbyl tudjuk meghatarozni:

L=mr? = mr?u

d" L
= _ A4
dt  mr?2 (3.48)
Osszuk el egymassal 8(47) es (3.49 egyenleteket:
d - L— (3.49)

dr  £r2 2m(E! Va)

Ezek utanVy ismereteben a'(r), majd ebbgl azr(") meghatarozhate. Ranezve
az egyenletekre &nnyen belathat®, hogy analitikus megoldasok csak speci&li¢r)-nel
adednak. Erre nezank ket peldat!

3.1. Feladat Ha nincs semmilyen klcsanhatas, azax/.(r) = 0, akkor a palya Newton |
ertelmeben a palya egyenesvonaly egyenletes mozgas. Ezt szeretnenk visszakaph) a (
egyenlet segdtsegevel.

Legyen azm temegy test sebessegegekkor E = mv?/ 2. A sebesseg altal meghataro-
zott egyenes s az orige tavolsajakkorL = mdv. A (3.49) egyenlet a kvetkezgpkeppen
alakul:

L 5 . _ darccosg/r)

dr 2 Lz 70 d? dr
| L2 2 | a2
tr2 2m E! 55 tre 11 5

(3.50)

Tehat azt kaptuk, hogy = r cos", ez pedig tenyleg az origetdltavolsagra levg egyenes
egyenlete.

3.2. Feladat Gravitacie esetenv.(r) = ! #/r a palyak kupszeletek. Csinaljuk ford®tva
a bizony®tast. Tudjuk, hogy a kupszelet egyenletaeekkezy I]

Kk

r= T+ $cos” (3.51)
Ebbgl szamolhate & tavolsag szerinti derivaltja:
" k
d = (3.52)

dr — r2 @1 11 K2r2+2kir
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Amibgl (3.49) egyenletet kihasznalva azt kapjuk, hogy
!

2EL?
e=x 1+
12m

(3.53)
ami e > 0 eseten hiperbolatE = 0 eseten parabolatE < 0 eseten ellipszist ad es jol

lathate, hogy van egy minimalis energia, amikor a palyarkalaky. Adott L perdalet
eseten ennel kisebb energiaval nem letezik palya, &4a2 ! 2m/2L2.
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4. fejezet

T emegpont-rendszerek

4.1. abra. Pontrendeszer szemleltetese. éntegpontok helyvektora az origebel B, az
R temeglezeppontbel ar| helyvektor. Az i tamegpontbel a temegpontra hate ergt a
Fp» vektor jeleli.

Egy N temegpontbel all® rendszertemegpont-rendszernek nevenk (lasd 4.1 ab-
ra). Jelelje azi-edik temegpont emegetm;, helyvektoratr;. Vezessk be tovabba a
pontrendszer

M= m (4.1)

R=— m;r; (42)
i=1

helyvektorat. Ha a emegpontok emege alland®, akkor4.2) derivalasa utan a émeg-
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kezeppont sebessege €s gyorsulasa:

1
RJ: 'vE m|l:I,
M i=1
1"
R=  mA. (4.3)

Azt a kulsg vonatkoztatasi rendszert, amelyben a pontrendszer megbgyeleset vegez-
zuk, laborateriumi rendszernek (L) neveaik. Emellett szokas bevezetni agmeglezep-
ponti-rendszert (TK), ami olyan vonatkoztatasi rendszer, amelynek origeja amegle-
zeppont. A ket rendszerben asimegpont helyvektorai lezstt fenn all az

ri=R+r; (4.4)

esszefigges, ahol; a laborateriumi-rendszerbelif; pedig a emeglazepponti-rendszer-
beli helyvektorok. Nyilvanvalean emeglezepponti rendszerben asmeglezeppont hely-
vektora a nullvektor, azazR = R = R = 0. Ezt (4.2) es ¢.3) egyenletekbe helyettesdtve
kapjuk, hogy:

IN IN IN
mri= mxy=  m#=0. (4.5)

i=1 i=1 i=1
Egy temegpontra hate erg ketsszetevpbyl all: a rendszeren kgl hate kulsg
ergkbyl s a rendszer tagjai altal kifejtett belsg ergpkbgl. Ez alapjaniaedik temegpontra

hate eredg erg: N
!
Fi=FF+FP=F+ FP, (4.6)

J

]

ahol F¥ a temegpontra hate kilsg ergk eredgjeF° a temegpontra hate belsg ergk eredgje,
Ffj’ pedig aj -edik tamegpont altal az-edik tamegpontra kifejtett belsg erg gy azi-edik
temegpontra vonatkoze Newton-fele mozgasegyenlet:

IF Il

IN

min = FX+  FP, (4.7)
=1
j=i
aholi = 1,...,N. (4.7 egy N egyenletbgl alle masodrendy 'dérencialegyenlet-
rendszer, amely az;(0) = rqy €s(0) = vg (i =1,...,N) kezdeti feltetelek ismereteben

elmeletileg megoldhate. Mivel azonban a fenti egyenletben a belsg ergk sokszor nem line-
arisan Bggenek a emegpontok tavolsagatel, ezert altalanos esetben az egyenletrendszer
megoldasa maN = 3 eseten sem lehetseges zart alakban. Azonban leteznek a pont-

rendszernek olyan altalanos dinamikai sajatossagai, amelyek nagghek a emegpontok
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kezeatti k elcsanhatasoktel. Ezek (eppen az altalanossaguk miatt) a reszletes dinamikat
nem tartalmazzak, de makroszkopikus skalan fontos ismereteket nyyjtanak szamunkra a
rendszer f§ dinamikai sajatossagairal.

4.1. T eamegk ezeppont-tetel

Induljunk ki a rendszer (@4.7) mozgasegyenletebyl @sszegezk azt valamennyi tameg-

pontra:
IN IN IN N

me = F+ FP. (4.8)
i=1 i=1 i=1 j

A bal oldal (4.3) alapjan M R-kent ®rhate fel. A jobb oldal elsg tagja a rendszerre hate
kulsp ergkF¥ eredgje. A masodik tagban aBsszes belsg erg szerepel, vagyis szerepel
benne mindenF; ergnek azF; ellenergje, melyek Newton Ill. rvenye szerint kiejtik
egymast, gy ez aasszeq zerus. Ezzel a2.8) mozgasegyenlet advetkezy alakotalti:

MR = FX (4.9)

Ez a temeglezeppont-tetelamely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszemimeglezep-
pontja gy mozog, mintha a rendszer teljestmege ebbe a pontba lenne syurdtve esisk
ergk eredgje a ameglezeppontra hatna. A emeglezeppont-tetel miatt hasznalhate jel
a tamegpont fogalma.

4.2. Pontrendszer impulzustetele

Az (4.7) egyenletben felhasznalva, hogyifi = il s ismeBsszegezve atmegpontokra:

IN IN IN N
= Fl+ R

ij
i=1 i=1 i=1 j=1
JEi

(4.10)

ahol a bal oldal ezuttal a pontrendszeP asszimpulzusanak idgbeli valtozasa, mellyel a
fenti egyenlet a )
Bl = Fk, (4.11)

alakba ®rhate.

Ez a pontrendszer impulzustetelemely azt fejezi ki, hogy egy pontrendszeasszim-
pulzusat csak a kisy ergk valtoztathatjak meg. Ha a klsg ergk eredgje zerus, a rendszer
esszimpulzusa idgbeli allande marad.
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4.3. Pontrendszer munkatetele

A temegpont munkatetelenek levezetese soran alkalmazott medszer mintajara szorozzuk
be azi-edik temegpontra vonatkoze 4.7) mozgasegyenletex)-tal:

IN a1
Fig+  Fr g = ming = at émiqZ = K, (4.12)
e
ahol K; azi-edik tamegpont kinetikus energi@ja. Ezbsszegezve agsszes@émegpontra
€s a derivalt linearitasat kihasznalva:

IN g . IN ININ
w‘zﬁ Ki=®= Ffg+ Fid, (4.13)
i=1 i=1 i=1 j=1
JEI
ahol K a temegpont-rendszer teljes kinetikus energiqja.
Vizsgaljuk meg az 4.13 egyenlet tagjait kalen-kalen: K helyebe helyettesik (4.4)-
t, majd a zarejelek felbontasa utan hasznaljuk fel &.6) esszehggeseket. A rendszer
kinetikus energigqja:

$ ,0/(2 1 .5!N IN 1 ‘ _IN .
m; R+ l)] = EFQI m; + Emilj2+2lj%' milj. (414)
i=1 i=1 i=1 iF
& T —
(-

NI =

Temeglezepponti rendszerben asmegpont helyvektora, €s annak idg szerinti derivaltja
is zerus, ezert nulla az utolse tag. Tovabb &rva a kifejezest:

l -2 !N l »2 b
K= MR+ Smi? = Kg + K. (4.15)
i=1

Itt Kir a transzlacies kinetikus energiaamely a temeglezeppont kinetikus energiaja-
nak felel meg,K® a belsy kinetikus energiaamely a tamegpontok emeglazepponthoz
viszony®tott sebessegebyl szarmazik. Ez utebbi adedhat rendezetlen mozgasbel (peldaul
hgmozgasbel), vagy rendezett mozgasbel (peldaul forgemozgasbal).

A (4.13 egyenlet jobb oldalanak elsg tagja:

IN $ ) .% _IN IN . . IN
FK R+ =R Ff+  FAg=RF*+  Pf= Py, + PK (4.16)
i=1 i=1 i=1 i=1

ahol P¥ a kulsg ergknek a émeglezeppontra vonatkoze latszelagos teljesdtmeriye,
a kulsg erpkesszteljesd&tmenye ameglezepponti rendszerben.
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A (4.13 egyenlet jobb oldalanak masodik tagja felhasznalva, hofy = ! F}:
" %

IN IN IN N IN IN
! ! . 1#° ! i ! ! i
Fo g = 5 Fog + Fjﬁ’qu

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
JEi jEi JEi

l!N IN l!N IN

=5 Fo! )= 5 Fog = PP, (4.17)

i=1 j i

j=1 i=1 j
JEi ]

ahol PP a belsy ergkesszteliesétmeny@ineglezepponti rendszerbent); pedig azi-edik

teamegpontbel g -edik temegpontba mutate vektor idgderivaltja.
Az utebbi eredmenyek felhasznalasaval 413 egyenlet egyszerybb alakra hozhate:

Kig + Ky = PX o + PX+ PP, (4.18)
A tovabbi egyszerysdtes erdekebentad tameglazeppont-tetel eseteben isakessik
a temegpont munkatetelenek levezetese soran alkalmazott medszert s szorozzunk be

RI-tal: g ( L )
Pl = FB= MR = = “M R = Kig (4.19)
(4.189b@.19 felhasznalasaval:
K = P':'(KP
Kb = pk+ pP (4.20)

Vagyis a pontrendszerre vonatkoze derencialis munkatetel ket alldtast tesz:

1. A pontrendszer transzlacies kinetikus energiajanak idgbeli valtozasaddsip ergpk
temeglezeppontra vonatkoze latszelagos teljes®tmenyevel egyenlyp. Ha ez utebbi
zerus, akkor a rendszer transzlacies kinetikus energiqja idgben allande marad.

2. A pontrendszer belsg kinetikus energiajanak idgbeli valtozasa a belsg- @syk
ergk teameglezepponti-rendszerbelgsszteljes&tmenyenelsszegevel egyenlg. Ha ez
utebbiak nullak, akkor a rendszer belsg kinetikus energiqja idgben allande marad.

Ha a belsg ergk konzervat®vak, azaz letezik potencialis energia:

PP = WP =1 Wb, (4.21)
amit (4.20-be helyettesdtve:
e . d* + d
b — k I b —n k — b + b — )
KIP = pX1 W P dt K”+V —dtU, (4.22)

ahol U a rendszer teljes belsg energiaja. Az utebbi eredmeny szerint a rendszer teljes
belsy energiajanak idgbeli valtozasa alky erpk emeglezepponti-rendszerbeléssztel-
jes@tmenyevel egyenly.
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4.4. Pontrendszer perd ulettetele

ffjuk fel az i-edik tamegpont origera vett perdletet, majd a teamegpontokra valeasszeg-
zest lavetgenr; helyebe helyettesdik (4.4)-t s hasznaljuk fel a 4.5 esszeafiggeseket:
' n

Li=r! mOG=(R+r)! m R+o = (4.23)

R! mR+R! mi+r! mR+r ! md, (4.24)

amit esszegezve valamennyamegpontra €s felhasznalva @.6) esszefiggeseket:

N N N P !
L = L; = ri! mg = (R + I':)' m; R+ q = (425)
i=1 i=1 i=1
N N N M
=R!I' R m+R! m;" R mir; + ril mo = (4.26)
=1 $£1068" $lopg' 7t
=0 =0
. N
=R! MR+ ril mi=Lwp + S, (4.27)

i=1

ahol Ltxp a temeglezeppont origera vett perdlete, S a belsy perdlet (spin), amely a
teamegpontoknak emeglezepponti-rendszerben asimeglezeppontra vettesszperalete.
A rendszer perdiletvaltozasa:

. A AT AN N oA
e +9=U=" L= —(r!p)= nrn!l@= r!F, (4.28)
i=1 i=1 dt i=1 i=1
ahol kihasznaltuk, hogy # p;, ®gy keresztszorzatuk zerust.28 jobb oldalanr; helyebe
(4.9)-t helyettes®tve, a émegpontra hate ergt pedig klsg- €s belsyp erglksszegekent
feldrva, majd felhasznalva azl 5) esszediggeseket:

# I GRS
(R+r)! "Fr+ FM = (4.29)
i=1
# N W W
=R FK+ R! FP+ ri! F'+ rll FP= (4.30)
=0
W A
=R! FKk+  rll Fk+ 2 rj ! FP = (4.31)
2 )
i=1 i=1 j=1
j=i
= M + M+ MP, (4.32)
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ahol M-‘}Kp a kulsg ergk origera vonatkoze,ameglezeppontra hate forgatenyomate-
ka, M ¥ a kulsg ergk forgatenyomatekaemeglezepponti-rendszerbenyl ® pedig a belsg
ergk forgatenyomateka emeglezepponti-rendszerben. Ha asmegpontok lezett hate
ergk centralisak, azaz;; ! F:j’ az utolse tag eltynik. Ekkor a ¢.28 egyenlet a lavetke-
zpkeppen drhate: ) ]

e + = M + MK (4.33)

A tovabbi egyszerysétes erdekeben derivaljuk idg szerintLagze -t dePnialeassze-
fuggest:
! n
@Tszgt R" MR =R" MR+R" MR=R" Fk= M., (4.34)

amit (4.33-ben felhasznalva:
LllFKP = M'erP (4.35a)
g= MK (4.35b)

Tehat centralis ergk eseteben a pontrendszerre vonatkoze peetietel a kevetkezp
ket alldtast teszi:

1. Pontrendszer emeglezeppontjanak origera vett perdletenek idgbeli valtozasa a
kulsp ergk emeglezeppontra vonatkoze forgatenyomatekaval egyenly. Ha ez uteb-
bi zerus, akkor a emeglazeppont origera vett perdlete idgben allande marad.

2. Pontrendszer belsg pemgletenek idgbeli valtozasa attsy ergk smeglezepponti-
rendszerbeli forgatenyomatekaval egyenlg. Ha ez utebbi zerus, akkor a rendszer
belsg perdilete idgben allande® marad.
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5. fejezet

A mechanika elvel

Mint azt lattuk a klasszikus mechanika eg;@xiomatikusé modell a makroszkopikus tes-

tek (dinamikai) viselkedesenek a megertesehez. Termeszetesen itt az axiema nem a ma-
tematikai szigorusaggal ertendg. Pusztan annyit jelent, hogy k&serleti megbgyeleseken
alapule tenyek sokasagabal kivalasztjuk azt a lehety legkisebb szamut, amelyek segdtse-
gevel a bbbi (lehetglegesszes) mechanikai jelenseg logikusan levezethety. A logikussag
itt matematikai formalizmusban mutatkozik meg.

A Newton-tarvenyek (vagy Newton axiemak) adjak a klasszikus mechanika alapt
venyeit. A Newtont kevety bzikusok (DOAlambert, Euler, Lagrange, Hamilton,. ..) meg-
pr@be}ltak a mozgasirvenyt mas formaban is megfogalmazni. Ezeket maéalechanika
elveiO-kent tartjuk szamon.

Ezek az elvek nem lepnek tyl a newtoni mechanika hatarain, €gy ha van potencial
ekvivalens megfogalmazasai a klasszikus mechanikai modelljeinknek. Megis van egy fon-
tos sajatossaguk, amely a Newton-fele mozgmsenyekkel szemben nagy elvi elgnynek
bizonyult. Ez pedig az, hogy olyan formaban fogalmazzak meg a dinamika akpte-
nyet, amely lezvetlerul altalanosdthate a mikrobzika iranyaba. Mindez termeszetesen
csak utelag deslt ki. A k@serleti tapasztalatok hatasara, a XX. szazad elsg evtizedeiben,
ezen elmeleti alapok tettek lehetgve a kvantummechanika meglsreset.

5.1. Altalanos koordinatak

Egy N temegpontbel alled dimenzies rendszer allapotatN darab Descartes-koordinataval
jellemezhetpk. Ha a rendszerben valamilyen kenyszser feltetel, azaz koordinataiztk
kapcsolat van jelen, akkor a koordinatak nem lesznek egymastgdetlenek, &gy darab
kenyszereseten a koordinatak ézti esszehiggesekes darab egyenlet fogja ledrnifgy
a jellemzeshez sikseges szabad parameterek szamat, vagyis a rendszabadsagi fokat
az

f=dN! s (5.1)
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esszehgges adja meg.

A Descartes-koordinatak helyett azonban hasznalhatjuk a rendszer tetszgleigem-
rab, fuggetlen parameteret, amelyek a rendszer allapotat egyertelmyen ledrjak. Ezek az
wygynevezettaltalanos koordinatak

5.2. A legkisebb hatas elve D Variacieszam@tas

A kevetkezgkben egy axiemat fogunk kimondani, elgzzonban debnialjuk a sikseges
alapfogalmakat.

5.1. Debndcia (Hatasintegral) Azt az S[.] funkcionalt, amit az

|
Yty

Slal=  L(a,qt)dt (5.2)

t1

aesszefigges debnial hatasintegralnak newszzahol az

q(t1) = g, (5.39)
q(tz) = a, (5.3b)

aesszefiggesek a peremfeltetelek.

A fenti dePndcieban szereplyp fuggveny az wgynevezettagrange tiggveny mely
egyertelmyen jellemzi a rendszer mozgasat. A lehetseg@} trajekteriak kezsl a vale-
sagban az fog megvalesulni, amelyik eseten a hatasintegral minimalis. Ez az axiema a
legkisebb hatas elve

A fent megfogalmazott feladat avariacieszam®dtas alapfeladataegoldasanak egyik
lehetseges medjat az Euler-Lagrange formula adja meg.

5.2. Tetel (Euler-Lagrange formula) A fenti medon debPnialt hatasfggveny mini-
malis, ha barmelyi =1,...,k teljessl a

— 1 ——=0 (5.4)
esszefigges.
Bizony®tas.A bizonydtashoz a szelspertek szamdtasbel hasznalt analegiat fogjuk hasznal-
ni. Egy f fuggvenynek szelsgperteke van azon a helyen, ahalggfeny erteket inbnitezi-

malisan megvaltoztatva adggveny erteke nem valtozik, tehaf = 0. Hasonlean egyS
funkcional minimalis (v. maximalis), ha az argumentumaban szerepjft) fuggvenyhez
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egy édcsic')! q(t) feggvennyel megvaltoztatjuk, akkor as ily medon debnialt megvalto-
zasa, ygynevezettariacioja, nullaval egyenly, tehat S = 0. FelhasznalvaS debPn&cigjat,

a variacie atdrhate a

|
Yt

I1S=S[q+dq]! S[al=  [L(q+'q,di+'dt)! L(g,dt)dt=0 (5.5)

t1

alakba. Ezt!q es! d szerint sorba fejtpk elsg rendig:

! #f $ " " % &

t2
ST L@@D+ =g+ ola ! L(qd) di=
t1 " i=1 q ql
! ts #f $"|_ "|_ O/(fgL
= —lg+ —'qg dt=0. (5.6)
t1 i=1 q ql
A masodik tagot parcialisan integralhatjuk:
! ! ' ( F.$ %
2 e d "L 2 27 d"L
| qjdt = ——(lg)dt= —! ! —-— lqgdt 5.7
gladts Lgta) g9 g o (5.7)

Mivel a peremfelteteleknelq + ! g-ra is teljeslnivk kell, ezert! q(t,,) = 0. Ez alapjan
a fenti keplet elsg tagja nullaval egyenlyp. Az ®gy kapott eredmenyt visszahelyettesdtve a
#f ! ts $ " " %
Is" —! —— 1qdt=0 (5.8)

esszedhggest kapjuk, ami akkor €s csak akkor teljpls ha barmely !qg-re, ahol ( =
1,...,f)haa

"L d"L

! =

n q - dt n (Iil 0 (59)
Euler-Lagrange di erencialegyenlet teljed. O]

Megmutathate, hogy konzervat®v rendszerben a Lagranggdveny nem tartalmaz
explicit idgfuggest @s a rendszer kinetikus es potencialis energiajanaidaerbsegevel
egyezik meg:

L(g,d) = K(q, @) ! V(a). (5.10)

5.1. Feladat (Matematikai inga)
ffjuk fel a matematikai inga mozgasi energiqjat a Lagrange-formalizmus felhasznala-

saval 6.1 abra)! A rendszer ket dimenzies, egymegpontbel all €s egy kenyszer van
jelen (# = alland®), ©gy a szabadsagi fokok szanfa= 2 41! 1 =1, &gy egy altalanos
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5.1. abra. A matematikai inga.

koordinatat valaszthatunk szabadon. A geometriai elrendezes miatt ebben az esetben
legcelszerybb & szgelfordulast valasztani.ifjuk fel az inga mozgasegyenletet elgmnz
Descartes-koordinatakkal:

K(XYy)= ;mvz = ;m(x'l2 + y9). (5.11)
Majd kihasznalva a kenyszerfeltetelt atterhabk ! altalanos koordinatara:

x = "sin!
y = "cos!, (5.12)

ezt felhasznalva a kinetikus energia a

K(G!)= ;m!("!Usin! )2 + ("licos! )2" = ;m("!QZ (5.13)

alakban ®rhate fel. A potencialis energia hasonlean hatarozhate meg:
V(x,y)=! mgy="! mg"cos!, (5.14)

ahol a potencialis energia nullszintjenek a fetjgesztesi ponton atmeng v@zszintes s&kot
valasztottuk. Tehat a matematikai inga Lagrangedggvenye:

L(G!)= ;m("!l.])2 + mg" cos! . (5.15)

Ezt behelyettes&tveH.9) egyenletbe megkapjuk az inga jel ismert mozgasegyenletet:

= ﬂl E#L =1 mag"sin! ! Em"zlg
T Hq dtag 0 IS GgM e
I mg"sin! = m"?h (5.16)
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5.3. Hamilton-formalizmus

A Hamilton-formalizmus jelentys wjrafogalmazasa a klasszikus mechanikanak, amelynek
igazi fontossaga a kvantum mechanika ledrasanabketpterbe.
Elgszar vezessk az altalanos impulzustaz alabbi medon:

5.3. Debn&cie (Altalanos impulzus) A g altalanos koordinatahoz tartoze;, altala-

nos impulzus a

'L
pi = W (5.17)
esszediggessel ledrt mennyiseg.

A fenti debPndciet behelyettesdtve az Euler-Lagrange egyenletbewetkezglaz jutunk:
'L
ﬁ.
Ezutan &rjuk fel a Lagrangedfygveny teljes dierencialjat, felhasznalva az altalanos im-
pulzus debPn&cigjat:

= (5.18)

! Ly L I f Mf
dL = ;—dq + —daji = mdg + p; daji. (5.19)
- ' 0 o la - .
i=1 i=1 i=1 i=1
Felhasznalva a szorzatdggveny di erencialasi szabalyat a fenti egyenletet az alabbi
medon alak&thatjuk at:

n
| f | f # | f

dL = gidg + d pig ! qdp . (5.20)
i=1 i=1 i=1
DePnialjuk egy rendszeHamilton-fuggvenyet rendszer teljes energiajaval, de ygy hogy
az q esp valtozekkal fejezak ki:

5.4. Debndcia (Hamilton-f wggveny) Egy mechanikai rendszed Hamilton-fuggvenye
tehat

H(g,p,t) = E(q,d,t) (5.21)

Az 5.10egyenlet alapjan, konzervat®v rendszer eseteben a Hamiltaggieny az alabbiak
szerint drhate:

H(q,p,t) = pd! L(q,d,t). (5.22)
A Hamilton-fuggveny segdtsegevel az alabbi alakhoz jutunk:
" | f # | f 1 f
d pg! L = mdq ! agidp = dH. (5.23)
i=1 i=1 i=1
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Ezek alapjan megkaphatjuk az ugynevezeHamilton-fele kanonikus egyenleteket

. OH
ag= % (5.24a)
. oH

= —— 24
= g (5.24b)

ezek 2 szamu elsgrendy ferencialegyenletet jelentenek.
Tekintsuk ismet a matematikai ingat, ®rjuk fel a-hez tartoze altalanos impulzust:

Po= 7= = mEQ(fﬁ[ (525)

Ez alapjan feldrhatjuk a matematikai inga Hamiltondggvenyet:

2

1 p
E(p, @) = m(lf)?* — ém(&/@Q — mgl COSp = 277;22 —mglcosp = H(p,p,). (5.26)

A Hamilton-fuggveny szintvonalai (illetve magasabb dimenzieban szintiédtei) az
azonos energiqjuy allapotokat jelik. Ez a mechanikai rendszeenergiaterkepe

Felrajzolva a matematikai inga energiaterkepeb(2 abra) a tapasztalatnak megfelelp
eredmenyeket kapunk.

10 80 7
Po 70
5 60
50
0 40
30
-5 20
10
-10 0
-3 =2 -1 0 1 2 o 3

5.2. abra. A matematikai inga energiaterkepe.
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6. fejezet

Linearis rendszerek analizise -
linearis mechanikai oszcillator

6.1. Linearis rendszer definicidja

be linearis i be, —=ki,
—=] ——== be,+be,——=ki +ki1,

rendszer X
rbe, —=1iki

6.1. abra. Linearis rendszer.

Mielott elkezdenénk a csillapitott harmonikus oszcillator vizsgalatat, ismételjiik at
még egyszer mit is értiink linearis rendszeren! A linearis fiiggvény definicidja a kovetkezo:

flx+y) = f(2)+ f(y)
flar) = af(x) (6.1)

A linedris rendszer definiciéja ezzel teljesen analég, a bemenet és a kimenet kozott
van linedris kapcsolat, barmi legyen is a bemenet, vagy a kimenet. Amint majd latni
fogjuk a harmonikus csillapitott oszcillator esetében ezek fiiggvények lesznek.

6.2. Harmonikus oszcillator

Felmeriilhet a kérdés, hogy miképpen keriil egy egyszerii, specidlis mechanikai rendszer
az altalanos érdekl6désiink kozéppontjdba (és a fizikus induléba). A vélasz egyszerii. A
linedris mechanikai oszcillatornak olyan tulajdonsagai vannak, amelyek alkalmassa teszik
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Ot arra, hogy a példdjan keresztiil betekintést nyerjiink a linearis rendszerek jellegzetes
viselkedésébe. Mivel a feladat szemléletes, hétkoznapi, makroszkopikus tapasztalatokon
alapul, ezért konnyen megérthetd. Ennek kapcsan pedig altalanos térvényeket ismerhe-
tiink fel. Ezek aztan a fizika mas teriiletein is sikerrel alkalmazhatok.

D m
Z |
0000 — e —— | ——

6.2. abra. Csillapitott harmonikus oszcillator

Tekintsiik az 6.2 abran lathato csillapitott harmonikus mechanikai oszcillatort. Ennek
egy konkrét megvaldsitasa a kovetkezo. Legyen egy m tomegl pont, amelyet egy rugoval
az x tengely origdjdhoz erésitettiink. A rugd nyugalmi hossza zérus és er6sségét a D
rugdallanddval jellemezziik. Hasson a tomegpontra egy sebességgel aranyos csillapito erd
is a csillapitds eréssége legyen k. A mozgasegyenlet egy dimenzidban a kovetkezd:

mi = —Dx — k& (6.2)
Erdemes 4trendezni az egyenletet:
k D
T+ —i+—x=0 (6.3)
m m
i+ 2ai +wir =0, (6.4)
ahol bevezettiik a
k D
- =4/ = 6.5
« om’ wo m (6.5)

A (6.4) egyenlet alakjat tekintve egy dllandd egyiitthatdji, mdsodrendi, kozonséges, li-
nedris, homogén differencidlegyenlet. Allands egyiitthatoji, mert {a, wy} 1d6tél fiiggetlen
allandok. kdzinséges, mert csak egy véltozos fiiggvény x(t) szerepel benne mdsodrendi
mert x masodik derivéaltjat tartalmazza, linedris, mert a keresett x(t) fliggvényen csak
linedris matematikai mfiveleteket hajtunk végre (nincsen benne pl. z2, sin(x) kifejezés).
Végiil azért homogén, mert az egyenlet jobb oldalan 0 szerepel, azaz nincs x-ben kons-
tans tag. Ha ott egy tetszOleges elére megadott f(t) fliggvény volna, akkor az egyenlet
inhomogén lenne. Ilyenekkel késobb még foglalkozunk. Mint majd latni fogjuk a fenti el-
nevezések énmagukon tulmutatd jelentéséggel birnak és tobbségiiket ki fogjuk hasznalni.

Mivel az egyenlet méasodrendli differencidlegyenlet ezért két kezdeti feltételre van
sziikségiink x(t) meghatarozdsahoz:

z(0) = xo, #(0) = vy (6.6)
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A (6.4) egyenlet megolddsat a kovetkez6 alakban keressiik:
x(t) = eM (6.7)
ekkor ugyanis & = \exp(\t), illetve & = A2 exp(\t), és igy

i+ 2ad +wir = (A + 20\ + wp) e = 0. (6.8)

=0

Mivel a fenti egyenletnek tetszoleges idépontban igaznak kell lennie, ezért a zardjelben
szerepld kifejezésnek nulldnak kell lennie:

A% + 20\ + wl = 0. (6.9)

Amint lathatd ez egy A-ban masodfoku egyenletre vezetett. Megoldésa:

Ao =—atx/a?—wi (6.10)

Az egyenletnek mindkét A megolddsa, mivel (6.4) egyenlet linedris ezért az egyenlet
megoldédsa a két lambdahoz tartozé megoldas linearis kombinacidja lesz:

z(t) = aeMt + age™t, (6.11)

ahol {ay,as} egylitthatok a kezdeti feltételb6l hatarozhatok meg.

Jol lathatd, hogy a fenti altaldnos megoldassal vannak problémék, mivel bizonyos
esetben A\ = Ay, illetve az x(t) helyfiiggvény akdr komplexnek is adédhat. Ezeket az
eseteket kiilon megvizsgaljuk.

6.2.1. Tlcsillapitas

Tegyiik fel, hogy a > wy, azaz k > v4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megol-
désai kiilonbozoéek és valdsak és rdaddsul negativak:

A= =M1l Ae=—|Ag] (6.12)
Az {ay,ay} egyiitthatokat az aldbbi linedris egyenletrendszerbdl tudjuk meghatarozni:

a1 +az = xg
)\1(11 + AQCLQ = Vg (613)

A mozgést pedig a (6.11) altaldnos megoldds adja meg.
A tulcsillapitott eset jellegzetes mozgdsaira a 6.3 abra mutat példakat.
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6.3. dbra. (a) A két exponencidlis részmegoldas, (b) egy-egy példa az x(t) fiiggvényre
kiilonboz6 kezdosebesség esetén.

6.2.2. Hatarcsillapitas

Ebben az esetben a = wy, azaz k = v4mD. Ekkor, mivel \; = \y = —a ezért latszdlag
csak egy megolddsa van a (6.4) egyenletnek. Ez azonban nem elegendd, hiszen két kezdeti
feltételiink {zo, ap} van. Azonban a o = wy, esetén az egyenletnek van egy mésik specidlis
megoldasa. Ezt keressiik a

z(t) =te ™ (6.14)
alakban. Ekkor ugyanis:
0=i+2ai+wiw
0= —2ae " +a’te ™ + 2a (e — ate™™) + a’te . (6.15)

Tehat az altalanos megoldés hatarcsillapitott esetben a koévetkezo:
z(t) = (a; + agt) e (6.16)
Az {ay,ay} egyiitthatokat az aldbbi linedris egyenletrendszerb6l tudjuk meghatarozni:
ay = xg

a1+ as = Vg (617)

6.2.3. Alulcsillapitas
Legyen most o < wy azaz k < vV4mD. Ebben az esetben a (6.10) egyenlet megoldésai

komplexek:
Ma=—at/a?—w}=—-atiy/wi—a?=—atiw,, (6.18)
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ahol w, = y/wi — a?. Az altaldnos megoldds (6.11) azonban komplex is lehet, mikozben
az x(t) elmozdulast a valés szdmok halmazan kell keresniink. Ehhez az kell, hogy az
{a1,as} egyiitthatok komplexek lesznek. Ha z(¢) € R, akkor megegyezik a komplex
konjugaltjaval. Azaz

x(t) = z*(t)
e—ozt (aleiwat 4 a26—iwat) — e—at (aie—iwat 4 a;eiwat)
e“ot(ay —al) = e ot (al — ay). (6.19)
=0 =0

Tehét, ha a] = aq, akkor a megoldasok valdsak. frjuk fel a; és ay egyilitthatokat a
kovetkezé modon:

a; = Ae*

ag = Ae™, (6.20)

ahol A és ¢ valdsak. A valds altalanos megoldas tehat a kovetkezo:

ei(wat+¢) _|_ eii(wat+¢)

z(t) = e 24
<~

2
cos(wat+6)
z(t) = ae”* cos(wyt + @) (6.21)
1
X
e*OLt
05 - 1
0 S
05 T ]
— e*OH.
_1 1 1 1 1 1
o 05 1 15 2 25 3

6.4. abra. Az alulcsillapitott rezgémozgés és a burkolé exponencidlis lecsengés.

A (6.21) dltalanos megoldast az aldbbi ekvivalens alakokba is lehet irni:

2(t) = ae” sin(wat + )
z(t) = e * [csin(wat) + d cos(wat)] (6.22)
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A legutébbi egyenlet illeszthetd legkdonnyebben a kezdeti feltételekkel: d = zg, illetve
c = vg. A kapott megoldasok valdjdban egy csillapodd rezgést adnak meg, amelynek
w, korfrekvencidja kisebb, mint a csillapitatlan oszcillator sajat korfrekvencidja wy. Egy
példa lathaté a 6.4 dbran.

6.2.4. Osszefoglalis

. tul
A atar i
* 08 alul
0.6 A
0.4 A
02 A
0
=02 b
_0.4 L L L L
0 1 2 3 4 5

6.5. abra. A tomegpont helye az id6 fiiggvényében adott rugdallandé és valtozé csillapitas
mellett all6 helyzetbdl elengedve. A paraméterek értéke wy = 2%, a=3, 2, 0.8% a tul-
(z0ld), hatér- (kék), illetve alulcsillapitott (lila) esetben.

Legfontosabb megjegyzés, hogy a tomegpont helyzete minden esetben exponencidli-
san kozelit a nyugalmi helyzethez. Azaz kijelenthetjiik, hogy a csillapitott harmonikus
oszcillator mindig véges id6n beliil nyugalomba keriil. (Ezt tgy kell érteni, hogy barmi-
lyen kis € tavolsagot vesziink az egyensilyi helyzet koriil, a tomegpont véges idén beliil
nem 1ép ki ebbdl a tartoméanybdl és ez akkor is igy van, ha e-t véltoztatva az id6t is
hatvanyfiiggvény szerint atskéldzzuk.)

Az el6bbi fejezetekben a csillapitast hdrom kiilonb6zé részre bontottuk, mivel mate-
matikailag mas-mas uton jutottunk el a megoldashoz. Azonban ez a felbontds nem csak
a levezetés miatt 1ényeges, hanem gyakorlati szempontbdl is. Vessiink egy pillantast a
6.5 abrara! Itt dsszehasonlitjuk kiilonb6z6 csillapitas esetén egy adott m tomegl tomeg-
pont helyének id6fejlédését, ha kezdetben 4116 helyzetbél véges kitérésbél elengedjiik. A
rugdallandét mindharom kisérletben ugyanannak véalasztjuk.

Jol lathaté, hogy a hatarcsillapitas esetében éri el leggyorsabban a nyugalmi helyzetét
a test. A tulcsillapitds nem engedi a testet kelléen felgyorsulni, ezért a lecsengés lassu
lesz. Alulcsillapitas esetén a test gyorsan dthalad az egyenstlyi helyzeten, de masik oldalt
is kilengve tovébb oszcilldl. A kettd kozotti optimum a hatdresillapitds. A (6.10), (6.16),
(6.21) egyenletekbél jol latszik, hogy az exponencidlis kitevGje pont a hatércsillapitas
esetén a legkisebb.
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Ennek fontos jelent6sége van, ugyanis sok olyan gyakorlati probléma van, ahol fontos
a rezgések miel6bbi csillapitdsa. Elég csak pl. az autdk kerekeire gondolni, ahol a stabi-
litds és az tuttartds miatt fontos a rezgések mielébbi csillapitdsa. A fizika maés teriiletén
is jol jon ez a tulajdonsdg. Molekuldris dinamikdban [2], ahol ha szdmitégépen sok-
sok részecske statikus helyzetét vizsgaljuk, a hatarcsillapitas segit az egyensulyi helyzet
mielobbi elérésében.

6.2.5. Mechanikai energia

Nézziik meg a mechanikai energia megvaltozasat, a 3.3 fejezetben megismert maédon!
Induljunk ki a csillapitott harmonikus oszcilldtor mozgésegyenletébél (6.2):

mi=—Dx—ki |-z
mit = —Dxi — ki’
to
4 lmig = 4 —leQ — ki? / codt
dt \ 2 dt \ 2 "
1 R Y 2
AFE e = [Qm:tZ - 2D.1‘2:| = / —ki*dt = / —kidr <0 (6.23)
t1 t1 T

Ez a jol ismert altalanositott munkatétel, amely szerint a rendszer mechanikai ener-
gidja nem allandd, hanem a surlédasi eré munkaja csokkenti, mig a rugderé konzervativ.

Mivel az {x (0) = 0, & (0) = 0} kezdeti feltételek esetén E = 0 igy nincsen semmi,
ami az energia disszipaciét fedezné. Azaz ebben az esetben csak az x (t) = 0 trividlis
megoldas johet szoba.

6.3. Gerjesztett csillapitott oszcillator

Az €l6z6 fejezetben lattuk, hogy a csillapitott oszcillitor magara hagyva egy id6 utéan
megéll. A valdsidgban azonban egy ilyen rendszert folyamatosan érhetik erdhatasok.
Az ilyen rendszert gerjesztett csillapitott oszcillatornak nevezziik (pl. az autd kereke,
ahol a csillapitdst a lengéscsillapitd, a gerjesztést az ut egyenetlenségei adjék). Tehat
feltételezziik, hogy a csillapitott oszcillatorra egy id6fiiggd F'(t) erd is hat. Ekkor a (6.2)
mozgasegyenlet a kovetkezoképpen maédosul:

mi + Dx + ki = F(t) (6.24)
Tomeggel valé osztds utan kapjuk az aldbbi inhomogén differencidlegyenletet:
i+ 208 +wir = f(t), (6.25)

ahol f(t) = F(t)/m, tehat f(t) gyorsulds dimenziéju.
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Ez egy linedris, inhomogén differencidlegyenlet, amelynek matematikai megoldéasi
technikdja kozismert. Mivel az egyenlet linedris, ezért az 1y (t) dltaldnos megoldas felir-
haté az alabbi alakban:

ahol zy(t) a homogén egyenlet altaldnos megoldasa (eddig az elézéekben ezzel foglal-
koztunk), a két paraméteres fiiggvényosztaly barmelyik eleme lehet és barmilyen kezdeti
feltételre illesztheté. Az xgp(t) az inhomogén egyenletnek egy tetszéleges indulé érté-
kekkel {zp(0), 2mp(0)} rendelkezé megoldasa. Ez tehat egy konkrét megoldds, amely
nem tartalmaz semmiféle ismeretlen paramétert. Neve partikuldris (részleges, nem teljes)
megoldas.

Az el6z6ekben lattuk, hogy a homogén egyenlet megoldasa gyorsan lecseng:

lim zy(t) =0 (6.27)

t—o0

Ezért ezt a megoldast tranziens megoldésnak is nevezik. Elegendéen hosszi idore tehét:

Tehat a rendszer hosszi idore elfelejti a kezdeti feltételeket, ezért az xyp(t)-t dllanddsult
megoldasnak nevezziik.

Toljuk ki a kezdeti idépontot a ¢ — —oo-be, és a teljes (—o0,00) idétartomanyon
hasson f(t), és keressiik a f(t) altal generdlt ziyp(t) = z(t) fiiggvényt.

6.4. Green-fiiggvény

A 6.1 fejezetben definidltuk a linedris rendszereket: Ha f;(f) a bement és x;(t) a kimenet
a linearis rendszerbdl akkor a kovetkezo kapcsolatok igazak:

/1) + f2()] = [21(F) + 22(2)]
[afi(t)] = [az1(t)] (6.29)

Arra vagyunk kivdncsiak, hogy egy adott bemeneti fiiggvény milyen kimeneti vé-
laszt ad. Az egész folyamatot a 6.6 abra szemlélteti. Altalanossdgban a fenti linedris
kapcsolatot a kovetkezo kifejezéssel lehet leirni:

() = /_ S G far (6.30)

Ami szavakban azt fejezi ki, hogy az z(t) véalaszfiiggvény értéke egy adott ¢ pontban
a gerjesztés Osszes pontban vett hatdsdnak valamilyen silyozott Gsszege. A stlyozasi
fiiggvényt Green-fiigguénynek nevezziik.

56



J@)

6.6. abra. A Green-fiiggvény szemléltetése. A miltbeli gerjesztések (kék) hatassal vannak
a valasz t id6pontbeli értékére, mig a jovébeliek (piros) nem. A kis téglalapok hatéresete
az integral. A gerjesztések idejét mérhetjiik labor idében t', vagy eltelt idében 7, ha a
rendszer id6ben valtozatlan.

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt rendszer nem valtozik az id6ében (ezt fejezi ki, hogy (6.4)
egyenlet dllandd egyiitthatogi). Ekkor a rendszer dllapota csak az idékiilonbségtol fiige-
het, hiszen barmikor végezziik el a kisérletet ugyanazt az eredményt kell kapnunk:

() = /_ TGl — O f(Ear (6.31)

Alapvet6 fizikai megfigyelés a kauzalitds, azaz az ok-okozati viszony. Ez azt jelenti,
hogy t' > t gerjesztések nincsenek hatdssal az z(t) értékére. A gerjesztés vélasz kapcsolat
tovabb egyszerlsodik:

() = / "Gl far (6.32)

Vezessiink be egy valtozo cserét, amelyben a t’ mikor idovéltozét a visszanézd, mennyivel
ezeldtt T = t — t' valtozéval helyettesitjiik. Ekkor (6.32) egyenlet az aldbbiak szerint
modosul:

x(t) = /000 G(r)f(t —1)dr. (6.33)

Vegyiik észre, hogy G(7) idédimenzidju, azaz [G] = s.
Ha megkoveteljiik, hogy G(7) = 0 7 < 0 esetén, akkor a kauzalitast igy is frhatjuk
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G(1)

arr "
jovo

T

6.7. abra. Szemléltetd példa Green-fiiggvényhez. 7 < O-ra a fiiggvény értéke 0, azonban
nagy 7 értékekre is O=hoz tart a fiiggvény értéke.

(lasd 6.7:)

x(t) = /OO G(r)f(t —7)dr

G(r)=0, hat<0 (6.34)
Fontos észrevétel, hogy
lim G(7) = 0. (6.35)
T—00

Ez azt jelenti, hogy a nagyon régi események nincsenek hatéssal a mostani valaszra. Ez
disszipativ linearis rendszerekre mindig igaz.

A (6.34) egyenlet tulajdonképpen két fliggvényt szoroz dssze egy specidlis utasitéssal.
Neve konvolicid [3].

A (6.34) egyenlet azért is fontos, mert ha meghatarozhaté G(7) alakja, akkor utana
tetszOleges gerjesztéshez kiszamithaté a valasz. Az lenne a legjobb, ha taldlndnk egy
bemeneti f(t) fiiggvényt amire a rendszer a Green-fiiggvénnyel ardnyos vélaszt adna.
Ha visszalapozunk a (1.20) egyenlethez j6l lathat6, hogy van ilyen bemenet, mégpedig a
Dirac-deltaval aranyos f(t)=vod(t):

w(t) = / TG f(t - 7 dr = wG() (6.36)

vod(t—T)

Megjegyezziik, hogy a Dirac-delta teljesiti a §(7) = 0, ha 7 < 0 feltételt. A vy fizikai
jelentését lasd alabb.
Tehat a Green-fiiggvény a linearis rendszer Dirac-deltara adott valasza.
Megjegyezziik, hogy sok helyiitt hasznalatos a Green-fiiggvény helyett a H(t) atme-
neti fliggvény, amely a 0(t) lépcséfiiggvényre adott vélasz. A levezetés teljesen analdg
modon megy.

58



6.4.1. Csillap&tott oszcillator Green-f  wggvenye

Hatarozzuk meg a gerjesztett csillap®tott linearis oszcillator Greesgfvenyet! Amint
fent meghataroztuk, a Greendggveny, a rendszer Dirac-deltara adott valasza. Helyet-
tesdtak a (6.25 egyenletbex = voG, illetve f = vg! (t) kifejezesekethvy-lal vale egyszer-
bsdtes utan kapjuk, hogy )

G+2" M+ #3G=1(1) (6.37)

Fontos megjegyezni, hogy m&gdimenzigja meter (X] = m), addig a Green-bggvenye
masodperc ] = s). A kett§ k ezatti k sleanbseg egy sebesseg dimenzie. Olyan, mintha
(6.37) egyenletet elosztottuk volna egy konstang sebesseggel. Ha ezt bgyelembe vaksz
akkor az egyenlet jobb oldala a &vetkezg:

F(t) = mf (t) = mvo! (1) (6.38)

Azaz 1.3 fejezetben megtanultak alapjan ez olyan mint egy pillanatszery esfiies. Ez
lathate a (6.37) egyenlet idg szerinti integraljabel a![$, $] intervallumon:

K, +  (2'%+ Dx)dt= vl ()dt = vo, (6.39)
nll #@; % 11
=0(!)

ahol a kezepsy integra$ nagysagrendy, mivel hagyomanyosdgvenyekbgl all. Tehat a
sebessegvaltozasta 0 idgpillanatban vy nagysagu lesz:

x(0,)=0 x(0,)=0
X(0,)=0 ¥(0+) = Vo (6.40)

Ge) !
08 F

0.6

T

04 F
02+ /13

0 .

-02r
-04

—0.6 \ I I I
-0.5 0 0.5 1 L5 4 2

6.8. @abra. Alulcsillap&tott harmonikus oszcillator Greemdgvenye.
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Mivel t > O eseten a Dirac-delta zerus, ezert visszakapjuk a gerjesztes mentes harmo-
nikus oszcillatort a 6.40 kezdeti feltetelekkel 6.8 @abra). Ennek viszont mar ismegk a
megoldasat.

Valasszukvy, = 1m/s erteket es alulcsillapdtott esetet, ekkor az altalanos megoldas

(6.2D):
x(t) = asin(l  t+ ")e 't (6.41)

A (6.40 kezdeti feltetelekbgl meghatarozhata €s”. A kapott Green-fuggveny tehat a
kevetkezg: !

1 o I, |t ]
G(t) = = sin(! t)e hat! 0

6.42
0 hat< 0 ( )

6.4.2. Fourier-transzformacie linearis rendszerekre

A linearis rendszer valasafjgvenyet a bemenet €s a Greasgfjveny konvoluciejaval
alldthatjuk elg 6.39): "o

x()= G (t" #)d# (6.43)

Az (1.52 egyenlet alapjan Fourier terben a konvoluci® egy egyszery szorzassa valik:
X(1)=23$G()F(!), (6.44)

ahol G(! ) = F[G(t)] a Green-tiggveny Fourier transzformaltja, aztviteli fuggveny
Hatarozzuk meg a csillap®tott oszcillator atvitelafjgvenyet! Tudjuk, hogyF [X] =
i1 X(1), illetve Fpe = "1 2X(1)
%+ 290+ | 2x = f (1)
D J(BENIDIBERE (. F(!)
X(1) "12+2i%!+12 =F(!) (6.45)

Fourier terben a dl erencialegyenlet nagyon egyszery alaku.FX! ) bemenethez aX (! )
kimenetet egyszery osztassal kapjuk:

F()

E(1) = = 5(1 YE()
X()=; 252100 + 12 2$G(N)F(!) (6.46)
Tehat a csillapdtott oszcillator atviteli iggvenye:
G(1)= ~ 1 (6.47)

2% (" 12+2i%]! +12)

Ellengrizhety, hogy a fenti Bggveny a 6.42 Green-aggveny Fourier-transzformaltja.
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Az atmeneti fuggveny tovabbi vizsgalatahoz ®rjuk at az atviteligfgvenyt Euler-
alakba [: | I

. N Y
G()=1(!)ne" (6.48)
Mivel (121 12)1 2
" : _ . O . . . I -
2'G(H) = (121 12)24 442 2 (6.49)
ezert
2#!
tan$ = ! HREE (6.50)
N 1
IG( ) = —* (6.51)
2" (131 1292+ 44212
I [
N
A 1G(!)! fuggvenytrezonancia @rbeneknevezak.
0.05 T 35
o=15—

004t oy I &

2 o =00 —— 257 ’

15 0.03 Y ot ,

o, L5 7

B eois

0.01 o5 | o 05 —— |

o =00 ——
“ 2 4 6 s 10 o 2 4 6 s 10
(0] (0]

6.9. abra. A csillap®&tott oszcillator rezonanciaetheje (a) es fazistolasa (b),, = 4
parameter eseten tdenbezy # ertekekre. A rezonanciagbe maximumat az (a) abran
nydl jeéli.

Vizsgaljuk meg a kapott eredmenyeket! 4.9 abran egy peldan szemleltedy az
atviteli fuggveny es a fazistolas alakjat. Jel lathatean a rezonanatbgnek van egy
maximuma (bar bizonyos# ertekekre ez megszynik). Ennek pozdcieja szamolhate, ezt
nevezak a rezonancia frekvencianakErteke

#_
lg= 121 2#2 (6.52)

A rezonancia frekvencianak a meaki alkalmazasokban kulcsszerepe van. Szinte
minden epdtmeny (epet, jarmyvek, stb. ) eseteben fontosdvetelmeny a rezonanciak
elkenlese, vagy biztosdtasa. Rezonancia eseteben ugyanis a rezgesek amplitudeja megnyg.
Bizonyos esetekben (pl. aut®) ez csak hemk&vanatos zajokban jelenik meg, azonban mas
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esetekben a tul nagy amplitudeju oszcillacie a szerkezet karosodasahoz vezethet. Egyik
jel ismert pelda a Tacoma-h®d katasztrefaja][ Manapsag alapkvetelmeny, hogy a
szerkezetre hate rezgesek (szd@ldirenges) tipikus tartomanyaban az epdtett struktyra

jel csillapdtson es ebben a tartomanyban rezonanciafrekvenciak ne forduljanak elg.
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7. fejezet

Merev testek dinamikaja

7.1. Merev test fogalma

A pontrendszerek altalanos targyalasa utan specialis rendszerekkel fogunk foglalkozni. A
minket kerulvevg vilagban (makroszkopikus merettartomanyban) sokfele pontrendszerrel
talalkozunk. Az elsg tapasztalati benyomas, amely alapjan ezekw#nulnek egymastal

az a halmazallapotuk. Azaz besaeik szilard, folyekony es legnemy halmazallapotuy
anyagokrel. Termeszetesen, a reszletek tanulmanyozasa egy sokkal gazdagabb vilagot
tar fel elgpttunk, de az elsyp lepeskent halmazallapot szerinti osztalypaszhangban van

a mindennapi tapasztalatainkkal.

Altalaban minden anyag deformalhate, ezzel foglalkozik a Deformalhate testek dina-
mikaja 8 fejezet. A szilard testeknek nem csak a deformacigja, hanem a merev testkent
val®e mozgasa is erdekes problemakra vezet. Ezzel a kerdessel foglalkozik ez a fejezet.

Merev testneknevezak azt a pontrendszert, amelyben barmelyik ket pont egymastel
mert tavolsaga idgben allande, azai, j -re:

It ] = |ry| = r; = allande. (7.1)

Tehat a temegpontok koordinatai nemdggetlenek egymastel, rajuk a fenti elgdra-
soknak teljesiinie kell. Ezeket kenyszerfelteteleknek neveskz Elemi meggondolasokkal
kiszam®thatjuk, hogy hany skalar adat kell egy merev test helyzetenek a megadasahoz:

¥ A test egy P; pontjat mozgathatom barhova a terben ez harom szabadsagi fok
(X1, Y1, Z1).

¥ A test egy masikP, pontjat mar csak egy gmbfebletre helyezhetem, hiszen a
[ri" ry| tavolsag allande kell, hogy legyen. Aempnbfebletet ket saggel (,")
tudjuk parameterezni (lasd7.1 abra).

¥ Ha P; esP; ragz&tett, akkor ez a ket pont altal meghatarozott egyenes tengedytt
meg a test elforoghat. Ezt egyt szaggel tudjuk parameterezni (lasd'.1 abra).

63



7.1. abra. Merev test elforgatasanak parameterezese Eulegskkel.

A merev test helyzetet tehat 6 db parameterrel tudjuk ledrnixx,(y,z,!,",#). Az
(x,Y,z) atest terbeli elmozdulasat jellemzi, & (", #) Euler-szagek [] a test elfordulasat.

A kevetkezgkben a merev test mozgasat mindig egy allenak tekintett vonatkoztatasi
rendszerhez (inerciarendszerhez) viszony®tva vizsgaljuk. ldgz®dtsk a merev test egy
pontjat, akkor a test csak ezen pont &ral mozoghat. AP, pont helye harom &1, y1, Z1)
Descartes koordinataval jellhetg ki. Ekkor (! ,",#) szabadon valtozhat. Ezt neveak
a merev testregz&tett pont déruli mozgasanakvagy pergettyymozgasnak

Ha regz&tpk a merev test egy masil, pontjat is, akkor a merev test csak &P,
egyenes altal meghatarozott tengelyskal foroghat. A tengely helyzetet (az alle koordi-
natarendszerhez kepest) aagbi koordinataknal hasznalatod (") szagek adjak meg. A
test tengely keruli elfordulasat pedig a# szmgparameter. Ezt nevezaik regzdtett tengely
keruli forgasnak

A pergettyymozgas tanulmanyozasa a merev testek dinamikajanak egyik legbonyo-
lultabb es egyben legerdekesebb ttete. Az erdekessege abban van, hogy egrgettyy
a kalsg erghatasokra nem az altalunk szubjekt®ven vart medon reagal. Ennek oka tisztan
pszicholegiai, ugyanis a hetikenapjaink soran a minket krolvevg, emberlepteky, terme-
szetes lrnyezebnkben keves szamugpgettyyvel talalkozunk. fgy nem alakulhatott ki
ezen mozgast illetpen semmifele szemlaldt. Ezert a pargettyy reakciejat a nem forge
testeknel nyert tapasztalataink alapjan kepzelk el. A csaledasunk szembesap lesz.
Mindezekrgl a Kdserleti Fizika soran mar nemi benyomast szeresrdtt A merev test
mozgasanak a reszletesebb tanulmanyozasat a legegyszerybbajzdtett tengely kruili
forgassal kezdjk. Majd ezutan ratesnk a sokkal bonyolultabb mrgettyymozgasra.

7.2. Ragzdtett tengely k eruli forgas

Az altalanossag elvesztese ndlikeltessak, hogy a regzdtett tengely atmegy az origen
(lasd 7.2 abra).
A merev test ledrhate igen syrygatmegpontok sokasagakent, akasmegpontkent jel-
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7.2. @abra. Merev test forgasaagzdtett tengely krul.

lemezve minden egyes atomot, azonban sokkal celszerigbbtinuum anyagmodellthasz-
nalni. Azaz a merev test anyagat egy(r) surysegu folytonos &zegnek fogjuk tekinteni.
Ekkor

dm = ! (r)d, (7.2)

aholdm azr hely keruli dr? terfogatban lev anyagameget jelenti. A pontrendszereknel
hasznaltesszegzes helyett az integralasra ek at

IN
r L.Br= L.dm, (7.3)
i=1
Az integralast a testre vegerk, de ha a syryseget ugy debnialjuk, hogy a testen wdv
zerus, akkor az egesz terre is feldrhate az integral.

A regzdtett tengely krul forge merev test minden pontja krmozgast vegez ezert
erdemes aZz szgsebesseg vektort hasznalni. Ahol 4z szagsebesseg vektor iranya
parhuzamos a forgastengellyel, nagysaga pedig agetfordulas sebessegeje| = "U

A test minden pontjanak sebessege afpalya erintgjenek iranyaba mutat nagysaga,
pedigv = R"U ahol R a temegpont lerpalyajanak sugara. a sebesseg vektor alakban

viny)=1 #r (7.4)

7.2.1. R egz&tett tengely k arul forge merev test perd wulete
ffjuk fel a merev test perdiletet (3.31) egyenlet alapjan egzdtett orige mellett:

!N
Lo= ri#myvi= r#vdm= r# v (r)dr=
w=1

= r# (L #n)(nNdr (7.5)
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Mivel mind a vektorialis szorzas, mind az integralas linearis myvelet, ezert a pbed
linearis fggvenye a sagsebesseg vektornak. A7(5) egyenlet tehat egy linearis kapcso-
latot ©r fel ket vektor,L, s! kezett. Ket vektor k ezatt az altalanos linearis kapcsolatot
egy tenzorral, a tehetetlensegi nyomatek tenzorral ®rhatjuk fel:

Lo= "l . (7.6)

Szamoljuk ki a" tenzort a (7.5 egyenlet alapjan, kihasznalva, hoga! (b! c) "
(ac)b # (ab)c:
! !
Lo= 1! (;%!_rg/g (OBr= [ r2#r! ) (r)dr (7.7)

Lr2lr(r!)

ffjuk at ! -ra hate tenzor alakba az (r! ) kifejezest:
& &
[r(r! )], = rirj "j = (r $ r)ij "j (78)
j j
Itt kihasznaltuk (1.7) egyenletben debnialt diadikus szorzatot. Tehat
r, ( ) ( *
Lo= w2#r$r 1 1(r)dr = 2#r$r 1(r)dr ! (7.9)
" #E %

"o

Azaz I, (
"o = w2#rsr1(r)dr. (7.10)

Jol lathate tehat, hogy a tehetetlensegi nyomatektenzor csak a test geometriajasgpf
Vizsgaljuk meg" komponenseit:
!

o= G # xixj(!(r)d3r, (7.11)

ahol $; a Kronecker-delta (L.5). A tehetetlensegi tenzor tehat egy szimmetrikus matrix.
Matrix alakban ez a levetkezgkeppen nez ki:

+
boy?2+ 722 #xy # Xz
"o= o #xy x2+2z2 #yz - 1(ndr (7.12)
# Xz #Hyz X2+ y?

A mellekatleban levi; , i % | matrixelemek neve deviacies nyomatekok. Az elne-
vezes eredete forge merev test dinamikajaban keresend$. Erre meg visszkteOssze-
foglalva, a tehetetlensegi tenzor csak a test geometriajatefjff €s szimmetrikus.
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7.2.2. R egz&tett tengely k arul forge merev test kinetikus ener-

gigja
Mint azt lattuk, ha egy merev test egy bgzdtettt tengely karul forog, akkor minden
pontja kermozgast vegez, vagy @ll, ha a pont eppen a forgastengelyen van. Minden
pontjanak a smgsebessege ugyanaz bz A temegpontok sebessege a mar megismert
medon (7.5) alakba ©rhate. Ez csak akkor igaz, ha az helyvektorokat a forgastengelyen,

de azon tetszgleges helyen levy pontbel miej azaz az orige a forgastengelyen vafyy
egy elemi emegpont kinetikus energiqja:

1 1
dEy = év2dm: E(! I r)2dm (7.13)
Hasznaljuk a a Levi-Civita-szimbelum 1.4) ciklikussagat:

CrnZ=vl =t v)=tr! (1) (7.14)

Most megint a (7.5) egyenlethez hasonle kifejezest kapunk:
I

Ek:; Ot oprEr=
|
o 0,
= ; ! #1r2" r# r$A?(r)d3r =
1 1&
=5 =5 i (7.15)

7.3. abra. A tengelyen lev§ origebel indule helyvektor, annak tengelyre vett wiette €s
a tengelytgl vett tavolsag szemleltetese.

Bontsuk szet azl szmgsebesseg vektort tengely iranyy egysegvektoefaes sagse-

besseg nagysagrd: = |! |! Ezt felhasznalva ©rjuk fel ismet a kinetikus energiat:
1 1
Ey = E"Z(et" 0€t) = é;t,;"z, (7.16)

It
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ahol !y at tengelyre vett tehetetlensegi nyomatek. A716 egyenlet a lezepiskolabel

jel ismert kifejezes, ahol egy tengelyre vetdtett tehetetlensegi nyomatek egy konstans.
Belathat®, hogy!: a korabban megismert medon a syryseg tengelytgl vett tavolsaganak
negyzetenek integraljaval szamolhate. Induljunk ki a tehetetlenseg tenzor debPn&cigjabel

(7.10 es hasznaljuk ki, hogy a sugar mergleges a tengelyre (Idsi) abrat:
I I I

n # - n # - n #
e rie! r(re)) "(n)dPr= r?! (re)? "dr= r?! o2 "dr
!

= RGP (7.17)

Lt

ahol R a tengelytgl vett tavolsagot jebli. A fenti kifejezes nyilvanvalean valtozatlan
marad, ha az origet a tengely menten eltoljuk. Ezt a tenyt el is vartuk, mivel a kinetikus
energia nagysaga nenufighet a koordinata-rendszer origejanak helyzetetyl.

7.2.3. R agzdtett tengelyre hate ergk

Vizsgaljuk meg, hogy milyen esetben hat erg agz&tett tengelyy forgas soran a tengelyre!
A mindennapi eletben ezek igen fontos jelentgseggel bdrnak.

Ha a temeglezepponton nem halad at a tengely, akkor ameglezepponti tetel4.1
alapjan erghatas sikkseges admeglezeppont €s ezaltal a testekpalyan tartasahoz:

['»{kp =1 " Ty (7.18)
A kerpalyan tartashoz sakseges ergA.5):

M (! ! rtkp )2

F¥= Mfyy = Mag, = !
rtkp

(7.19)
Jel lathate, hogy amennyibeny, parhuzamos a tengellyel, azaz la szgsebesseg vek-
torral, akkor a kulsg ergk eredgje zerus. Ez akkor valesul meg, haesmeglezeppont a
forgastengelyen van.

Ezt az erghatast jel lehet latni a mosegep centrifugalasakor, mivel a ruha sokszor
egyenetleml oszlik el a dobban, ezert a forge resameglazeppontja ritkan esik egybe a
forgastengellyel, ami a mosegep razkedasahoz, ugralasahoz vezet. Ezkknge mashol
is zavare lehet, peldaul az aute kereket is azert kell centr@roztatni, hogy az ugralast,
ezaltal a tapadas akkeneset elkasljuk.

Az, hogy a kalsg ergk eredgje zerus, meg nem elegendy feltetel arra, hogy a tengely
kulsp erghatas nelld is nyugalomban maradjon. Az

Lo =" 0! (720)

egyenletben &' tenzor a test geometrigjateldgg, tehat csak a testtel egytt forogva
allande. Alle koordinata-rendszerbgl szemlelve, amennyiben a test elfordul, akkor vele
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N\ g

7.4. abra. Egy test perdletenek forgasa es az ebredg forgatenyomatekelgztett ten-
gely eseten.

fordul ! g is. Ez azonban azt jelenti, hogy az all® rendszerbgl szemlelve_gzperdulet-
vektor a merev testtel egwtt forog (7.4 @abra), azaz nem alland®. A pontrendszereknel
tanult perdulettetel ertelmeben

-

Uy="1 Lo=No=r! F. (7.21)

Tehat halL, nem parhuzamos & forgastengellyel, akkor a tengely egyhelyben tartasa-
hoz forgatenyomatekra van siksegnk. A tengely vegen ebredy ergk pedig &z €s a
tengely altal meghatarozott s©@kban lesznek. A forgatenyomatek letergl mindenki maga
is meggygzpdhet, nem kell hozza mas, csak egy krumpli es eajptki.

7.3. Szabad tengely k erul forge merev test

7.3.1. Fgtengely rendszer

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a testre nem hatilsp forgatenyomatek. Ekkor 0 =
No=lthy="1 L. Azaz a test perdilete nem valtozik. Ha" €sL, nem parhuzamosak,
akkor mivel! o a testtel egytt forog, ez csak ugy lehetseges, ha a pillanatnyi forgastengely
is pillanatrel pillanatra valtozik, azaz" (t). Azonban, ha" ||Lo, akkor ezek parhuzamosak
is maradnak. Nezak meg mikor lehetseges ez!

Lo="!o" =15", (722)

A (7.22 egyenlet egy sajatertek-egyenlet, ahb} sajaterteke,” pedig sajatvektora a o
tehetetlensegi tenzornak.
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Mivel a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus ezért sajatértékei (6, 0q,03) valdsak, sa-
jatvektorai (eq, €, €3) pedig merdlegesek egymadsra:

le =66
I e, = 616
I e; = 0365 (723)
A hédrom merdleges sajitvektor egy bézist alkot, amelyben a fentiek alapjdn a tehetet-
lenségi tenzor diagonalis: ! #
6 0 0
1="0 6, 0% (7.24)
0 0 6

A (e, e, €3) tengelyeket tehetetlensegi fgtengelyeknek koordinatarendszert f@tengely-
rendszernek (FTR)nevezziik. Ekkor megkiilonboztetés végett altalaban az z, y, z helyett
a fotengelyeket 1,2, 3-mal jeloljiik.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy ha a merev testet egy tomegkozéppontjan (TKP)
atmeno fétengely koriil forgatjuk, akkor a tengelyre semmiféle kiils6 eré nem fog hatni.
Az ilyen tengelyeket szabad tengelynekevezziik. A megadott feltételek miatt minden
merev testnek (barmilyen alakd és tomegeloszldsi is legyen) minimum hérom szabad
tengelye van. Ezek a temeglezepponti tehetetlensegi fgtengelyek

€,

Qs
A

7.5. abra. Négyzet alapi hasdb és kocka.

Altalaban a szabdalytalan testeknek harom szabad tengelye van. Azonban ha a test
rendelkezik bizonyos szimmetridval, akkor akar végtelen sok szabad tengelye is lehet.
Példdul a négyzet alapi hasabnak (7.5 abra) két azonos tehetetlenségi nyomaték sajét-
értéke lesz 0, = 05, ilyenkor barmely ae; + € tengely szabad tengely. A kocka esetében
(7.5 dbra) mindharom sajatérték azonos (6; = 6y = 03), ekkor barmely tomegkozéppon-
ton atmeno tengely szabad tengely. Tehat a kocka tehetetlensége azonos a gombével,
azaz a gomb és a kocka forgémozgasaban semmilyen kiilénbség sincs.
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7.4. Ragzdtett pont k erul forge merev test dinamikaja
(a p ergettyy mozgas)

7.6. @abra. Ragzdtett pont leral forge merev test illusztracigja.

Tekintsunk egy merev testet, amelyik egy adott @gz&tett)O pontja keral szabadon
foroghat. Ha azO nem esik egybe admeglezepponttal s a test gravitacies terben van,
akkor un. sulyos prgettyurgl beszeahnk.

Mint mar emidtetsk, ha! esLy nem parhuzamos, akkol (t) idgben valtozik. Arra
vagyunk k&vancsiak, hogyan mozog a merev tadt, azaz szerethnenk meghatarozni az
I (t) fuggvenyt. A perdislet megvaltozasa a forgatenyomatekkal egyezik meg:

No= Y, = ;'t("! y="0 +" (7.25)

A kevetkezyp kerdes, hogy meg tudjuk-e hatarozni a tehetetlensegi tenzor megvaltozasat
a forgas soran? Vizsgaljuk meg a rendszert a testtel atjpnozge koordinatarendszer-
ben! Ebben a rendszerben jeljuk vesszgvel a mennyisegeket! A fentr 5 egyenlet a
kevetkezpkeppen nez ki az egtforge rendszerben:

& = ", (7.26)

mivel ¢ | 0, hiszen az csak a test geometriqjatahdg az egwttmozge rendszerben
az nem valtozik. A labor rendszerbgl ugy kapjuk meg az egymozge rendszert, hogy
mindig ! -val forgunk. Azaz

No= U= 1 +1 » L (7.27)

Megjegyezek, hogy ezt egyszer mar kommentar nelkkihasznaltuk a (7.21) egyenlet-

ben. A (7.25 egyenlet fgtengely-rendszerben tehat aketkezpkeppen drhate (most mar
elhagyjuk a vesszgket):

No="la+1 " "l (7.28)
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Komponensenkkent kidrva:
Noi = 'y + "2"3ala! "3"2l>
Noz = 2'lp + "1" 31! "3"1!3
Noz = 3'le + "2" 112! "1" 2l (7.29)

Osszevonva:

Noi = ' ! "5"s(t2! 13)
Noz = 12'le ! "1"3(ts! 1)
Nos = 13l ! "1"2(11! 1)) (7.30)

A (7.29, illetve (7.30 elsgrendwy, nemlinearis dierencialegyenlet-rendszert pargettyy-
mozgas Euler-egyenletenalevezak.

Az egyenletrendszer nemlinearis, ezert a megoldasa nehany, jellegzetes, specialis eset-
tgl eltekintve egyaltalan nem egyszery. Lathate, hogy az egyenletrendszer kapcsolatot
teremt a ragz&tettO pont keral forge test! szgsebessege €s a ra hatdsip erpknek a0
pontra vett N, nyomateka lazett. Az erdekessege az, hogy ezt a kapcsolatot a forge test-
hez mgzdtett fPtengely-rendszerben feldrhatq (" »," 3) €S No1, No2, Noz) komponensek
kezatt adja meg.

A pargettyymozgas megoldasanak a masik nehezsege abban van, hogy ha mar megha-
taroztuk ! komponenseit, akkor meg ebbgl ki kell talalnunk, hogy a test hogyan mozog
az alle rendszerben. Itt lep a sz&nre az Euleegek rendszere. A bevezetgben lat-
tuk ugyanis, hogy egy merev test mozgasat #(t), $(t), %t)) idpfuggvenyekkel adjuk
meg. Ez azt jelenti tehat, hogy az ismereteben meg kell hataroznunk az alle rendszerben
regz&tett koordinatarendszenkben a segsebesseg-komponenseket, majd ennek alapjan
magat a mozgast, azaz

("1."2."3) T ("x"yi ") ! (#(t), $(1), %(1)) (7.31)

Mindez altalanos esetben egyaltalaban nemrinyy feladat, de elvileg megoldhate. Eb-
ben rejlik a pargettyyk dinamikajanak a titokzatossaga, de egyben a szepsege is.
Az alabbiakban ket egyszery esetben megoldjuk argettyymozgas Euler-egyenletet.

7.1. Feladat Vizsgaljuk meg egy szabadon forge test stabilitasat! Biztosan mindenki esz-
revette mar, hogy egy gyufaskatulyasmsgve feldobva annak mozgasa neha szemip
marad, neha pedig bukdacsol®. Tudjuk, hogy elmeletileg a szabad tengelyek menten meg-
pargetve a sagsebesseg allande marad, tehat mindenkeppen sagm pnozgast kellene
latnunk. Ha a legkisebb es legnagyobb lapon megy at a temglehez &gy is van, azonban

ha a lezepsyn, akkor mindig bukdacsol. Nekzmeg miert van ez! Az itt ismertetett
levezetes a’] jegyzet alapjan kesit.
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Legyen egy test tehetetlensegi tenzoranak harom sajatertekere igavethezy egyen-
Iptlenseq:
01 < 02 < 03 (732)

Pargessik meg a testet e legkisebb sajatertekhez tartezdptengely mentenv; smgse-
besseggel! Azonban mivel nem vagyuskéletesek, a masik ket fgtengely menten is kicsit
forog a testnk (perturbacie), azaz a test smsebessege:

w = wie] + \es + pes, (7.33)

ahol \, u < wy. ffjuk fel az (7.30) Euler-egyenletet csak az elsg rendy tagokat megtartva:

0 =61y (7.34)
0= (92)\ — wlu(93 — 91) (735)
0= 93/,L - u)1>\(01 - 02) (736)

A (7.34) egyenlet azt mondja nednk, hogyw; = allande. A (7.35) es (7.36) egyenleteket
idg szerint derivalva kapjuk, hogy
. w1 fi (7.37)
02
01 — 0y
03

wi (7.38)

A (7.37) egyenletben megjeleng mennyiseget helyetteséts be (7.36) egyenletbgl:

(01— 03)(01 — 0>)

A+ 0,05

wix=0 (7.39)

Mivel 8; < 0y < 65, ezert a) elgtt alle faktor pozitdv, tehat a fenti masodfoky/drencial-
egyenlet megoldasa szinuszos oszcillacie:

() = Ao sin ( \/ (61 — egzézl — 92>wl - %) (7.40)

Kaennyen belathate, hogy hasonle eredmenyt kapunkdgbeli valtozasara is. Tehat az
altalunk akaratlanul okozott ébbi fgtengely iranyu perturbacie csak elliptikusan oszcillal,
a mozgas alapvetgen marad &z tengely lerali forgas.

Amennyiben a fenti szamolast vegigvisza legnagyobb tehetetlensegi nyomatekkal
rendelkezg tengelyred; > 0, > 65, akkor is ugyanezt kapjuk, a71.39 egyenletben a\
elgtt alle faktor pozit@v.
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Mas a helyzet a kozépsd tehetetlenségi nyomatékkal rendelkezd irdnyban: 6y > 61 >
05. Ekkor ugyanis a (7.39) egyenlet megolddsa mdr nem szinuszos oszcillacid, hanem
exponencidlis lesz:

At) = Ae*' + Be ', (7.41)
ahol
oy = | G2 OB~ Bo) (7.42)
0205

Ez azt is jelenti, hogy a kis perturbdcio megnd €s a tobbi irdnyu forgds is ldthatovd valik.
Természetesen, ekkor mdr nem alkalmazhato ez az elsérendi kozelités.

Osszefoglalva tehdt, megmutattuk, hogy eqy test legkisebb és legnagyobb sajdtértéké-
hez tartozo irdnyokban a szabad forgdsa stabil, azonban a kozépsd sajdtértékéhez tartozo
wranyban a szabad forgdsa instabil.

7.2. Feladat Ebben a részben két problémdt vizsgdlunk. Megmutatjuk, hogy ugyanarra a
jelenségre vezethetdk vissza. Az elsd probléma a 7.7 (a) dbrdn ldthato. Itt egy tengelyen
lévd kerék gombesukloval kapesolodik a fiiggdleges tartoridhoz. Ha a kerék nem forog,
akkor elengedés utdan a tengely fiiggolegesen lefelé fog mozogni a gravitdcid hatdsdra. Ha
azonban tengely vizszintes helyzete mellett a tengelyen lévd kereket megpdrgetyik, majd
elengedyiik, akkor nem ez torténik, hanem a tengely megdrzi vizszintes helyzetét és elkezd
a csuklo koril kérbe forogni.

(a) (b)

7.7. dbra. (a) csuklon forgd kerék, mely a gravitdcié hatdséra nem lefelé mozdul el,
hanem korbe. (b) Bumerang.

A gravitdaciébdl szarmazo forgatonyomaték tehdt lefelé szeretné forditani a tengelyt,
de az erre merdleges forgomozgds miatt mégsem arra, hanem egy harmadik merdleges
iranyba indul el a test.

A bumerdng egy olyan eszkoz, amelyben a lapdtok szdrny-profiliak. FEzért a forgo
mozgds hatdsdra azokon a forgds tengelyével pdrhuzamos felhajtéoerd keletkezik. Mivel
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a bumerdngot nem egyhelyben forgatjuk, hanem a forgomozgdssal pdarhuzamosan halado
mozgdst is végez, ezért a lapdtok a fenti helyzetben, mikor a haladé mozgds irdnydba
forognak, gyorsabban mennek a leveqohéz képest, mint az alsok, ezért a lapdtokra hato
erd kiilonbozd lesz, ami szintén eqy forgatényomatékot eredményez hasonléan az elézd
példdhoz és a végeredmény is hasonlo vizszintes kérmozgds, ami lehetévé teszi a bumerdng
visszatértét.

Az alaphelyzet tehdt mindkét esetben ugyanaz, van eqy testink, amely az eqyik szabad
tengelye mentén gyors forgomozgdst végez, mikézben arra merdlegesen forgatényomaték
lép fel. frjuk fel az Euler-egyenleteket erre az esetre. Vizsgdljunk forgdsszimmetrikus
testet, amely a forgdstengelye (e1) koril forog wy szdgsebességgel. Ebben az irdnyban a
tehetetlenségi nyomatéka 0. Az N forgatonyomaték hasson a ey irdnyban. A forgds-
iranyra merdleges tehetetlenségi nyomaték legyen 6, :

9”001 + w2w3(9L - 01_) =0 (743)
0wy + W3w1(9H — 01_) =N (744)
0, w3+ wgwl(GH — QL) =0. (7.45)

A (7.43) egyenlet ismét azt mondja nekink, hogy surlddds hidnydaban a nem csillapodik
a forgomozgds, azaz wy = dllando. Vezessik be 7 = (0 — 01)/0.1 konstansot. Derivdljuk
idd6 szerint még eqyszer a (7.44) és (7.45) egyenleteket még egyszer:

(112 = —Twlwg (746)

(:(.}3 = —TwlbUQ. 747)

Az egyenletek jobb oldaldn dllo ws és wy vdltozdkat az (7.45) és (7.44) egyenletekbdl
behelyettesityiik:

(;:)2 = —Tzw% wWa (748)
N
Dy = — 72w wy + 0“"1 (7.49)
1

Pontosan azt kaptuk, amit a kisérletek mutatnak, egy e, irdnyban forgo testre, a ey
irdnyba hato forgatonyomaték a es irdnyba noveli meg a test szogsebességét, mig a e
wrdnyban a szégsebesség zérus marad.
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8. fejezet

Deformalhaté testek mechanikaja

8.1. Altaldnos mérlegegyenletek

A természettudoményos vizsgdlodasunknak (most elsésorban gondoljunk a fizikdra) az az
objektiv alapja, hogy az univerzumunkban valamiféle rend van. Es ezt a rendet az ember
(jelestil most a fizikus) képes felismerni. Mintdzatokat véliink tapasztalni a jelenségek
minden szintjén. Ez teszi lehetévé azt, hogy matematikai modelleket gyartsunk, ame-
lyek htiek és igy beldliik szamokkal megfogalmazhaté eredményeket kaphassunk. Ezeket
aztan lehet a megfigyelésekkel, vagy tudatos mérésekkel ellenérizni. Ha a modelliink jo,
akkor szamszeri egyezést fogunk tapasztalni. Azt mondjuk erre, hogy a modelliinknek
redlisnak kell lennie. Nem célunk most a modellalkotés filozéfiai problémairdl beszélni.
A kvantummechanikai tanulmanyainkndl ez ugyis elkeriilhetetlen.

Ha egy torvény olyan, hogy nagyon sokféle természeti jelenségre értelmezheto, akkor
az valami nagyon alapveté mintazatot, univerzalis igazsdgot fogalmaz meg. A fizikus
szeret ilyeneket talalni, mert ez a dolgok 1ényegi megértését jelenti szamara.

[lyen univerzalis torvényeket fogalmazunk meg az tin. mérlegegyenletekben. Ezek ex-
tenziv fizikai mennyiségek nagyon éltalanos (térbeli és id6beli) tulajdonsigait fogalmaz-
zak meg. Ervényes lehet anyagi dolgokra (szubsztancia), mint pl. egy varosba tartézkodé
emberek szama. Vagy pedig nem anyagi természetli dolgokra, valamiféle szammal jelle-
mezhetd tulajdonsigra (attribitum) mint pl. az energia. Mint latni fogjuk, a példaként
felhozott két fogalom nagyon tavoli egymastdl, mégis ugyanolyan mérlegegyenleteknek
tesznek eleget.

A fizikai jelenségeket mindig a tér egy altalunk jél elkiilonitett részében figyeljiik meg.
Ezt a térrészt egy zart feliilettel elvalasztjuk a kornyezetétdl. A feliilet dltal hatarolt tér-
részben 1évo objektumok alkotjdk a fizika rendszert amelyet valamilyen extenziv vagy
intenziv (redlis) fizikai mennyiségekkel jellemziink (14sd Termodinamika). Egy fizikai
jellemz6 extenzivitdsa nagyon &dltaldnos tulajdonsigokat eredményez. A mérlegegyenle-
tekben éppen ezeket fogalmazzuk meg.
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Legyen w egy extenziv mennyiség (példaul: tomeg, energia, impulzus, toltés, sth. )
és py(r,t) a w mennyiség térfogatsirisége. Ez azt jelenti, hogy a tér egy r pontjaban
egy t idopillanatban egy dV térfogatelemben ebbdl a fizikai mennyiséghdl dw = p,dV
van jelen. A p,(r,t) mértékegysége tehat:

[w]
[pw] = md (8.1)
A w extenziv mennyiségh6l képzett p,(r,t) térfogatsiiriség mar intenziv mennyiség.
Mivel a w mennyiség aramolhat ezért hasznos bevezetni a w mennyiség j,, aramstirtiségét.
Ez egy adott dA feliileten egységnyi id6 alatt atdramlé w mennyiségét méri:

. dw
judA = o (8.2)
Az aramsiriiség mértékegysége:
: [w]

Az adott mennyiség nem csak aramolhat, hanem keletkezhet és eltiinhet is. Ezt a fo-
lyamatot a s, forrassiruséggel jellemezziik. Ez megadja, hogy egy elemi térfogatban
egységnyi ido alatt mennyi w keletkezik, illetve tiinik el:

dw

WwdV = —. 8.4
s o (8.4)
A forrassliriség mértékegysége:
[w]
w| = : 8.5
50l = 2 (85)

8.1. dbra. Egy adott V térfogat a laborrendszerben. A dA feliiletelem vektor mindig
merdleges a feliiletre és a térfogatbdl kifele mutat.
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Legyen adott a laborrendszerben egy A feliilett V' térfogati tartomany. Ebben a
tartomanyban talalhaté w mennyisége a kovetkezo:

w(t)—/va(r,t)d\/ (8.6)

A tartoményban a w extenziv mennyiség csak kétféle médon valtozhat: (i) vagy atlép
a feliileten, (ii) vagy belill keletkezik. A most bevezetett fogalmakkal ez a kovetkezd
médon fogalmazhatd meg:

d d
= [ putroav = [putroav = - §jaas [sav s
dt dt % \% A v

@ (i)

Az egyenlet bal oldaldn az id6 szerinti derivaldst at lehet vinni az integralon, mivel a
vizsgalt térfogat idében alland6. Az A feliiletre vett integral el6tt minusz jel all, mivel a
dA feliiletelem vektor a testbol kifelé mutat, tehat kifelé folyé dram esetén lesz pozitiv
az integrandus, ami viszont w csokkenését eredményezi.

Altaldnosabb lenne a fenti képlet, ha az Gsszes integral térfogat szerinti lenne. Ebben
nytjt segitséget a Gauss-Osztrogradszkij-tétel[s] amely egy tetszdleges u vektormennyi-
ség térfogati és feliileti integralja kozott teremt kapcsolatot:

%udA: / divudV. (8.8)
A v

Mint mér a Matematikai bevezetoben 1.2 is emlitettiik a divergencia szemléletes jelentése
az adott mennyiség lokalis kitdguldsanak mértéke. A (8.8) egyenletet kihasznélva kapjuk,

hogy
/&pwd\/——/divjwd‘/—i-/ S, dV (8.9)
v v

\%4

/ <a”w + Vi, — 5w> dv =0 (8.10)
v\ ot

A fenti egyenlet tetszdleges térfogat esetén igaz ez csak akkor teljesiilhet, ha maga az
integrandus is zérus:

Atrendezve:

Ipw .
Vi = s, 11

Ez a differencialis mérlegegyenlet, amit szokas még kontinuitasi egyenletnek is nevezni.
Ha forrds nincsen (s, = 0), akkor megmaradasi tételrdl beszéliink:

Oipw + Vi, =0 (8.12)
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8.1.1. Konvektiv, konduktiv aram

Az eddigiekben nem beszéltiink arrdl, hogy milyen konkrét extenziv mennyiségre kell gon-
dolnunk, amikor a fizikdban mérlegegyenletekrdl beszéliink. A késébbi szemlélet (elekt-
rodinamika, kvantummechanika) kialakitdsa végett célszeri a torténeti utat kovetni. Ez
ugyanis szépen tiikrozi az dltaldnositasoknak a sziikségszertiségét. Kiindulasul egy konk-
rét fizikai rendszerrel, a tomegpontrendszerrel foglalkozunk. Méghozza olyannal, ahol
a rendszer (makroszkopikus) térfogata akkora, hogy kontinuum eloszlast anyagmodellt
lehet hasznalni. Ezt nevezziik folytonos anyageloszlasu testnek, vagy egyetlen szoval
kozegnek. Az ilyen rendszer dinamikajaval a kontinuummechanika foglalkozik.

A kontinuummechanikdban a kdvetkezd extenziv mechanikai mennyiségekre célszerti
mérlegegyenleteket felirni.

Tomeg: m | tomegstiriiség: pm(r,t) = p(r,t)

Energia:  FE | energiasiirtiség: | pp(r,t) = p(r,t)v(r,t)/2
Impulzus: p | impulzussiirtiség: | pp(r,t) = p(r,t)p(r,t)
Toltés: Q | toltéssiirtiség: po(r,t) = dQ(r,t)/dV

Tomeg esetén, illetve elektrodinamikaban a toltésstirtiség esetén altalaban nem irjuk ki
az indexet. Az impulzusmomentum mérlegegyenletével nem foglalkozunk, ugyanis nem
mond lényegesen tobbet, mint az impulzusmérleg. Majd alkalomadtan megemlitjiik az
idevonatkozé fizikai tudnivaldkat.

Lathatd, hogy ezekben a fontos esetekben a anyagsiiriiség, azaz az maguk az anyagi
pontok hordozzdk az extenziv mennyiséget (impulzus, energia, perdiilet, toltés). Az
egyszeriibb széhasznalat végett gy beszéliink ezekrol a fizikai mennyiségekrdl, mintha
maguk is szubsztancidk, valamiféle megfoghaté dolgok, 6nallé anyagi 1étezék volndnak,
holott ezek a kozeget alkoté tomegpontok dinamikai tulajdonsidgai. Mindegyik esetben
mérlegegyenleteket tudunk hasznalni. Ez az absztrakcié teszi lehetévé majd azt, hogy a
kontinuummechanikaban kidolgozott sikeres szemléletet atvigyiik a fizika més teriileteire
is (elektrodinamika, kvantummechanika).

A kovetkezOkben az aramstriséget vizsgaljuk. Az dramstrtségnek két fajtajat is-
merjiik, ezek a konvektiv dramsiriiség:

Juy = PuV, (8.13)
valamint a diffizids dramstriség izotrop esetre:
jw,d = _Dva (814)

A konvektiv dramsiirtiséget a tomegpontok makroszkopikus rendezett elmozdulasa, dram-
ldsa hozza létre. Ezért szerepel benne a dramlasi sebesség. A konduktiv dramstiriiséghez
nem csatolédik makroszkopikus rendezett elmozdulds. A példaként felirt diffizios aramot
a részecskék rendezetlen, véletlenszerti mozgdsa idézi eld. Es ezt a makroszkopikus skalan
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a temegswuryseg inhomogenitasaval tudjuk Pgyelembe venni (Fick-fele egyenlet). A jelen-
seg termeszetebyl fakad tehat, hogy ennek reszletes mikrobzikai hatterevel a statisztikus
bzika foglalkozik.

ffjuk fel a kontinuitasi egyenletet mindket esetre.

H'"w +div("wV) = S (8.15)
l"w! DI "y = sy (8.16)

A (8.16 egyenlet viszont a lezismert di' wzies egyenlet], ahogy azt vartuk is. Alta-
laban nem mindig tudunk kiindulasul ilyen konduki®v aramokat feldrni. Ezek legbsar
az alap dinamikai egyenleteknek a kontinuitasi egyenletbe vale atdrasakarkipk. Ravi-
den azt mondhatjuk, hogy minden olyan aramsyryseg, amelyik nem konvekit®v, azaz nem
®rhate 8.13 alakba, az smksegkeppen konduki®v lesz meg akkor is, ha a szentelet
ezt nem latja.

8.2. Deformalhate testek kinematikaja

A kontinuum anyagmodellt az elpzgekben mar sikeresen hasznaltuk egy specialis pont-
rendszer, a merev testek dinamikajanak a targyalasakof fejezet). Most elhagyjuk

azt a megletest, amely a merev testeket merevve tette, azaz megengédjhogy a test
pontjai kezetti tavolsag megvaltozzon. Ez a valtozas azonban nem tetszgleges, hanem
a testre hatoe lalsy es belsy ergk hatarozzak meg. A pontrendszer szemleletben megje-
leng belsy ergk tulajdonsaga a makroszkopikus skalan az illetg anyagra jellemz$ anyagi
tulajdonsagkent jelenik meg. A deformalhate testeknekekegeknek ezek a makroszko-
pikus jellemzgi debnialjak azt, hogy gaz, folyadek vagy rugalmasz&g dinamikajat kell
meghataroznunk.

Elgsamr a deformalhate testek mozgasanak a ledrasaval kell foglalkoznunk es csak
ennek ismereteben terhahk at a dinamikara.

A mar ismert technikat kavetve vegynk fel egy all® vonatkoztatasi rendszert, a labor
rendszert. A deformalhate tesink mozgasat ebben a labor rendszerben fogjuk vizsgal-
ni. A test egy pontjat a labor rendszerben elfoglalt helye alapjan azonos&tjuk. Ha a
deformalhate test (a lkezeg) mozgasban van, akkor minden pontjanak a helye az idgben
valtozni fog. Ez a fajta szemlelet tul altalanos s ugyanugy nem vezet eredmenyre, mint
azt a pontrendszerek eseteben lattuk. Szykdksle a vizsgalatunkat csak a deformal-
hatesagra. Mint azt lattuk, ez azt jelenti, hogy (ellentetben a merev testekkel) most
a kezeg pontjai lezetti tavolsag mar nem marad allande. S¢t, ennek a valtozasnak a
meghatarozasa jelenti az yj feladatot.

Osszehasonldtva a merev testek mozgasaval azt varjuk, hogy a test pontjainak elmoz-
dulasat harom llenbazy folyamatra tudjuk bontani: Transzlacie, forgas, deformacie.

A deformacie vizsgalatahoz celszery az elsg ket elmozdulast®pust levalasztani az anyag
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8.2. abra. Deformalhate test parameterezese laborrendszerben. Az eredeti allapot pont-
jait a r helyvektor parameterezi, az elmozdulast &r) vektor.

mozgasabel. Vizsgalatunkat linearis rendig fogjuk csak elvegezni, ezert megjkljuk,
hogy a test pontjainak elmozdulasa legyen kicsi.

A problema jellegebyl fakadean celszery azeg pontjainak a helyzetet a ézeg egy
kivalasztott pontjahoz viszony®tva megadni amint 8.2 abra szemlelteti. Legyen ez az
pont 0, amely termeszetesen mozoghat is. Aekeg pontjait az 0 pontbel mert hely-
vektorral azonos®tjuk. Egy pont mozgasat &r,t) fuggveny drja le. Ez lesz a keresett
mennyisegnk.

Legyen az 0 referenciapont elmozdulasg Ez a mennyiseg &rja le askeg transzlaci-
Qjat. Ezt az elemi komponenst erdemes kihagyni a deformacie tanulmanyozasabal, ezert
mivel kinematikarel van sze megtehask, hogy az origet mindig azs, pontba rakjuk es
azr helyvektorokat innet merpgk. Emellett bevezetpk a

I s=s(r)! s,. (8.17)

mennyiseget, ami a deformaci® transzlacietel megtiszidtott reszet tartalmazza. A fenti
debndcie segdtsegevel sikerz sq tiszta elmozdulast kitranszformalni as vektorokbel.
Mivel a deformaciera vagyunk k&vancsiak le kell valasztanunk meg a forgemozgast is.
Kis elmozdulasokra sorbafejthegk a relat®v elmozdulasedik (i = 1, 2, 3) komponenset
elsg rendig:

13 13
I's l's; Y _
I Xo+ —X3 = (' j Si)Xj = (DS)ij Xj (818)

|
- X3 j=1 j=1

" l's
I si(r) !x1X1+ ;
Tehat ygy nez ki, hogy elsg rendben a relat®v elmozdulas vektor lineasggvenye a
helyvektornak, azaz:
I s(r)=(Ds)r, (8.19)

ahol aDs = #$ saderivalttenzor, ami a nabla operator s az elmozdulas vektor diadikus
szorzata.
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Mint minden tenzor, Ds is elgalldthate egy szimmetrikus €s egya antiszimmetrikus
tenzor esszegekent:

Ds=1!+a, (8.20)
ahol!y =1 esa; =! g, mindeni,j parra. Az elpalldtas:
1
i = S5 (st tis)
1 n n
g = é( isi! tis). (8.21)

Az elmozdulas vektort tehat harom reszre bontottuk. Meg fogjuk mutatni, hogy az
antiszimmetrikus a resz jellemzi a forgatast €s &gy &®rja le a test deformaciejat. Azaz:

S= St 190t s (8.22)

eliolas forgatas  deformacie

Az eltolas mertekegysege a metgg][= m, az elforgatas €s deformaci® viszont 1 dimen-
Zi@j(d hj]z [!ij]z 1.

8.2.1. Elforgatas

Mutassuk meg, hogy &Ds derivalttenzor antiszimmetrikus resze a forgatas.

% "% % '
0 a2 a3 X Aoy + a3z
ar=&la, 0 apl &y( =& ayz! apx (
laj;z 'aps O z I asx ! axsy
%
d#yz ! d#,y
d" " r= &d#,x ! ditz( (8.23)
d#yy ! d# X

A (8.23 egyenlet felsp soraban Descartes koordinata-rendszerben kifefietaz elmoz-
dulas antiszimmetrikus reszet, az alse sorban egy inPnitezimalis forgatast &rtunk fel.
Nyilvanvale, hogy az alabbi smgvalasztassal a ket kifejezes azonos lesz:

% ' % ‘
d#x I ass

&, ( =& ay;( (8.24)
d#, I azo

Tehat ha inPnitezimalis elmozdulasokat vizsgalunk, akkor a derivalt tenzor antiszimmet-
rikus resze a test merev testkenetteny elfordulasat drja le.
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8.2.2. Deformacie

A fentiekben lattuk, hogy s; €sa tenzorok olyan transzformaciekat ©rnak le, amelyek
soran a test pontjainak egymashoz viszony®dtott tavolsaga nem valtozik. Tehat a test
deformacigjat a tenzor adja meg:

!ij = ;("jsi + "isj) (825)

Vizsgaljuk meg a deformacies tenzomlenbezy elemeinek jelenteset! Ket pontekti
tavolsag megvaltozasa tehat aaletkezpkeppen drhate:

s(r)=1Ir. (8.26)
Legyenr = (ly,ly,1,), ekkor a fgpatleban levy elemek jelentese:

! Si = !iili

li = 'I_S‘, il {xy,2} (8.27)

Azaz a fgatleban levg elemek a deformacie hatasara lettajelat®v megnyulast fejezik
Ki.

8.3. abra. Ny®rasi deformacie, a deformaci® tenzor nem fpatlebeli elemeinek szemlelte-
tese.

A mellekatleban szereply tagok jelentes@B abra szemlelteti. Al azt mondja meg,
hogy az egysegnyi hosszuiranyy szakasz mennyit deformaledotit iranyban, azaz

= Iyely. (8.28)

Mivel ! szimmetrikus tenzor, ezert ag iranyu egysegszakasz is ugyanennyit deformaledik

X iranyban:
yxly (8.29)



Tehat a deformacie soran az egysegnegyzetbyl paralelogramma lesz. Ezt a deformaciet
nevezak nydrasnak, vagy sgdeformacienak. Kis deformacie eseten az oldalakged-
fordulasa:
l'sy
e D1y " tanl ="y, = (8.30)

lx

8.2.3. Terfogatvaltozas

A deformacie hatasara a test terfogata megvaltozhat. Mivel kis deformaciekkal foglalko-
zunk ezert csak elsg rendben vizsgaljuk a problemat. Azdeformacie-tenzor szimmet-
rikus ezert sajatertekei valesak es letezik fptengely-rendszere, amelyben diagonalis lesz a
deformaciematrix. llyenkor a deformaci® pusztan megnyulasokbel all:

! #
"1 0 0

=" 0 ", 0% (8.31)
0 0 "s

Az egyseg sugaruagnbbyl ellipszoid lesz, ahol az ellipszis tengelyéi.27) egyenlet alap-
jan (13, 15,13) = (L+ "11,1+ "5, 1+ "33) nagysaguak. A terfogatvaltozas elsy rendig

4 4
IV = §#(I!1I!2|!3# 1) = é#("11+ 22t "33) + O("f). (8.32)

A relat®v terfogatvaltozas tehdty; + "5, + "33.
A terfogatvaltozast mas uton is meg lehet kapni. Most tetszgleges koordinata-rendszerben
drjuk fel az{ ey, e,, e3} egysegvektorok altal kifesz&tett kocka terfogatat:

V = (el $ 92)63 =1 (833)
Kazismert, hogy !
. a b o
(@a$ bc=det" a, b (8.34)
az bz
llletve a deformacie® hatasara megvaltozott egysegvektorokevétkezgk lesznek:
! # ! # ! #
o 1+" o "12 oo "13
e = "o1 $ e, = 1+ "22$ e; = "3 $ (835)
31 "32 1+ "33
Ezert a deformacie:
'V
v det(1+ !)" "p+ "2+ "33=Tr(!) (8.36)
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Tehat meg egyszer megkaptuk ugyanazt az eredmengtrdemes a kapott kepletbe vissza-
drni! debndcigjat:

Tr(!)= !1l+ !22+ !33= "131+ "2$2+ "333=diVS (837)

Azaz terfogatvaltozas az elmozdulasvektor divergenciqjaval egyezik meg. Ez viszont pont
megfelel a divergencia szemleletes jelentesenek. Tovabba, ha olyan anyagunk van, amely
asszenyomhatatlan, akkor abban dwazaz az elmozdulasok divergenciaja zerus.

8.3. Erghatasok deformalhate testekben

8.4. abra. Deformalhate testben hate terfogati esdldti ergk szemleltetese.

Az elgzgekben targyalt deformaciek ergk hatasaenpek letre. A deformalhate tes-
tekben fellepy erghatasok lehetnefrfogati esfeluleti ergk. A 8.4 @abra szemlelteti ezeket
az erghatasokat. Mivel az ergk helyrgl helyre valtozhatnak ezert erdemes ezek syryse-
gevel szamolni. A terfogati ergsyrysegetf aszimbelummal jebljuk €s az inbnitezimalis
dV terfogatra hate erg:
drF = fdv, (8.38)

amibyl jel lathate, hogy a terfogati ergsyurgseg mertekegysége [N/ m3. A feluleti ergs-
yryseg egy inPnitezimalis faletelem es egy inPnitezimalis erggkatt teremt kapcsolatot.
Mivel mindket mennyiseg vektor, ezert a faleti ergsyryseg egy tenzor lesz, amit-val
jelelunk. Neve mechanikai fesaltseg tenzor Elemeinek mertekegyseget;[] = N/ m?2.
A dA feluleten letrepvy erghatast a kvetkezgkeppen kaphatjuk meg:

dF = " dA. (8.39)

Vizsgaljuk meg a mechanikai fesitseg tenzor elemeinek jelenteset! Valasszunk egy
e, normalvektorudA ; felluletet. Az'erre hate ersat#allevetl;ezw(leppen szama®tjuk ki:

dF, H#11 H#H12 Has dA; #11dA,
dF(dA 1) = dF2$ = #21 #22 #23$ 0 $ = #21dA1$ (840)
dF; H#31 Hap Ha3 0 #31dA,
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dAy dF dr,

= =

X X2 X1 X2

8.5. abra. A mechanikai fessltseg-tenzor elemeinek jelentesenek szemleltetese.

A kapott erpkomponenseket a8.5 abra szemlelteti. Jel lathate, hogy &; a fellet
normalisanak iranyaban, md&g a masik ket komponens alétlsdkja iranyaban fejt ki
ergphatast. Hasonlean megmutathate aebbi komponensre is, hogy fgatlebeli kom-
ponensei (i) a huzefesaltseget a tebbi elem (;, i £ j) a nydrefesdltsegetdrja le.

Megmutathate meg, hogy d fesaltseg tenzor szimmetrikus. Valasszunk egy kis
elemi terfogatot, amelyben a &vetkezy fesaltseg-tenzor hat:

! #
0 ! O

1 ="1, 0 0% (8.41)
0 0 O

Ekkor a kis kockan a8.6 abran lathate ergk hatnak. Jel lathate, hogy,, a kocka kat
atellenes lapjan ellentetes iranyuy ergt hoz letre, amely forgatenyomatekkal hat az elemi
terfogatra. Statikaban nem lehet gyorsulasa a rendszernek, ezert nem lehet kompenza-
latlan forgatenyomatek az elemi terfogatokon, ezert; = ! 1,. Tehat a ket tenzorelem
megegyezik, azaz a fesltseg-tenzorszimmetrikus

X

X3

8.6. abra. A fesaltseg-tenzor elemei hatasara letmjy forgatenyomatek szemleltetese.
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8.4. Rugalmas k azegek dinamikaja

A rugalmas kezegben fellepy ergk es a deformacie nesggetlenek egymastel, hiszen
ergk hatasara deformaledik a test es viszont, a deformaledott testben ergk dHiesegek
lepnek fel. Kis deformaciekra ezt a kapcsolatot linearisan lehetzeldteni, de sok esetben
nagyobb elmozdulasok eseten is fennmarad a linearis kapcsolat, mint pl. ruge, hur. Ezt
a linearis kapcsolatot Hookedrvenynek h&vjuk.

Robert Hooke 1660-ban elgsr anagrammakent publikalta a fenti linearissszedg-
gest OceiiinosssttuvOazaz Out tensio, sic visO Jelentese, amekkora megnyulas, akkor
az erg. Most mi ennek egy altalanos valtozatat hasznaljuk, €s a teljes harom dimenzi-
®s deformaciera alkalmazzuk. Ket tenzor a fedtzseg! €s a deformacid kezatt kell

kapcsolatot teremteni, ami szinten egy tenzor:
!

b = Cikl "l (8.42)
Ki

aholi,j, k,11{1,2,3}. A cju tenzor egy 81 elemy matrix, azonban az elemei neagf
getlenek egymastel. Mind , mind " szimmetrikus es csak 6 6 fuggetlen elerak van
ezertcy maximum 36 tiggetlen elemet tartalmazhat. Megmutathate, a deformacies
energia valtozatlansagaval, hogyi is szimmetrikus €s legaltalanosabb esetben is csak
21 fuggetlen eleme lehet.

Izotrop anyagok eseten, ahol a bzikai tulajdonsagok iraagfetlenek, ezert' es!
egyszerre diagonalizalhate. Ilyenkor csak keisggetlen allande marad a deformacie €s
fesaltseg kapcsolataban, ahol az egyikglk modulug a terfogatvaltozassal, a masik
(shear moduluy a ny@rassal szembeni ellenallast fejezi ki. Ezt ndzmeg reszletesen!

Vizsgaljunk meg izotrop anyag eseten a fesiseg s a deformacieskti kapcsolatot.

A deformacie fgtengely-rendszereben a fakzeg is diagonalis, mivel az'!aiagonalis
elemek szimmetriat sertenenek egy izotrop rendszerbéiuk fel ! 1;-et!

P = @'y + B+ C's, (8.43)

ahol a, b, c konstansokcjy megfelelp elemei. Az 1-es iranybel nezve a 2-es es 3-as
irany ekvivalens ezert azok hatasa is az. Teha# b. Hasonlean a ébbi koordinatara
feldrhatjuk, hogy

!11

a'iy+ ("0 + "33)
Lop= a2+ D("11+ "33)

lag= a'sz+ 0("11+ "2) (8.44)

Vezessk be az alabbi allandekat!

#=b
2u=a" b (8.45)
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Ekkor a (8.44) egyenlet a levetkezgkeppen drhate
Vi = 2% + #("11+ "22+ "33), (8.46)
aholi = {1,2,3}. Ugyanez az egyenlet tenzor alakban:
L= 2p" + #Tr(")1 (8.47)

Mivel (8.47) koordinata fuggetlen alak es Tr() nem fugg a forgatastel, ezert az egyenlet
tetszpleges bazisban igaz lesz. Komponensenket kidrva:

Ly =2ty + #Tr(")S . (8.48)

A #, U parost Lame-allandeknak neveak. Bar a levezetes ®gy volt egyszerybb es
a tovabbiakban8.47 egyenletet fogjuk hasznalni a mindennapokban leggyakrabban nem
a Lame-alland®ekat hasznaljak. Gyakoribb parok &(G), ahol K az esszenyomhatesag
(bulk modulug, G a ny®drasi rugalmassagi modulushear modulug, illetve a (E, %,
ahol E a Young, vagy rugalmassagi modulu$pa Poisson-tenyezy. Kapcsolatukat &.1
tablazat tartalmazza.

(#, W) L, (KG) . |u (E,% $
W | K! 2.6 FOTE) Ty
(K,G) “ e+ Z?H’U ¢ |y (K,G) ¢ 3(1:52!)’2(15!)*
E%D | S g | wee 20keg (E. %

8.1. tablazat. Az izotrop Hooke-érveny parameterei &zatti asszehgges.

A kulenbezy parameterek meghatarozasa avetkezg:

¥ Osszenyomhatesag

dP
=1 R
Vs (8.49)

Izotrop nyomas hatasara letrejt relat®v terfogatvaltozas.

¥ nydrasi rugalmassagi modulus

F

= 8.50
A arctan&’ ( )

ahol azF nydreerg az arra merglegésfelaletre hatva & szagdeformaciet hoz letre.
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¥ Rugalmassagi modulus
dl

E = : 8.51
d"i (8:51)
A nyomefesaltseq, illetve a fajlagosasszenyomedas hanyadosa.
¥ Poisson-tenyezg
d"trans
#=1 , 8.52
d"axial ( )
Ez azt fejezi ki, hogy a tranzverzalis megnyulas milyen merteky axialis megnyulas-
sal parosul.
Vel pedig drjuk fel a Hookedrvenyt (E, #) allandekkal tenzoros alakban!
1 #
I = 7" _ n ' n
=2 + £ [Tr(")a! "], (8.53)
illetve
| |
T ¥ 1 # L # ¥
"22% Col# 1 # 0 %
" 2'23% = 21+#) 0 0 é :
#2' # O 0 2(1+#) 0
2" 1 0 0 2(1+#)

8.5. A kontinuummechanika mozgasegyenlete

A kontinuummechanika celja a kzegekre jellemzy mozgasegyenletek feldrasa. Terme-
szetesen csak a Newton egyenletekbgl tudunk kiindulni, hiszen ez fogalmazza meg a
mechanika alapbrvenyeit, gy a mozgasegyenletet is. Ez azonbamégpontokra mond

ki tervenyeket. Kapcsolatot kell tehat teremteni a pontmechanika €s a kontinuumme-
chanika kezett. Ebben a fejezetben megnesk, hogy mi lesz Newton 1l-bgl kontinuum
eseten:

dp _
e (8.55)

Vizsgaljuk a kezeg egyV terfogaty, A felulety, m temegy 9 impulzusy tartoma-
nyanak mozgasat! Ezt wgy is lehet tekinteni, hogy aakeg egy tartomanyat befesik
kekre es kvetjuk a kek paca mozgasat (lastl7 abra).

Ket lehetgsegnk van a kezegmozgas ledrasara:

1. Lagrange-szemlelet A V terfogatot, mint temegpontot tekintjuk €s a mozgasat
kevetjuk. Ez az egyttmozge, vagy Lagrange-szemlelet.
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8.7. abra. Araml® terfogat (kek paca) szemleltetese.

2. Euler-szemlelet A labor rendszerben egz&tettr pontban bgyelpk a kezeg mozga-
sat az idyp ggvenyeben. Ez a terelmeleti, vagy Euler-szemielet.

A fenti kek pacas mintanal maradva, ez olyan, mintha a kek pacaval stgyLagrangeis
a v@zbe szallna es ugy Pgyelneeadg mozgasat, ma@guler a parton egy pontot bgyel
(8.8 @bra).

Euler

Lagrange

8.8. abra. Aramle terfogat (kek paca) szemleltetese.

8.5.1. Lagrange-fele mozgasegyenlet
AV terfogaty resz impulzusa az alabbiak szerint ©rhate fel:
!

p= lvdv (8.56)
\%

Ezt felhasznalva ®rjuk fel a mozgasegyenletet:
! !

4 vav= fdv+ 1aa (8.57)
dt \% \% A
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Hasznaljuk ki, hogydm = ! dV es vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalan az integrandust:

d d
— (1 - _
dt(. vdV) dt(Vdm) (8.58)
Mivel az egyttmozgas soran a mozgeekzeg bmege nem valtozik, ezert
d dv
a(vdm) = dma (8.59)
Azaz I . #
d lvdV = 'd—v dv (8.60)
dt - vy dt '
Most vizsgaljuk meg az §.57) egyenlet fesaltseget tartalmaze tagjanak komponen-
setl! $% & % .
dA = " dA; (8.61)
Debnialjuk a levetkezy vektorokat:
Li=("i1,"i2,"i3), (8.62)
aholi! {1, 2, 3}. Komponensenkkent:
(i) =" (8.63)

A ! ; olyan mint egy vektormezy, amely a fesitseg-tenzor egy-egy sorat tartalmazza:

(., . .= (7

12 13 ! 1

1
I =) "y " "t =)t (8.64)
n n n I

31 32 33 -3

Ekkor a (8.61) egyenlet a lavetkezgkeppen alak&thate:
% . %
" ij dAJ = ! |dA (865)

A i A

Kihasznalva a Gauss-Osztrogradszkij-tetefi] azt kapjuk, hogy
% ! !
idA = divl dV = (div! );dV, (8.66)
\%

A \%

ahol div! egy vektormezy divergenciqjat jeli s debPndcigja:

(dIV' )i " #j ; j (867)
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A (8.57) egyenletet tehat a levetkezpkeppen drhatjuk at:
! !

NVavs fedividv (8.68)

\ dt \%
Mivel ez tetszgleges terfogatra igaz, ezert az integrandusoknak is ki kell elegdteni az

egyenletet, azaz:

dv
| — = iv |
g f +div! (8.69)

Ez a Lagrange-fele mozgasegyenlet.

8.5.2. Euler-fele mozgasegyenlet

Elgsar is debnialjuk a szubsztancialis derivaltat, amit mar & 1.1 fejezetben megemi®-
tettunk. Vizsgaljuk egyX (r,t) mennyiseg idgbeli valtozasat egitmozge rendszerben!
d _ d o " Xm " dX2 " dX3 _
aX (r,t) = aX (r(t), t) =" X+ "X dt + "X dt + "3X at =
= "X + vgrad(X) (8.70)

Azaz a szubsztancialis derivalt azt fejezi ki, hogy egy mennyiseg megvaltozasa &étet)

a mennyiseg explicit idgbeli valtozasaval, illetve aramlas altali megvaltozassal. A kek
paca aramlasara visszaterve, az elsg tag a paca szefgset, mdg a masodik annak a
kezeggel egyttmozgasat fejezi ki.

A (8.57) egyenlet bal oldalan az impulzussyryseg idg szerinti derivaltja talalhate. A
szubsztancialis derivaltat, illetve a Gauss-Osztrogradszkij-tetelt kihasznalva feldrhatjuk
(8.57 i komponenset:

| |

" vidV + ! Y "J'VidV = fi + (dIV ! ),dV (871)

\% j \%

ffjuk fel a tamegmegmaradast a8(11) kontinuitasi egyenlet alapjan:
"+ "i(lvy)=0 (8.72)
j
Adjuk hozza a @.71) egyenlet bal oldalahoz af.72 temegmegmaradas;-szereseg!
! L, !
(!" tVi+Vi"t!)dV+ !Vj"jVi+Vi"j(!Vj) dv = fi+(diV! ),dV (873)
\% \Y j \%
A parcialis integralasokailsszevonva kapjuk, hogy
L # " !

"(tvy) + "j(!ViVj) dv = fi +(div! );dV. (8.74)
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Elhagyva az integralast, €s hasznalva a diadikus szorzat7j debPndcigjat, megkapjuk a
mozgasegyenlet Euler-alakban:

Le("v)+div("v! v" )= f. (8.75)
Vegyuk eszre, hogy az Euler-fele mozgasegyenlet egy impulzusmerleg egyenlet! Nez-
zuk a (8.11) egyenletet!
III

T # = S (8.76)

¥ Impulzus syryseg"w = "V
¥ Impulzus aramsyryseg(jw)x = "Vivk " #ix

¥ Impulzus forrassyrysegs,, = f;

Az Euler es Lagrange mozgasegyenletek ugyanazt a folyamatot ®rjak le mas szem-
szghyl s mas koordinatakat hasznalva.
Alak®dtsuk at 8.72 egyenletet!

"+ . Vj!j" + "l iVi = 0 (8.77)

A bal oldal elsg ket tagja epperi szubsztancialis derivaltja. Azaz

d, ... _
d + "divv =0 (8.78)

Amibyl kevetkezik, hogy ha a kzegesszenyomhatatlan,'=allande, azaz ;" =0, akkor
olyan az aramlas, hogy
divv = 0. (8.79)

A divergenciamentes vektorterekre lehet ygy is gondolni, misisszenyomhatatlan folya-
dek aramlasara.

8.6. K eazegmozgas
Ahhoz, hogy le tudjuk &rni egy &zeg mozgasat kapcsolatot kell teremtank a" syryseg,

a v sebesseg s la fesaltseg lezett a ter minden pontjaban minden idgpillanatban
bPgyelembe veve a hatarfelteteleket. EBszesen 1+ 3+ 6 = 10 ismeretlent jelent. Eddig
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ket egyenletet alkottunk meg, a émeg-megmaradastq 11), s a Lagrange-, vagy Euler-
mozgasegyenletet,8.69, illetve (8.795. Mivel a mozgasegyenletet vektorialis, ezert ez 4
egyenletet jelent.

A hianyze egyenletr es! kazatt kell, hogy kapcsolatot teremtsen, amely megmond-
ja, hogy a relat®v elmozdulasok milyen fediseget keltenek az anyagban. Ez az, ami
kulanbseget tesz tlenbazy anyagok (pl. szilard deformalhate, vagy folyadek) aramlasa
kezatt.

8.6.1. Rugalmas k ezeg mozgasa

ffjuk le izotrop Hooke-anyag @.4 fejezet) mozgasat! A Hookestveny (8.47az elmozdu-
las es a fesdtseg lkazatt teremt kapcsolatot:

o= 2p + 1 Tr(")L (8.80)

A mozgasegyenletekben div a fesaltseg divergenciaja szerepel, ezert fejakzi azt a
s elmozdulasvektorral, hiszen ez utebbibel lehet szarmaztatni a sebesseget!

i = 2u + LTI
i = H%Si + H%S 1S %Sk (8.81)
k

ahol kihasznaltuk a deformacie debPndciej&t{l). Most drjuk fel a fesaltseg divergen-
cigjat!
!

(divt)i= %"
g ! ! !

@VI)i= 0 %S +i% skl %S %S (8.82)
Jas o davs nLag opkas v

s li divs
Azaz most mar vektorialis alakban:
div! = u! s+ (pu+ !)grad(divs) (8.83)

Mivel az s(r, t) fuggveny az eredeti nyugalmi helyzetet ®rja Bgs mar eleve az egyttmoze
sebesseget jeli, mivel a szubsztancialis derivalas szerin (70

d !
aVi = v, + Y (ypVi, (884)
"l_#HE %
0O(v2)
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masodik tagjaO(v?) nagysagrendy ezert szilard testekben elhanyagolhate. Azaz:
dv | L%
dt = It2

A Lagrange-fele mozgasegyenles.69 deformalhate szilard testek eseten aaketkezg-
keppen drhate:

(8.85)

12

% = Wl s+ (W + #)grad(divs) + f (8.86)
Most nezak meg a fenti egyenlet divergenciqjat olyan esetben, amikor tliv 0,

kihasznalva a Young-tetelt, hogy a parcialis derivalasok sorrendje felcserelhetg!

S = u (#)+ (Ut BHE(H )
"l 2(#s) = (#+2)! (#9) (8:87)

A jel ismert hullamegyenlethez jutottunk a deformalhate divergenci@jara. Ez azt je-
lenti, hogy a deformacie divergenciaja megvaltozasa terjed tovabb az anyagban, azaz
kompresszi®s hullamokrel beszelbek. A terjedes sebesseget is le tudjuk olvasni:

!

H+2
Ciompr = = H (8.88)

Most nezak meg a .86 egyenlet rotaciejat! Hasznaljuk ki, hogy rotgrad " 0!
"2#S$ s)= w (#$ 9) (8.89)
Megint egy hullamegyenletre jutottunk, most azonban az elmozdulas rotaciejara, azaz a
torziera. A torzies hullamok terjedesi sebessege:

Coz = b (8.90)

Azaz a torzies hullamok lassabban haladnak linearis rugalmaszkgben, mint a komp-
resszies hullamok.

8.6.2. Idealis folyadek aramlasa

Az idealis folyadekban nincs semmilyen nydrefgszeg semmilyen tesztsdkon. Emiatt
v@zszintes a folyadekok &dete nyugalomban es ezert vannak csak kompresszies hulla-
mok folyadekban. Tehat a festtsegallapot @mbszery, amit egyetlen parameterrel, a
nyomassal ®rhatunk le:

$i = %%
P(r,t) = %p(r,t)1 (8.91)
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Fontos, hogy a nyomas debndcigja pont ellentetes adkseggel ezert megjelenik egy
ma&nusz elgjel.
Szamoljuk ki a fesaltseg-tenzor divergenciqjat!
! !

(divl )= 1" = Lip(r,t)# = ! Lip="! (gradp)
j j
div! =1 gradp (8.92)
ffjuk fel az idealis folyadek Euler-egyenlete3(75:
n I #
$ !tVi+- Vj!jVi =!!ip+fi
j
lw +(vgrad)v = ! i(gradp+ f) (8.93)

8.6.3. Newtoni-folyadek aramlasa

A realis folyadekokban valeban nincs nydrefakigeg, de csak nyugalomban, amikor aram-
lik, akkor fellep surledas. Itt azt az esetet vizsgaljuk, amikor a dinamikus felizeg
aranyos a ny®rasi rataval. Tehat a fedizeget felbontjuk egy statikus €s egy dinamikus

reszre:

statikus dinamikus

A Newtoni-folyadek debndcieja, hogy!a (') fuggveny linearis. Ha az anyag izotrop is,
akkor a Hooke-brveny (8.4 fejezet) levezetesevel teljesen analeg medon megkaphatjuk,

hogy
L= 2p 0+ %Tr('0)1, (8.95)

ahol 1
& = é(!jvi + !iVj) (8.96)

Lattuk rugalmas esetnel azd.83 egyenletben, hogy
divl = p! s+ (p+ %grad(divs) (8.97)
Most a dinamikus reszre azt kapjuk, hogy:
div! "= p't v + (' + %)grad(divv) (8.98)
Legyen
T (8.99)
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a dinamikai viszkozitas Az egeszet bedrva ad.{5 Euler-fele mozgasegyenletbe kihasz-
nalva, hogy a statikus tagnak mar ismesk az egyenletet §.93:

I["wv + (vgrad)v] = ! gradp+ f + # v + (#+ $)grad(divv) (8.100)

Ez a Navier-Stokes-egyenlét
Erdemes meg feldrni aasszenyomhatatlan folyadekra (div = 0) is a Navier-Stokes-
egyenletet:

I["tv+(vgrad)v]="! gradp+ f + # v
"wv + (vgrad)v = %(gradp+ f)+ % v, (8.101)
ahol %= #/! a kinematikai viszkozitas.
A Navier-Stokes-egyenlet a hidrodinamika alapegyenlete a vilag egyik leggyakrabban
€s legbbb penzt felemesztpen megoldott egyenlete. Mivel nemlinearis, ezert nagyon ne-
hezen kezelhety, bonyolult geometriakban, 3 dimenzieban nagy ergs szamdtaskapacitast

igenyel. Az alabbiakban nehany egyszery esetben megoldjgkzenyomhatatlan folya-
dekra a Navier-Stokes-egyenletet.

8.1. Feladat Planaris Couette aramlas
U

o
LS
¥

h v(y)
—_— x

L/

8.9. abra. Planaris Couette aramlas. A k@tnormalisy sdk lapdzatt folyadek aramlik.
A felsg lapU nagysagw iranyy sebesseggel mozog, az alse all.

A 8.9 abran lathate elrendezesben a folyadek ketormalisy s©k lap destt aram-
lik. A felsp lap U nagysagw iranyd sebesseggel mozog, az alse all. Mivel a rendszer
stacionarius, ezert'yv = 0. Nincs kulsg ergf = 0, nincs nyomasgradiens p=0. A
hatarfeltetelek miatt A sebessegnek csakranyd komponense lehet = (v, 0,0). Mivel
a rendszerx esz iranyokban eltolas szimmetrikus ezert a sebesseg csakkaordinatatel
fagghetv, (y). Tehat a (8.101) egyenletx komponense a &vetkezgkeppen alakul

! n2

U %7..;/2)( (8.102)
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A bal oldal zerus, hiszen a derivalas cspk y eseten ad nem nulla tagod, m@gj = x
eseten. Azaz

I 2y,
Iy =0, (8.103)
amibgl
vy = Ay + B (8.104)
Ezt kell illeszteni a hatarfeltetelekhez, amibyl
Ve(y) = u%. (8.105)

Azaz egy linearis sebessegproblt kaptunk.
8.2. Feladat Planaris Poiseuille aramlas

LY
¥

v h v(y) Pt
mn ¥

Y

L

8.10. abra. Planaris Poiseuille aramlas. A kgtnormalisy alleL hosszuy sdk lapazett
folyadek aramlik! p= pou: ! pin N'Yomas hatasara.

Vizsgaljuk meg mikent aramlik eggsszenyomhatatlan folyadek ket alle sdklappk
nyomas hatasara. A nyomasvaltozad ahosszysaguy rendszerbemp = pout ! pin- EKkor
"p=(!pl, 0,0). A mozgas stacionariudv = 0. Hasonlean az elgzy feladathoz a
sebessegnek csakkomponense van, amely csak azkoordinatatel tigg, tehatv,(y)-t
keressk. Ugyanazon okok miatt gvgrad)v tag is eltynik. Tehat a 8.101) egyenlet a
kevetkezgre redukaledik:

2y, 1I'p
" +—=0 8.106
ly2  L# ( )
Ennek az altalanos megoldasa:
'p
=1 + Ay + B 8.107
v (Y) i T ( )

Tudjuk, hogy vy (y) a falaknal zerus erteket vesz fel, tehat:

Vly) = ;w‘;y(h L y) (8.108)

Azaz egy parabolikus sebessegproblt kaptunk.
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ll. resz

Elektrodinamika
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9. fejezet

Bevezetes

A K@serleti Fizika tantargyban mar megismerkedink a Maxwell-egyenletekkel amelyek
segotsegevel megerteni s magyarazni tudjuk a émtkpjainkban tapasztalhate elekt-
romagneses jelensegeket. A technika vilagaban gepeket, berendezeseketuekves

gyartunk mindenfele meretben s szamtalan cellal. Az ezt megvaleséteakiesnakma

is az ezen egyenletek altal megfogalmazotrvenyek keretei lezatt tevekenykedik.

A Maxwell-egyenletek tehat az elektrodinamika axiemai. Fizikai ertelemben ma mar
bizonydtottnak vehetgpk. Azaz a megsletessk (1864) ota eltelt kb. 150 ev alatt minden
klasszikus elektromagneses jelenseget a segdtsegevel meg tudtunk magyarazni, €s nem ta-
pasztalatunk egyetlen egy olyan!eektust sem, amely cafolta volna ezemtvenyek helyes-
seget. Ez valejaban azt jelenti, hogy ma mar pontosan isneirja jelensegek azoneket,
amelyekre ezek adrvenyek ervenyesek. Mindaddig, am&g a fotonokat nem vekseszre,
addig a Maxwell-egyenletek teljesen kielegdty alaptenyeket jelentenek. Ezt neverk
a klasszikus elektrodinamikanak. Ma mar tudjuk azonban, hogy a jelensegek melyen
mindig fotonok viselkedese hwzedik meg. Ezt pedig mar a Kvantum-elektrodinamika
targyalja. Azaz, ha wgy tetszik, akkor a Maxwell-egyenletek rendszere tulajdonkeppen
az igen nagyszamu fotonbel (107®) alle bzikai rendszerek makroszkopikus viselkedese-
nek a tarvenyeit jelenti. Ez az, amit a mi (makroszkopikus) myszereink Elektromagneses
terkent (EMT ) erzekelnek.

Joggal mesrlhet fel a kerdes, hogy van-e egyaltalamllenbseg a Kdserleti Fizikaban
tanult elektrodinamika €s most, aZImeleti Fizika kereteben targyalasra kei$ isme-
retek kezett. A valasz nyilvanvalean az, hogy csak egyfele Elektrodinamika letezik es
®gy tulajdonkeppen mindig ugyanarrel besark. Ugyanarrel, de nem ugyanugy! A
kulanbseg tulajdonkeppen a szemleletben van.

A K&serleti Fizika soran lenyegeben egguki®v medszert alkalmaztunk. Azaz sok
egyedi megbgyeles es elvegzett kdserlet utan jellegzetes szabalyossagakak wstrre.
Majd ezeket a szabalyokat altalanos®tottuk, azaz kimondtuk, hogy ado@rkimenyek
kezett lenyegeben mindig ugyanazt fogjuk tapasztalni a konkret targyi megvalesulastel
fuggetlerul. Majd ezeket a felismert arvenyeket hierarchiaba rendesk. Azaz rajpttunk
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arra, hogy melyek azok, amelyek egymastaiggetlenek €s amelyekbyl aasszes abbi
logikailag kavetkezik. fgy szletett meg a Maxwell-egyenletek rendszere.

Az Elmeleti Fizika mas utat kavet €s mas a celja iDeduki®v medszert alkalmaz.
Azaz a Maxwell-egyenleteket adottnak veszi. Nem foglalkozik azzal, hogy arra mikent
jettunk ra. Elfogadja mint feltetelezett alapbrvenyeket (axiomak) €s megnezi, hogy mi
jan ki belgbk. Azaz milyen szarmaztatott srvenyek sokasagat lehet kihamozni ebbygl a
rendszerbgl. Majd megkeresi azokat a konkret jelensegeket, amelyek mintegy igazoljak a
kapott t ervenyeket.

A dolgok termeszetebyl fakad, hogy az Elmeleti Fizikaban viszonylag bonyolult ma-
tematikai apparatust kell mozgatnunk, hiszen itt az alapfogalmak megertesen mar tul
vagyunk. A cel azesszetett jelensegek minel pontosabb matematikai modellezese.

A Maxwell-egyenleteket di erencialis alakban fogjuk hasznalni:

divE = i (9.1)
Yo
divB =0, (9.2)
#
=1 —
rotg = ! #tB’ (9.3)
: #
rotB = poj + polo#—tE, (9.4)

ahol E(r, t) az elektromos terergsse (r,t) a magneses indukcig,(r, t) a teltessyryseg,
j(r,t) az aramsyryseg.

A (9.3 es Q.4 egyenletek vektoregyenletek, azaz mindharom komponensre adnak
egy egyenletet. Ezaltal a Maxwell-egyenletetisszesen 8 db egyenletet jelentenek. Az
ismeretlenek szama viszont csak &(r,t) €sB(r,t) harom-harom komponense. Helm-
holtz tetele azonban kimondja, ha a divergencia €s a rotaci® 2nel gyorsabban cseng
le, akkor a divergenciara s rotaciera vonatkoze egyenletek egyertelmyen meghatarozzak
az adott vektormennyiseget, €s az egyenletrendszer nem lesz tulhatarozott.

Fontos megemidteni, hogy a Maxwell-egyenletek nem adnak valaszt minden elektro-
magneses kerdesre, ugyanis az erghatasokat nem ®rja le. Ezt a Lorentz-erg adja meg:

F=qgE+v" B). (9.5)

Erdemes eszrevenni, hogy sztatikus esetben a Maxwell-egyenletek kggé&tlen reszre
eshek szet! Azaz h&(...) # O:

divkE = |10 (9.6)
divB =0, (9.7)
rote =0, (9.8)
rotB = Woj. (9.9)
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Mivel ez elektromos terergssegre s a magneses indukciera vonatkoze reszek nem
faggnek egymastel, ezert beszelaek kulen elektrosztatikaral:

divE = |10 (9.10)

rotE =0, (9.11)
illetve magnetosztatikarel

divB =0 (9.12)

rotB = Woj. (9.13)

102



10. fejezet

Elektrosztatika

Mint azt emkdtetiuk, az elektrosztatikus teret all® éltesek rendszere hozza letre. A
rotaciomentes elektromos mezg forrasa tehat az elektromekds. Azaz

| E= (10.1)
0

1" E=0 (10.2)

Tudjuk, hogy rotaciementes ergterben (bPzikai mezgben) mindig debnialhate #dgy)
skalar potencialiggveny, amely megadja bzikai mezgt. Jelen esetben tehat

E=# # (10.3)
Ezt bedrva az elsg egyenletbe kapjuk az «un. Poisson-egyenletet:

|
L #=# . (10.4)
0
Tegyuk fel, hogy a# (r) potencialt egy olyanV terfogatu terreszben keregk, ahol
nincsen bltes $=0) es amelyet a" felulet hatarol. Ekkor az yn. Laplace-egyenlethez

jutunk:
{t #=0}y,, (10.5)

Reviden azonban csak azt ®rjuk, hogy:
F#=0 (10.6)

A feladatunk most aLaplace-egyenlet megoldasa. Tudjuk azt, hogy az elektroszta-
tikus ter forrasa mindig elektromos altesek valamilyen elrendezgdese. Most azonban
ebbgl semmit nem latunk, hiszeneltesek saksegkeppen a vizsgalt terreszen tdkre-
lyezkednek el. Termeszetesen a teret gerjeszéftsek hatasat valahogyan bgyelembe kell
vennank. A matematikai vizsgaledasok arra az eredmenyre vezettek, hogy aerfogat
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belsejeben a Laplace-egyenlet mindig egyertelmyen megoldhate. Ehhez azonhikseg
van az 4n. peremfeltetelek ismeretere. Ez azt jelenti, hogy a terfogat hataran (a teljes
zart felaleten) ismerrank kell vagy a! (r) potencial erteket

() (10.7)
vagy a gradiens normalisanak erteket
F1r()n (10.8)
vagy vegyesen a falet menten hol ezt, hol azt:
(1) es !'1('o)n, (10.9)

ahol! = Fo" 1o,

Az imenti alldtas knnyen elhihety, hiszen a teret gerjesztgplitesek a! feluleten is
meghatarozzak az elektrosztatikus teretgy a peremfeltetelek megadasa a burkoltan a
teltes elrendezgpdes megadasat jelenti.

A Laplace-egyenlet megoldasa soran erdemes alkalmazkodni a zastdehlakjahoz.

Ez legtebbsar a koordinata-rendszer alkalmas megvalasztasavaitenik. Peldaul, ha

egy kocka alaky falleten adjuk meg a peremfelteteleket, akkor celszery Descartes-fele
koordinatarendszert valasztanai. @mbfeblet eseten pedig ertelemszeryenmbi koordi-
natak lesznek a j@l viselkedy valtozek. A feladatok szama szinte korlatlan, ezert ezek csak
amolyan esszery ajanlasok, amelyek alkalmazhatesagat mindig a konkret pzikai problema
denti el. Amolyan ekelszabalykent kezelhetg.

Az altalanos potencialelmeleti problemak matematikai targyalasa (ma mar) a vek-
toranaldzis keretei ézett szokott megtertenni. Ezert itt mi is csak amolyan szemleltetp
bemutatet tartunk a Laplace-egyenlet megoldasi technik@jara. A matematikai Pnomsa-
gokat atengedjpk az idevonatkoze matematikai tantargyaknak. (Pl. parcialis terenci-
alegyenletek.)

A legegyszerybbel fogjuk kezdeni.

10.1. A Laplace-egyenlet megoldasa Descartes-fele ko-
ordinatarendszerben

Tekintsuk tehat a
#1 =0. (10.10)

Laplace-egyenlet Descartes-koordinatakkal feldrt alakjat, azaz

#y2! (Xy,2)=0, (10.11)
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ahol
12 12 |2

D yz ! m+ !'?+ @ (10.12)

Ez egy un. (harom valtozes) parcialis'terencial egyenlet. A megoldasa uggrtenik,
hogy megprebaljuk visszavezetni egyvaltozes (azazdnseges) dierencialegyenletekre.
Ezek megoldasa ugyanis viszonylag egyszery. Ennek az eljarasnak a neve valtozek szet-
valasztasa, avagy szeparalas.
Ennek soran feltessik, hogy a keresett iggveny elpalldthate harom egyvaltozagd-
veny szorzatakent, azaz
"(X,¥,2) = X(X)Y(Y)Z(2). (10.13)

A feltetelezett megoldast bedrva a Laplace-egyenletbe megakezzogy letezik-e ilyen t®-
pusy (szeparalt) megoldas. Ha igen, akkor raterbak ezeknek a megkeresesere. Joggal
felmemlhet a kerdes, hogy ha megtalaltuk a szeparalt megoldast, akkor vajon a felada-
tunkat is megoldottuk-e. Azaz nem kell-e keressmk tovabbi, nem szeparalhate megol-
dasokat. A valasz a matematika szemevel nezve nem trivialis, s bizony®tast igenyel. A
Fizika szempontjabel azonban nyilvanvale. A Fizikaban hasznalt'@rencial-egyenletek
megoldasa mindig egyertelmy. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy a megtalalt szeparalt
megoldas egybeA megoldas is. Nem letezik mellette egy nem szeparalhate fantom.

MEGJEGYZ ES: A di" erencialegyenletek matematikai vizsgalata midig ket kerdes
feltevesevel kezdgdik:

1. Van-e megoldasa az adott i®pusy"direncialegyenletnek?

2. Egyertelmy-e ez a megoldas?

A Matematikaban a di' erencialegyenletek elmeletenek a megalkotasa soran tetelek
sokasagat dolgoztak ki, amelyek segdtsegevel e fenti ket kerdesre valaszolni tudunk. Ezek
az un. egzisztencia tetelek (1. kerdes) €s az ymnicitasi tetelek (2. kerdes). A stra-
tegia nyilvanvale. Hiszen, ha nem letezik megoldasa az egyenletnek, akkor kar keresni
azt. Ha pedig a kapott megoldas nem egyertelmy, akkor meg tovabbiakat is keresni kell,
raadasul nem tudni, hogy hanyat. Azaz a feladatra soha nem mondhatjuk, hogy megol-
dottuk. Ezert aztan nyilvanvale, hogy mindenki szamara a ketigenes eliencialegyenlet
a megnyugtate. A Fizikaban, a dolog lenyegebgl fakadean, a helyzet nem ennyire bonyo-
lult. Ugyanis, ha a szeban forge derencialegyenlet a vizsgalt jelensegnek egy adekvat
matematikai modellje (marpedig az, hiszen azert csinaltuk meg), akkor a valasz csakis
ketigenes lehet. Hiszen biztosan letezik megoldas, mert a jelenseget tapasztaltuk. Vala-
mint csak is egy megoldas lehetseges, hiszen a mi Univerzumunk olyan, hogy egy idgben,
a ternek egy pontjaban egy merhetp bzikai mennyisegnek csak egyfele erteke lehet. Ez
egy elemi tapasztalati teny, €s ha ez nem &gy volna, akkor annak a biolegiaban latvanyos
evolycies nyomai is lennenek. Peldaul az €lglenyek erzekszervei is alkalmazkodtak volna
az Univerzum kettgs eletehez. Ennek azonban semmi jele!
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Helyettesdtak be a feltetelezett szeparalt megoldast az egyenletbe. Ax), Y (y), Z(z)
egyvaltozes gggvenyek sajat valtozei szerinti derivaltjait rendrex ", Y", Z"-vel fogjuk
jelalni. Ekkor azt kapjuk, hogy:

X'"YZ+ XY"Z+XYZ"=0 (10.14)

Osszuk el az egyenletet = XY Z-vel! Ekkor adedik a levetkezy

X " Y 1l 7 "

X + v + Z =0. (10.15)
Itt valejaban harom darab lalenbez$ €s egybendtenbezy valtozeju éiggvenyesszege
lathate. Hiszen az elsg tag csak agz, a masodik csak ax €s a harmadik tag csak a
z valtozetel Bgg. Ezek a valtozek (Descartes-helykoordinatak) egymastagdetienek,
hiszen a megoldast a ter tetszgleges, ¥, z) pontjaban keresak. Marpedig az kennyen
belathat®, hogy haromdggetlen valtozeju Biggvenyasszege akkor €s csakis akkor lehet
allande, ha mindegyik éiggveny kilan-kalen allande. Ezeket az allandekaizeparacies
allandeknak nevezak. Jelen esetben:

allande + allande + allande = 0 (10.16)

Ez nyilvanvalean csak akkor allhat fenn, ha az egyik tag elgjele mas mint a masik kettge.
Azaz peldaul

ol

=1k
\)((1!
— =1 K?
ks,
i
? —+"2 (1017)
Es ezert
kf+ ki! "2=0. (10.18)

Termeszetesen az "+ barmelyik fuggvenyhez rendelhety lenne. Az, hogy melyikhez kell
azt a peremfeltetelek dntik el.

10.1. Feladat Ennek szemleltetesere celszery egy konkret bzika feladatot nezni. Legyen
egy L oldaly, kocka alaky femdoboz. A doboz teteje legyen elszigetelve a doboztel. A fedgn
az elektromos potencial legye¥,, a dobozon zerus erteky. Ha a z aggleges irany,
akkor eppen a fenti konstans valasztas lesz a helyes. Ugyanis az x s az y iranyokban
ugyanazt a peremfeltetelt kell teljes®teni, m&g a z iranyban egy masikat.
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10.1. abra. A10.1. feladat peremfelteteleinek szemleltetese

A doboz potencial: !

i 0 hax =0
{0 hax=1L
#
0 hay=0
L% y.2) =y hazz 1 (10.19)
{0 haz=0
$Vo haz=L

Az altalanos megoldasokban szereplg szabad parametereket tehat ygy kell megvalaszta-
nunk, hogy ezek a feltetelek kieldgnek. Az altalanos megoldasok tehat avietkezgk:
Tekintsuk az elsg egyenletet, azaz

X' =1 k32X (10.20)
Ennek altalanos megoldasakismert:
X = asin (kxx) + bcos kyX) (10.21)
Alkalmazzuk az idevonatkoz® megadott peremfelteteleket
'©0,y,2)="'(L,y,2)=0, (10.22)
azaz
X (0)= X(L)=0. (10.23)

Az elsy feltetelbgl dvetkezik, hogy a koszinusz egihateja zerus;b = 0, a masodik
feltetelbyl pedig, hogy

ke=n", (10.24)

aholn" Z. Mivel a (10.20 egyenlet linearis, ezert a megoldasok linearkombinacigja is
megoldas, azaz az altalanos megoldas:

% &n
X (x) = a, sin Enx , (10.25)

n=
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ahol elvilegn =0, 1,£2,£ 3, .... De ha egy adott- n ertek helyeré n erteket drunk,
akkor (! 1) kiemelhety szinuszdggvenybyl es et ! a ra valtoztatja. De ezt az elgjelet
beolvaszthatjuk magaba az a konstansbiyy az n < 0-k nem jelentenek wujabb Pzikai
megoldasokat, azaz elegendy csak ha

n=0,1,23.... (10.26)

Marmost ahanyfelen van, annyi kalenbazg megoldas is van es ezek linearis kombinacieja
szinten megoldasa lesz az egyenletnek, azaz
!] 11} I #
X (x) = a, sin 'Enx (10.27)
n=0
A szimmetria miatt a megoldas menete s az eredmeny ugyanilyen {eganyban is,

azaz
!| n I #

Y (y) = b, sin 'Eny (10.28)
n=0
A z iranyban a megoldast & (z) fuggveny adja, azaz
Z"'=+"27 (10.29)

Az altalanos megoldas itt is jel ismert:

Z =aexp(+"z)+ bexp( "2z (10.30)
Ami atdrhate meg
Z=ash("z)+ bch("2) (10.31)

(Termeszetesen aa, b egwitthatek nem ugyanazok!)
Mivel Z(0) = 0, ezert ach fuggvenyek egythateja csak zerus lehet, azdwr= 0. Ezert
tehat a megoldas:

Z (z) = ash('z) (10.32)
Teljesdlnie kell meg a szeparalas soran kapetiszeiggesnek10.19) is:
w2 _ 1,2 2
= kg + K (10.33)
Azaz At
"= f nZ + m? (10.34)

Ez azesszefiggesasszekti a harom ggvenyt is. Azaz az altalanos megoldas peremfel-
tetel kielegdtese utanphnyen feldrhate.
!' !| n I n # n ' # n I #
#(x,y,2) = anmsh E nZ+ m2z sin 'Enx sin 'Emy (10.35)

n=1 m=1
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Az ismeretlen{a,,} egwtthatek a negyedik 10.19 peremfeltetel kielegdtesevel kaphatjuk
meg.
Xy, 2. =!'(Xy,L)=VW (10.36)
Azaz
e T # T # Te #
' (x,y,L) = anm sh T n2+ m2L sin Enx sin Emy =V (10.37)

n=1 m=1

Celszery bevezetni egy uj ghest:

mn ! 7#
Am " a8msh " nZ+ m? (10.38)
Ekkor a! a kevetkezg alakot veszi fel:
!! !!
L (X,,y,L)= Anpmesin('n'xy)sin("m'y.) = Vg, (10.39)

n'=1 m'=1

ahol kesgbbiek miatt, az indexeket at®rtuk vesszgsre, valamint aftkrk, " x/L s
y. " y/L koordinatakra. Hasznaljuk ki a szinusz-koszinussmgfivenyek ortogonalitasat!

$, 1
cos(' mx) cos(' nx)dx = é#mn ,
$ . 1
sin(" mx) sin(" nx)dx = =#un,
0 2
$
cos( mx)sin(" nx)dx =0 (10.40)

0

Szorozzuk meg alQ.39 egyenlet mindket oldalat &in(" nx. ) sin(" my,_) fuggvennyel es
integraljunk x, esy, szerint 0 es1 kezstt:
$ 1$ 1 !! !!
Anmesin (" n'xy) sin (" m'y) sin(" nx.) sin(" my, )dx, dy, =

$ $ n'=1 m'=1
1 1
= Vo sin(" nx, ) sin(" my, )dx_dy, (10.412)
0 0
Az integralas €s a szummazas linearis myvelet s egymason atvihety, majd eblegezz
X, szerinti integralast:

oo $, $,

. . , 1
Anm sin(" n'x.) sin(" nxL)é#;nmlde =

\,{Orl]'[l# cosfm™ )] sin(" nx,)dx,
0

n'=1 m'=1 0

(10.42)
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Elvegezve ay szerinti integralast:

A Nt = Y (11 cosn L1 cosf)] (10.43)
n-m-4-n,n--m,m‘ "2nm" . .

n'=1 m'=1

Ebbygl az egyenletbgl ax,,, egwtthate kifejezhetg:

Apm =

f::‘r)n [1! cosm™)][1! cosp")]. (10.44)

Latszik, hogy minden olyamA,, = 0 nulla, amelyikben valamelyik index paros szam.
Vel is kapjuk tehat, hogy:

16V
"2nm’
ahol n,m paratlan egesz szamok. Vegyelp a# fuggveny egytthatejanak depPndcigjat
(10.39:

Anm = (10.45)

/\nﬁl I
= 10.46
am] Shll n2+ nﬁ ( )
az kapjuk, hogy
16Vo
= . 10.47
S sh " n?2+ m? "2nm ( )
Es ©&gy a vegeredmeny:
1 gesht mEmL 8 x% 3 %
#(X,Y,2) = VW ———— sin "n— sin "m— (10.48)
he1 meg SN N2+ M2 "2nm L L

Ezzel a feladatunkat megoldottuk. A keresett potenciugfjvenyt sikeslt vegtelen sor-
aesszeg formajaban megkapnunk, amelyei@?2 abra szemlelteti. A numerikus eredme-
nyek ennek az adott pontossagu kiszamdtasa fogja nyujtani.

oV

o

cCooo —

PEOEOOBE
= R abolo—

OB oe =

&

10.2. abra. A (L0.49 potencial szemleltetese az= L/ 2 pontban. A szaggatott vonalak
a szintvonalakat mutatjak.
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A most targyalt peremertekfeladat viszonylag egyszery volt, hiszen a megoldas so-
ran csak jel ismert sagfuggvenyeket, illetve hiperbolikusdggvenyeket hasznaltunk. A
kevetkezgkbenspecialis f uggvenyekkel dolgozunk majd. Az elnevezes csaleka. Meg-
kerdezhetnenk ugyanis, hogy mennyiben specialisak ezelsggf/enyek. A valasz egy-
ertelmy: Semmivel sem specialisabbak, mint az eddigiek!. Legfeljebb mas askess
mas a bBggveny alakjuk. Azert nevezik megis specialisnak, hogy meglenbaztessik
ket azeddigi megszokott hatvany-, sag-, exponencidlis-, logaritmikus-, hiperbolikus-
faggvenyektpl. Mindegyik felsorolt iggvenyt®pus egyfajta igen egyszergzanseges dif-
ferencialegyenlet megoldasakent latta meg a napvilagot.

Vannak azonban bonyolultabb kzanseges dierencialegyenletek is, amelyek igen gyak-
ran szerepelnek a pzikai modelljeinkben.

Ezeknek a megoldasait ugyanugy megnevekzs abrazoljuk, mint pl. a sinf)-t.

A bzikai tanulmanyaink soran a leggyakrabban aeketkezp nevekkel talalkozunk
majd : Legendre -polinomok, Laguerre -polinomok, Bessel-fuggvenyek, stb . (Kiejte-
suk: lezsandr, lager, besszgl Ezek mindegyike egy-egy jel debnialafigvenyt jelent,
amelyeknek a rajzolata a matematika ényvekben megtalalhate, €s adott pontbeli erte-
keit tablazatbel kikereshetsk. Ugyanugy, mint azt a sink) eseten tennenk.

10.2. A Laplace-egyenlet megoldasa g embi koordina-
tarendszerben

A feladatunk tehat a" ! = 0 Laplace-egyenlet megoldasaagnbi koordinata-rendszerben.

T (", #)=0 (10.49)

Ehhez tudnunk kell a Laplace-operator polar-koordinatas alakjat. Fellapozva a matema-
tika kanyvek idevonatkoze oldalait, azt talaljuk, hogy

="t r];" P (10.50)
ahol
|
18 3
T or2gr S .
1 % .3 1 %2

Az elsg pillanatra meglehet@sen bonyolultnak tyng matematikai alakzatokat latunk. A
megoldas menete ugyanaz, mint az elgbb, a sokkal egyszerybb Descartes-fele esetben
volt. A megoldast szeparalt alakban keresk.
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Azaz
L(r,",#)= R(r)Y(",#) (10.52)
majd tovabb:
Y, #8) =" (") #). (10.53)

Elgsar azR (r) sugartel es & (", #)szagektpl bggy reszeket fogjuk szetvalasztarfjuk
be ezt a szeparalt = RY fuggvenyt az egyenleinkbe! Ekkor kapjuk, hogy:
! n

1
#,+ r7#!"' RY =0, (10.54)
azaz R
Y#,R+ ﬁ#l"'Y =0. (10.55)
Osszuk el az egyenletet & = RY -al s szorozzunk?-tel Adedik, hogy
R+ Ly =0 (10.56)
R Y 1, =VU. .

Lathatean, az elsg tag csak az a masodik tag pedig csak §" ,#} szamgek bggvenye. A
Laplace-egyenletnek a ter minden pontjaban, azaz mindén " ,#} erteknel teljeslnie

kell. Mivel a valtozek tiggetlenek egymastel, azert ez csak ygy lehetseges, ha mind a ket
tag kulen-kalen allande, amelyelasszege nulla pl: A! A = 0. Ekkor kapjuk, hogy

r’# ,R! AR =0, (10.57)
#,.Y + AY =0. (10.58)

A (10.57 egyenlet egyszery &ierencialegyenlette alakdthate, majd kesphlismereteben
foglalkozunk vele. Elgsar (10.58 egyenletet szeparaljuk tovabb a ket valtozeja szerint:

Y(",#)="!(")"#) (10.59)
Ekkor (10.59 egyenlet a lavetkezy alakot veszi fel:
I n
$ 9% 1 $
11} 'II :
Sinn $|| sin $II + S|n2 n $#2 + A 0 (10'60)

Szorozzuk meg az egyenlet mindket oldalat itV (I" )-vel:

|
) C ! . 1 $2"
sin" 3 sin" il + Asin®" + $

r $" $" r@ = 0. (10.61)

A helyzet most is ugyanaz, mint eddig volt. Azaz ketggetlen valtozejudiggvenyasszege
lathate az egyenlet bal oldalan. Jeljuk az wj szeparacies allandan?-el. Ennek a fura
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jelalesnek az oka kesgbb nyilvanvale lesz. Ezzel megkaptuk a ket szeparalt egyenletet,

nevezetesen:
|

1o )

—sint o= sint o+ Asir?! = m?, (10.62)
! ! ! - 2
e I'm (10.63)
Ez utebbi (10.63 az egyszerybb, hiszen
"= m? (10.64)
Ennek altalanos megoldasa mar jel ismert
#
# + do, h =0
vy= T am (10.65)

Cm SiN(M#) + dy, cosm#), ham=0
mivel tudjuk, hogy # es# +2$ ugyanazt a smget jelenti, ezert sekseges, hogy:
"#H)="#+29). (10.66)

Ebbyl az kevetkezik, hogym csak egesz szam lehen(# Z), €sc, = 0.
Gyakran hasznos a szinusz es koszinusgdvenyek helyett komplex exponencialisat
hasznalni. Emellett

" (#) = ¢y sin(m#) + dny, cosm#) = by, exp(im#), (10.67)

ahol ahy,, egwtthate egy komplex szam. Ay, €s{cn, dn} egwitthate kezetti esszefigges
megkereseset az olvasera b&zzuk.

A (10.62 egyenletet azx = cos! valtoze bevezetesevel aketkezg alakra lehet hozni:

| "
0, ' 2
e e Al % | =0 (10.68)
Ez az yn. Legendre-fele #lerencialegyenlet (helyesebben annak wn kapcsolt vagy asszo-
cialt valtozata.

Ennek megoldasa polinom-medszerrartenik. Megmutathate, hogy akkor van veges
megoldas az ertelmezesi tartomany mindenpontjaban, ha! (x) egy polinom. Azaz
vegtelen soasszeg eseten nem!

A megoldas akkor lehetseges, ha Azallande feldrhate advetkezg medon:

A=1(l+1)
| # N
Im[ $ I. (10.69)
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Maskepp feldrva:

A=1(+1)
1=0,1,2,...
m=0,+1,+2 444+ (10.70)

Nagyon gyakran aZm, 1} kezett fennallem =0,+1,+ 2,444+ szoros kapcsolata miatt
azm! m, jelelest szoktuk hasznalni. Tipograbai okokbel most ettgl eltekurik. A

(10.62 egyenlet megoldasai
I

' Pi(cos! ) (Legendre-polinom) ham=0
)= . : " (10.71)
P,"'(cos! ) (asszocialt Legendre-polinom) ham =0
Az asszocialt Legendre-polinom debnd&cigja:
wim|
P!™(cos! ) = (sin ! )mw (P,(cos!)) (10.72)
15 . .
Pp,—— P P,—— P —
P O 1 2 3
1o
0.5 1
O — -
05 .
-1 | 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

10.3. abra. Az elsyp negy Legendre-polinom.

A Legendre-polinomokat tablazatokbel ki lehet keresni, mi itt csak az elsg negyet
soroljuk fel s a Fig10.3abran abrazoljuk:

Po(X) =1
P1(x) = x

P,(x) = ;(3x2 # 1)

P5(x) = ;(5x3 # 3x) (10.73)
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ffjuk fel a ! (r) potencialfaggvenynek a sagektyl faggp reszet!
Y," (", #) = am exp(im#)P™ (cos") (10.74)

A {",#} polar sagparok a @mbfeblet egy pontjat jelalik ki. fgy aztan azY,"(",#)
faggveny a @mbfellet minden pontjahoz egy szamot rendel. Ezert a nevergbfuggveny.
Megmutathate, hogy ezek a gmbfuggvenyek un. ortogonalis, teljes rendszert alkotnak.
Ennek egyik feltetelekent fennall advetkezy (sulyozott) ortogonalitasesszedgges:

! | I 21

Ssintdt A CLEAY L H) = $ S (10.75)
0 0
Megjegyezek, hogy azl,= I, m = m’ eset |Bgzd&ti aza, egytthatekat a (10.79
egyenletben. Pl.ago = 1/ 4% Az ortogonalis teljes éiggvenyrendszer azt jelenti, hogy
egy eembfebleten ertelmezett, tetszplegek (", #) fuggveny (pl. a kontinensek hatarai)
ezen @mbfuggvenyek rendszereben sorba fejthetp. Azaz:

noow
F(.#)= Gm Y, (", #). (10.76)
1I=0 m=$I

A Laplace-egyenlet altalanos megoldasa ezek ut@amiyen megkonstrualhate. Ehhez
azonban meg meg kell oldanunk sugart@ldgy reszre vonatkoz0.57di! erencialegyen-
letet.

r® R" AR=0 (10.77)

A # (") megoldasa soran mar megkaptuk @ integralasi allande lehetseges ertekeit:
A = I(I +1). Ezert drhatjuk, hogy

r* R" I(I+1)R, =0, (10.78)
aholl =0,1,2,... Mivel pedig tudjuk, hogy
# $
1d dR 1d?
" R# ey rZE = FW(rR) (10.79)
ezert adedik, hogy
2
r;rz(rRo =1(l+1) R (10.80)
avagy
d2
rzw(rRl) = 1(1+1)(rR)) (10.81)
Vezessk be a
Q # IR, (10.82)
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jelalest! Ezzel a megoldande egyerndgtk a kevetkezg alakotalti
r’Ql = 1(1+1) Q (10.83)

Ez mar egeszen baratsagosnak tynik. Az egyenletbgl lathate, hogy egy olyaigdenyt
keresink, amelyet ha ketszer derivalunk akkor az megfelel annak, minth&el osztottuk
volna. A hatvanyfuggveny pontosan ilyen! Azaz legyen

Qi(r)=r~ (10.84)
Bedrva az egyenletbe adedik, hogy
| "
r2 k(k! Dr2 = 1(1+1)rk (10.85)
Azaz
kK(k! 1)rf=1(+1)rk (10.86)
Es ezert
k(k! 1)! I1(1+1)=0 (10.87)
Aminek megoldasa:
. N $
1+ T+41+412 1= (1+2D)% 1+ (1+2)) 1+1
k = 5 = 5 = 5 = (10.88)
Azaz mivel 1
Ri(r)= Q") (10.89)
foy $
R(D= o= " 10.90
| (r) - FQ| (r) - r" (1+1) ( : )

Az egyenlet altalanos megoldasa ezen elemi megoldasok linearis kombinaci®ja lesz, hiszen
a Laplace-egyenlet linearis tierencialegyenlet. Tehat

% & b

R(r) = ar' + T (10.91)

1=0

Ezt felhasznalva fel tudjuk ®rni a teljes megoldast:
& 1
| " _ % % [ Bim im! pIm| n
L(r,",#) = amr + e €™ P/ (cos"). (10.92)

1I=0 m="1
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Termeszetesen @ay,,bm} ismeretlen egwtthatekat a peremfeltetelek teljesdtesevel ha-
tarozzuk meg.

A peremfeltetel azt jelenti, hogy egy zart felaleten elgdrjuk a potencial viselkedeset,
azaz

I(I 1)= f(l 1),
ntt(12)=g(!2),
L=, 0, (10.93)

10.2.1. Tengelyszimmetrikus eset

Nagyban leegyszerylik a matematikai komplikaci®, ha hengerszimmetrikus problemak-
kal foglalkozunk. Ez ugyan leszyk®ti a vizsgalhate jelensegekek, de a viszonylag egy-
szery megoldhatesag didaktikai elgnye karpetol minket.

Mint azt lattuk, hengerszimmetrikus esetben d (r, ") nem fugg a# szgtyl es &gy
azm =0 (minden | eseten). Az altalanos megoldas tehat a0(92 alapjan kevetkezy
alakba ®rhate: " #

L(r,") = ar' + rEl P, (cos"), (10.94)
1=0

ahol P,(cos") a Legendre-polinomok {0.73.

A kevetkezgkben megvizsgaljuk azt, hogy az eddigi tanulmanyainkban megismert
(Koserleti Fizika) hengerszimmetrikus elektrosztatikus terek valeban olyan szerkezetyek-
e, mint azt az (10.99 altalanos feldras szolgaltat!

10.1. Feladat (Pontt eltes tere) Mint az ismeretes egyQ nagysagu ponéltes elektro-
sztatikus teret a 1
NOE:

T A$%r
potenciallal adhatjuk meg (ha a pordttes az origeban van @s# 0). Nagyon tavol a
teltestyl

(10.95)

lim! (r)=0 (10.96)
rl
Ezert azr pozit®v hatvanyai el kell, hogy tynjenek, tehat a potencial altalanos alakja
|| 1] #
- h
b(r,")= mEey P, (cos") (10.97)

A pontteltes potencialiggvenyet akkor kapjuk meg, ha

Q hal=0
= & 10.98
b 0 hal #0 ( )
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Azaz a pontbltes potencialiggvenye valeban megoldasald = 0 ( r £0) Laplace-
egyenletnek.

10.2. Feladat (Homogen elektrosztatikus mezg) A homogen ter skalar potencialja
I =" FEr (10.99)
hiszen
E="#!1=+#(Er)=E (10.100)

Legyen az elektromos terergssegranyy, azaze = (0,0, E). Ekkor
| =" Ez (10.101)
Gembi polarkoordinatakkal ez agvetkezgt jelenti
I'(r)=" Er cos" (10.102)

Tekintsuk az altalanos potenciaifjgvenyt (homogen a ter, tehat hengerszimmetria van)
n #

!
(= ar'+ rb P (cos") (10.103)

[+1
|

Nyilvanval®, hogy ebbgl megkaphatjuk a homogen ter potencialjat, ha

"E hal=1
0 hal £E1

h=0 (10.104)

Tehat a homogen ter szinten kielegdti a Laplace-egyenletet.

10.3. Elektromos dipelus tere

Egyqg,i=1,2, ...,N pontteltesekbyl alle rendszatipelmomentumataz alabbi medon

dePnialjuk:
!N

p= rig, (10.105)
i=1
ahol{rq,ro,r3 ...,ry} a pontteltesek helyvektorai.
A legegyszerybb ilyen elrendezes az elektromos dipelus. Epes" g pontteltesek-
byl all, amelyek helyvektorait (rendre)r. -szal s az, -szal jebljuk. Ekkor elektromos
dipelmomentumra azt kapjuk, hogy

p=+ar." a, =q(r+"r)$ ad (10.106)

118



10.4. abra. A dipelus szemleltetese. A koordinatarendszert origejat g telteshez
regzotpk, a z tengely pedig a +q teltes fele mutat.

ahol
d" r. ! (10.107)

Tehat ad a +q teltesnek! g hoz viszonydtott helyet adja meg.
Helyezak a ! g teltest az origeba. Ekkor az elektromos potencial ket posttes

potencialjanak azasszegekentdnnyen feldrhate:

I n
q 1 1
| = | —
H(r) 4% Ir! d| r

(10.108)

Legyen a +qteltes az tengelyen, azazl = (0,0,d). Had# r (azaz elegendgen tavol
vagyunk a dipe®lustel) akkor adedik, hogy

# - | n

$ -

[r! d|= r2+ d®! 2rdcos$ %r 1! zfcos$%r 1! ?cos$ (10.109)
Ezt bedrva a {0.109§ egyenletbe kapjuk, hogy
$ ‘ ! "

q 1 1 q 1’ d qd cos$

! = Y% - &I = 0 - — ! =
= T 130 coss 1 Pamer TP T e
(10.110)

De tudjuk, hogy p = qd illetve a cos$ kifejezes esd skalarszorzataban is elgp. Tehat
a (10.110 egyenletet mas alakba is ®rhatjuk:

1 pr
() = 4,,#0'?3 (10.111)
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llletve:

|
() = 4,,50" rl (10.112)

Ezek utan hatarozzuk meg ak (r) tererggsseget a ter minden pontjaban, azaz

E=1"1 (10.113)
Komponensenkent kidrva:

! ! #

_ _ 1 P Xj

Ei=1!$! = | ! 4"#0$i el
| '$ %
b 1 1
- " TH, P $i X; 3 T B X; $ir*3 (10.114)

i

Itt kihasznaltuk azt, hogy ap allande. Elvegezve a kijelt derivalasokat kapjuk, hogy:

1! $p°/@ prx% 1 $p ax, & ox
_ ) i A A i I R
Ei - I 4"#0 J |’3 l r5 - I 4"#0 |’73 ' ris (10115)
Vissza®rva a vektorialis alakot:
$ 0,
| 2
g= L Skorirp (10.116)

T4, rs

A kapott eredmenyt a10.5abran abrazoljuk.

2.5
2 v~ L N R 2 T 4 =
‘‘‘‘‘‘‘ L S A R A . L A I
vvvvvvv L 2
150 <« < <<+~ LI A A O 7
4444444 \\'\ AA 7 x> v > > r >
1F < «<<=<= N R e T 4
PR /I'/-_>+.>.-
AAAAA P e
05 [ - et kA A A A a
[ \\\1<1i
zZ O_ Yo or oy oy | [ 2 A R A .|
4wy Vo I
4A A e w e i
—05F Liit: = . —_—rr sl §
...... NS
T ,. //‘ \\ e 4 < s _
»»»»»»» //f \\\\‘-1-‘-‘4
——————— ER A LI T T
-5 - - - .. 4 4 P Y Y vy oxov v o< <
vvvvvvv 4 R AR
i I A t o4 4 4 Ah R Y oY oY oTow o= % -
175 | | | | | | | |

10.5. abra. A dipelus altal letrehozott elektromos tewz metszete. A vektorok nagysaga
a terergsseggel aranyos.
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Ne felejtsk el, hogy ez csak akkor igaz, ha a dipelustel elegendgen tavol vagyunk
(d! r). Mind e mellett azonban a teljes terre is igaz lesz, ha a posttes mintajara
bevezetpk a pontszery dipelus fogalmat.

Li'm0 Qd = p. (10.117)
Qr

Ez a fogalom igen hasznos lesz. Az anyag ugyanis atomokbel all, amelyek rendel-
kez(het)nek elektromos dip®lussal. Hiszen van, hogy az elektron(felhglteskezeppontja
nem esik egybe a pozitdwltesy atommageval (molekulak eseten : magokeval). Mivel
az atomok merete sokkalta kisebb minden makroszkopikus meretnel, ezert az atomok
(molekulak) pontszery elektromos dipelussal jellemezhetgk.

10.4. Green-f uggvenyek az elektrosztatikaban

Tudjuk jel, hogy az anyag atomos szerkezetygy az elektromos sltesek (+ ) hordozei
is atomok, molekulak lehetnek. Azt is tudjuk mar, hogy az elektromosites kvantalt
mennyiseg, azaz mindef g taltes egy eleme teltesegyseg egesz szamblisarase, ahol

e=1.602410°°C (10.118)

Mivel a Maxwell-egyenletek linearisak, ezert ervenyes a szuperpozdcie elve. Ez azt jelenti,
hogyha pl. ismerem ket pontltes elektromos teret klen-kalen, akkor meg tudom mon-
dani azt, hogy egwttesen milyen elektromos mezgt hoznak letre. Azaz formalisan, ha egy

g teltes altal letrehozott elektromos terergsség(r,q), akkor a {o, %, ...,q,..., N}
teltesrendszer altal letrehozott elektromos terergsseg:

IN

E({o G ....q,...,u}) = 'A Ei(r,q) (10.119)

i=1

Ez azt jelenti, hogy az alapfeladat egy pondltes terenek a meghatarozasa. Terme-
szetesemmost ezt is a Maxwell-egyenletek segdtsegevel kell megtehn Azaz nem a
pontteltesek lazeatt fellepp Coulomb erg matematikai kifejezesenek a felhasznalasaval.
Mivel a di! erencialis alapegyenletekben(r) teltessyryseg szerepel ezert a paitiest is
ebben a formaban kell hasznalni. Ezt a terbeli Dirac-delta disztribucie segdtsegevel tud-
juk megtenni. A linearis rendszerek analdzise.l fejezet) soran mar megismerkeaihk
ezzel a fogalommal. Szamunkra elegendg precizitassal megbegzelivele vale korrekt
matematikai myveletek lehetgseget is. Most ezeket ez ismereteinket fogjuk hasznalni.

Helyezank el a terry helyvektory pontjaba egyQ pontteltest. Ekkor terbeli taltes-
syryseget a &vetkezg, immaron trivialis, medon &rhatjuk fel

L(r)=Q"(r" ro) (10.120)
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Hiszen a Dirac-deltanal tanultak szellemeben @ fejezet):
! !

INdPr= Q"(r! rg)dr=0Q (10.121)
A pontt eltes elektromos terergsseget meghataroze Poisson-egyenlet ekkor tehat
— QII
H(r,ro) = % (r! ro) (10.122)

A szamolas egyszerysdtese vegadizitsk az origet a pontbltessnkhez. Ez nem csorb&t
semmit az altalanos vizsgaledasunkon, hiszen a bzikai eredmenyek mgmhetnek a
koordinatarendszer megvalasztasatel. Amugy pedig az eredmeny ismereteben, utelag
meg mindig visszatolhatjuk az origet az eredeti helyere. Ekkor a Poisson-egyenlet a
kevetkezy lesz: 9

%

A (idgfaggy) linearis rendszereknelb(l fejezet) mar foglalkoztunk azzal, hogy ha
ismerjpk a rendszernek a valaszat egygyesen megvalasztott gerjesztesre, akkor eb-
byl tudni fogjuk azt, hogy mikent reagal a rendszer egy tetszgleges hatasra (bemenet-
re). Az egyik ilyen vizsgale gerjesztes a Dirac-delta volt, a masik a szinuszosdggf
gesy. Ez utebbinak a megfelel§ matematikai altalanosdtasaval jutottunk el a Fourier-
transzformaciehoz. Ennek hasznalata igen hatekony eszkek bizonyult a bzikailag
ertelmes (nem vegtelen nagy energiatartalommal rendelkezy) gerjesztesek eseten. Azt is
lattuk, hogy ezek a vizsgale gerjesztesek egymasba atszamdthatek, ezert aztan a valaszok
kezett is igen jel debnialt kapcsolat van.

A Dirac-delta gerjesztesre adott valaszt, azaz a kialakult elektromos terergsseget meg-
ade potenciaiggvenyt most is Greendggvenynek fogjuk nevezni, s megtartjuk@ (r)

L#(r) =1 2"(r). (10.123)

jelalest is.
Tehat
LG(r)="!"(r). (10.124)
A G(r) ismereteben termeszetesen a poeltes#q (r) potencialja kezvetlerul adedik:
11} Q
#o (r) iG(r)' (10.125)

Mindebbgl azonban ebb is kavetkezik. Ugyanis, ha {0.129 igaz, akkor igaz lesz a
kavetkezg eltolt Poisson-egyenlet is

Grtor)y=1m"(r! oo, (10.126)

ahol a valtoze tovabbra is az vektor s az' az egyenlet szempontjabel csak egy eltolasi
parameter. Szorozzuk be az egyenlete(# el, ami erzeketlen d , operatorra, hiszen
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nem tartalmazza azr valtozet. Kapjuk, hogy
' n

L Iie(r! " (r') =1 Ii#(r! rY#(r'). (10.127)
‘0 :
Mind a ket oldal elvegezhety egy terfogati integralas azparameter szerint az egesz
vilagra. Ekkor adedik, hogy:
! 1 # ! 1 #
e G(r! r)y"(r)yd¥' =1 T #r !l o) (rh) &' (10.128)
‘0 -0
A Dirac-delta debndcieja ertelmeben az elgz$ egyenlet bal oldalan megjeleniKra
teltessyryseqg, azaz
L # !
1 N n | 3..! 1..
b G@r! r)y"(rydr =1 = (r) (10.129)
‘0 *0

Ez pedig azt jelenti, hogy a L
L$(r)="!="(r) (10.130)
‘0

Poisson-egyenlet ertelmeben a megoldast evktkezyp konvoluciessszafiggessel tudjuk
kiszamdtani. 1 #
$(r) = T

*0

Tehat (hasonlean az idgtartomanyban tapasztaltakhoz)@ (r) Green-taggveny isme-
reteben tetszpleges(r) telteselrendezpdeshez tartoddr) potencialaggveny egyszeryen
(bar legteabbsar nem kis matematikai munkaval) kiszam&thate.

A feladatuk tehat G (r) Green-bbggveny meghatarozasa. Ezt Fourier-transzformacie
segotsegevel fogjuk vegrehajtani.

Elpszar ismetelpk at az idgbeli Fourier-transzformaciet{.42 es (L.43:

G(r! r')y"(r)d' (10.131)

# .
x(t) = X (%€ 'd% (10.132)
”
# .
X (% = 2; . x(t)e’ " tdt (10.133)

A terben az idg megfelelgje a hely, askfrekvenciae, pedig a hullamszam:

t" r
%" k (10.134)
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A terbeli Fourier-transzformacie tehat a &vetkezgkeppen nez ki:
!

Gr)=  G(k)e" dk,
|

G(k) = G(r)e '* dr. (10.135)

1
(21)3
Itt Pgyelembe vettsk, hogy igazabel harom Fourier-transzformaciet hajtunk vegre a ha-
rom fuggetlen terbeli irany szerint. Saksegink lesz meg a Dirac-delta Fourier-transzfor-
maltjara (1.47):

I

n —_ . 1 ‘kxX
(X) - " Zel dev
1 .
"(r) = "(x)"(y)"(2) = ZE X ok, (10.136)
llletve az inverz transzformalt:
|
1 1 ,

G- @y "(n)eX dr = A )3e° (10.137)

Most mar feltudjuk ®rni a (L0.123 Poisson-egyenletet Fourier-transzformalt alakban
kihasznalva (0.135 es (L0.13§ egyenleteket:

I # |
. , 1 .
. kr 43 - kr 43
! | G(k)e" d°k —| (2!)3e"dk
! . _ ! 1
kr 431, — ikr 43
| I G(k)€ dk—| We d>k
kZG:(k)e”‘r d’k = ! ek d®k
(')
. 1
26 -
k-G(k) ZIDE (10.138)
Visszatranszformalva val®es terbe:
|
—_ 1 - 1 ikr 43
G(r) = W ﬁe' "d°k (10.139)
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Terjunk at gambi koordinatarendszerre, ahati’k = dk(kd! )(k sin! )d" . Tehat
[ Il

G(r) = Lo 1 gr eos” iy K2k di g =
(2#)3 I "!l I OI 0 k2
1 ' -1 .
= ek s ginl k2dk dl =
@2 4 0 KT
_ 1 ! e|kr! e“lkr dk =
(w2 ikr -
_ 21 sinu -
T @#?r , u
11
G(r) = e (10.140)
Tehat a Laplace-operator Greerdfjgvenye:
11
G()= 4.~ (10.141)
Alkalmazva a pontteltesre
Q
I $=1 =&r), 10.142
% &r) ( )
megkapjuk a pontisltes potencialjat
_ Q1
$(r) = 2% (10.143)
Tetszgleges (r) telteseloszlas eseten:
|
1 7 (rHdv#
$(r) = #% i (10.144)

10.5. Az elektrosztatika egyertelmysege

A Laplace-egyenlet megoldasakor mar beszglk arrel, hogy miert varjuk azt, hogy
az elektrodinamika egyenletei egyertelmy megoldassal rendelkeztek. Az ervalebar
spekulat®v volt, megis teljes egeszelBmszhangban allt a termeszettudomanyos szemle-
letunkkel. Mindenesetre az elektrodinamika koherenciqjat ergsétene, ha az alldtasunkat
egzakt matematikai eszkzakkel is bizony&tani tudnank.

A kavetkezgkben ezt fogjuk megtenni. Igaz ugyan, hogy most csak az elektrosztatika
eseteben adunk egy bizonydtast, de hasonle gondolatmenettel (cshlb tmatematikai
faradtsaggal) az egesz elektrodinamikara is megtehetg.
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10.1. Tetel Ha a Laplace-egyenletnek megtalaltuk ket (r) es!,(r) megoldasat ame-

lyek ugyanazoknak a peremfelteteleknek tesznek eleget (vagy ugyanalteaeirendezes
hozza letre az elektromos mezgt) , akkor ez a ket megoldas egymastel csak egy allandeban
terhet el.

Bizony®tas.Legyen a Laplace-egyenletnek ketkanbaezyp megoldaséd ; es! ;:

ll;=1 — e Il,=1__1 10.145
1 % 2 % ( )
A peremfeltetelek azonosak, tehat
(") = 12(")
(grad ! 1)n(") = (grad ! 2)a("), (10.146)

ahol a felsp a Dirichlet-, az als® a Neumann-hatarfeltetel. Ha kivonjuk egymasbel a ket
Poisson-egyenletet, akkor a jobb oldal kiesik, hiszen ugyanarrel &r) telteseloszlasral
van sze.

I (1,0 14)=0 (10.147)
Vezessnk be egy uj jeblest:
N P R (10.148)
Ekkor ®rhate, hogy
11 =0. (10.149)

A peremfeltetel pedig &gy alakul:

)= 1) 12(")=0

(grad! )n(") =(grad! 1)a(") ! (grad! 2)a(")=0. (10.150)
Tudjuk, hogy
1 =0. (10.151)
Ekkor igaz az is, hogy
1 =o. (10.152)
Hasznaljuk ki az alabbi azonossagot:
#(!#!):(#!)(#!)+!ﬁ.§$ (10.153)
Azaz % % %
0= It dv=#(#!)dVv! (grad! )2dV (10.154)
\% \ \
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A jobb oldalon az elsg integralt atdrjuk a Gauss-Osztrogradszkij-teté] §zerint:
! &
0= lgrad dA! (grad!)dV (10.155)
" #E % VY

=0

A felaleti integral a (10.150 peremfeltetelek miatt zerus, ezert:

&
0= (grad )?dv, (10.156)
\%
mivel (grad! )2" 0, exert
grad' =0. (10.157)

Tehat! = allande.

¥ Ha Dirichlet hatarfeltetelt hasznalunk, akkorl # 0, azaz! 1 = !,

¥ Ha Neumann hatarfeltetelt, akkor! , = ! ; + const.

Tehat a ket potencial csak egy lenyegtelen konstansban ter el egymastal. O

10.6. Multipelus sorfejtes

10.6.1. Potencial

o(r)

10.6. @abra. A"(r') telteseloszlas altal letrehozott elektromos potencialt kergssaz r
pontban.

Legyen adott egy" (r') telteseloszlas (lasii0.6 abra)! Jeblje V azt a terfogatot, ahol
"(r') $ 0 es legyen az orige & terfogaton behl. Hatarozzuk meg a! (r) potencialt
abban az esetben, amikor' % r, azaz a slteseloszlastel tavol!
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Ekkor a potencial a levetkezg alakba ®rhate:

1 ! $(rh)dv!

! = 10.158
= Z T 7 ( )
Fejtsuk sorba a 1|r ! r'| kifejezestr' = 0 kernyeken!
1 o Fo 8 7 1 ¥
— = %——— by 2 wop—— '+ 444 (101
rtr| r p|r! M s X5 ; pOP|r! A [ Xix; + aaa (10.159)

Vezessk be a! x; = x; ! x| jelelest! A derivaltak a levetkezgkeppen alakulnak:

0,
# 11 $ ? 11 ) # I X $ X
%~ =&op = = =2 10.1
plr' r.!l o p 7 X_2 |r.| r[|3 o r3 (0 60)
| IS
llletve
# # #
3 I X; $ L& 3 x;! x-$
Wi = Pprop T e
[r!rl .o r! r'P [r! r rt > 5
_ XX
= 5 ! 3 (10.161)
Azaz
1 1. " x 1" P axx rg ¥
— i iR ! | o!y! 4 A A
AN F+ i r—3xi + > ij 5 XX ! rTXiXJ' + aaa (10.162)
Azaz a potencial nagy tavolsagokra aeketkezg alakot veszi fel:
+' n I -
1 ' | ll o N! 1 X
' n H 7+ : : H 7+
(r) T, V$(r )dVr | V$(r )X dV 3
n I / - 0
1 1. N 1,1 | 1 iAj s sz
+ 3 (') 3xx! 1 & av! X;)S(’ + 444  (10.163)
i
Bevezetpk a kevetkezg mennyisegeket:
!
a=  $(r)av'
!V
p = $(I‘!)X;dV!
v /
Qi = $(r') 3xix! &r® dV! (10.164)
\%
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Megjegyezak, hogy a fenti dePndcie szeriQ; = Q;i, ezertQ szimmetrikus matrix. A
fenti egystthatekkal a (10.163 kifejezes egyszerybben is atdrhate:
' n

1 q_pr_ 1rQr 14
| = ~ - < :
I(r) o r+ 3 + > 5 +0O(r'*) , (10.165)

ahol g a telteseloszlassszbltese p a dipelmomentumaQ a quadrupolmomentuma (0.7

abra).
e 83 B

q P Q

10.7. abra. A multipol sorfejtes elemeinek bemutatasa.

Szamoljuk ki az elektromos terergsseget! Az alabbiakban kihasznaljuk, hbgy=
e =rilr:

1 # 1 $
| 9+pr+7rQr a

: n I : mn - = _< =
E(r) grad.# T, 1Tt o )
1 1 p 1 11 1 1
=" I Z+ Slr+pr! S+ 230 + ZrQr! =
4"#& g r TP et o (rQr) ZrQr rs
1 g 3(r)r" r?p 5 (rQr)" 2r2(Qr)
= = + + )
L'y r3 rs 2r7 (10.166)

Termeszetesen az elsy tag posttes tere, a masodik a dipeluse, a harmadik pedig a
guadrupoluse.

10.6.2. Erghatas

Most hatarozzuk meg a élteselrendezesre hate ergt!
A pontt eltesre hate erp a &vetkezpkeppen drhat® () fel:
F=qE (10.167)

Telteseloszlasra ez aaketkezgkeppen alakul:
%

F=  E()$(r)dV (10.168)
\%
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Az elektromos terergsseget sorba fejl§ azr' = 0 pont kerul:
! n #
Ei(r') = Ei|i=0 + !j!Ei|,!=0 Xj+aaa = Ej|i- +r(gradEi);-  (10.169)
j

Ezt visszahelyettes®tvel(.169 egyenletbe kapjuk, hogy

$
Fil  "(r')(Eili=o + r(gradg;), =) dV'
% % & %% &
= Eilr=0 "(rYdV' +(gradE;);= "(ryridvt =

\% \%

(10.170)
Azaz
F = gE|;=0 + (pgradE), o + 44a (10.171)

Tehat a teltest az elektromos terergsseg huzza, a dipelust pedigaltozasa!l
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11. fejezet

Magnetosztatika

Elgsar vizsgaljuk vakuumban a magnetosztatikat! Mint mar emidtetk, statikus eset-
ben a Maxwell-egyenletek magneses es elektromos resze szetcsatoledik. A magneses resz
a kevetkezgpkeppen adedik:

divB =0,
rotB = poj. (11.2)

11.1. Vektorpotencial

Az elektromos analegianak megfelelgpen vezeds be itt is egy potencialt, ami az elsg
egyenletet automatikusan teljes&ti! Mivel tudjuk, hogy divréd ! 0, ezert most egy
vektorpotencia fogunk bevezetni, hogy

B =rotA. (11.2)

11.1.1. Mertekinvariancia

Az elektrosztatikus potencial eseteben belattuk, hogy az egy konstanstel eltekintve egy-
ertelmyi (lasd10.5fejezet). Itt azonban tabb szabadsagunk van, mivel, ha

A'= A +grad!, (11.3)
akkor

B =rotA =rotA', (11.4)
mivel rotgrad! ! 0. Tehat viszonylag nagy szabadsagunk vah megvalasztasaban.

Szokas azonban egy tovabbi kikest tenni A -ra, egy merteketbevezetni. Ennek hasznat
hamarosan meglatjuk. Debnialjuk £oulomb-mertekeét

divA =0 (11.5)
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Kerdes termeszetesen, hogy mindig tudok-e olyan vektorpotencialt valasztani, amely
eleget tesz a 1.5 Coulomb-merteknek?
Legyen egy problemanak a megoldasa Az vektorpotencial, amely nem teljes®ti a
Coulomb-merteket, azaz
divA' E0 (11.6)

Keressik azt azA potencialt, amely szinten megoldasa az adott problemanak, de kieleg®ti
a Coulomb-merteket! Mar megmutattuk, hogy ha\' megoldasa a problemanak, akkor
A'+grad! is. Legyen tehat

A = A'+grad! (11.7)
ffjuk fel a Coulomb-merteket!
divA =divA'+ 1! =0
I =" divA' (11.8)

Azaz! meghatarozasara egy Poisson-egyenletet kaptunk, amirgl mar tudjuk, hogy meg-
oldhate, tehat a! (r) fuggveny megkaphate, aza® minden esetben elgalldthate.

11.1.2. Poisson-egyenlet

ffjuk fel a magnetosztatikara vonatkoze Maxwell-egyenleteket a vektorpotenciallal!

div rotA =0
rot rotA = oj (11.9)

Az elsg egyenlet tehat automatikusan teljeg. A masodik egyenletnel hasznaljuk ki az
alabbi azonossagot:
rot rotA =grad divA " ! A, (11.10)

mivel a Coulomb-mertek miatt dVA = 0, ezert
"rotrotA =1 A. (11.11)
Azaz ismet egy Poisson-egyenletre jutottunk a vektorpotencial eseteben is:
LA =" o (11.12)

Az elektrosztatikahoz kepest mindssze annyi a klenbseg, hogy most a Poisson-
egyenletet vektorokra ®rtuk fel, azaz mindharom komponensngldn-kalen meg kell ol-
danunk egy-egy egydimenzies Poisson-egyenletet.
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11.2. Biot-Savart-t aerveny

Oldjuk meg a (11.12 Poisson-egyenletet! A Laplace-operator Greeaggvenye ismert:

1
G(r) = T (11.13)
Tehat a megoldas |
_ Mo ()
A(r)= a i r!|dv' (11.14)

Ha aramsyrysegrgl atteink vekony vezetekben foly® aramokra

jdv' = 1dl', (11.15)
akkor ! Lyl
Mo Ml

A(r)= TS (11.16)

11.2.1. Coulomb-mertek

Most bizony®tsuk be, hogy al(l.19 vektorpotencial teljesdti a Coulomb-mertekettjuk
fel a kontinuitasi egyenletet 8.11)!

divj + "#=0 (11.17)

Mivel magnetosztatikarel beszahk, ezert"# = 0, amibyl

divj = 0. (11.18)
Szamoljuk ki a vektorpotencial divergenciqjat:
! " # ! " #
oA = Moo r_ P Ho e 1 !
divA = 4 VJ(I’) TN dav' = 2 Vj(r) TN av (11.19)
Ahol kihasznaltuk, hogy" (1/|r! r') = " Y@/ |r! r'|). Parcialisan integralva es ki-

hasznalva a Gauss-Osztrogradszkij-tetelt kapjuk, hogy

! $
R O P R T R
WA= ™Vt g™

(11.20)

Mivel (11.19 egyenlet alapjan” j = 0, ezert a bal oldal elsp tagja zerus. Mivel a
vektorpotencial meghatarozasahoz al.14 kepletben azesszes aramra skse@nk van,
ezert aV terfogatnak tartalmaznia kell azr helyen hatast kifejtpesszes aramot. Ennek
a terfogatnak aF felaleten tehat nem haladhat at aram, azaz a jobb oldal masodik tagja
is zerus. Tehat kijelenthetisk, hogy divA = 0.
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11.2.2. Magneses indukcia

ffjuk fel az (11.19 vektorpotencialhoz tartoze magneses indukciet!
|

Ho i(r)

B=rotA=-— rot

4 rtor

A szamolas egyszerybb komponensenkent, fontos szem elgtt tartani, hogy a derivalas a
vesszgtlerr szerint tertenik:
I n

dv' (11.21)

. # $ I n # $
4! # jl(r!) ! . ! # 1 |
—B; = "KW o— 0 dV'= "k (r)0— ——— dV'=
o ' T vy e ST vy i );xk e
_ ! n . ! | (rl r!)k L . " . jl(r!)(r! r!)k .
T ) ik J1(r) AN dv' = v ilk NI dv' =
1100 I (O T ) Fp
=, TANEE dv (11.22)
Azaz megkaptuk aBiot-Savart-tarvenyt
!
" H I\ n | |
B = Ho J(r)ﬁd\/! (11.23)

Y VTR I E
11.3. Lokalizalt arameloszlas magneses momentuma

v

A(r)

11.1. abra. Arameloszlas szemleltetese. Az arameloszlast vesszgssel, a vektorpotencial
helyvektorat vesszgtlen szimbelummal jeljuk.

Vizsgaljuk meg all.labran lathate lokalizalt arameloszlas magneses teret@ont-
ban! A lokalizalt arameloszlas egy terfogatban talalhate,r'-vel parameterezak, €s
megleveteljuk, hogyr # r'.

A vektorpotencial altalanos alakja a &vetkezg (L1.19

|
Mo j(r)
A(r)= —
() 4 [r!

dv' (11.24)
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Mivel ar ! r' esetet vizsgaljuk, ezert ardemeg¢|t" r'|-t r' = 0 karal sorba fejteni:
! n I n I n

1 1, . 1 , I 1
[ R T I B (11.25)
Tehat elsg rendig
# #
4' 1 . 1 1 l . 1 1 1
—A)# - J(r)dvi+ = jr)(rr)dv: (11.26)
Ho r v r
Mivel aramok csak aV terfogaton geul vannak, azert
j(rYr'dA' %0 (11.27)
F
Hasznaljuk ki a Gauss-Osztrogradszkij-tetelt:
# # #
0= $'[i(r)r1dvi=[$j(rIr'dv'+ j(r)$'rdv’ (11.28)
\% \% \%

Mivel mar lattuk, hogy divj = 0, emellett pedig$ r = 1 ezert a fenti kifejezes az alabbira
egyszerysdik: #

0= j(rHav' (11.29)

Tehat a (11.29 egyenlet jobb oldalanak elsg tagja zerus.
A masodik tag tovabb alakétgsahoz induljunk ki az alabbi azonossagbal:

xix j(r')dF' = 0. (11.30)
F

Ez szinten abbel kvetkezik, hogy az aramok csak ® terfogaton bebl vannak. Ismet
hasznalva a Gauss-Osztrogradszkij-tetelt az kapjuk, hogy
#

#
0= SDaxddvi= [Fex)xid + xi(Fexol + xxilggldv.  (11.31)
=g =e =0
Tehat az alabbi azonossagot kaptuk:
# #
X jidvi="  xij.dv'. (11.32)
\Y \%
ffjuk fel a vektorpotenciali-edik komponenset, majd hasznaljuk ki a fenti azonossagot!
) * + *
41 1 # . | 1 ! 1 # : Ny! !
—Ai(r)= = Ji(r) XX dVi= — xe Ji(r)xdve =
Ho r* v " = v
117 117"
=z xi(iixi " jod)dv' = S5 [r&(&rhdv'  (11.33)
2r \Vi 2r \%

k
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Az utolse lepesben kihasznaltunk egy vektorszamétasi azonossagot, hogy

reGroe)y=0mrhit () (11.34)
Osszefoglalva tehat:
11! ! P (r'! ')dV'$
_ " Mo N N LI VA G Lo\ A
A(r)= RETE Vr. G! ryav a 3 (11.35)
Vezessk be amegneses momentumiot
!
m#} r'toj(rhdv! (11.36)
2 vy

Tehat elsp rendig egy lokalizalt arameloszlas vektorpotencialja ev&tkezy alakot veszi

fel: tom !
— HoMm:
A=
Mivel nincsen magneses monop®lus, ezert egy arameloszlas magneses tere messzirgl ugy
latszik, mint egy magneses dip®lus tere.

Most szamoljuk ki a magneses indukciat!

(11.37)

%m' I’&
B =rotA = %m r'3 (11.38)
ffjuk fel az i komponenst
4 ' ( xm)
—Bi(r) = “ik # o Mkim m|% = ik " kim M r% =
Ho jKim jkim
X
= (S 8m " G )MH r% =
ljlm 1
Xm . X
= $i §m mi# 7m $m$|m|#j% =
Jim , jlm
X.
= m,#j r% " m|#|r—; =
j o [
v % & &
_ $ . X Py xS
=M s 3 Mot s T
b, |
_ 3., 3 . m; xi(mr)
e (11.39)

Az utolse sorban az elsg tag zerus, a masodik tagot viszont mar at tudjuk ®rni vektorialis
alakra:
Ho 3(Mr)r™ r2m

5= a rs

(11.40)
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Fontos megjegyezni, hogy a lokalizalt arameloszlasok magneses tere, pont olyan alakot
elt, mint az elektromos dip®lus tere {0.16§ egym ! p es konstans szorzetenyezy csere
utan.

11.3.1. S®&kbeli aramhurok

11.2. abra. S®kbeli aramhurok.

Vizsgaljuk meg a s@kbeli aramhurol 1.2 abra) magneses momentumat!
I n
1 ' | . 1 I ] |
rjdvi= - " ode (11.42)

ms= =
2y 2

Tudjuk, hogy a keresztszorzat a vektorok altal kifesz®tett paralelogrammauate, azaz:

;r!" d' = dF! (11.42)
Tehat:

m=IF, (11.43)

ahol F a hurok fellete iranyultsaga a jobbkez szabalyteketi.
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12. fejezet

Elektormagneses ter anyagi k eazeg
eseten

12.1. Dielektromos polarizacie

A -«
& & @ =

12.1. abra. A dielektromos polarizacie ket alapt®pusa: Az indukalt dipelus es a polaros
molekulak rendezgdese.

Elektromos ter hatasara adltesekre erg hat, mely elmozddthatja azokat. Nyilvan va-
l®, hogy egy tetszgleges anyagba az elektronok es az atommagok nincsenek @gdhsO
a helyakre ezert a ter hatasara elmozdulnak. Ekkor alakul ki a dielektromos polarizacie,
amit a 12.1 abran szemleltaink. A polarizacie letrephet a teltesek elmozdulasabel, de
akar az eleve polaros molekulak elfordulasabel is. A lenyeg, hogyilagk elektromos
ter hatasara megjelenik egy makroszkopikus polarizacie. Debnialjutedogati dipelus
syryseget L

P
Vv

p;. (12.1)
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A terfogati dipelus syryseg mertekegysege tehat:

Cm_C

[P]:F_ﬁ

(12.2)

12.2. abra. Dielektromos polarizacie hatasara letep taltesmozgas.

Vizsgaljuk meg a dielektromos polarizacie hatasara leaep telteselmozdulast. Mi-
vel p = qd, ezert al2.2 abran lathate elrendezesben\a terfogatban megjelengdltes-
mennyiseg a kvetkezpkeppen drhate:

!

PdA=110Q (12.3)
A

Hasznaljuk ki a Gauss-Osztrogradszkij tetelt:
! n

PdA = divPdV (12.4)
A \Y

Mivel a (12.3 egyenlet barmely terfogatra igaz, ezert igaz aketkezy is:
I divP = 1, (12.5)

ahol ! , a polarizacie hatasara megjelensltessyryseg.
Erdemes lalanvalasztani a polarizacie hatasara megjelerdltessyryseget a szabad
teltesek syrysegetyl:
L=1lg+ 1, (12.6)
Praktikusan a szabad éltesek azok, amiket mi rakunk a rendszerbe, a polarizaci®s-t

tesek pedig a kialakult elektromos ter hatasarannek letre. ffjuk fel az els§ Maxwell-
egyenletet!

divE = 1' sz + il D (12.7)
0 0
hasznaljuk ki (L2.5 egyenletet:
div("oE + P) = ! 4. (12.8)
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DePnialjuk azelektromos eltolaid

D! 1,E+P. (12.9)
Amivel polarizalhate anyagokban a &vetkezg Maxwell-egyenletet kapjuk:

divD = ",. (12.10)

A P polarizacie azE elektromos terergsseg hatasara alakul ki. Az elektromos ter
hatasa, azaz & (E) fuggveny azonban nyilvan anyagfgg. Kis elektromos terekre es
igen sok anyagra azonban jedzeldtest ad a linearisfges:

P = #loE, (12.11)
ahol # az elektromos szuszceptibilitadtjuk fel az elektromos eltolast!

D = (§ #,4)!oE = !E, (12.12)

r

ahol!, a relat®v dielektromos alland®.

12.2. Magneses ter anyagi k ezeg eseten

Induljunk el a dielektromos polarizaci®ehoz hasonleariq.1 fejezet)! A magneses ter
forrasat a negyedik Maxwell-egyenletd(4) &rja le:

rotB = l.loj + Iol,l0$tE (1213)

Itt is celszery levalasztani a szabad aramokat. A maradek aram, azonban nem csak a po-
larizaci® hatasara letreyvg aramokbel keletkezhet, hanem az atomok is rendelkezhetnek
magneses momentummal. Ezert celszery az aramot harom reszre szetvalasztani:

J= 0t im * e, (12.14)
ahol
¥ |, a szabad aram
¥ ju az anyag magnesezettseget okoze mikroszkopikesakam

¥ |p a polarizacies éltesmozgas altal letrehozott aram.
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Debnialjuk az anyag magnesezettseget az elemi magneses dipelusok terfogatsyryse-
gevel: L

M =
V

m; (12.15)
i

Vizsgaljuk meg a magnesezettseget! A magnesezettseget az egesz terre kiintegralva
feldrjuk a vektorpotencialt {1.37:

— Ho M(I'!)! (I’" I’!) 1 Ho N 1
A(r) = a . TEE dv' = a VM(r).# T

A parcialis integralas soran a teljes derivalt tag eltynik s marad, hogy
#1 M(r)
v o r"or

amit esszevetve 11.19 egyenlettel adedik, hogy

dv' (12.16)

A(r) = % av', (12.17)

jm =rotM. (12.18)

A polarizacie a fahletegysegen athaladteltessel egyenly. Amikor tehaP idgben
megvaltozik, Bltesek mozognak, azaz

jp="P (12.19)

ffjuk be az aramokra kapott (12.19 es (12.19 esszahiggeseket a negyedik Maxwell-
egyenletbe 9.4)!

ulrotB = jg trotM + " P + #"E (12.20)
0
Atrendezve kapjuk, hogy

rOt(B/HO'I M): jsz+ "t(#t)E+ P) (12-21)

DepPnialjuk a magneses terergsseget:

HS$ B/uog" M (12.22)
Ekkor a kevetkezgy egyenletet kapjuk

rotH = j, + "D (12.23)

Most mar feldrhatjuk a Maxwell-egyenleteket anyag jelenleteben:

divD = $,, (12.24)
divB =0, (12.25)
rotE = " "B, (12.26)
rotH = j,, + "D. (12.27)
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Olyan egyenleteket kaptunk, ahonnet egyreszt eltyntek &, !¢ egydtthatek, masreszt
viszont teljesen analegok az eredeti Maxwell-egyenletekkel.

A magnesezettseafg a kalsg tertgl. Sok esetben M (B) aesszaligges meg kis terekre
sem linearis, syt vannak olyan anyagok, a ferromagnesek, amikn#é ter nelldl is lehet
maradande magnesezettseg. Azonban vannak olyan anyagok, ahol a lineaizlttes
megis hasznalhate, ekkor

H=——B, (12.28)
ahol , a relat®v magneses permeabilitas. Gyakrabban hasznalt mennyiseg a magneses

szuszceptibilitas:
M="nhH, (12.29)

ahol" , +1= ;. Ha", pozit®v, akkor paramagnesrgl, ha negatdv, akkor diamagnesrgl
beszelhesnk.

142



13. fejezet

Elektromagneses ter

13.1. T eltesrendszer energigja

Egy teltesrendszer energiqjat az jellemzi, hogy mekkora energiabefektetessel tudjuk a
telteseket a helgykre tenni. A pontteltes elektromos terergssedr? szerint cekken.
Tehat ha vegtelen tavol vissak gket egymastel, akkor nem hatdztuk erg. Az erghatas
ugyanis

f = gE. (13.1)
Most mozgassunk egyditest azE(r) elektromos terbenr,; esr, pont kazatt. Mivel az
elektromos ter konzervat®v ezert a vegzett munka a ket pontban levg elektromos potencial
kalanbsegevel lesz aranyos:

Wi n=1q  E(Mds= g (ra)! ! (o). (13.2)

r
Mint mar lattuk a vegtelenbe a potencial zerus, ezert vigly azr, pontot oda:

We =gt (). (13.3)

Ez a keplet tehat azt mondja meg, hogy mekkora energiaval lehet meg egiyeist hoz-
zaadni a rendszerhez. Pakoljulessze a alteselrendezemket egyesevell LegyeN db
pontteltessnk ¢, teltessel, amelyeket &; helyre szeretnenk mozgatnii(=1,...N). A
telteselrendezessszealldtasahoz&seges munka tehat:

N W1 "N
_ 1 g _1 1 qq
W = ~ g RN (13.4)
Terjunk at teltessyrysegre! Helyettes@itsa g teltest azr; pontot magaba foglale kis
dV terfogatban jelenlevy teltessyryseggel! Ekkor alB.4) egyenlet a levetkezpkeppen

alakul: 1! ! 1S 1!
_ % rn _
W = > dvs(r) dv 4, T 2 $(r)! (r)av, (13.5)

n I . -
J_:14#0|r,. ril 2i‘j:1‘i$j
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ahol kihasznaltuk (L0.144 egyenletet. Most hasznaljuk ki az elsp Maxwell-egyenletet
(9.D:
! ! !

_ 0 " _ !0 " " !O " _
W= OLEOIV= BV S (1 eV =
_lo R
=0 "EdF+0 E2dV (13.6)
£_su & 2

A feluleti integral zerus, hiszen az egesz vilagra kell integralnunk, a vegtelenben pedig

zerus az elektromos potencial. A kapotisszefigges tehat:
!

w= 2 E%V, (13.7)

illetve debPnialhate az energiasyryseg is:

|
W= ng. (13.8)

Ugyanez anyag jelenleteben ugyandgy vegigvihetg:
! ! !

1 . 1, 1
W= #r)(ndv=7 "( D)dv=7 DEV. (13.9)

Az energiasyryseg:
1
w = EDE' (13.10)

13.2. Elektromagneses ter energiaja

Ha van magneses ter is, akkor az indukcie is fontos. Egyszerybb, ha munka helyett az
altalunk kifejtett teljes@tmenyt vizsgaljuk:

Pr = VF. (13.11)

1fj uk be a Lorentz-ergt ©.5)i kont®nuum alakban!
!

Pe= #E+|#B)dVv (13.12)
mivel v(v # B) = 0. A ter teljesétmenye tehat:
!

Pr="P=" j(rE(r)aVv (13.13)
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A teljesdtmeny-suryseg pedig:
pr = ! Ej. (13.14)

ffjuk fel a teljesd@tmenysyryseget anyag jelenleteben! E&pdmsznaljuk ki a 4. Maxwell-
egyenletet (L2.27:

pr="!E =E( rotH +!,D)= E!'\D! ErotH + HrotE i, Hrotk (13.15)
=0

Most Maxwell 3. egyenlete segdtsegevel &rjuk at az utolse tagot:

'Ej = EltD! ErotH + HrotE+ H!\B =

=EI/D+ H!'B! ErotH + HrotE (13.16)
Az elsp ket tag az elektromagneses energiqjanak idg szerinti derivaltja:
1 1 1 1 1 1
Lew = (= + = = (! + =D{(! + (! + =B(! =
tW t(ZDE 2BH) 2( tD)E 2D( tE) 2( tB)H ZB( tH)
= E!.D + H!B, (13.17)

mivel "o! {E = 1,D es hasonlekeppem! {H = !{B.
Az utolse ket tag pedig teljes divergencia:

"(E#H)=("E)#H! "H)#E=("# E)H! ("# H)E (13.18)
A fenti mennyiseget Poynting-vektornak nevezik:
S=E#H (13.19)

es B] = W/m 2. Jelentese pedig az energialBuxus-syryseg.
Az (13.17) egyenlet tehat a levetkez$ alakba ®rhate:

lw+divS+ JE =0 (13.20)

Ez a Poynting-tetel, amely az elektromagneses ter energiamegmaradasat fejezi ki. Az
egysegnyi terfogatban letrey® energiavaltozas egyenlp alteseken vegzett munka s a
terfogatot egysegnyi idg alatt elhagye energialluxasszegevel.
A teljes terre integralva a divergencia nem ad jarulekot, tehat
% %
'y wdv=P= IjEdV (13.21)
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13.3. Az elektromagneses ter impulzusmerleg-egyenlete

Az impulzusmerleg levezetesehez induljunk ki a Lorentz-ergb®I5):
!

F= ('E+j! B)dV. (13.22)
Amibyl a terfogategysegre esy erp, azaz az idg- es terfogategysegre esg impulzusvaltozas:

=IE+j! B (13.23)
Anyag jelenleteben Maxwell elsgil@.24) es negyedik {2.27) egyenlete segdtsegevel atdrjuk
I-t esj-t:
f=1E+j! B=EdivD" B! (rotH" "{D),
f=EdivD+B! "\D" B! rotH. (13.24)

A masodik tagot atdrjuk teljes idpderivaltta, €s az egesz egyenlethez hozzaadunk egy
zerus tagot

f=EdivD + (B! D) (":B)! Q+Hdighy B! rotH, (13.25)

=B! 11D =div B=0

Ahol kihasznaltuk, hogy Maxwell masodik egyenletel2.25 miatt div B = 0. Maxwell
harmadik egyenlete (2.2 miatt "B = " rotE, tehat

f=""(D! B)+ EdivD" D! rgifggrHdivB" B! rotH (13.26)
:![B
Nezak meg a masodik €s harmadik tagkomponenset:
& & (
(EdivD " D! rotE), = Ei";D; " #ik Djfam " Em =
&j jKIm
= Ei"ij " Dj"iEj+Dj"jEi=
$ )y
= "; EiD;" -DEY (13.27)

. 2
j

ahol kihasznaltuk (L.6) azonossagot. Tehat a fenti kifejezes egy teljes divergencia. Ugyan-
ez igaz aH, B tagokra is. Debnialjuk a kevetkezg tenzorokat:

1

TijE = E;D; " éDE$,-
1
T = HB; " éBH $, (13.28)
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illetve ezekesszeget a Maxwell-fele fadisegtenzort:

TM* = TE 4+ TM (13.29)
Debnialjuk a kovetkezgt L
= —1I (13.30)
Ho!o

c-rgl majd csak kesgpbb mutatjuk meg, hogy a fenysebesseg. Ekkor az impulzus merleg
egyenlet a ter szempontjabeldvetkezy alakba ®rhate:
! n

L f=", Clzs + div #! TMax$ (13.31)
A kapott merlegegyenletbgl §.11) megallap&thate, hogy az impulzus forrasa az erg, az
impulzussuryseg? szerese a Poynting-vektor, illetve a Maxwell-fele fagstsegtenzor az
impulzus aramsyryseg, vagyis az elektromagneses mezg egysegagtés egysegnyi idg
alatt ataramle impulzusat adja meg.

A fenti formalizmus segdtsegevel egyszerybben kezelhetgk bonyodliesrendszerek

klasszikus mozgasa. Vakuumban a Maxwell-fele falégegtenzor szimmetrikus, tehat
TMax = TMax
ij ji .

13.4. T eltesek es potencialok vezetgk an

13.1. abra. Vezety testek.

Elpsar tisztazzuk avezetg fogalmat! A vezety lehetgve teszi az elektromosltiesek
mozgasat. Ez azt jelenti, hogy ha van elektromos terergsseg, azaz elektromos potencial-
kulenbseg, akkor aaltesek addig mozognak, m&g ez fenn all. Ha ninatsi beavatkozas,
akkor ez egy idg mulva megtrtenik, azaz a vezety fedleten eltynik mindennemy poten-
cialkulenbseg, a fellete ekvipotencialislesz.

Most vizsgaljuk a stacionarius esetet, amikor minden vezetgidt ekvipotencialis.
Ekkor a vezetgk jellemezhetgk egy potenciallal €s a rejtuk legitessel (lasdL3.1abra).
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Szamoljuk ki egy ilyen elrendezessszenergiqjat:
| |
! ;!
We = wedV = EO EEdV (13.32)

Tudjuk, hogy E = ! grad’', ezert
I

!
Wg = ! 5 Egrad' dVv (13.33)
Integraljuk parcialisan:

! ! !

1, | |
We = ! 50 Egrad' dV = ! 50 " (E")dV + 50 "t EQV. (13.34)

Hasznaljuk a ki a Gauss-Osztrogradszkij-tetelt s, hogy a vegtelenben zerus a potencial:
! n

"(E")dv= E"dV=0 (13.35)
Tehat ;!
We = E " EdV (13.36)
Most Maxwell elsg egyenletetd.1) haszn'aljuk ki:
WE = ; " (r)#(r)dVv (13.37)

Mivel teltesek csak a vezety testeken vannak, a fenti integralt csak a testekre kell el-
vegezni. Az altalunk vizsgalt vezetgk felete ekvipotencialis, tehat a fenti integralban
szereply' egy-egy vezety feleten allande:

1#
WE = é

|
" #(n)dv, (13.38)

i Vi
ahol V; jelali az i-edik vezety test terfogatat. A éltessyryseg integralja a vezety testen a
vezetyn levesszbltest adja, tehat a rendszeasszenergiaja advetkezpkeppen alakul:

We =5 "iQ, (13.39)

ahol azesszegzes a vezety testekertenik.

Egy adott vezetpn leviQ; €s"; nem taggetlen egymastel. A10.144 egyenlet alapjan
lathat®, hogy ez a kapcsolat linearis, azaz ketszer akkosdtes (ketszer akkora dltes-
suryseq) ketszer akkora potencialt hoz letre. Egglteselrendezesnel ezt egy tenzorral
lehet kifejezni: #

= Pk Qs (13.40)

k
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iletve I

Q= cklk (13.41)
k

ahol px a potencial-,cx a kapacitas-eggtthatek:
cl=p. (13.42)

A vezetyrendszer energi@ja tehat:

We= > glil (13.43)

Szokas a kapacitast mas formaban debnialni. Legyenek

Cik = | Cik
Co= G« (13.44)

A Ci egystthatekat fgkapacitasoknaka Cio egytthatekat faldkapacitasoknakevezak.

13.2. abra. Peldadltesmegosztas vezetgk.

Ezekkel az egwtthatekkal t eltest a kavetkezgkeppen kaphatjuk meg a potencialokbal:

!
Q= Cu(li! 1)+ Cio(li! 0), (13.45)
k
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aholV = 1,1 1, aket test kazatti potencialkslanbseg. Meg lehet mutatni, hog¥i, =

C«i. Ebbgl viszont az is lavetkezik, hogy a testeken levgelteseket szet lehet osztani
paronkent (lasd13.2 abra): |

Q= Qi+ Qo (13.46)

ahol
Qik = CiVik = Ci (i ! 1), (13.47)

k lehet O is. Klasszikus tanulmanyaink soran tehat ezeketGy egydtthatekat neveztuk
kapacitasnak, aCio egytthatekat pedig enkapacitasnak (lasdL3.3 abra).

o
o
"
|
o
5
o

20

|
&l e

=

13.3. abra. Teltett vezety testek atdrasa f§- esldkapacitasok segdtsegevel.
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14. fejezet

Elektromagneses hullamok

14.1. Elektromagneses hullamok vakuumban

14.1.1. Forrasmentes hullamegyenlet

Vizsgaljuk meg a Maxwell-egyenleteke®9(1)D(©9.4) mindenfele forras neld vakuumban!

divE =0 (14.1)
divB =0 (14.2)
rotE = ! 1B (14.3)
rotB = Wo"o!E (14.4)

Itt is hasznalni fogjuk apg"o = 1/c? jelelest, azaz a14.4 egyenlet &gy is drhate:
1
rotB = g!tE (14.5)

Fontos megjegyezni, hogy egy 1/c? konstanstel eltekintveB @SsE szerepe szimmetrikus
az egyenletekben. A 14.4 egyenletnek vegwk a rotacigjat. Hasznaljuk ki, hogy a
parcialis derivaltak felcserelhetgk:

1 1 1
rotrotB = ?rot!tE = @!trotE =1 @!EB (14.6)

Az egyenlet bal oldalat alak&tsuk tovabb, kihasznalva.) azonossagot:
rotrotB = "# ("# B)="("B)!" °B (14.7)

Mivel azonban most (4.2 miatt " B = 0, ezert (14.6 egyenlet a lavetkezg formaba
drhate 1
| B! ?!EB =0 (14.8)
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A fenti levezetes az elektromos terergssegre ugyandgy vegigcsinalhate, a vegeredmeny is
ugyanaz:

1
| E! @!EE:O (14.9)

Tehat mind a magneses indukciera, mind az elektromos terergssegre egy hullamegyenletet
kaptunk.

Szokas bevezetni egy szimbelumot, ami a fenti ket drencialoperatort egyesdti ma-
gaban. Ez adOAlambert operator

I =11 1 !2
b=l e (14.10)
Ekkor a forrasmentes hullamegyenletek aaketkezy egyszery alakadltik:
IB=0
l E=0. (14.11)

14.1.2. S&khullamok

a4 4

fleg—cty Jlerx—ct) Jler—ct)

-

€y

14.1. abra. S®khullamoke, iranyu esc sebessegy s©khullamok. A sdk lapok a hullam-
frontokat jelalik. A hullamfrontok azonos fazisu helyekdtaenbezgy idgpontban.

A (14.89 es (L4.9 egyenleteknek nagyon sokfele megoldasa van, itt most az egysze-
ryseg kedveert csak a sdkhullamokkal fogunk foglalkozni. Egsg tegysk fel, hogy
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az elektromagneses hullam elektromos €s magneses komponenseetk&zy altalanos
alakot veszi fel:

E = Eof (eor ! Ct)
B = Bof (eor ! ct) (14.12)

A 14.1abra szemlelteti a fenti altalanos hullamalak terjedeset. Elgsis vizsgaljuk meg,
hogy (14.12 valeban megoldasa-e al{.9-(14.9 egyenleteknek!

Vegyuk fel ygy a koordinatarendszeinket, hogy e, = ey5. Ekkor azy €sz szerinti
derivalas a Laplace-operatorbel nem ad jarulekot. Tehat:

I E = Clz!fE
I 2Eof (x ! ct) = ClZ!EEOf (x! ct)
1 (' C)2 1
Eof "(x! ct) = Eoq fo(x! ct) (14.13)

c2

Tehat a (14.12 fuggvenyek valeban kielegdtik 44.9-(14.9 hullamegyenleteket.
Most vizsgaljuk megE,, By @sey viszonyat! ffjuk be a (14.12 megoldasokat az elsp
ket Maxwell-egyenletbe {4.1)-(14.2:

divE =0

" [Eof (eor ! ct)] =0

Eo" [f(eor! ct)]=0
(Eoeo)f '(eor ! ct) =0 (14.14)

Mivel f'(eor ! ct) altalaban nem nulla, ezert
Eoep=0 (1415)

Azaz
Eoq # eo. (1416)

A magneses indukcieval hasonlean vegigcsinalhate €s megkaphate®, hogy szinten
Bo# €. (14.17)

Az utolse ket Maxwell-egyenletbel(4.3-(14.4) is helyettes®tsk be a sd@khullaml4.9-
(14.9 alakot

rote=11B
€0 $ [Eof '(eor ! ct)] = cBf'(eor! ct)
e $ Eo = B, (14.18)

153



hasonlean 1
€! Bog=" EEo (14.19)

Az utebbi ket egyenletbyl az is &vetkezik, hogy
Bo# Eo, (14.20)

illetve mergleges vektoroknal a keresztszorzat nagysaga az abszolut ertekek szorzata, azaz
|Eol = c|Bo| (14.21)
Osszefoglalva harom dolgot tanultunk:

1. (eo, Eo, Bo) vektorok paronkent merglegesek egymasra, azaz az elektromos terergs-
seg mergleges a magneses indukciera €s mindketten merglegesek a haladasi iranyra.

2. (eq, Eq, By) vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak.

3. |Eo| = ¢|By|, az elektromos terergsseg amplitudegaszerese a magneses indukcie-
enak.

14.2. abra. Harmonikus s®khullam.

Fontos alosztalyt kepeznek a harmonikus s&khullamdki (2 abra), amelyeket a me-
chanikai oszcillatorhoz hasonlean komplex szamok felett vaadt be:

E = E'Oei(kr! I't)
B = B!y, (14.22)

ahol a hullamos vonal (+) arra utal, hogy az az adott kifejezes komplex szam. A bzikai
megoldas mindig ennek a vales resiea hullamszam es

I = ck. (14.23)
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14.1.3. Inhomogen hullamegyenlet, Lorentz-mertek

Most vegysk Pgyelembe a forrasokat is, €s prebaljuk meg &gy megalkotni a hullamegyen-
leteket! Ahhoz, hogy a problemat jel tudjuk kezelni, a sztatikahoz hasonlean at kell
ternunk potencialokra. A vektorpotencial {1.2 tovabbra is jel mykadik, hiszen ha

B =rotA, (14.24)
akkor (9.2
divB =divrot A =0 (14.25)
mindig teljesal. Az elektromos potencial viszont 10.3 eredeti dePn&cigjaban nem j@
E =1 grad (14.26)
amibygl (9.3):
rotE = ! rotgrad! =0 =1! "B (14.27)

Keresssk meg mivel kell kiegeszateni(.3-t, hogy Maxwell 3. egyenlete 9.3) automa-
tikusan teljessljen! Legyen
=1 grad + X (14.28)

Maxwell masodik egyenlete tehat
rotg = ir_ot%ra_dl$+rotx =1"B="1"rotA =rot(! "{A), (14.29)
=0
ahol a jobb oldalon behelyettesdtaik a vektorpotencial debPndcigjat. A fenti kepletbyl

leolvashate, hogy
X=1"A (14.30)

megfelelp valasztas lehet. Az elektromos terergsseget tehadeetkezpkeppen kell meg-
hatarozni a potencialokbal:
E=!grad ! "{A (14.31)

Most nezak meg, hogy sikesl-e hullamegyenletet kapnunk a potencialokra! Most a
forrasos egyenleteket kell vizsgalnunk, hiszen a masik kettp a potencialok debndcieja
miatt automatikusan teljesal. Nezaik elgsar a negyedik Maxwell-egyenletetq.4)

rotB

1 .
@ (BT Wl

rotrot A

1 1 .
! g"tgrad! ! g"fA + Hoj

grad(divA)! | A =1 lgraor't! ! i"EA + Ugj
% & 2 c?
grad divA + Clz"t! =1 Al Clz"fA + Uoj (14.32)
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Az egyenlet jobb oldalan megkaptuk a k&vant, immar forrasos hullamegyenletet, de a bal
oldalon meg van egy plusz tag. Magnetosztatikaban a éiv= 0 merteket valasztottuk,
most ezt egesz&@ik ki ugy, hogy a bal oldal eltyngn! Ez lesz aLorentz-mertek

. 1,
divA + @!t =0 (14.33)
Most nezak meg az elsp Maxwell-egyenlete®(1):
1
Il E= —%
t
1
III 2II II! !tA = %$
1
e !t!Az%
(14.34)
A divA kifejezes helyere helyetteséisbe a Lorentz-mertekbgl' -t:
1 1
" 2= :
@t #0$ (14.35)
Tehat itt is hasznos volt a Lorentz-mertek. Foglaljulessze a ket kapott egyenletet:
wa oo 08
! ?!E =" % (14.36)
.1 A
I A ?! 2A =" Hoj
(14.37)

Mielgtt raternenk a fenti egyenletek megoldasara a Coulomb-mertekhez hasonlean
most is megvizsgaljuk, hogy mindig teljes®thetg-e a Lorentz-mertek. Ehhez elgsz
meg kell hataroznunk, milyen szabadsaggal rendelsek a potencialok kivalasztasanal.

Keannyen belathate, hogy egy skalarmezgnyi szabadsaggal rendelkea kevetkezgp for-
maban:

A'= A +grad%
mh=mt 1,9 (14.38)
ugyanis
B'=rotA'=rotA +r!og.rgd_0éu: rotA = B
=0

E'=rt " LA = LU LA L %= " A S B, (14.39)
+X "X

156



ahol a masodik egyenletben a ket @it tag kiejti egymast.

Most nezak meg azt is, hogy ha van egy olyadA,!} potencialparunk, amelyik
nem teljesdti a Lorentz-merteket, akkor ahhoz valaszthate-e olyaskalarmezy, aminek
segdtsegevel megkonstru@h',1'} potencialpar mar teljesdti a Lorentz-merteket, azaz

divA' + Clz#t! '=0 (14.40)
Bedrva (4.39 egyenleteket:
: | 1 on
divA + | +?#t! ! g#f =0 |
L 1#2" = .divA+ 1#1" 14.41
A = (14.41)

Tehat a vektorpotencialhoz hasonlean a feladat itt is megoldhate, a Lorentz-mertektgl
vale elteres lesz a skalarmezg forrasa.

Megjegyezek, hogy a Lorentz-mertek nem debPnialja egyertelmyien a potencialt, hi-
szen (L4.4]) egyenlet alapjan barmilyer' skalarmezgvel, amelyik teljesdti a

1
R ?#f" =0 (14.42)

egyenletet medosdthatjuk a potencialokat s azok tovabbra is teljesdteni fogjak a Lorentz-
merteket. Ezert szokas a Lorentz-merteket korlatozott mertekinvariancianak is nevezni.

14.1.4. Az inhomogen hullamegyenlet megoldasa

Osszesen negy darab hullamegyerak van!, A;, A,, Az potencialokra. Ezek mind a
kevetkezg alakwak:

I$! C12#$$ =11f(r,t) (14.43)
Terjunk at Fourier-terbet "  %transzformacieval:
# .
$(r,t) = 1 $(r,%e' 'd%
2& 4
f(r,t)= 1 1r, %€ 'd% (14.44)
2& 4
llletve
# .
$(r,% = $(r,t)e*" tdt
#.
r,% = f(r,t)e’ " tdt (14.45)
"
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Ekkor (14.43 a kevetkezyp alalet alti:

byt N2 # _ L |

21! \ L, #) ! ('? "(r,#) €''d# = 'le \ {r,#)e' 'a# (14.46)
Amibgl )

L(r, #) + iz"i—(r1#) =1 r,#) (14.47)

Vezessk be a mar ismert jedlest, miszerint
k = #lc (14.48)
Ekkor minden #-ra egy linearis di erencialegyenletet kapunk
(1 + KA)™(r, #) = | f(r, #) (14.49)
Mivel (14.49 egyenlet linearis, ezert prebalkozzunk Greeaggveny technikaval!
(! + k)Gy(r)=! ¥r) (14.50)
Az egyenletsnk gambszimmetrikus, tehat
Gi(r) = G(r) (14.51)

Vizsgaljuk ar > 0 esetet @mbi koordinatarendszerben! Elpse nezak meg a Laplace-
operatort

1 1
L Gi(r) = S%Ir*%Gw(n] = “%IrGw(r)] (14.52)
Most a teljes (14.50 di" erencialegyenletet > 0 esetre:

SBIGK(]+ TKTG(N)] =0

WG (r)]+ K[rG(r)] =0
9%g(r) + k*g(r) =0, (14.53)

ahol kihasznaltuk, hogy$(r) = 0, ha r > 0, illetve bevezetak a g(r) = rG(r) jelelest.
Az utolse di' erencialegyenletnek ismesk a megoldasat:

g(r) = ae"™, (14.54)

amibygl a
Gi(r) = Fer+'k' . (14.55)
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Az a egwitthatet az r = 0 pont kerdli integralasbel lehet megkapni, erteke @! ). Tehat

1 ..
Gi(r) = ﬂé'kf (14.56)
Ebbgl mar tetszglege$™ bemenetre meg tudjuk hatarozni a megoldast:
- ! etlk(r r) |
(r,#) = #)4| T | (14.57)
Minket " (r,t) erdekel, tehat visszatranszformaljuk-t:
I
n 1 . — "l
(r,t)= — “(r,#)e " ‘d#
28
" (r t) - i o f+(r! #)e" ittxik(r" rh 1 d#dv'
' 20 ' 40! rY
" _ i . ! "t (t# (rt rhie) 1 !
(r,t) = 2 f(r',#)e RTAN] r!|d#dv (14.58)

Itt felismerhetjuk f (r',t" (r! r')/c) Fourier-transzformaltjat. Vezessk be a kavetkez{
jelalest:

| !
=t rir
aholt! (r! rY)/c jeleli aretardaltidgt, t+(r! r')/c azavanzsaltidgt. Ezzel a jeblessel:
!

1o fhI

(14.59)

(r,t)= 4 i dv' (14.60)
Visszaterve a potencialokra:
|
_ Moo j(r D 4
ALY =4 et dv'
_ 1 | &r'[th) o1
$(r,t) = 0% r!|dV (14.61)

Termeszeteren ehhez meg hozza kell venni a kezdeti- €s peremfeltetelekeliesteg-
maradast €s a Lorentz-merteket, csak ekkor kapjuk meg az igazi potencialokat.

Most vizsgaljuk meg az eredmenyeket. Ahhoz, hogy egyt) pontban kiszamdtsuk
a potencialt, retardalt idg eseten adltesek €s aramoknak egy korabbi poz&ciejara van
saksemnk. Az idgkulenbseg pont az az idg, ami alatt a feny megteszi az adott tavol-
sagot. Ez teljeseresszhangban van az Einstein-fele specialis relativitaselmelettel, hogy
semmilyen hatas nem haladhat gyorsabban a fenysebessegnel.

Azonban nehez mit kezdeni az avanzsalt potencialokkal, amik azt jelentenek, hogy
a teltesek pvgbeli pozdcieja is eppolyan hatassal van a potencialra, mint a multbeli.
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14.3. abra. Retardalt potencial. Azr(t) pontban a potencial kiszam&tasahoz korab-
bi idgpillanatokban kell tudnunk a tebbi teltes helyet. A szaggatott nyilak a éltesek
palyajat jeblik.

Ennek a problemanak a pragmatikus feloldasa, hogy bar a Maxwell-egyenletek idgben
szimmetrikusak, de a mi vilagunkban csak retardaltdicsanhatasok fordulnak elg.

Voltak prebalkozasok arra, hogy bgyelembe vegyek az avanzsalt potencialokat is.
llyen peldaul a WheelerbFeynman-elmelét’]. Az elmelet szerint egy dltes fele reszben
avanzsalt, fele reszben retardalt hullamokat bocsat ki. Az idgk kezdete (big bang) egy
tekeletes wkar, m&g az idgk vegezete eggkiletes nyelyp. Az idpk kezdetergl visszavert
hullam a retardalt hullamokkal egwtt pont a helyes eredmenyt adja. Sajnos a modellel
vannak problemak, a kiterjesztese a kvantummechanikara problematikus. Ezert egy-
szeryen a kvetkezgkben csak retardalt potencialokkal fogunk foglalkozni, azaz amikor

rior

[t] = t! (14.62)

14.1.5. Hertz-dipelus

Az elpz9 fejezetben meghataroztuk a potencialokat. Azonban azok kiszam&tasa igen k
ralmenyes, mivel a negy egyenlet mellett bizonyos megszordtasoknak is eleget kell tennie,
ezek a bltesmegmaradas es a Lorentz-mertek. Most megalkotunk egy olyan formaliz-
must, ami ezeket automatikusan teljes®ti. Ez a Hertz-formalizmus.

Elpsar debnialjuk aPy (r,t) Hertz-dipelust:

]

! diVPH )
"Py. (14.63)
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Nezak meg, hogy ez teljesdti-e altesmegmaradast:
" +divj=0
I 1ydivPy +div!{Py =0, (14.64)

ami mindenkeppen teljesl a parcialis derivaltak felcserelhetgsege miatt. A potencialok
helyett bevezetpk a Hertz-vektort Z:

1
A= ?!tz
=1 divz (14.65)
Nezak meg a Lorentz-merteket:
, 1
divA + ?! H#=0
1. 1 .
gdlv! tZ! @! (divz =0, (14.66)

ami szinten teljesil.

Tehat a (', ) forrasok helyett bevezetsk a Py Hertz-dipelust, a (A, #) potencialok
helyett pedig aZ Hertz-vektort. Azaz negy komponens helyett csak harom van, nsikben
megszabadultunk egy kenyszerfelteteltgl.

Most nezak meg, hogy milyen egyenleteket kapunk a hullamegyenletekbgl! El§sz
tekintsuk a vektorpotencialra vonatkozet {4.37%:

1
AT ZI2A =1 poj
! @ty = H
1 1
'l 1z @!fz = ! po! Py (14.67)
Integraljuk a fenti egyenletet idg szerint:
1 1
1 Z 1 g!t?z =1 %PH + C. (14.68)

Mivel C szabadon valatszthate, az egyszeryseg kedveert legyen zerus. Tehat ugyanolyan
hullamegyenletet kaptunk a Hertz-vektorra is, mint a vektorpotencialra:

1z Clzlfz= ! ;OPH (14.69)
Most vizsgaljuk meg az elektromos potencialra vonatkoze hullamegyenletet.G9:
I #1 Clz!tz#z ! ;0
I (! divZ) + i! 2(divz) = iolivPH
! T %
. 1, 1 _
div ! Z! 3z gPH =0, (14.70)
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ami (14.69 eseten autematikusan teljad. Azaz az elektromos potencialra vonatkoze
hullamegyenlet nem ad 4] egyenletet.
A (14.69 egyenlet megoldasat mar ismesk:

1 Pu(rIt)

21,0 = g o dv', (14.71)

ahol [t] a retardalt idg.
Megvan tehat a program, amit vegre kell hajtani:

¥ Z meghatarozasa
¥ (A,#) meghatarozasa
¥ (E,B) meghatarozasa

Azaz
B =rotA = 1$trotZ
B @
E =1 grad#! $A =grad(divz)! 012$tZZ

1
E=rotrotZ! Py (14.72)
0

Az utolse lepesben kihasznaltuk d (6) tetelt s a (L4.69 egyenletet.

14.1. Feladat (Pontszery dipglus) Szamoljuk ki egy idgben valtoze pontszery dipelus
teret! Legyen a dipelusunk az origeban:

Pu(r, [t]) = p([t])%r) (14.73)
A Hertz-vektor (14.71) altalanos megoldasa ismert:

1 ' PH(r!v[t])dv.’_ M

Z(r,t) = o FT =4 o (14.74)
Szamoljuk ki a magneses indukciat!
) $ o
B. = 1 £$t # "G p([t]« _
e MY -
J
$ % (
# $p([t 1
) % ik Jp(r[])k’“ $ Ptk - (14.75)

jk
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A retardalt idg miatt p([t])-nak nem zerus a hely szerinti derivaltja, hiaba van az orige-
ban:

] X;
Lip([thk = tip(t! ric) =1 fm([t])kC*Ir- (14.76)
A masik derivalt egyszerybb: L
X.
!,-F =1 TJ3 (14.77)

Visszaterve a magneses indukciera, miken a megfelelg tagokat atdrjuk keresztszorzatra
(1.3):
|

oo Ho, | T, Tt Pu(l)

4 crz r3, ’
B = % I C'Tz([t])! r g([t]) . (14.78)

A masodik tag a szokasos Biot-Savart-tei 1.16. Az elsy tag viszont egy sugarzasi tag,
ami a dipelus -gyorsulasabelO adedik. Mivel a Biot-Savart tag?-tel cseng le, még a
sugarzasos tag csak l-gyel ezert a dipelustel tavol ez a tag fog dominalni.

Ez a dipelussugarzas a jel ismert antenna-sugarzas. A mindennapi eletben ezt hasz-
naljuk mindenfele jelek (TV, radie, internet, telefon, stb.) tovabb&tasara.

14.1.6. Antenna teljes&tmenye

14.4. abra. Egy idgben valtoze dipelus altal kisugarzott elektromagneses ter komponen-
seinek abrazolasa.

Vizsgaljuk meg az valtoze dipelus, azaz az antenna altal kisugarzott teljesdtmenyt!
A (13.20 egyenletbgl tudjuk, hogy ehhez a Poynting-vektort kell kiszamolnunk:

S(r,t) = uloE " B (14.79)

A tudjuk, hogy
E=cB" g (14.80)
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amibyl kevetkezik (14.4 abra), hogyS||e;. Tehat
Ho
16 2c

A kisugarzott teljes@tmeny tehat nemegnbszimmetrikus eloszlasuy, az antennara merg-
legesen nagyobb, m&g azzal parhuzamosan nulla (I1&éd abra).

1 1
S| = @clBlz = p([t])? sir’" (14.81)

2 T T
L5 7
1+ -

Z

05y 7
oL ; 4
0.5 A
-1 F -
-15r n

14.5. abra. Antenna sugarzasi mintazata. A barna nyilak 20 fokosagenkent lavetik
egymast.

A teljes felaleten egysegnyi idg alatt kisugarzott energiat megkapjuk, ha a Poynting-
vektort az egesz gmbfehletre| integraljuk:

SdF = |S|]2! R?sin"d" =
E

nQ
|

—_ |J.0 2 . 30 g
= STCp([t]) . sin*"d" =
1 2
mp‘([t]) (14.82)
Ez utebbi kifejezest nevezik a Larmor-formulanak.
Fontos specialis alosztaly, harmonikusan valtoze dipelusnal, amikor:

P

p(t) = sin($t)p,, (14.83)
ekkor
p(t)? = pa$* sin’($t) (14.84)
Az atlagos kisugarzott teliesdétmeny (mivel a ${$t) pont 1/ 2 idgatlagban) tehat
P5s”
| =
! 255" (14.85)

Tehat a kisugarzott teljes®étmeny askfrekvencia negyedik hatvanyaval aranyos.
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14.2. Elektromagneses hullamok anyagokban

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk az anyag hatasat az elektromagneses hullamokra. Csak
olyan anyagokkal fogunk foglalkozni, ahol lineariesszafiggessel le lehet &rni az anyag
hatasat. Az anyagot tehat a &vetkezg parameterekkel jellemeak:

¥ vezetpkepesseg:

j="'E (14.86)
¥ relat®v dielektromos alland®, :
D=""kE="E (14.87)
¥ relat®v magneses permeabilit@s:
1 1
H = B=-B (14.88)
Hr Mo M

Forrasmentes esetre ©rjuk fel a Maxwell-egyenleteket Pgyelembe veve adestiehg-
geseket:

divE =0,

divB =0,

rote = ! #B,

rotB = u! E + u"#E. (14.89)

A szokasos medon vezesdsle a hullamegyenleteket:

rotrotE = ! rot#B
grad(divE)! ! E="! pl#(E! p"#fE
' E= u"#tZE + W#E (14.90)

Most tehat egy olyan hullamegyenletet kaptunk, amiben megjelent egy elsgrendy idgde-
rivalt is. A magneses indukciera hasonle adedik:

u! rotE + u"#rotE
W'#2B + pl# B (14.91)

rotrot B
I B

Azaz a magneses indukciera s az elektromos terergssegre ugyanazt az egyenletet kaptuk.
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14.2.1. Elektromagneses hullam szigetelgben

Vizsgaljuk meg elgsar a! = 0 esetet, azaz az idealis szigetely esetet, amikor az anyagban
nincs semmilyen aram! Ebben az esetben az egyszeres idgderivaltat tartalmaze tag
eltynik az egyenletekbgl:

"WHE=1E
1
amibygl L c
C=t+—0=+—"". (14.93)
H Hr

Altalanossagban mind';, esy, is frekvenciabggy, azaz a feny sebessege anyaghaygfa
frekvenciatel is, ami megmagyarazza a fenydiszperzie jelenseget. A valesagban leggyak-
rabban elgfordule anyagok relat®v permeabilitasa lathate feny tartomanybarsaidk van,

ezert a gyakorlatban legabbsar eleg a dielektromos allande hatasat bPgyelembe venni.

14.2.2. S®&khullamok anyagban

ffjuk fel meg egyszer a csillap®tott hullamegyenleteket!

| E = W#2E + ui#E

| B = u"#2B + p'#,B (14.94)
A csillap®tott oszcillatornal §.2.3fejezet) mar hasznaltuk azt a medszert, hogy komplex
szamok felett kerestk a megoldast, aminek a vales resze a merhetp pzikai mennyiseg.

Mivel a ket egyenlet teljesen azonos ezert a szamolast csak az elektromos terergssegre
fogjuk vegigvinni. A komplex elektromos teresgsseg tehat:

E(r,t) = (Ey(r,t), Ex(r,t), Es(r, 1)) (14.95)

Prebalkozzunk szorzat alakban keresni a megoldast:

E(r,t) = E(N% 1) (14.96)
Keaennyen belathate, hogy _
F@)=¢e"" (14.97)
megoldasa 14.99 egyenletnek:
 Ee'''=" u"ofEe 't il Ee Mt
L E(r)=" (Hﬁd-#ilw?p)lé(r) (14.98)



Itt bevezettuk a komplex hullamszamot. Ezt ygy kell tekinteni, mint egy irany-egysegvektor,
aminek van egy komplex szorzeja. A fenti egyenletbgl megkapjuk a s©€khullam megoldast,
de most komplex hullamszammal:

E(r,t) = Eee®''Y (14.99)
Hasonle alakot vesz fel a megneses indukcie is
B(r,t) = Bod®''" (14.100)

A vakuumos esethez hasonlean itt is vizsgaljuk meg al&nbezy vektorok egymas-
hoz kepesti viszonyat, gy hogy a komplex hullamszamos s&khullam megoldas bedrjuk a
(14.89 forrasmentes anyagi Maxwell-egyenletekbe! Az elsg Maxwell-egyenlet
divE =0
iKEo =0, (14.101)
amibgl megkapjuk a hullamszam (terjedesi irany) s az elektromos terespsseg mergleges-

seget. Tehat
Eo! K (14.102)

A masodik Maxwell-egyenletbgl hasonlean megkapjuk, hogy
Bo! K (14.103)
Most harmadik Maxwell-egyenletet vizsgaljuk meg
rotE =" 1I,1B
K# Eo= "B (14.104)
A negyedik Maxwell-egyenletbgl pedig
rotB = p#E + u$!E
iK# Bo=(p#" i" u$)Eo
"K# Bo=("%u$" iu#")E,
"K# By = KE, (14.105)

Tehat most is megkaptuk, hogy aK, Eq, By) merglegesek egymasra, jobbsodrasu rend-
szert alkotnak egymassal, a magneses indukci® €s az elektromos terergssegenek nagysaga
kezetti esszefigges pedig:

KI[Eo| = " |B] (14.106)
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14.2.3. Komplex hullamszam

Vizsgaljuk meg a komplex hullamszamvektort!
P
K= '2p"! jus (14.107)

Szokas meg advetkezy alakba is ®rni:
K== " +i— (14.108)
Bontsuk fel a hullamszamvektort vales es kepzetes reszre:
K=k'+ ik" (14.109)

Valasszuk a kvetkezg koordinatarendszert:

eE = ex
ek = ez
(14.110)
Ekkor az elektromos terergssed4.99 a kavetkezg alakot veszi fel:
E(r,t) = Eo(r,t)d®" '
E(r,t) = Eo(r, t)d®z 1D k' (14.111)

A bzikailag relevans mennyiseg ennek vales resze. Az exj¢) tag miatt ez exponen-
cialisan cskken (lasd14.6. Azaz ha a vezetpkepesseg nem zerus, akkor az anyagban
gyengsl az elektromagneses hullam. Erre a gyesl@sre meg majd visszatenk.

A komplex szamokat lehet Euler-alakba is ®rni:

K= |k|e" (14.112)
Megtatarozhatek es$ (a reszleteket most nem dzaljuk):
#
! 4 n #2
k = E I'2+ IIS! 2
$ 4 %
$= —arctan (14.113)
2 r 0!
Vizsgaljuk meg$ hatasat! Tudjuk, hogy
KE, = ! By (14.114)
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fazistolas

14.6. abra. S®&khullam anyagban.

Amibyl _
Eollﬂé! = By (14.115)

Tehat a" a magneses indukci® €s az elektromos terergssegtii fazistolast jellemzi. A
14.6 abran bemutatjuk a fazistolast is.
Fontos megjegyezni, hogy ha az anyag nem vezetg, akkor nincs fazistolas.
Szokas debnialni aaresmutatet, ami az anyagbeli €s a vakuumbeli fenysebesseg
hanyadosa. Ha# = 0, akkor
{
n= %: |5c= ym (14.116)

Azonban ha# > 0, akkor a taresmutate is komplex lesz:

(14.117)

14.2.4. Behatolasi melyseg

Barmilyen vezetyp anyagban# > 0) az elektromagneses hullam amplitudeja exponencia-
lisan csillapodik. Az exponencialis lecsenges egy hosszat debnial, amit behatolasi mely-
segnek nevaink. A (14.11) egyenlet alapjan az exponencialis lecsengesbyl megkaphate
a behatolasi melyseg:

d=1/k" (14.118)

Bar k" meghatarozhate, de bonyolultErdemes viszont a ket hataresetet megvizsgalni:
a rossz s je vezety hataresetet.
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Behatolasi melyseg: Rossz vezety

Rossz vezetgrgl akkor besz#lk, ha

Lo (14.119)
Ekkor (14.109 egyenet alapjan
! 4 [ $ 4 ! | #%
|| - o m + . . m m + . . —
k" =Im c T 1 |—,,0,,r# # Im c 1+i g
e ! Ho
= = _ 14.120
2" T2 "o (14120
Tehat a behatolasi melyseg: "
2 1
d= 2 _ 14.121
T ( )
Behatolasi melyseqg: Je vezety
Jo vezetyrgl akkor beszehk, ha
I $ "ot (14.122)
Ekkor (14.10§ egyenlet alapjan
! " # "
#" o ! #" o ! 1"
K'=Im = ™ 1+ # - T ="= # 14.123
m c r I "O"r c r 2"O"r# 5 Ho ( )
Amibgl a behatolasi melyseg:
2
d= 14.124
% 1o ( )

Ha a vezetgkepesseg nagy, akkor a behatolasi melyseg nagyon kicsi is lehet. Ezt
h&vjuk skin-&ektusnak. A ket hataresetet d 4.7 abran abrazoljuk.

14.3. Szeras

Eddig kont®nuum anyagokkal foglalkoztunk, most megvizsgaljuk milyen hatassal van egy
klasszikusan ledrt atomra az elektromagneses hullam. Az elektromagneses hullam elekt-
romos tere ugyanis klcsanhat a teltesekkel, azokra ergt fejt ki. A periodikus ampli-
tydevaltozas miatt a sltes rezegni kezd, azaz gyorsulassal fog rendelkezni (lasdB
abra). A Hertz-sugarzasbel tudjuk, hogy ilyenkor energi@janak egy reszet a resiigs
kisugarozza {4.89:

po#*

12%" o8
A kavetkezgkben megvizsgaljuk a szabad estdit elektronok szerasat. Analdzak
soran a magneseslcsanhatasoktel eltekintnk, hiszen azok mindig sokkal gyengebbek.

0B &= (14.125)
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14.7. abra. A behatolasi melyselg €s" fuggvenyeben. A grbek az egzakt alakot
mutatjak.

A

14.8. abra. Elektromagneses hullam szerasitdtt reszecsken.

14.3.1. Szabad elektron szeras: Thomson-hataskeresztmetszet

Vizsgaljunk egy szabad elektront egy kerfrekvenciaju harmonikus s@khullambafijuk
fel az elektron gyorsulasat az elektromos erg hatasara:

mx = ! eEgcoskx! !t) (14.126)
Amibgl
X = €& coskx! !t) (14.127)
- m! 2 . - .
Ebbgl megkaphatjuk a rezgg elektron dipolmomentumanak nagysagat:
B _ . €Eo
Pp=1!exy=! T2 (14.128)

Tehat a kisugarzott teljes@tmenyl@.89:
par 4 e'E?
12#%c3  124$,c3m?2

"p= (14.129)
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Ahol a kerfrekvencia kiesett ©€gy a kisugarzott teljes@tmeny frekvengggfetlen.
A besugarzott teljes®@tmenyt meg lehet kapni, ha kiszamoljuk egy elektromagneses
hullam Poynting-vektorat:
1 1
1Spe" = —E#B = - —E2 14.130
7 o 210 ° ( )
A hataskeresztmetszet a kisugarzott s a bep teljesdtmeny hanyadosa:
' n
Pt ¢E2 1 _, 8 & 7

I = = =
ISpe"  12'%oCm22upc © 3 4'#omc?

I = (14.131)

Ez a Thomson-hataskeresztmetszet.
Erdemes nehany megjegyzest tenni a fenti eredmenyrgl.

¥ A kapott hataskeresztmetszet frekvenciafjgetlen. A kernyezg vilagban az elekt-
ronok szinte mindig letettek, es jel lathatean frekvenciaiggy a szeras (pl. kek

€g)
¥ A zargjelben levy tagot klasszikus elektronsugarnak hdvjuk:
e
ro = TH#.2m (14.132)
Alak&tsuk ta a fenti kifejezest!
! il "
e 1
= (14.133)

T T%, @m
Jol lathatean ez ket tagbel all az egyik egy elektromos energia, a masik a jol ismert
mc?: #
mc? = 1 EZdV', (14.134)
#0 ro
azaz a klasszikus elektronsugar az a tavolsag, amirdbak elektromos ter energiaja
egyenlg az elektron@megebyl szarmaze energiaval.

14.3.2. K etett elektron szeras: Rayleigh-hataskeresztmetszet

A szabad elektron szeras sajnos nem &rja le jel az atomokon szeredott elektromagneses
hullam hataskeresztmetszetetifjuk le a palyan mozge elektront csillapdtott rezgpmoz-
gassal:

x+28x+ 9% = $ %Ex(t) (14.135)
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Ismet harmonikus elektromagneses sé&khullamot feltetelezve:
Ex(t) = Ege'! (14.136)

A megoldast ismengk (6.2.3fejezet):

X(t) = xo€'" (14.137)
Amibyl o
Xo(1 12+ 12427 )=1 —Eo (14.138)
Azaz Eoe/m -
%o = ! 20121 020 = Xg€'' (14.139)

Amibgl az elpzpekhez hasonlean meghatarozzuk a dipelmomentum amplitudejat, kihasz-
nalva a6.2.3fejezet eredmenyeit:
€’E 12
Po = ! 0 % (14.140)
Mk (121 1224472

korabbi eredmeny

N

o, ®

14.9. abra. A Rayleigh-hataskeresztmetszet frekveneighese. A sz&nes csdkok a lathate
feny karalbeluli helyet mutatjak.

Jel megbgyelhety, hogy a negyzetgjjel alatti tag miatt most megjelenik a frekven-
ciafugges. A hataskeresztmetszet tehat:
"P# 8% , 14
#R = n = rO 2 "
Soeft  1Pgg (151 12)°+4m 22
:#T

(14.141)

A 14.9 abran megmutatjuk a fenti formulat. A Thomson-hataskeresztmetszét $ %
hataresetben kapjuk vissza. Nagy frekvenciakon tehat nem latszik a palya hatasa. A fenti
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keplet megmagyarazza a lathate fenyben letep szerasjelensegeket is, mint peldaul a
kek eget. A lathate feny agrbe emelkedy szakaszara esik, azaz a nagyobb frekvenciaju
(kek) feny szeredik jobban.
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Targymutate

centripetalis gyorsulas18, 19 kinematika, 16, 77
_ _ klasszikusan megengedett tartomany,6
dinamika, 21 konvolucie,14, 56

Dirac-delta, 7, 56, 57

: _ konzervat®v ergter26
divergencia,7, 75

Levi-Civita szimbelum, 6, 64

egyensulyi helyzet26 linearis, 48

energia fuggveny,47
kinetikus, 24, 43, 44, 64 rendszer 47, 54
mechanikai, 26, 53
megmaradas24, 26 merlegegyenlet/3, 89
potencialis, 25, 30, 43, 44 merev test, 60

ergter, 23 munka, 24

munkatetel, 24, 53
fgtengely-rendszerg7, 81, 84

fesaltseg Newton tarvenyek
huze,83 I, 22, 33
ny®dre 83 I, 17, 22, 23, 28, 29, 48, 86
tenzor, 82 I, 22, 36
forgatenyomatek,28 v, 22

Fourier-transzformacie 9 )
pargettyy, 61

gerbuleti sugar,19 perdualet, 28, 62
gradiens,7, 25 _
Green-tggveny,54 rotacie, 7
Harmenikus oszcillator 47 sajatertek,66, 69
alulcsillap&tas50 szegsebessed.8
gerjesztett, 53 vektor, 18, 62

hatarcsillap&tass0 szubsztancialis derivalt,/7, 89, 92

tulcsillapdtas49

temegpont,22, 36
helyvektor, 16, 78 ap 2’

perdalet, 28
Hooke-tarveny, 84 rendszer 60
idg, 16 tenzor, 6, 63, 84
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deformacie,30, 84

derivalt, 78

fesaltseg,82, 84

tehetetlensegif3, 67
torzie, 20
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