Mechanika

eldadasjegyzet

1. Alapfogalmak

Tekintsiink egy A pontsokasdgot és tételezziik fel, hogy létezik egy n-dimenzids V,,
vektortér ugy, hogy minden (M, N) € A x A rendezett pontpdrnak megfeleltethetiink

———

egy, a V,, vektortérbeli v. = M N vektort a kovetkezo feltételekkel

— —
1. MN =—-NM

2. MN = MP + PN minden P € A esetén

3. Minden rogzitett O € A esetén, minden v € V,, vektorhoz létezik egy és csak
—
egy M € A gy, hogy OM =v

A felsorolt tulajdonsdgokkal biré A pontsokasdgot n-dimenziés affin térnek hivjuk
és A,-nel jeloljiik. Ha a megfeleltetett vektortér E, euklideszi tér, a megfelel6 affin
teret R, euklideszi ponttérnek nevezziik. Az R,, euklideszi ponttérben értelﬂizhetjiik
két, M és N pont tavolsdgat 1igy mint a két ponthoz rendelt E, térbeli M N vektor

— —_—
’M N ‘ normajat, amit az F, térben definidlt skaldrszorzattal definidlunk: ‘M N ) =

VMN - MN

A Kklasszikus, nem relativisztikus mechanika tanitdsa szerint vildgunk eseményei
egy egydimenziés R; és egy haromdimenziés Rj3 euklideszi ponttér R = R; X Rj
direkt szorzatterében (vildg) irhaté le. Egy O € Ry (kezdd) idépont és az R; térhez
rendelt F; vektortér e; béziselemének, valamint egy Os € R3 pont (origd), és az
Rj3 térhez rendelt Ej3 vektortér egy {e;}, (i = 1,2,3) bdzisrendszerének rogzitésével
egy un. vonatkoztatdsi rendszert vezetiink be. A vonatkoztatdsi rendszer bevezetése
minden P € R ponthoz (vildgpont, esemény) négy szamot: t,x!, 2% 23 (egy id6 és
hérom térkoordinatat) rendel.

Azt mondjuk, hogy két olyan esemény, amelynek ¢ koordindtdja megegyezik
egyidejii. Beszélhetiink két egyidejii esemény (vildgpont) egymdstél mért tévol-
sdgarol, amit a megfeleld R3 térbeli pontok tédvolsdgaként értelmeziink.

Alapfogalomnak tekintjiik a tomegpont vagy médsnéven anyagi pont fogalmat, ami
a fizikai testek mozgdsardl szerzett tapasztalatok koziil kettot jelenit meg: a tomeg-
pontnak helye és tomege van. Az els6 tulajdonsag szerint minden témegponthoz hoz-
zédrendelhet6 egy P (t) : Ry — R, (t € (—o0,+00)) folytonos leképezés, azaz létezik
a P (t) gorbe (vildgvonal) az R térben.

A miésodik tulajdonsdg szerint a tomegponthoz egyértelmiien hozzarendelhetiink
egy m (> 0) valés szdmot (tomeg), amelynek értéke a mds testekkel, erterekkel
torténod kolesonhatdsokban nyilvanul meg.

A P (t) gorbe rogzitett vonatkoztatasi rendszerben egyben kijelol egy r(t), r €
Es, (r = z'e; + 2%ey + ze;3) fiiggvényt az F3 térben is. Az r vektort szokds a tomeg-
pont helyvektoranak nevezni, ami nyilvdanvaléan fiigg a vonatkoztatdsi rendszertdl. Az



r (1) fiiggvény ugyanakkor kijelol egy P; (t) gorbét az R3 térben is, amit a tomegpont
pélydjanak neveziink. A Pj (t) pont derivaltjat az r (t) vektor v () € Es3 derivaltjaként
definidljuk, ha létezik. FEzt a tomegpont sebességvektordnak nevezziik. Jelolésben:

v(t):%:f(t).

A v sebességvektor derivédltja az a gyorsuldsvektor:
a(t)y=v(t)=¥F(t).
Bevezetjiik a tomegpont impulzusdnak vagy mozgdsmennyiségének a vektorat:
p = mv.

Newton elsé torvénye azt a tapasztalatot rogziti, hogy mindig lehet taldlni olyan
vonatkoztatdsi rendszert, amelyben a mas objektumokkal kolcsonhatdsban nem allé
tomegpontok p impulzusa dllandé. Mivel a kolcsonhatdsban nem &all6 tomegpontok
m tomege dllandd, ez azt jelenti, hogy a sebességvektorok értéke dllandd. Az ilyen
vonatkoztatési rendszert Galilei-féle vagy inercia rendszernek nevezziik. Ha v = v
allando, akkor az r helyvektor a ¢ idének linedris fiiggvénye kell legyen:

r (t) = Vgt + rp.

A szokdsos megfogalmazas szerint, inercia rendszerben a magéra hagyott tomegpontok
egyenesvonald egyenletes mozgdast végeznek, gyorsuldsvektoruk nullvektor.

Ha egy tomegpont kolcsonhatdsba lép mds tomegpontokkal (fizikai objek-
tumokkal), azt mondjuk, hogy er6k hatnak rd, aminek kovetkeztében az a gyor-
suldsvektor nem tiinik el. Az erék a tapasztalatok szerint, szintén F3 térbeli vektorok
és ha pl. egy tomegpontra egyidoben tobb erd hat, azok hatdsa a tomegpont
mozgdsdra olyan mint a vektori 6sszegiikbol képzett erd hatésa.

Newton mésodik torvénye szerint inercia rendszerben a tomegpontra haté erék
F ered6 vektorara fennédll az dltalaban Newton-egyenletnek, vagy mozgdsegyenletnek
nevezett osszefiiggés:

d
F:pazazea(mv).

Ha a tomegpont m tomege &dllandé, amit a nemrelativisztikus mechanikdban
feltételeziink, akkor
F = mv = ma. (1)

A tapasztalatok szerint a tomegpontra haté F er6 csak a helytol, sebességtol és
az id6tol fiiggs, kisérleti iton meghatdrozandé fiiggvény: F = F(r,v,t), aminek
kovetkeztében a mozgdsegyenlet kozonséges, méasodrendii differencidlegyenlet.

A differencidlegyenletek elmélete szerint az ilyen egyenletek altaldnos megolddsa
mindig tartalmaz két szabadon valaszthaté konstans vektort, amelyek az rq kezdeti
hely- és a v kezdeti sebességvektorral hozhaték osszefiiggésbe.



Elemi példa a homogén (pl. gravitéciés) erdtér esete, ahol F = mg konstans. A
mozgasegyenlet megolddsa:

L 5
rzigt + vot 4+ 1o,

ahol v és ry a kezdeti (t = 0 idépontbeli) sebesség- és helyvektorok.

Misik fontos példa az Un. centrédlis erotér esete, amelyben az F erofiiggvény
F = F(r)> alaki, azaz az er6 tdmaddsvonala dtmegy az Os origén és nagysdga
csak az origotél mért r = |r| tdvolsagtol fiigg. A megoldds, az F (r) fiiggvény tobb
specidlis alakjdndl, ebben az esetben is eldallithaté. A részletesebb szdamitdsokra a
bolygémozgds targyaldsanal tériink vissza.

2. Mozgas egy dimenziéban

Ha a tomegpont mozgdsa egy egyenes mentén torténik, elegendd az R3 tér helyett
egy, a mozgds egyenesére illesztett egydimenziés R; teret haszndlnunk és a mozgdst
egy R = Ry X Ry alaki ponttérben leirnunk. A témegpont helyét a ¢t idépontban az
x koordinata segitségével adjuk meg. A mozgdsegyenlet ebben az esetben:

mi = F (z,1,t),

aminek a megoldédsa dltaldban nem adhaté meg zart alakban. Vannak azonban olyan
specidlis esetek, amelyekben az egyenlet kvadratiraval megoldhato.

1. Fontos esete az egydimenziés mozgdsnak, amikor az erofiiggvény csak az idotol
fiige. Ekkor a mozgdsegyenlet kétszeri integrédldssal oldhaté meg:

mi = F (t).
1 t

:‘c:_/ F () dt' + v,
m to

1 t t/l
T = —/ / F (") dt'dt" + vo (t — to) + 0.
m to Jto

Erre az esetre egyszerii példa a fiiggbleges hajitas, amikor F' = mg és igy

1
Izﬁg(t—to)z—l—vo(t—to)—f-l‘g

2. Ha az erdfiiggvény csak a v = i sebességtdl fiigg, azaz F' = F (v), akkor a
mozgdsegyenlet v (t)-re nézve elsérendii szepardbilis differencidlegyenletté valik:

mv = F (v).
A megoldés a szokdsos médon torténhet, azaz dtrendezve

mu

=70




és integrélva ty-tdl t-ig kapjuk, hogy

L [fma)dt
! t“‘/to Fw ()

azaz ha vy jeloli a sebesség értékét to-ban,

t=to+ / - mdv
= 0 .
w F (V')
Az erdfiiggvény ismeretében az integrilds elvégezhetd, ami a sebesség iddszerinti

fiiggvényének inverz fiiggvényét eredményezi. A hely a sebességfiiggvény tovabbi in-
tegrédlasaval all eld, ahol x( jeloli a hely értékét ty-ban:

t
x:azo+/ v (") dt'.

to

Példaként vizsgiljuk meg a p stirliségli viszkézus kozegben sajit G silya hatdsa
alatt es6 gobmb mozgdsat. A Stokes-féle hidrodinamikai ellendlldstorvény szerint az r
sugard gombre haté surlédési eré ardanyos a sebességgel: Fs = —kv, ahol k = 6mnr
és m a kozeg bels6 surlédasi egyiitthatéja. Ha G'-vel az édllandé G = mg silyerd és
Fr = ‘”3% felhajté er6 G' = G — F kiilonbségét jeloljiik, akkor az F' eredd erd:

F(v) =G — kv.

A megoldds a fenti recept szerint:

t=t +/U mdy’
- v G — kv

Elvégezve az integralést

Fejezziik ki a sebességet

_g _g E(t —t)
V=g vo = 7 Jexp (o ;

amit az id6 szerint integralhatunk. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a to = 0
idopontban a kezddsebesség vy = 0, ekkor

= (- (40

1d6 szerint integrédlva ty = 0-t6l t-ig

G  G'm k G'm
x:xo—i-?t%— 2 exp _Et ~ e
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ahol z( a kezdeti helykoordindta.
3. Az egydimenzids mozgés taldn legfontosabb specidlis esete, amikor az eréfiig-
gvény csak az x helykoordinatatdl fiigg, tehat F' = F'(x). Ekkor a mozgédsegyenlet:

mi = F(x).

Szorozzuk meg az egyenlet két oldalat i-tal és vegyiik észre, hogy a bal oldalon teljes
derivalt &ll: 4 /1

— (=md? | =2F (2).

o ( 5 ) TF (x)

Allitsuk el6 az erdfiiggvény primitiv fliggvényét, ami a fizikailag eléfordulé esetek
modelljeinél mindig létezik. A fizikdban haszndlatos konvencié szerint ennek ellen-
tetjét jeloljiik U-val:

Ua) =~ [ F )y
Ez egyben azt is jelenti, hogy az erdfiiggvény elddllithaté az U fiiggvénybdl:

dU (x)
Cdz

Az U primitiv fiiggvény csak egy konstans erejéig van meghatdrozva, ami az x’
értékének megvilasztasatol fiigg. Ennek a konstansnak a megvédlasztdsa lényegében
tetszoleges lehet, mivel a derivédlds sordn az erdfiiggvénybdl kiesik, igy nem befolyé-
solja a megolddst. Ertekét dltaldban a szamitdsok egyszerfisitését célzé médon szokds
rogziteni.

A fenti egyenlet jobb oldaldn &ll6 F (x) tag egyenld —%U -val és igy a két de-
rivéltat egy oldalra rendezve és kozos derivalds ald hozva kapjuk, hogy:

i <1mj;2 +U (m)) =0.

F(x)=

dt \ 2
A zéréjelben 4116 kifejezés ezek szerint egy id6t6l nem fiiggd £ konstanssal egyenlo:

%m:fcz +U(z)=FE.
Az els6 tagot kinetikus (mozgdsi), a mésodikat potencidlis (helyzeti) energidnak
hivjuk. Az egyenlet azt fejezi ki, hogy a kinetikus és potenciélis energia osszege, amit
a tomegpont teljes E energidjanak hivunk, a mozgds soran dllandé, in. megmarado
mennyiség.
Az utébbi egyenlet ugyanakkor a helykoordindtara nézve egy elsérendii, szepara-
bilis differencidlegyenlet, ami megfelelé dtrendezés utdn latszik:

azaz




Integralva a két oldalt ty-t6l t-ig
xdt’

/to VEE-U @)

Elvégezve a helyettesitéses integralast, a megoldédst implicit alakban kapjuk, ahol xg
a tomegpont helye a t, idopontban:

=ty ' ds .

Példaként oldjuk meg a D direkciés erejii rugéra erositett m tomegii tomegpont
mozgasegyenletét:

:t—to

mi = —Dux.

A potencidlis energia:
) Lo o 1. 5
Ulx)= D&dé = §D1: - §Dx :

A potencidlis energia definiciéjdban szerepeld x’ integraldsi hatart vdlasszuk ' =
0-nak, azaz a potencidlis energia értékét x = 0-ndl vélasztjuk nullanak:

1
Ul(zx) = §Dx2.

A mozgdsegyenlet megolddsa:

L

t =1ty + .

& (B - 3Dg)

Az integril a ( = %f helyettesitéssel az aldbbi alakra hozhaté

m Ve d¢

2E %0

Elvégezve az integralast:

t=to+ 4/ = i \/D i \/D
=1y D arcsin 2Ex arcsin 2E£U0

x kifejezheto:

Y

r = Asin (wt + §),
ahol az amplitid6 A = 4/ %, a korfrekvencia w = \/g és a kezdo fézisszog 6 =

—wty + arcsin (w / %:m).



3. Rezgések egy dimenziéban

Az el6z6 fejezetben lattuk az idedlis rugéra erdsitett tomegpont mozgdsegyenletének
megoldésat, amikor semmi méas hatds nem zavarta meg a mozgast. A redlis helyzetek-
ben azonban, a rugé erején kiviil més, dltaldban a mozgést akadalyozo, csillapité erok
is fellépnek, amit a legegyszeriibben gy vehetiink figyelembe ha a sebességgel ardnyos
nagysdgu, azzal ellentétes irdnyd —kz erét alkalmazunk. Szintén fontos lehetdség,
hogy egy kiils6, id6fiiggd F (t) erd is hathat a tomegpontra, amely folyamatos ger-
jesztést jelent a mozgds szdmdra. Ennek a két tovdbbi erének a figyelembe vételéhez
a mozgdasegyenletet az aldbbi médon kell kiegésziteni:

mi=—Dx—ki+ F(t).

Az egyenlet megoldasédnak els6 lépéseként azt a differencidlegyenletek elméletében
szokésos alakra rendezziik:

i+ 200 +wir = f (1), (2)
ahol a kovetkezd jeloléseket vezettiik be: 2o = %, wa = %, ft) = %

A (2) egyenlet kozonséges, méasodrendi, linedris, inhomogén differencialegyenlet,
aminek &ltaldnos megoldédsat a homogén egyenlet dltaldnos megolddsdnak és az in-
homogén egyenlet egy partikuldris megolddsanak osszegeként kapjuk meg. Keressiik
meg eloszor a homogén egyenlet dltaldnos megolddsédt:

i+ 20 + wir = 0. (3)

A matematikai analizis tanitdsa szerint az ilyen tipusu egyenlet megolddsait exponen-
cidlis fiiggvények formdjdban kell keresni: z = Aexp (At), ahol A és A két konstans.
Behelyettesitve a probafiiggvényt azt kapjuk, hogy

N Aexp (At) + 2aXAexp (At) + w?Aexp (M) = 0.
Kiemelve a kozos tényezoket a
(A + 20X + wj) Aexp (M) =0

alakra jutunk. Az exponenciilis fiiggvény sehol nem tiinik el, ezért a szorzat akkor
lehet csak nulla, ha az els6 tényez6 nulla, vagyis:

M+ 20\ + wi = 0. (4)

Ez a feltétel a \ ismeretlen paraméter szaméra egy médsodfoki egyenletet jelent,

aminek a megolddsai:
_ / 2
Mo =—at/a?—uwi.

A mozgisegyenletnek tehdt altaldban két fiiggetlen, partikularis megolddsa van,
amik az egyenlet tin. alaprendszerét képezik:

x1 (t) = exp (Mt), x2(t) = exp (Aot).
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Az alaprendszer fiiggvényeinek linedris kombindciéja adja az dltalanos megolddst:
z(t) = Ay exp (Mt) + Agexp (Aaf) (5)

ahol A; és Ay édllanddk. Az x (0) = xo, © (0) = vo kezdeti feltételekhez torténd illesztés
feltétele, a kovetkezd egyenletrendszer kielégitését teszi sziikségessé:

Ay + Ay = 2o,
A + Asdg = g,

aminek megolddsa:

Uo—)\gl'o
Ay = 27200
1 )\1_)\27
UO—)\1I0
Ay = ——.
oM

A (3) differencidlegyenletnek a fenti kezdeti feltételekhez illesztett partikuldris
megoldésa igy:

Vg — A2

Uo—)\ll'o
t) = -
v(t) =53,

At
exp (Ait) + J——

exp (Aot) . (6)
A csillapodést jellemz6 o értéke soha nem lehet negativ, igy A o els6 tagjanak értéke
soha sem pozitiv. A diszkrimindns el6jele attdl fiigg, hogy az « és a rugdt jellemzo,
szintén pozitiv wy értéke hogyan viszonylik egymashoz.
1. Ha a csillapitas kicsi, azaz o < wy, a (4) egyenlet megolddsai komplex szamok
lesznek:
A2 = —a £ iw,

ahol bevezettiik az w = y/wg — a? jelolést. Mivel \; és Ay egymds komplex konjugalt-
jai, a (6)-ben megjelend két tag is egymds komplex konjugéltja, amivel

Vg — A2

t)=2R
z (1) vy

exp (Ait)] .

Bevezetve a 2% = Aexp (i0) jelolést, ahol A és § valds, azt kapjuk, hogy:
z(t) = Re[Aexp (—at + iwt +1d)] = Aexp (—at) cos (wt + 4) .

A kapott mozgds harmonikus rezgés, aminek az amplitiddja exponencidlisan
csokken. A T rezgésidét ugy éllapithatjuk meg, hogy megnézziik, mennyi id6 alatt
valtozik a fazis 27 értékkel:

wt+d+2r=w(t+T)+9,

amibdl



és a rezgés korfrekvencidja:

— w2 — a2
w =/ wj — .

Egy t idopontbeli és egy — T' rezgésidovel késébbi — ¢t + T' idopontbeli kitérések
hényadosa:
z (t)

x(t+1T)
Ezt az értéket csillapoddsi hdnyadosnak nevezziik. Szokds a csillapoddsi hdnyados
logaritmusat haszndlni a csillapodés jellemzésére:
x (t)

In ———= =aT
n:c(t—i—T) b

=exp (aT).

aminek a neve logaritmikus dekrementum.

2. Ha a csillapitds nagy, azaz o > wp, a A\; és A\ megoldédsok értéke két kiilonbozo
negativ valés szam, ami azt jelenti, hogy a megoldasfiiggvény két, idoben csokkend
exponencidlis fiiggvény Osszege, ami nem mutat periodikus viselkedés. A kezdd
feltételektol fiiggd elso kilendiilés utdn a tomegpont az origéhoz kozeledik.

Specidlisan, ha x (0) = 0, a \/a? — w2 = w jelolés bevezetése utdn a megoldas

v (t) = % exp (—at) [exp (tw) — exp (—tw)]

. exp (—at) sinh (tw) .
w

3. A fenti két eset hatdardn helyezkedik el az az eset, amikor o = wg. Ekkor A\; és
Ay értéke egybeesik:
)\1 = )\2 = —

és a differencidlegyenletnek latszélag csak egy fiiggetlen megoldédsa van:
w1 (t) = exp (—at). (7)

A (6) "dltaldnos" megolddsban a nevezdkben zérus &ll, ami kiértékelhetetlenné teszi
a képletet. Tekintsiik azonban (6) hatdrétékét midén o — wy, azaz a A\ — —a és
s — —a hatdrmenetben.

: . Vo — A2 Vg — A\1%o
! t)= lim | =———exp(Mt)+———exp (Aot
§lillazzt() ilina[ IV exp (Ait) + VDY exp ( 2)}
22— —« oy
1 At Aot
= llm Vg [eXp ()\lt) —exp (/\Qt)] N ‘To)\l)\Z GXP( 1 ) . eXp( 2 )
Ni——a A= Ay A1 Ao
Ao——«
At aexp()\t)
o\ N O\ o

= ot exp (—at) + zg [t exp (—at) + exp (—at)]
= [(vo + axp) t + xo| exp (—at) .

9
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A kapott fiiggvény valéban megoldas lesz, amirdl egyszerii behelyettesitéssel meg-
gy6zédhetiink. Ez a fiiggvény megfelel a differencidlegyenletek elméletébdl ismert &l-
litasnak mely szerint, kétszeres gyok esetén az alaprendszerben az (7) alaki megoldds
mellett megjelenik egy

z(t) = texp (—at)

alaki megoldés is, amivel az dltaldnos megoldés:
x(t) = (A + Agt) exp (—at),

ami hasonléan a masodik esethez, nem mutat periodikus jelleget.

Az eredeti inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsahoz most meg kell
keresniink az inhomogén egyenletnek egy partikuldris megolddsdt. A differencidle-
gyenletek elmélete szerint tobbféle modszerrel is taldlhatunk partikuldris megoldést.
Ezek egyike az dllandok varidlasanak modszere, amely szerint az inhomogén egyenlet
megolddsdt a homogén egyenlet dltaldnos megolddsanak alakjéban keressiik 1igy hogy
a kombindciés egyiitthatokat idoéfiiggdve tessziik:

zp (1) = Ap (t) exp (Mit) + Az (t) exp (Aat) .

A modszer szerint, ha a mésodrendii egyenlet alaprendszerének két fiiggvénye xq (t) és
xo (t), akkor az A; (t) és Ay (1) egyiitthatéknak a kovetkezd linedris egyenletrendszert
kell kielégiteniiik:

Ay ()i () + Ay () o () = f(2).
A fenti alaprendszer esetén ez a kovetkezo egyenletrendszert eredményezi:

Ay (t)exp (Mit) + Ay (t) exp (Aot) = 0,
Ay (t) M exp (Mit) + Ay (1) Ay exp (Mot) = £ (1),

aminek megolddsa:

f(t) exp (—Ait) Ag _ f (1) exp(—>\2t)‘

A pr—
! A — A\ Ao — A

A keresett partikulédris megoldés tehét:

/ / / /
z, (t) = exp (A1t) / f(#) exp Alt)dt + exp (A\at) / 1) eXp ()\ )\Qt)dt'.
to to 1

A kapott megoldas az x (tg) = 0 és @ () = 0 kezdeti feltételekhez illeszkedik, igy
az x (tg) = wo és @ (ty) = v altaldnos kezdeti feltételeknek megfelelé megoldést
ugy kapjuk meg, hogy a homogén egyenletnek megkeressiik az ezekhez a kezdeti
feltételekhez illeszked6 megolddsat és hozzdadjuk a fent kapott partikulédris megoldést.
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Erdemes kiilon megvizsgdlni az a < wy esetét, amikor \; = Ay 68 A\; — Ay = 2iw.
Mivel az f(t) fiiggvény valés, a megolddsfiiggvény két tagja egymdsnak komplex
konjugdltja és igy a fiiggvény értéke egyenlo az egyik tag redlis részének kétszeresével:

5, () = Re [exp " /ttfw) exp () ]

1w

A konkrét alak kiszamitdsahoz f (t) ismerete sziikséges.
Fizikailag nagyon fontos eset, amikor a kiils6 erd periodikus,

F (t) = Fycos (Qt)
alaku. Bevezetve az fy = Fy/m jelolést, f (t) = focos (2t) lesz. A megoldésfiiggvény:

. t t
M / exp (at’ — iwt’) cos (') dt'| .

to

126 = fuexp (—at) Re

w

Ha nem ragaszkodunk a fenti kezdofeltételt kielégité partikuldris megoldédshoz, az
integrdl kiszamitdasa helyett gyorsabban ériink célba, ha a megoldés alakjéra fizikai
alapon tesziink feltevést. Tételezziik fel ugyanis, hogy van olyan megoldédsa az egyen-
letnek, amely a kiilsé erot kovetd, periodikus mozgdsnak felel meg:

z, (t) = Re [A exp (i§21)] .
Az f er6t szintén irjuk fel komplex alakban:
f(t) = Re[foexp (i2)] .

Mivel a (2) mozgdsegyenlet valds egyiitthatokat tartalmaz, érdemes mindjart a kom-
plex megoldésat keresni, hiszen annak valés része kiilon is megoldds lesz. Behe-
lyettesitve a komplex alakot:

A (iQ)? exp (i) 4+ 200 AiQ exp (i) + wAexp (iQt) = foexp (iQt) .
Az egyenletet egy oldalra rendezve és kiemelve az exp (i€2t) kozos tényezdt:
[A((i9)% + 20 + w3) — fo] exp (iQ) = 0.

Az egyenloség fenndlldsdnak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az els6 tényezo
legyen nulla:
A ((1)? + 2020 + w2) — fo =0,

amibol
P
wg — Q2 + 20iQY
Szétvalasztva az |A| = fo abszolut értékét és § = — arctan gf%
V(-02) "+ 20? “-0
wi—2%) +(2a02 0
komplex faziséit, az eredmény:
2, (t) = Re[|A| exp (i (U + 6))] = o cos (Qt + 6) .

V(@2 — 22) + (209)?
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Az dltaldanos megoldds a kapott partikularis megoldds és a homogén egyenlet fent
lefrt altaldnos megolddsdnak Osszege. Lattuk, hogy a homogén egyenlet dltaldnos
megolddsa idében exponencidlisan nulldhoz tart, igy a rendszer egy idé milva mintegy
"megfeledkezik” a kezdeti feltételekrdl és a mozgds a fenti partikuldris megoldédsba
megy at.

4. Anharmonikus rezgések

Valédi rendszerek esetén, kiillonésen nagyobb kitéréseknél a visszatérité erd méar nem
lesz ardnyos a kitéréssel és a megoldand6 mozgasegyenlet elveszti linedris jellegét:

mi = R(z) — ki+ F(t),

ahol — Dz helyébe az altaldnosabb R (z) alak keriilt. Az egyenlet megolddsdnak egyik
lehetséges maodszere szerint az R () fiiggvényt Taylor-sorba fejtjiik:

R(z) = Ry + Rz + Rox* + -+ - .

Osszehasonlitva, a linedris esetre kapott egyenlettel latjuk, hogy R, elhagyhatd, ha
az origét olyan helyen vdlasztjuk, ahol az erd elt{inik. Az R; egyiitthato felel meg a
linedris erejii rugé jelenlétének, Ry = —D. Az els6 olyan tag, amely a nemlinearitdssal
fiigg Ossze az Ryx? tag. Az egyszerfiség kedvéért a megolddsi médszer bemutatédsanal
a tovabbi tagokat nem vessziik figyelembe. Természetesen ha Ry = 0, tjabb el nem
tliné tagig kell elmenni a sorfejtésben.

Az egyszeriiség kedvéért a sirlédds és kiils6é kényszer nélkiili rendszer egyenletének
a megolddsat keressiik, ahol alkalmazzuk az w3 = —R1/m és az € = Ry/m jelolést:

i+wir —ex? = 0.

A kapott egyenlet egy médsodrend{i, nemlinedris differencidlegyenlet, aminek
megolddsa analitikus mdédszerrel nem lehetséges, ezért egy olyan kozelitd eljardst
alkalmazunk, aminek alapgondolata sok fizikai probléma megolddsdnal haszndlhaté
eljarast eredményez.

Vezessiink be egy hatarozatlan értékii, a [0, 1] intervallumban folytonosan valtoz-
tathaté A\ paramétert és tekintsiik az

i+wir — Aex® =0

egyenletet, amely A = 1 esetén dtmegy a megoldandé egyenletbe. Keressiik ennek a
megolddsat A\ szerinti hatvinysor alakjdban:

l‘(t) :l‘0+>\$1+)\2$2+--- .
Behelyettesitve az egyenletbe,

(ji0+)\j§1+)\25é2+~--)+w(2) (:U0+)\x1+)\2a:2+---)—)\e(wo—i-)\xl+)\2x2+-~-)2:O.
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Elvégezve a négyzetre emelést, és \ hatvanyai szerint rendezve,
Zo + wpwo + A (31 + wizy — exd) + AN (i + wias — 2ewory) + NP () + - =0,

Az egyenlet minden A\ értékre akkor oldédik meg, ha a A hatvdnyai szerinti egyiit-
thatok eltinnek:

.. 2
To + wyzo = 0,

F1 +wizy —exg =0, (8)

Zi’g + WSZEQ — 261’0!131 = 0,

A végtelen sok egyenletbdl &ll6 rendszer szerkezetén latszik, hogy a megoldasfiig-
gvény tagjai egyenként 1épnek be az djabb egyenletekbe és igy a rendszer 1épésenként
megoldhaté. Az els6 egyenlet a harmonikus rezgémozgds egyenlete, aminek a
megolddsa

xog = Acos (wot +0) .

Ha kezdeti feltételként az xy (0) = a és o (0) = 0 értékeket valasztjuk, a megoldés
xo = acos (wot) .
A (8) rendszer masodik egyenletébe helyettesitve
i1+ wiry — ea® cos® (wot) = 0.
Hasznaljuk fel a

1 + cos (2wot)
2

z P . 2 s , s . . .
azonossdgot és vezessiik be a { = r1 — 5% 1j valtozot, amivel az egyenlet 1ij alakja
0

cos? (wot) =

€+ wpé — — cos (2wot) = 0.
A nyert egyenlet a kényszerrezgés egyenlete, aminek partikuldris megoldédsat korabban
lattuk:
& = Bcos (2wot + 0) .

Vegyiik észre, hogy a kapott megoldasfiiggvény szintén harmonikus rezgémozgdsnak
felel meg, aminek a korfrekvencidja 2wy. Az erdfiiggvényben fellépd négyzetes tag
ezek szerint az wy alapfrekvencia kétszeresének a megjelenéséhez vezet. Hasonlé mo-
don tovdbb lépve, a (8) egyenletrendszer harmadik egyenletének megolddsaval megje-
lenik wg hdromszorosa is. A tovdbbi egyenletek megolddsa magasabb felharmonikusok
megjelenéséhez vezet.
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5. Mozgas harom dimenziéban

Ha a tomegpont mozgdsa nem egy egyenes mentén zajlik, az dltaldnos, haromdimen-
zi6s térben felirt (1) mozgdsegyenletet kell megoldanunk:

F = a(mv) = m¥.

Szorozzuk meg az egyenletet skaldrisan r-tal:
Fr = mir

és vegyiik észre, hogy a jobb oldalon teljes idéderivalt all:

d [ mi?
Fi— o (M)
' dt( 2)

Integréljuk az egyenlet két oldalat ¢,-t0l to-ig:

to > 2
/ Fidt — 1o
t1

Pomi2 () mi (t)

S 9)

t1

2

A jobb oldalon a kezdeti és végs6 idépontban mért K = mf mennyiség kiilonbsége

all. K-t, aminek értéke a tomegpont pillanatnyi mozgasédllapotétdl fiigg, kinetikus,
vagy mozgasi energidnak nevezziik.

A bal oldalon 4ll6 integrél értékét az F erd altal az r (t) pédlydn torténd mozgast
végz6 tomegponton végzett W munkdjdnak, az Fi szorzatot az erd (pillanatnyi) tel-
jesitményének hivjuk. Az egyenlet alapjan kimondhatjuk az uin. munkatételt. A
tomegpont mozgdsi energidjanak megviltozdsa egyenlo a ra haté erdk ereddjének
munkdjaval:

W:KQ_Kh

ahol K = ™1 ¢ f, — mlt2),
Ha az F er6 csak az r helytél fiigg és nem fiigg a ¢t id6t6l valamint az 1 (¢)
sebességtol, sztatikus erdtérrdl beszéliink. Ebben az esetben a bal oldalon all6 in-

tegrdl a mozgds pdlydjara vett vonalmenti integrallal is kifejezheto:

/tQF(r(t))fdt:/mF(r)dr.

t1 ri

Az integraldsi hatdrokra az r1 = r (t1) és ro = r (t2) jelolést vezettiik be.
Ha a statikus erdtér olyan, hogy F minden zért gorbére vett integrélja nulla:

j{Fdr =0,

akkor azt mondjuk, hogy az er6(tér) konzervativ. Ilyen erétér esetén a rogzitett ry és
ro pontok kozott végzett munka nem fiigg a palyatdl. Irjuk ugyanis fel két kiillonbozo
pélyara vonatkozéan a munkat:

ro ra
]1:/ F (r') dr’ és ]2:/ F (r") dr".

ry ry
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Készitsiik el azt, a zart palyara vett integralt, amit az r; pontbdl az ry pontba az
els6é gorbén, majd az ro pontbdl az r; pontba a mésodik gérbén haladva kapunk. A
mdsodik gorbeszakaszra vett integral értéke egyenld — Io-vel, mivel a hatdarok forditott
sorrendben vannak megadva. A tér konzervativ, ezért

I + (_12) = 07
azaz
[1 — IQ.
Ha az integrél értéke nem fiigg az 1ttdl, az ry alsé hatdr rogzitése utédn az

I(r,ry) = / ) e’

ro

fiiggvény egyértelmiien meghatarozott fiiggvénye az r helynek. A fizikdban ennek
(—1)-szeresét hivjuk potencidlis energidnak:

U(r,r) = — / F (') dr'.

A potencidlis energia fiiggvényébdl az F erd gradiensképzéssel éll el6:

F (r) = —grad,U (r,r,) .

Ezt az allitdst a gradiens definiciéjanak alkalmazésdval bizonyithatjuk. Irjuk fel a
gradiens 7-edik komponensét 1igy hogy az i-edik irdnyba mutaté egységvektort jeloljiik
e;-vel:

r Aa:iei r i
oU . (fr0+ F (I‘,) dr’'— fl‘o F (I") dr’) ; frP+Ax e; F (I‘/) dr’
ori A;go Azt T Azlin—1>0 Azt
FAx'e; - -
= lim e = lim Fe;=— lim £ = —F(r),
Azis0  Axt Azt—0 Azi—0

ahol F-pal jeloltiikk az F eré r és r + Ax'e; kozotti integralkozepét és Fi-vel annak
1-edik komponensét.

Annak eldontése, hogy egy adott F er6tér konzervativ-e, a Stokes-tétel alkal-
mazdsdval torténhet. Ennek alapjdn egy egyszeresen Osszefiiggd tartomdnyon egy
erdtér konzervativ, ha a rotdcidja eltiinik. A tétel szerint ui.

7{Fdr = / rotFdA,
A

ahol az A feliilet peremére hajtottuk végre a vonalmenti integraldst. A feliileti integrél
akkor t{inik el tetszoleges hurokra illeszked6 feliiletre, ha rotF = 0. Tehat F akkor
konzervativ, ha rotF = 0.
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Irjuk fel a munkatételt konzervativ erdtér esetére:

ra ro r2
Kg—Kl,:/ Fdr:/ Fdr+/ Fdr =U (ry,ry) — U (ra, 1) .

ry ry ro

Atrendezve:
K2 +U <r27r0) = Kl +U (rla rO) ;

azaz szavakban, a K kinetikus és U potencidlis energia F = K + U 0sszege a mozgas
sordn allandé. E a teljes energia.

A potencidlis energiat definidlé integral értéke fiigg az ry integréldsi hatér
megvalasztasatol. Ha megvaltoztatjuk ry értékét, megviltozik a potencidlis energia
értéke is. Ez azonban nem okoz problémaét, mivel a mozgast meghatéarozo erd értéke
ettdl nem viltozik.

Specidlis eset a homogén erétér, amikor F = dllando vektor, amire példa a Fold
felszinén lokdlisan mért stlyero:

F =G =mg,
ahol g = (0,0, —g). A potencidlis energia:

U(r,ro):—/ Gdr' =mg (z — 20) ,
ro

ahol z és zp rendre az r és ry helyvektorok harmadik komponensét jelentik.
Héromdimenziés térbeli mozgds esetén definidlni lehet az impulzusmomentumot:

L=rxp.

Az id6beli véltozas vizsgdlatdhoz készitsiik el az id6 szerinti derivéltat:

L=rxp+rxp.

Az elsd tag azonosan nulla, mivel I || p. A mésodik tagban a Newton-egyenlet szerint
p = F. Ennek megfelel6en az egyenlet dtirhato:

L=rxF.

A jobb oldalon szerepld kifejezés neve forgatényomaték M = r x F, amivel végiil

is:
L =M.

Az eredmény alapjan kimondhatunk egy 1ij megmaradasi tételt. Egy tomegpont
impulzusmomentuma dllandé, ha a ra haté forgatényomaték nulla.

A forgatényomaték definiciéja szerint lehet nulla, ha az eré nulla vagy ha az er6
parhuzamos a helyvektorral. Ilyen, utébbi tulajdonsdggal birnak, tobbek kozott, a
centralis erdterek.
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6. Centralis erotér

Sokszor eléfordulé specidlis er6tér az uin. centralis erétér. Ilyen erdtérben az erd
az erocentrumbdl hizott sugdr irdnydban hat és nagysdga csak a centrumtol mért
tdvolsagtol fiigg.
r
F=F(r)-,
("

ahol r = |r| és F (r) = |F|.

Centralis erdtér forgatényomatéka eltiinik, mivel r || F. Ekkor a fenti megfontola-
sok alapjan L dllandé vektor.

Vegyiik az L = r X p impulzusmomentum és a p impulzus skaldris szorzatéat.

Lp=(rxp)p=0,

mivel (r x p) Lp. Ez azt jelenti, hogy a v sebességvektor mindig merdleges az L im-
pulzusmomentum vektorra és igy a mozgds L-re meroleges sikban zajlik le. Célszerii
a mozgds sikjaban poldrkoordindtdkat felvenni, azaz a részecske helyét az erbcen-
trumtél mért r tavolsdggal és egy kijelolt féltengellyel bezart ¢ azimutszoggel jelle-
mezni. Ekkor az impulzusmomentumot is kifejthetjiik a lokilis e, és e, bdazisban,
ahol e, jeloli az r irdnydba es6 és e, a rd merdleges egységvektort:

L=rxp=mre, x (fe, + r¢e,) = mr’p (e, x e,).

A két egységvektor egymdsra merdleges, ezért az impulzusmomentum L nagysdgara
kapjuk, hogy
L =mr?p. (10)

Szokés bevezetni a teriileti sebességet, ami egyenl6 a centrumtdl a részecskéhez
hizott Un. vezérsugar dltal idéegység alatt sirolt teriilet nagysdgédval.

. A
f=31
Legyen Ay a At id6 alatt 1étrejott azimutszogvaltozas. Ekkor Ay ~ ¢At, és a sirolt
teriilet Af ~ Apr?/2 ~ pAtr?/2. A teriileti sebesség igy:
f=¢r?2.
Az impulzusmomentummal kifejezve

. L
f=5-
m
A teriileti sebesség tehdt dllandé. A Nap gravitdciés terében keringd bolygoékra
vonatkozoan ez Kepler mésodik torvénye.
Egyszerti behelyettesitéssel beldathato, hogy a centrilis erétér mindig konzervativ.

Vegyiik ui. az F er6tér rotaciéjat. A koordindtdk szimmetrikus szerepe miatt elég az
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egyik, pl. x komponensre szédmolni:
_ 9 [F(r) 0 [F(r)
rotel = 8y [ r 1 0z { r Y
(7") 87" or
dr r 8y 027 )

Figyelembe véve, hogy r = /22 + y? + 22, a mésodik tényezd, fiiggetleniil F (r)
alakjatol, azonosan nulla.
Irjuk fel a potencidlis energidt:

r
U(r,ro) = —/ F(r') Fdr’.
ro
Mivel az integrélast tetszoleges vonal mentén végezhetjiik, célszerii az integraldsi utat
két részre bontani. Integraljunk elészor az ro ponttdl az r sugard gomb feliiletéig tarto,
az ro sugdr irdnydba esd egyenes mentén, majd folytassuk az r sugari gomb feliiletén
az r pontig. A gomb feliiletén integrdlva dr’ mindig merdleges r'-re, és igy az integrél
értéke a mésodik szakaszon nulla.
Az els6 szakasz mentén torténd integraldsnal dr’ parhuzamos r’-vel, igy hogy a
r’dr'skaléris szorzat értéke r'dr'-vel lesz egyenld. Az integral ennek alapjén:

U(r,rg) = —/T:F(r’) dr'.

Ezek szerint az U potencidlis energia fiiggvény az r helytol csak a centrumtél mért
r tavolsdgon keresztiil fiigg.

Ha a centrélis erétér potencidlis energidjanak r-fiiggéset V (r,7g)-lal jeloljiik,
felirhatjuk az dllandé E osszenergidt:

1 1
E = §mv2 +V (r,rg) = 3 [7% + (rgb)z} + V (r,ro) .

Fejezziik ki a (10) egyenletbél r¢ értékét és helyettesitsiik be:

L 2
()
mr

Vegyiik észre, hogy a médsodik tag szintén csak r-tdl fiigg és ezért érdemes 6sszevonni
a harmadik taggal. Az tsszeadds eredménye az in. effektiv potencidlis energia

1

E:§m +V(r,ro).

LZ
V(r,mo)esp = py— +V (r,19),
amivel az energia:
1
E = 5m7*2 + Veps (r,mo)
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A nyert egyenlet az egydimenziés mozgdsra kapott egyenlettel azonos, igy a
mozgasegyenlet megolddsdnak mdodszere hasonlé lehet. Fejezziik ki r-ot:

=\ 2B Vg o)) (1)

A szepardlhato differenciélegyenlet megoldfisa:

Az integral kiszamitasat V (r,ro) konkrét ismeretében kisérelhetjiik meg.

Jol ismert példa az M tomegili gombszimmetrikus tomegeloszlasi anyagi test grav-
itacios erdterének hatdsa egy tole tavol 1évo m tomegli tomegpontra:

mM r
r2 r’

t—t" =

(r', ro)] |

F=—v

ahol v az Un gravitdciés dllandé (y = 6.67259 x 10~"' m*kg ™' s72) Vezessiik be a
ymM = « jelolést, a potencidlis energia fiiggvény ekkor:

1 1
(r,70) / —dr (— — —) .
T To

Sokszor célszerii ro értékét végtelen nagynak vdlasztani, ami azt jelenti, hogy a
potenciélis energia értéke a végtelenben valik nullava. Ekkor (rg — o0)
V(r)=—. (12)
r
A Nap gravitdciés terének hatdsa alatt 1évo bolygé mozgédsanak felirdsdhoz a
V (r) potencidlis energia fiiggvény helyébe a (12) egyenletben adott fiiggvényt kell
helyettesiteniink. Az igy kapott integral azonban nem végezhetd el kvadratira segit-
ségével. Ezért a tovdbbiakban nem a hely idofiiggését probaljuk meghatdrozni, hanem
a pélya egyenletét. Poldrkoordindtdkban keressiik a ¢ = ¢ (1) fiiggvényt.
Ehhez készitsiik el a ¢ derivaltat gy hogy a ldncszabalyt alkalmazzuk:

ds@
dr

Fejezziik ki 4 “Z-et és helyettesitsiik be ¢-ot (10)-bdl, valamint 7-ot (11)-bol:

P =

dp ¢ e

TN EE ]
A szepardbilis differencidlegyenlet megolddsa, ha ¢* jeloli az r* sugdrhoz tartozo
szoget ©* = ¢ (1*):

7,,/

(2 <P_/
*/2\/2m
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A kapott integrél elvégezhetd a kovetkez6 véltozdhelyettesitéssel

,_Lyp y)_ D
r=—-(=—-1), azaz 1’ =
e \r’ er' +1
ahol a kovetkezo jeloléseket vezettiik be:
L? 2EL?
p=—=ése=1/1+ 5 (13)
mao mao

Elvégezve a helyettesitést

.
1 1/p
— arccosx z* — aICcos — ——1

e \r

r*

. /‘.Z' —dl‘l
Y i
Rendezziik 4t gy az egyenletet, hogy a jobb oldalon &ll6 — arccos 1 -1
konstanst &tvissziik balra és dsszevonva a bal oldalon &ll6 p*-gal [-val jeloljiik.

1
go—l—ﬁ:arccos—(g—l).
e \r

Kifejezve r-et:
P

"= 14ecos(p+ )
A nyert 6sszefiiggés olyan kipszelet egyenlete poldarkoordindtdkban, amelynek egyik
fokuszpontja az origéban van és fétengelye [ szoget zar be a poldrtengellyel. Az
egyenletben szerepl6 e neve numerikus excentricitds és p a paraméter.
A kupszelet jellege e értékétol fiigeg. A palya

(14)

1. ellipszis ha e < 1, azaz £ < 0,
2. parabola ha e =1, azaz E = 0,
3. hiperbola ha e > 1, azaz E > 0.

Az els6 eset Kepler elsé torvénye.  Vizsgdljuk meg az ellipszis geometriai
paramétereit. Az egyszeriiség kedvéért védlasszuk a poldrtengelyt gy, hogy egybe
essen a nagytengellyel, ekkor g = 0.

It T
- o qﬂ.““'\.
A R
i ._.-"r. = i .\ll
|I il o -:,lrl .
A Y
I .I' I H""-\. . .-r"f"?éh} n4x

- -

—_—
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Mivel a (14) fiiggvényben a cosinus fiiggvény értéke +1 és —1 kozott valtozik, r
maximumét és minimumat kénnyfi felirni:

p p

I'max = y T'min =
1—e

1+e
A nagytengely hossza 7y, €S mmax Szdmtani kozepe
L({ p p p
_ = R 15
¢ 2<l—e+1—|—e> 1— e’ (15)

A fékusznak centrumtdl mért tdavolsaga

1/ p P o ep
a— Tmin = — — = = eq.
2\1—¢e 1+e 1—e2?

A b kistengely ezek utdn Pitagorasz tételével felirhato:

b* + (ea)’ = a?,
amibol

b=avl—e?= /ap.
A = mab = w\/a3p,

amit szintén fel tudunk {rni a %’2 (Gllandd) teriileti sebesség és a keringési id6
szorzataként:

Az ellipszis teriilete:

. 2 L
A=17" —p=2
2 2m
amibol I
T% = T/ a3p.
Emeljiink négyzetre, rendezziink &t és haszndljuk ki, hogy p = WLL—Z

%  An*m

a3 «

Ha a bolygémozgdsnal figyelembe vessziik, hogy o = ymM az kapjuk, hogy
T?  4x?

PR
ami Kepler harmadik torvénye.

Az a nagytengely (15) alakjaba helyettesitsiik be a (13) egyenletekkel definiélt
paramétereket:
p

T1-¢ 2E
Az eredmény alapjdn a T keringési id6 az energia segitségével is kifejezhetd

m
T =~Mmm, | —.
T 2 EP
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7. Részecskék szorasa

Ha a centrilis erotér hatdsa alatt mozgé tomegpontnak pozitiv a teljes energidja, a
pélya altaldban nem korlatozédik véges tartomanyokra, a tomegpontok tin. szorasi
folyamatban vesznek részt. A viszonylag nagy tdvolsdgban — tn. asszimptotikusan —
egyenesnek tekintheté palya mentén kozeledo részecskék az erdtér hatdsa alatt eredeti
mozgasiranyuktol eltérnek és a szérécentrumtdl eltdvolodva az eredeti irdnytol eltérod
egyenes palyan haladnak tovdbb.

A részecskeszorasi kisérletekben a kiilonboz6 irdnyokba eltériilé részecskék relativ
ardnyat mérik meg és ennek eredményébodl kovetkeztetnek a szérécentrum tulajdon-
sdgaira.

Tételezziik fel, hogy az = tengellyel parhuzamosan, nagy tévolsdgban egyforma
Uso Sebességgel inditott m tomegii tomegpontok kozelednek az origéban taldlhaté
szorécentrumhoz, amit centralis erotérként kezeliink. Az x tengely neve ebben a
helyzetben titkozési tengely.

Legyen egy nagyon tavol 1év6 kiszemelt részecske tdavolsdga az iitkozési tenge-
lytol p, amit iitkozési paraméternek hivunk. Ezekkel az adatokkal a részecske tel-
jes energidja E = % és a szérécentrumra vonatkoztatott impulzusmomentumanak
nagysiga L = pmus. Jeloljiik az eredeti irdnytol valo eltérés szogét x-vel (szorési
sz0g). A részecske mozgasegyenletének megolddsa egyértelmii kapcsolatot teremt p

és x kozott, azaz létezik a p = p (y) fiiggvény.

A kozeled6 részecskék fluxusa egy tdvoli, az iitkozési tengelyre merdleges sikban

mérve legyen n. Ekkor egy infinitezimaélis do teriiletii feliiletelemen idéegység alatt
athalado részecskék szama ("drama')

dN = ndo.

Az adott helyzetii do feliiletelemen &t bedramlé részecskék a szérécentrumtdl nagy
tavolsdgban mérve a megfeleld helyzetii df) elemi térszogben fogjék elhagyni a széré-
centrumot. Az egységnyi térszogben kirepiil$ részecskék széma igy dN/dS2, amibol
az egységnyi bedramlé fluxus esetén adott irdny koriil egységnyi térszogben kirepiild
részecskék szama az un. (feliilet dimenzdju) differencidlis hatdskeresztmetszet:

LN o
ndQ  dQ’

22



Ha az er6tér centrdlszimmetrikus, a szorasi folyamat az iitkozési tengelyre nézve
hengerszimmetrigt mutat, és a p = p(x) fiiggvény nem fiigg az = tengely koriili
elforgatdstol. A do elemi feliiletnek ekkor érdemes az iitkozési tengely koriili |dp
vastagsdgu és p sugari korgyfiriit vilasztani

do = 2mp|dp| .

A p és p + dp iitkozési paraméter kozott érkezd részecskék a p(x) figgvény &ltal
meghatdrozott x és x + dx nyildsszogli kipok kozott repiilnek ki, aminek megfeleld
térszog

d§) = 2msin x |dx] -

Figyelembe véve, hogy |dp| = ‘3—; |dx| ahol 3—; a p (x) fiiggvény derivaltja, a differen-

cidlis hataskeresztmetszetre azt kapjuk, hogy

b _ _» '@ . (17)
dQY  siny |dy
Szémitsuk ki egy R sugart merev gomb differencidlis hatdskeresztmetszetét. Ha
az {itkozési paraméter p (S R), az iitkoz6 részecske a gdmbot olyan ¢ nyildsszogii
sugdrndl taldlja el amire:
p = Rsine.

A ¢ nyildsszogii sugédr egyben a lokélis beesési merdleges is, igy a szérési szog

X =T — 2.
[ N
3 E
§ s
"---. : "'..-.
_.' -
! . .-"f L
| e
A |
-~ n
|I .-'.-. L i
! ]
i B
'\-\.x .-..-._.-'

Behelyettesitve kapjuk a sziikséges p () fiiggvényt:

p = Rsin (%) = Rcos (g) .

A differencidlis hatédskeresztmetszet ezzel, a (17) eléallitds szerint:

do  R*cos%sin¥ R?

= 272 ) 1
ds? 2sin 4 (18)

A merev géomb tehédt izotrop médon szor.
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Nevezetes szordsi probléma az tn. Coulomb-szérds: rogzitett ¢ nagysdgu pont-
toltés terében szératunk ¢y toltésti tomegpontokat, pl. elektronokat. A potencidltér
ugyanolyan, mint a tomegpont gravitdciés terének a potencidltere, csak o = —q1 g2k,
(k: = 8.98755 x 10° N m? C_2) ezért a mozgisegyenlet megolddsa ugyanazokkal a
lépésekkel torténhet, mint a bolygémozgas esetén. Ha a két toltés egyenlo eldjelii, az
erdtér taszité jellegi. A mozgds pdlydja hiperbola, amelynek polarkoordindtakban
megadott alakja (14) szerint a kovetkezd (o negativ):

B p
"= —1+4+ecos(p+ ) (19)

i L2 mv2 p? 2EL2\2 mpv2 2
ahol (13) alapjén p = £~ = ™=~ ¢g e = /1 + ( ) = 1+<Too>_

ma?
Vélasszuk a polartengelyt gy hogy 5 = 0 legyen. Ekkor a bejovo és kirepiild
részecske palydjanak megfeleld asszimptotak tavoli pontjainak ¢ és ¢y polarszogére,
amikor (19)-ben r — oo, fenndll, hogy:

ecos P12 = 1,

azaz

1
¢12 = *arccos —. (20)
e
A szoérasi szog a két asszimptota éltal bezdrt kiilséd szog:
X=m—(¢1— ¢2)
Mivel (20) szerint ¢o = —¢;
X =T — Q(bla
azaz
X = T — 2arccos —.
e
Osszuk az egyenletet 2-vel
X 7 1 1
= = — — arccos — = arcsin —
2 2 e e

és helyettesitsiik be e-t:

Atrendezve kapjuk a p () fiiggvényt

1
S I S S R e S
muv3, || sin® ¥ mu2, 2

Szamitsuk ki (17) alapjdn a differencidlis hatdskeresztmetszetet:

do o S|
dQ  \ 2me2, sin® X
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A kapott eredmény az tin. Rutherford-féle szérasi formula.
Szokds definidlni a o in. totdlis szérdsi hatdskeresztmetszetet, ami a differencialis
hatdskeresztmetszet integralja a teljes 47 térszogre:

Uz/daz/;l—;dﬁ.

Szamitsuk ki (18) felhaszndldsdval az R sugard merev gdmb totdlis hatdskereszt-

metszetét: B2 B2
o / 1 d / 1 T = Rm

Az eredmény szemléletesen megfelel annak a teriiletnek, amelyen a gomb kiszérja a
részecskéket az eredeti mozgési irdnyukbdl.

A Rutherford-féle szérds ettdl erdsen eltérd eredményt ad. A hengerszimmetria
miatt az integraldst eloszor egy y nyildasszlig dy vastagsagi gombovre végezziik, azaz
elvégezziik a df) = 27 sin xd helyettesitést, majd y szerint integrdlunk 0 és 7w kozott:

a \° 1 a \° [ 1
7 / (vago > sin <2mv§o ) /0 sin ¥ TRACX
S

Az integrandus primitiv fiiggvénye si;Tlx’ ami az integraldsi hatdrok behelyettesitése
2
esetén divergens kifejezést eredményez! A totalis hatdskeresztmetszet a klasszikus

Coulomb-szérés esetén végtelen.

8. Pontrendszerek

Tomegpontokbdl all6 rendszer (pontrendszer) mozgdsdnak vizsgalatdhoz az egy
tomegpont esetére definidlt fogalmakat altaldnositjuk. Az n anyagi pontbdl 4ll6 rend-
szer P impulzusat a rendszert alkoté tomegpontok impulzusédnak vektori 6sszegeként
értelmezziik. Legyen az i-edik tomegpont tomege m;, helyvektora pedig r;, amivel

P = sz, ahol P: = 7’TLZI.'Z

i=1

Vizsgaljuk meg P idobeli valtozasat. Galilei-rendszerben irjuk fel az i-edik tomeg-
pontra a Newton egyenletet:

pi=F;+ i Fi;,
=1

Az i-edik tomegpontra a rendszeren kiviilrél haté erét F;-vel és a j-edik tomegpont
részérdl haté erét Fjj-vel jeloltiik. Az el6bbi tn. kiilsé erd, az utébbit pedig belsd
eronek hivjuk. Megjegyzendo, hogy F;; = 0, mivel a tomegpontok nem hatnak 6n-
magukra.
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Adjuk 6ssze az egyenleteket ¢ = 1-t6l n-ig:

D bi=) Fi+) ) Fy
i=1 i=1

i=1 j=1

A bal oldalon 4116 6sszeg egyenld a teljes impulzus id6 szerinti P derivaltjaval. A jobb
oldalon &all6 els6 6sszeg a kiilsé erok F ereddje. A masodik 6sszegben minden bels6
er6 szerepel, aminek értelmében minden ¢ — j pédrositdsdhoz taldlunk egy j — i part,
ugy hogy az akcié-reakcei6 elve szerint F;; = —F ;. Az sszeg értéke ennek megfeleléen
nulla és igy pontrendszerre kapjuk a Newton-egyenletet:

P-F.

Vezessiik be a pontrendszer tomegkozépponjdnak fogalmat, amelynek R helyvek-
tora: "
R — 2oL M0 (21)
D i1 M
A kifejezés nevezdjében a rendszert alkoté pontok tomegeinek dsszege szerepel, amit
jeloljink m-mel. A tomegkozéppont definicidja korrekt, ami alatt azt értjiik, hogy
fiiggetlen a vonatkoztatasi rendszer megvélasztdsatol. Tételezziik fel ui., hogy megval-
toztatjuk a vonatkoztatdsi rendszert és az 1ij origé helye az r( helyvektorral megadott
helyen lesz. Ekkor minden helyhez az r' = r — rq helyvektort rendeljiik és igy a
tomegkozéppont helyvektora a definicié szerint

Rl — Z?:l mir;
m
lesz. Végezziik el a behelyettesitést:

R/ iz (T o) o o,
m

ami éppen megfelel a tomegkozéppont 1j rendszerbeli helyének.
A tomegkozéppont definicids egyenletét szorozzuk be m-mel és derivaljuk id6 sz-
erint. A jobb oldal a rendszer 6sszimpulzusdval egyenld, tehat:

mR = Z m;t; = P. (22)
i=1

A rendszer tomegkodzéppontjinak V = R sebességére tehat fennéll, hogy
mV = P.

Az egyenlet 1jabb, id6 szerinti derivdldsa pedig a Newton-egyenlethez vezet a
tomegkozéppont mozgasara nézve, hiszen:

mR=P=F.
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Ha a kiils6 erék F ereddje zérus, V dllandé lesz, azaz a tomegkézéppont egye-
nesvonali, egyenletes mozgdst végez.

R =Vt+ Ry

Ez az éllitds az un. tomegkozéppontmegmaradds tétele.

A tomegkozéppont ezen fontos tulajdonsdga miatt szokds bevezetni az un.
tomegkozépponti (TK) rendszer fogalmét, ami olyan vonatkoztatdsi rendszert jelent,
amelynek origdja a tomegkozéppont. Az a kiilsé vonatkoztatdsi rendszer, amelyben
megfigyeléseinket végezziik, ezzel szemben az tn. laboratériumi rendszer (L).

Az i-edik tomegpont L-rendszerbeli helyvektorara fennall, hogy

TK
r,=R+r; ",

ahol r!'X jeloli a tomegpont TK-rendszerbeli helyvektorét.
Szorozzuk meg az egyenletet m;-vel és adjuk Ossze az egyenleteket ¢ index minden

értékére
n n n
E mu;r;— E m,R + E mir;pr.
i=1 i=1 i=1

Mivel a (21) egyenlet szerint a bal oldal egyenlé a jobb oldalon &ll6 els6 taggal,

n
E mir; = 0.
i=1

A kapott Osszefiiggés megfelel annak, hogy a TK-rendszerben a tomegkozéppont az
origéban helyezkedik el. Derivédljuk az egyenletet id6 szerint:

n
i=1

TK-rendszerben tehdt a rendszer 6sszimpulzusa mindig zérus, ami megfelel a szem-
léletnek is, hiszen a tomegkozéppont sebessége ebben a rendszerben zérus. TK-
rendszert sokszor eldnyos haszndlni, pl. a részecskeszérdsi folyamatok tanulmany-
ozdsdndl, vagy az tn. kéttest probléma vizsgdlata esetén.

9. Keéttestprobléma

A pontrendszer fontos specidlis esete a két tomegpontbdl &llé6 rendszer, aminek
mozgdsa jél tanulményozhaté.

Tételezziik fel, hogy r; és ry helyvektorokkal adott helyeken m; és ms tomegii
tomegpontok zart rendszert alkotnak, azaz csak egymadsra hatnak. Az els6 pontra a
médsodik részérol haté erot jeloljiik Fio-vel, ennek reakciderejét pedig Faoi-gyel. Ekkor
a mozgdasegyenletek a kovetkezOképpen alakulnak:

mli"l = Flg, (23)
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mgi‘g = F21. (24)
Adjuk ssze a két egyenletet és vegyiik figyelembe, hogy a két erd egymas ellentéte:
mli‘l + mgi:g = 0.
A nyert sszefiiggés nem mas mint a tomegkdzéppont megmaradas tétele két tomeg-
pont esetére, hiszen ebbdl

ry + meor
RS S VP R,.
mi + Mo
Célszerti ezért a rendszert TK-rendszerben vizsgélni, ahol V. =0 ¢és Ry = 0 s igy a
két helyvektorra fenndll, hogy:
mMir] + Maoly = 0.

Most szorozzuk be a (23) egyenletet mo-vel és a (24) egyenletet m4-gyel, majd
vonjuk ki egymdsbdl a két egyenletet:

mima (o — ¥1) = (mq + ma) Foy,

ahol kihasznaltuk, hogy Fio = —F9;. A két helyvektor kiilonbségét jeloljiik r-rel
(r =ry —1ry) és osszuk el az egyenletet a két tomeg Osszegével. A kapott egyenlet:

,uI‘ = F21, (25)

ahol bevezettiik az tin. redukalt tomeget:

mims

mi + Mo

Az egyenlet megegyezik az egy tomegpontra felirt mozgdsegyenlettel, ami az ott lefrt
modszerekkel oldhaté meg. Ha az r relativ helyvektorra megoldottuk az egyenletet
az ry és ro helyvektorok kifejezhetok:

ma
ry=-r——
mi + mo
my
ro=r—m .
my + Mma

Vegyiik észre, hogy ezek a megolddsok ardnyosak az r vektorra nyert megoldédssal.

A bolygdék mozgdsdra kapott eredményiinket igy pontosithatjuk. A Nap-bolygd
rendszert kéttestproblémaként kezeljiik és igy figyelembe vehetjiik, hogy a Nap is el-
mozdulhat. Legyen a Nap helye r; és a bolygé helye ry. A fenti megjegyzés értelmében
a bolygé és a Nap r relativ helyvektora és igy a bolygé helyét megadé ro vektor is
ellipszispalyat ir le.

A keringési idére a bolygémozgds vizsgélatanal a (16) osszefiiggést nyertiik:

T2 B 4m%m,

a3 «
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Ha most figyelembe vessziik, hogy a (25) mozgédsegyenletben az m toémeg szerepét a re-
dukalt tomeg jétssza, valamint, hogy @ = ymyms, akkor Kepler harmadik térvényének
a kovetkez6 mdédositott formajat nyerjiik:

T? 42 42

a® v (my+my)  ymi (L+ma/my)

ahol m; a Nap, ms a bolygé tomege és a a bolygénak a Naptol mért relativ helyvektora
altal leirt ellipszispalyanak a nagytengelye.

10. Pontrendszer impulzusmomentuma, energiija

Pontrendszer impulzusmomentumat a rendszert alkoté tomegpontok impulzusmo-
mentumainak dsszegeként definidljuk:

L= iri X Pi-
i=1

Vizsgaljuk meg ennek id6 szerinti derivaltjat:

=1

Az els6é tag nulla, mivel ©; és p; parhuzamosak. A mésodik tagban az impulzus
derivaltja a tomegpontra haté erével egyenld, amiben tjra kettévalasztjuk a kiilso és

bels6é erdket: . .
]:Z Zri X FZ+ZZI'Z X Fl]
=1

i=1 j=1
Az els6 tag az F; kiils6 erok forgatényomatékdnak ereddje:

n

Mk :ZI‘Z’ XFZ'.

i=1
A mdsodik tag a belst eréktdl szérmazé forgatényomaték:
n n
Mb = ZZI',L X F,L],
i=1 j=1

amivel ) .
L=M +M’

A belsé erdk forgatényomatéka az akcié-reakcié
(F;; = —F,;) dtirhat6 a kovetkezd alakra:

Mb:%ZZ(rixFij—f—rjiji):%ZZ(ri—rj)XFZ-j.

i=1 j=1 i=1 j=1

gyenge” elve értelmében,
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Ha a tomegpontok kozott haté erd centralis, azaz (r; —r;) parhuzamos az F;;
erdvel, a bels6 erdk forgatényomatéka zérus. Ez a feltevés az akcié-reakcié elvének
"erds” véltozata, ami ”tisztdn mechanikai jellegi” er6k esetén édltaldban fendll. (Az,
hogy milyen erdk tartoznak ebbe a kategéridba, fiigg az alkalmazott elmélettdl. Az
adott modell keretében kapott eredmények alapjén lehet eldonteni, hogy a feltételezés
helyes volt-e. A gravitdcids kolcsonhatds Newton-féle elmélete szerint pl. a gravitdcios
ero eleget tesz az akcié-reakcio erds elvének. Ha egy pontrendszerben elektromégneses
er6k is hatnak a részek kozott, az elv nem tarthaté fenn.)

Ha a bels6 erék forgatonyomatéka eltiinik:

. k
L=M.

Ha kiils6 er6k nem hatnak (pl. zdrt rendszer esetén), vagy eredd forgatényomatékuk

zérus, a rendszer impulzusmomentuma megmaradé mennyiség lesz:

L=0

Olyan bels6 erdk fellépése esetén, amelyeknek a forgatényomatéka nem tinik el,
a mechanikai impulzusmomentum nem lesz megmaradé mennyiség. Ilyen esetben
mindig meg lehet taldlni azt, az erdhatdst kozvetitd "kozeget”, fizikai objektumot
(pl. elektromdgneses tér), amivel a rendszert ki kell egésziteni, hogy zért rendszert
kaphassunk. FEzeknek az objektumoknak szintén van sajat impulzusmomentumuk,
amit a mechanikai rendszer momentumaval egyiitt kell vizsgdlni. A teljes rendszer
impulzusmomentuma mar megmaradé mennyiség lesz.

Irjuk fel az impulzusmomentumot a TK-rendszerbeli helyvektorokkal:

L= ZR—i—rTK X p; = ZRXpﬂ—ZrTK (26)

Az els6 tagban R kiemelése utdn a teljes impulzust kapjuk a szumma jel mogott,
tehat:

L:RxP—i—ZriTpri.

A ma&sodik tagban szerepl6 impulzus kifejezheté a TK-rendszerben definidlt helyvek-
torral:
b = mirz mzR + m;r TK- (27)

Behelyettesitve, (26) mésodik tagja igy alakul:

26)
ir;f”( X Ppi = imir;m X R—i—iriTK X piTK,
i=1 i=1 i=1

ahol bevezettiik a TK-rendszerbeli p/ & = m,;#7% impulzust. Az els6 tagban R jobbrol
kiemelhetd. A szorzé 6sszeg viszont nulla, mivel az nem més mint a témegkozéppont-
nak a TK-rendszerben definidlt helyvektora szorozva m-mel. Igy végiil az impulzus-
momentumra kapjuk, hogy

L=RxP+)» r/"xp/*

=1
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A felbontasnak szemléletes jelentése van: az els6 tag egy olyan tomegpont im-
pulzusmomentuma, amelyik a tomegkozéppontban a rendszer impulzusdval mozog. A
mdsodik tag pedig, a rendszernek a TK-rendszerben a tomegkozéppontra vonatkoz-
tatott LTX impulzusmomentumsval egyenlé:

L=RxP+L"¥,

Vizsgdljuk meg L idoébeli valtozédsdt ebben az alakban:

L=RxP+RxP+) i/ xp/*+> v/ xp/~
i=1 i=1
Az els6 tag nulla, mivel a két tényezd parhuzamos. A mdsodik tagban az impulzus

derivéltja a rendszerre haté erok F ered6jével egyenlé. A harmadik tag szintén nulla,
mivel a szumma minden tagjdban a tényezok parhuzamosak:

L=RxF+) /" xp/~
=1

A maésodik tagban szerepld p! X tényezd a (27) egyenlet derivdldsa utén kifejezhetd:

my;
pzTK =p,——P
m

alakban, ahol viszont p; = F; + 2?21 F;;. Behelyettesitve nyerjiik, hogy

. n n m;
L=RxF+)> r/"x (Fi—i—Z;Fij—EP).
j:

=1

Elvégezve a szorzdst, az utolsé tag, ami Y . r’ ™ x %P, értéke nulla lesz, mivel
ez ardnyos a tomegkozéppontnak a TK-rendszerben megadott helyvektoraval. Igy

végeredményben nyerjiik, hogy:
i=1 j=1

Feltételezve, hogy a bels6 erdk centralisak, a kordbbi gondolatmenet értelmében, a
vektori szorzds a belsé erdkkel nulldt eredményez. Ilyenkor:

L=RxF+) r/*xF,.
=1

Az egyenlet szemléletes tartalma szerint, az impulzusmomentum idészerinti derivaltja
két tagbdl &ll6 forgatényomatékkal egyenld: az els6 olyan forgatéonyomaték, amelyet
akkor kapunk, ha a kiilsé erék eredojét tigy tekintjiik, mintha a tomegkozéppontra
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hatna, a méasodik pedig a kiils6 erdknek a tomegkozéppontra vonatkozé forgatény-
omatéka. Ez a felbontds kiilonosen a merev testek mozgdsdnak vizsgalatandl jatszik
fontos szerepet.

Pontrendszer kinetikus energidjat a rendszert alkoté tomegpontok kinetikus en-
ergidjanak osszegeként definidljuk:

1d6 szerinti derivéltja:
n

‘ii_[; =3 gy = i Fii;
i=1 i=1

a tomegpontokra haté erdk teljesitményével egyenld. Integraljunk id6 szerint a t; és
to idopont kozott:

n to
K (L) — K (t;) = Z/ Fidt.
i=1 vt

Ha az erdk csak a helytdl fiiggenek, minden integral vonalmenti integralld alakithato:

n to
i=1 v

A jobb oldalon &ll6 kifejezés a rendszerre haté erdk munkdja, amelyben mind a
kiils6, mind a bels6 erok szerepelnek.

Ha az er6tér konzervativ és létezik az n db helyvektortdl fiiggd U = U (ry,ra,...1,)
potencidlfiiggvény, amelynek negativ gradiense az aldbbi médon elééllitja az erdket

F;, = —grad,, U (ry,rs,...1,),
a teljesitmény is idOszerinti derivaltként allithaté elo:

Fi.i:_ drU y yeooolip .Z':——.
; I E grad,,U (ry,re,...1,) T o

=1

Ennek megfeleléen

d
—(K+U)=0

amibdl kovetkezik, hogy
K + U = dllandé.

Erdemes a pontrendszer kinetikus energigjat is felirni a TK-rendszerbeli helyvek-
torokkal:

i=1 i=1 i=1 =1
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Az elsé tagban R? kiemelhetd és a szumma értéke a teljes tomeggel lesz egyenld. A
méasodik tagban R emelhetd ki, ami utdn a szumma a témegkozéppont definiciéja
szerint egyenl6 lesz nulldval. Igy a kinetikus energia a

K = —mR2 Z:mz TK

Z

alakot veszi fel, aminek szemléletes a jelentése. Az els6 tag a tomegkozéppontban
elhelyezked6 m 6ssztomegii tomegpont kinetikus energidjdaval egyenld, mig a mésodik
szumma a pontoknak a TK-rendszerhez képes bekovetkezd mozgédsdbdl szérmazé en-
ergiajarulékat adja. Az utébbi pl. egy merev test mozgdsa esetén a forgdsboél szarmazé
energiaval egyezik meg.

A konzervativ rendszer esetén definidlhaté az ¢sszenergia:

2

1 . 1 o TR 2
E:§mR2+§;mi (rTK) +U.

11. Gyorsul6é vonatkoztatasi rendszerek

A Newton-egyenlet eredeti formdjéaban csak Galilei-rendszerben hasznédlhatd, gyorsulé
rendszerekben tovdbbi megfontoldsokat kell tenni.

Tételezziik fel, hogy a K Galilei-rendszerhez képest tetszélegesen mozgé K’ rend-
szerben szeretnénk leirni egy tomegpont mozgasat. Az egyszeriiség kedvéért elfo-
gadjuk, hogy a K’ rendszer merev, azaz a bazisvektorok skaldris szorzatai dllanddk
maradnak. Az ilyen tulajdonsdgi K’ rendszer legdltaldnosabb mozgédsa, Euler tétele
szerint, egy merev test eltoldsbdl és merev test pillanatnyi tengely koriili elforgdsabdl
tevodik Ossze. A tétel bizonyitdsa pl. az ortogondlis transzformécidk alaptulajdonsa-
gainak kihaszndldsdval torténhet.

Tekintsiik eloszor egy, a két rendszer kozos origdjan dtmend tengely koriili elfor-
duldst és vizsgdljuk meg, hogy hogyan valtozik egy tetszéleges, a K’ rendszerben
rogzitett A vektor a K rendszerbdl nézve. Tegyiik fel, hogy a _[)( " rendszer dt id6
alatt dy szoggel fordul el. Erdemes bevezetni az elemi elfordulds dy vektorst, aminek
irdnya, definicié szerint egybe esik a tengely irégfa’wal és nagysaga egyenld dp-vel.
Ekkor az A vektor véltozasa elsé rendben dA =dp x A-val lesz egyenld. A véltozés

sebessége ennek megfelelben A =& x A lesz, ahol bevezettiik a szogsebesség W:djf
vektorat. Ha az A vektor a K’ rendszerben is véltozik, a K rendszerbeli valtozasi
sebessége a két véltozds osszege lesz

dA _d'A

—
—= x A 28
a T (28)
ahol d A jeloli a K’ rendszerbeli védltozdsi sebességet.
Spe(nahsan a szogsebesség vektor derivéltjara fennall, hogy
do do _, _, dd
at a0 T @ (29)

33



A fenti megfontoldsok alapjan egy K’ rendszerben felvett r’ helyvektor valtozési
sebessége
e’ dvY
— = x 1.
a ~ar

Itt % = v/ a K’ rendszerben meért sebesség. Végiil, ha K’ rendszer origéja v
sebességgel mozog K origdjahoz képest, a megfelel6 pont K-ban mért sebessége

v=vo+Vv + W xr
lesz.
Vegyiik az egyenloség id6 szerinti derivaltjat:
dvy N av’ N d(w xr)
a=—+—+ ———"
dt dt dt

Az elsb tag az origd ap gyorsuldsdval egyenldé. A mdsodik és harmadik tagban
hasznéljuk fel a (28) osszefiiggést:

LN SV /(wxr,)+_>><(_>>< )
a=aj g+ —V+wWXV+——7-—">40 W Xr
O dt dt
Elvégezve a szorzat derivaldsét:
d'w
a:a0+a’+25>><v’+w><r’+U><(W><r’).

Figyelembe véve a (29) tsszefiiggést, az egyenlet végiil a kovetkezd alakot veszi fel:
/ — ' = — /
a=a+a +2w xv+ [ xr'+d x(dxr),

— —
ahol a bevezettiik a (3 :‘Z—‘;’ szoggyorsulds vektorat.
Ha most a K’ rendszerben vizsgéljuk a pont mozgasat, ki kell fejezniink a K’-ben
mért gyorsuldst:

a’:a—ao—Zva'—ﬁxr’—Ux(ﬁxr/). (30)

A jobb oldalon 4ll6 —2& x v’ tagot Coriolis-gyorsuldsnak, a —w x (W x r') tagot
pedig centrifugdlis gyorsuldsnak hivjuk. A centrifugdlis gyorsuldst dttekinthetébb
alakra hozhatjuk az aldbbi vektoralgebrai azonossdg alkalmazdsédval:

ax (bxc)=b(ac)—c(ab). (31)

Tehat
Wx(wxr)=u((wr)-ra?

Ha u-val jelsljiik az r’ vektornak az w vektor irdnyédba esé komponensét, az elsé tag

az
W (Wr) =T
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alakot o6lti, amivel a centrifugdlis gyorsulds
~ W x (W xr)=w*[r —u).

Az s = r’ —u vektor a tomegpontnak a forgastengelytdl mért irdnyitott tavolsaga,
amivel a centrifugalis gyorsulds végiil az w2s alakot olti.
Szorozzuk be a gyorsuldsra kapott (30) Osszefiiggést a tomegpont m tomegével:
%
ma' =ma —may—m2w xV —mf xr' +mw?s
és vegyiik észre, hogy a jobb oldal elsé tagja a Newton-egyenletnek megfeleléen a
pontra haté F erével egyenlo:

—_—
ma' =F —mag —m2wW xv —mf x1r' + mw?s. (32)

A kapott egyenlet a gyorsulé vonatkoztatési rendszerben érvényes mozgdsegyenletnek
tekinthetd. A valédi F fizikai erén kiviil un. fiktiv, vagy tehetetlenségi erdk is fellép-
nek, amiket a fizikai er6hoz kell adnunk. A jobb oldalon 4ll6 tagok koziil a harmadik
neve Coriolis-erd, az 6todiké pedig centrifugélis ero.

Egyszeri példaként vizsgdljuk meg a K Galilei-rendszerben &all6 tomegpont
mozgasegyenletét egy sllandé w szogsebességgel forgé K’ vonatkoztatasi rendszerbdl
nézve. A K rendszerben a test nem gyorsul, rd eré nem hat, a mozgisegyenlet
trivialitdst fejez ki. A forgé K’ rendszerben a (32) korrigdlt mozgdsegyenletet kell
alkalmaznunk. A jobb oldal els6 két és negyedik tagja nulla, amibdl a mozgasegyenlet:

— —
ma = —m2W X vV +mw?s.

A bal oldalon all6 ma’ kifejezés a forgé rendszerben kérmozgdst végz6 tomegpont
a’ = —W?s centripetalis gyorsuldsdnak és m tomegének a szorzatdval, azaz a cen-
tripetélis erdvel kell megegyeznie. Nézziik meg a jobb oldalon szerepld fiktiv erdket.
A v’ sebesség a K’ forgé rendszerhez viszonyitott sebesség, ami esetiinkben a K’ rend-
szernek a K rendszerhez viszonyitott w szogsebességgel torténd forgdsa miatt lép fel,
mivel a test K-ban all. Igy v/ = — @ xs. Ennek eredményeként a (31) Osszefiiggést

tjra felhasznélva és figyelembe véve, hogy s és @ mer6legesek egymédsra

—m2W X v =m2W x (Jxs) =2m [ (Ws) — sw?] = —2msw™>.

Osszeadva a jobb oldali tagokat végeredményben valéban a megfelels
ma = —mw?s

egyenletet nyerjiik, ami szerint a centripetélis erdt ténylegesen a fiktiv erék ereddje
szolgéltatja.

Amennyiben a Fold felszinén végziink mechanikai kisérleteket, pontosabb mérések
esetén szintén figyelembe kell venniink, hogy a foldgolyé forgé rendszer. Vizsgaljuk
meg, hogy ebben a forgé rendszerben egy szabadon esé tomegpont milyen mozgdst
végez.
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Tartézkodjunk a Fold valamely ¢ foldrajzi szélességii pontjan és vegyiink fel egy
olyan Descartes-rendszert, amelyben a z tengely mutat a lokalis, fiiggéénnal definidlt
fiiggbleges irdnyban felfelé, az x tengely mutat a lokdlisan vizszintes déli irdnyba és
az y tengely mutat keletre.

Legyenek a tomegpont r helyvektordanak koordinatai r = (x,y, z), a v sebességvek-
tor koordindtéi v, = @,v, = y,v, = 2. A tomegpontra fizikai erével hat a nehézségi
erOtér, ami ardnyos az m tomeggel. A fiktiv erdk kozott a mozgdstdl fiiggetleniil
mindig fellép a tomeggel szintén ardnyos centrifugdlis erd, ami lokdlisan dllandénak
vehetd. Ezek ereddje fogja kijelolni a helyi fiiggdleges és vizszintes irdnyt és ezért ezek
eredojét fogjuk a szdmoldsban a pontra haté nehézségi erének tekinteni, aminek vek-
tora igy G = mg = (0,0, —mg). A Fold forgasa miatt egyéb fiktiv erék is fellépnek,
amelyek kiszamitdsahoz feltételezziik, hogy a Fold dllandé W sziogsebességvektorral
jellemezhet6 forgdst végez az inerciarendszerhez képest. Ennek a szogsebességvektor-
nak a komponensei a lokalis Descartes-rendszerben

W = (—wcos ¢,0,wsin @),

ahol w jeloli a forgds szogsebességének nagysagat (w = 2w /24h™! = 7/43200s71).
A (32) mozgdsegyenlet ennek alapjén

mv =mg — 2mw Xv,
ami a tomeggel osztva az aldbbi differencidlegyenlet-rendszerre vezet:
V=g —2WxXV.
Irjuk fel az egyenleteket komponensenként:

T = 29w sin ¢,

1 = —2Zwcos ¢ — 22w sin ¢,

Z = —g+ 2yw cos ¢.
Integréaljuk az els6 és harmadik egyenletet:

& = 2ywsin ¢ + C1, (33)

Z = —gt + 2ywcos ¢ + Cs.

Ha olyan ejtési kisérletet hajtunk végre, amelynél a kezdeti hely- és sebességérték
nulla, C és Cs nulla kell legyen. Helyettesitsiik a két derivéltat a kézépso egyenletbe:

i} = 2gtw cos ¢ — dyw? cos® ¢ — dyw? sin® ¢

és rendezziik at
ij + dyw? = 2gtw cos .
Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikulédris megolddsa:

_ gcos qbt
yp - 2w )
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a homogén egyenlet dltaldnos megoldésa:
Yo (t) = Asin 2wt + B cos 2wt,
ahol A és B éllandok. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldésa ezekkel

g cos ¢
W

t.

y (t) = Asin 2wt + B cos 2wt +

A kezdeti feltételek szerint ¢ = 0-ban a koordindtdk és a sebesség is nulla. Ebbol

kovetkezik, hogy B = 0 valamint, hogy A = %ﬁ, amibol:
g cos @ sin 2wt
t) = t— .
y (1) 2w ( 2w )

Visszahelyettesitve (33)-be, integrélds utédn kapjuk meg az x (¢) és z (t) megoldasokat
is:

o (t) = gsin2¢ <t2+ cos 2wt — 1) |

4 2w?
2 gcos?¢ cos 2wt — 1
Z(t):_95+T t2+2—w2 .

Az effektus nagysdgrendjének érzékeltetéséhez helyettesitsiink be ¢ = 10s értéket.
Legyen a foldrajzi szélesség ¢ = w/4 és g = 10m / s

x (10s) = 0,024 m,
y(10s) = 0,171 m,
2 (10s) = —499,98 m,

Tehdt egy 500 m magasbdl torténd esés esetén a fiiggblegestol valé eltérés néhény
cm nagysdgrendii.

12. Merev test mozgdsa, impulzusmomentuma,
energiaja

Euler tétele szerint egy merev test elemi elmozdulédsa egy tetszoleges pontjénak tran-
szldcidjabdl és a ponton atmend, pillanatnyi tengely koriili elforduldsbdl allithaté eld.
Ennek értelmében, ha kivalasztunk egy ry helyvektorral jellemzett pontot, akkor a
merev test i-edik tomegpontjanak sebessége az aldbbi médon adhaté meg:

Vi:VQ+E>X(I‘Z'—I'()),

ahol vy = Iy, W a pillanatnyi szogsebesség vektora és r; az i-edik témegpont helyvek-
tora. Az egyszeriiség kedvéért a vonatkoztatdsi pontot az origénak valasztva (ro = 0),
a sebességvektor a

Vi=Vo+ W Xr; (34)
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alakot olti. Irjuk fel a ¢ tomegpontot tartalmazé merev test impulzusmomentum
vektorat:

q q q
— —
L= E rixmi(vo—l—w XI‘Z‘): E miriXV0+E mirix(w xri)
i=1 1=1 =1

q
é
=mR X vg + E m;r; X (W X ;).
=1

Az els6 tag a transzldcids mozgdssal kapcsolatos és értéke nulla ha:

1. a vonatkoztatdsi pont nem mozog: vg = 0,

2. a vonatkoztatdsi pont (origo) a tomegkozépponttal egyezik meg (TK-rendszer):
R =0.

A miésodik kifejezés tartalmanak megvilagitdsdhoz hasznéljuk ismét a (31)
azonossagot:

q q

L= Zmiri x (W x1;) = Zmi W -1 (1)) (35)

i=1 i=1

Attekinthetébb képet kapunk, ha indexes frasmédra tériink &t. Az L vektor n-
edik komponense L, = > 7 | 22:1 My (TipTipwn — TinTipwyp), ahol x;, jeloli az r;
vektor p-edik komponensét. Az elsé tagban az w, = Zizl Onkwy azonossag al-
kalmazdsa utdn cseréljiik fel a p és k Osszegzd indexet, ami utdn w, kiemelheto:
L,=3%1, Zzzl m; ((5np 22:1 TikTike — a:mxip) wy. A két szumma jel felcserélése utdn

latjuk, hogy a szogsebesség w, komponensei egy

q 3
=1 k=1

alaku kétindexes (n, p) kifejezéssel (métrixszal) vannak megszorozva, azaz:

3
L, = Z Opwp.
p=1

A ©,, métrix a ©-val jelolt, in. tehetetlenségi nyomaték tenzor métrixa.

Az impulzusmomentum L vektora tehdt &ltaldban nem pérhuzamos az w
szogsebesség vektordval. Mivel az eldallitdsbdl latszik, hogy a ©,, matrix szim-
metrikus, kell legyen olyan koordindtarendszer, amelyben diagondlis alakot vesz
fel (fétengelyrendszer). Ha az W szogsebességvektor irdnya egybe esik valamelyik
fétengely irdnysval, akkor viszont L és W egyirdnyn.

Erdemes ® komponenseit részletesen is, métrix alakban kifrni, ugy hogy a

Descartes-koordindtdkndl szokdsos jelolést haszndljuk, azaz x; = x;, vi = %o,
Zi — T43.
omy (7 +27) - i (i) = D00 ma (izi)
O = =Xl mi(ya) Ylimi(@i+2) =3 mi(viz) |- (37)
=i (zim) = D00, mi (1) g mi (27 + y7)
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Egyszerii példaként irjuk fel az r = (0, y, 0) helyen talalhat6, m tomegi tomegpont
tehetetlenségi nyomaték tenzorat. Mivel csak egy tomegpontunk van, az 6sszegzés egy
tagot tartalmaz:

my> 0 0
0= 0 0 O
0 0 my?

Ha pl. a tomegpont a z tengely koriil w szogsebességgel kering, akkor

0
=10 ],
w
és gy az impulzusmomentum vektora:
0
L= 0
my>w

lesz.

Folytonos tomegeloszldsi tomegrendszer esetén (36) alakjat értelemszeriien ugy
valtoztatjuk meg, hogy a diszkrét tomegpontok jarulékait osszegylijté 0Osszegzés
helyett integralunk. Ehhez a tomegeloszlast jellemz6 p (r) tomegsiiriiséget meg kell
adnunk, amivel a tehetetlenségi nyomaték tenzordnak métrixa:

3
Onp = /p (r) <5np Z TRk — xnxp> dv.
k=1

Vizsgédljuk meg a merev test energidjat. A kinetikus energia a tomegpontok ener-
giajarulékainak 6sszegébol &ll elo:

q 2
m;Vv;
E = —,
Z 2
=1
Ismét alkalmazva a sebességvektor (34) felbontdsét

q
E:Z% [vg—l—Qvo(E} x 1)+ (W xri)z}
i=1

q q
= %VS—FVO (5) X Zlmzrz> +Zl%(w X I'Z')Z.

Az els6 tag a transzlacidés mozgasbdl szarmazé Ey jarulék. A mdésodik tag eltiinik,
ha tomegkozépponti rendszerben vagyunk mivel ekkor Y7, m;r; = 0. A harmadik
tagban alkalmazzuk az (a X b) ¢ = (b X ¢) a azonossdgot, amivel

(W xr;) =(Wxr) (@ xr) = x (& xr;)] 0.
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Részletesen felirvas:

q
E:%vg+z%[rix(3xri)m

=1

A mésodik tagban kiemelve w-t, felismerjiik, hogy annak egyiitthatéja éppen az
impulzusmomentum felével egyenlo:

1
E=E)+ §Lw’.
A forgé mozgasbdl szdrmazé Er energiajarulék igy

@)w

er—l

ahol W7 jelsli w transzpondltjit, azaz a hozza rendelt sorvektort.
Tekintsiink egy rogzitett tengely koriil torténd forgdst. A tengely irdnyédt jelle-
mezziik n egységvektorral. Ekkor az w nagysdgu szogsebességvektor alakja:

W = nw, (38)

amivel a forgdsi energia az

1
Er = §w2nT@)n

alakot veszi fel, ahol n? az n vektor transzponéltja. Az I = n? ®n mennyiség neve
tehetetlenségi nyomaték, amivel az adott tengely koriili forgasbdl szarmazé energia

1
Epzzgwhz

Hasznéljuk fel jra az impulzusnyomaték (35) és a szogsebesség (38) alakjat

q
% Z m; [rinw — r; (r;nw)] nw = %2; m; [rin® — (rin)Q} w2
Mivel n? = 1, I értéke
q
I= Zmi [r7 — (rin)z] .
i=1

A szogletes zdrdjelben all6 kifejezés a Pitagorasz-tétel szerint éppen az i-edik tomeg-
pontnak a forgastengelytél mért [? tavolsdgnégyzetével egyenld, tehat:

q
I=> mi. (39)
=1

Erdemes megvizsgdlni, hogy hogyan fiigg az I tehetetlenségi nyomaték a
forgdstengely helyzetének megvélasztasatol. Jeloljiik a tomegkozépponton n irdnyban
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dtmend forgdstengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékot I75-val. Az ettdl
[ tévolsdgban vele parhuzamosan futé forgdstengelyre vonatkoztatott tehetetlen-
ségi nyomatékot [-vel. Helyezziik el gy a koordindatarendszert, hogy az origé a
tomegkozéppontba essen és a z tengely mutasson n irdnyaba. A mésik forgastengely
messe az x tengelyt az origétdl I tavolsagban. Irjuk fel I értékét (39) alapjén és
végezziik el a négyzetreemeléseket

q q
I = Zmi [(xZ —l)2+yﬂ = Zmi [9612 —2%5‘1‘12‘*‘%’2]
i=1

i=1
= Xq: m; (aF +y7) + Xq: mil? — Zq: M2zl
i=1 i—1 )

Az elsé tag értéke I7K, a mdsodik tagban [? kiemelheté, a harmadik tag pedig

a tomegkozéppont definicija miatt eltiinik (37, m;z; =0). A nyert Osszefiiggés
Steiner tétele:
I=1""+mP,

ahol m = >"7  'm; a teljes tomeg.

A tehetetlenségi nyomaték tenzor féatléban taldlhaté elemei, a fentiek szerint,
a megfeleld tengelyhez tartozé tehetetlenségi nyomatékkal egyenlék. A tobbi elem
jelentésének megvilagitdsidhoz tételezziik fel, hogy a test a tomegkozéppontjan dtmend
rogzitett z tengely koriil forog. Ez azt jelenti, hogy az i-edik tomegpont koordinatéira
fenndll, hogy

x; = A;cos [ (t) + il (40)
y; = Ajsin [ (t) + 4],
z; = B,

ahol A;, B; és «; éllandodk, a szogsebesség vektor alakja pedig

0
= 0

RN
W

w=¢

Irjuk fel az impulzusmomentumra vonatkozé dinamikai egyenletet:
M =L

és helyettesitsiik be az impulzusmomentum (37) métrixat és szogsebesség (41) kom-
ponenseit.
d —W Y MT%
M = pr (OW) = p —W Y MiYi%i
wZmi (o + 47)
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A harmadik M, komponensben (40) szerint z? + y? = A? &llandé és a derivdltbol
kivihetd
d
M, = 7 [wzi:mi/l? :wzi:miAf = Lw.

Ha tengelyirdnyu nyomatékkal nem hatunk a testre (jok a csapagyak), akkor M, = 0
és gy w = allando. Haszndljuk ki ezt az x és y komponensekre fenndll6 egyenletekben:

q q
. 2 2
M, =—w E Mz, = W E MiYizi = —wW Oy,
i—1 i=1
q q
. 2 2
M, =-w E miyz; = —w E MT;2 = wWO,,.
i—1 i=1

Az utolsé lépésekben kihasznaltuk, hogy (40) miatt

Ty = —WYi,
Yi = Wy,

Létjuk, hogy az M, és M, komponensek dltaldban nem t{innek el, hanem a
tehetetlenségi tenzor nemdiagondlis elemeivel ardnyos értéket vesznek fel, azaz a testre
a tengelyre merdleges forgatonyomatékot kell kifejteni ahhoz, hogy megtarthassa &l-
landé tengelyét. A tehetetlenségi nyomaték tenzor ezen elemeit ezért devidciés ny-
omatékoknak hivjuk.

Fotengelyrendszerben a devidciés nyomatékok elt{innek, a megfelelé tengelyek
az un. szabad tengelyek, amelyek koriil a test alland6 szogsebességgel tud forogni
anélkiil, hogy kiils6 forgatéonyomatékot kellene alkalmazni ra.

13. Euler-egyenletek

Az egy pontjaban rogzitett merev test dltaldnos mozgdsdnak tanulményozasa céljabol
alkalmas véltozékat kell védlasztanunk a test helyzetének lefrdsara. Ehhez elészor
rogzitsiink a merev testhez egy (2/,y/,2') tengelyekkel biré K’ Descartes-rendszert,
amelynek origéja essen egybe a fix ponttal.
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A test kiindul6 helyzetében a testhez rogzitett koordindtatengelyek essenek egybe
a kiilsé K inerciarendszer (z,y,z) tengelyeivel. A test tetszolegesen elforditott &l-
lapotdnak jellemzésére vezessiik be az in. Euler-szogeket a kovetkezd médon. A z és
2" tengelyek dltal bezart szog legyen . Az (z',y') és az (z,y) sik metszeti egyenesét,
amit csomévonalnak hivunk C-vel jeloljiik. A C' csomévonalnak az x tengellyel bezért
szoge legyen ¢, az ' tengely és a csomévonal kozti szog pedig legyen . A merev
test tetszoleges dlldsdhoz eljuthatunk az igy bevezetett harom szoggel jellemzett elfor-
gatdsokon keresztiil. Az Euler-szogek idofiiggésének ismerete megadja a test dllasat
tetszoleges idopillanatban és igy kimeritéen lefrja a test mozgzisait_.)

A ¥ szog id6 szerinti ¥ derivéltja a csomévonal irdnyaba (Eé') 0 szogsebességvek-
tor nagysagat adja meg. Hasonlé mdédon vezethetjiik be a ¢ szbgsebességvektor_t;
amelynek nagysdga ¢ és irdnya egybeesik a z tengely irdnydval, valamint a w
szogsebességvektort, amelynek nagysdaga egyenld 1-tal és irdnya a 2’ tengely iranydba
mutat. A test pillanatnyi @ sziogsebességvektora ezek alapjan:

- =
=94+ ¢+ . (42)
Az W szogsebességvektornak a K’ rendszerben felvett koordinatdinak szokdsos

jelolése: wy = p,wy = q és wy = 1. p,q és r értékét a fenti (42) vektoregyenlet
komponensenkénti kiirdsdval kapjuk meg:

p = psindsin 1 + 9 cos 1, (43)
q = Ysinv cos — Jsin,
r=pcost+ 1.

A jobb oldalon az Euler-szogek és deriviltjaik &llnak, mig a bal oldalon a K’
egyiittmozgé koordindtarendszerben mért szogsebességkomponensek. A bal oldal
ismeretében kisérelhetjiik meg az Euler-szogek kiszamitdasat.
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A K’ rendszernek megvan az az elénye, hogy benne a tehetetlenségi nyomaték
tenzor komponensei nem valtoznak, hiszen a test ebben a rendszerben all. Ugyanakkor
a K’ rendszer nem inerciarendszer, amire a mozgdsegyenlet felirdsakor figyelemmel
kell lenni.

Viélasszuk a K’ rendszer tengelyeit tigy, hogy egybe essenek a tehetetlenségi ny-
omaték tenzor fotengelyeivel. Ekkor a tehetetlenségi nyomaték tenzor alakja leegysz-
ertisodik:

A0 0
@e=|0 B o0 |,
00 C

ahol a fétengelyekhez tartozo értékeket a szokdsos A, B, C-vel jeloltiik. Az impulzus-
momentum komponensei az L = @ w egyenlet szerint a K’ rendszerben:

La:’ = Apa
Ly’ = BQ7
Lz’ =Cr.

Alkalmazzuk az L impulzusmomentumra a két rendszerben meért derivaltakra
vonatkozo (28) atszdmitasi szabalyt:

dL_dL

H
_ L
a a7

és frjuk ki az egyenletet komponensenként. Vegyiik figyelembe, hogy a jobb oldalon
az impulzusmomentum vektor inerciarendszerbeli derivaltja &ll, ami egyenlé az M
forgatényomatékkal. Tehdt a K’'-beli koordinatédkra:

Ap:Mx/+qT(B—C),
Bg= M, +rp(C—-A),
Ci =M., +pq(A—B).

A fenti osszefiiggéseket Euler-egyenleteknek hivjuk. Az egyenletek egy nemlinedris
differencidlegyenletrendszert alkotnak, aminek a megolddsa altaldnos esetben nem
egyszeril. Fontos specidlis esetet képez az erémentes szimmetrikus porgettyti, aminek
mozgasat részletesebben is megvizsgéljuk.

Az erébmentesség azt jelenti, hogy a testre nem hat forgatényomaték, tehat M =
0. Ez ugy biztosithat6 pl., hogy a testet a tomegkdzéppontjiban (silypontjiaban)
fiiggesztjiik fel. Szimmetrikus a porgetty(i, ha f6 tehetetlenségi nyomatékai koziil
kettd megegyezik pl.: A = B. Ennek tovabbi specidlis esete, ha a harmadik nyomaték
is egyenl6 ezekkel, azaz A = B = (. Az utébbi esetben az egyenletek megolddsa
trivialis, hiszen az Euler-egyenletek jobb oldaldn mindenhol nulla &ll és igy p,q és r
allandok. Ekkor (29) miatt a test a kiilsé rendszerbél nézve is dllandé tengely koriil,
allando szogsebességgel forog.
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Az dltalanosabb, B # C esetben az Euler-egyenletek az aldbbi médon reduk&léd-
nak. Mivel B = A, B helyett mindenhol A-t frhatunk:

Aq:Tp(C—A),
Cr=0.

A harmadik egyenlet azonnal megoldhato:

r =19, (Gllandd) .

Az els6 két egyenletben osszunk A-val és vezessiik be az o = TO% allandét, amivel

az elso két egyenlet a

alakot olti. A rendszer megolddsahoz derivédljuk id6 szerint az elsd egyenletet és ¢
helyére irjunk a m&asodik egyenlet szerint ap-t

p=—a’p.

A megoldas kozismert:
p = asin (ot +9).

Ugyancsak az elsé egyenletbdl

q= P —acos (at +0) .
!
A K’ rendszerben tehdt tudjuk a szogsebességvektor és ennek megfeleléen az im-
pulzusmomentum vektor komponenseinek idofiiggését.
Mivel kiilsé forgatéonyomaték nem hat, a test L impulzusmomentuma &dlland6. A
K rendszer z tengelyét szabadon valaszthatjuk, ezért érdemes azt az impulzusmo-
mentum vektorral azonos irdnytnak venni, tehat

Lx:07
L, =0,
L,=1.

Az &brabdl leolvashatjuk, hogy L., = L cos), amit tsszevetve az L,, = Cr alakkal,
kapjuk, hogy
Lcost = Cry.

Az egyenlet ¥-ra nézve megoldhato:

¥ = arccos % = o, (Gllandd) .
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Mivel 9 = 0, (43) els6 és masodik egyenlete egyszerfibbé valik. Adjuk ssze a két elsé

egyenlet négyzetét és vegyiik figyelembe, hogy p? + ¢* = a.

a® = ¢*sin® Y,
azaz a pozitiv gyokot vdlasztva
a = psin .

Az els6 egyenlet szerint
p = asiny,

amit osszevethetiink p megoldasdval. Az eredmény:

w:C(t_'_an

ahol a konstansok helyett bevezettiik a 1) kezdeti értékét jelold 1y dllandot. (43)
harmadik egyenletébol
ro = pcostdy + «

adédik, amib6l a harmadik Euler-szog idofiiggése is kiszamithato:

To — &
= Lt + .
¥ Cro ¥o

Mivel ¢ dllandé, a test 2’ tengellyel egybeest szimmetriatengelye a rogzitett L
irdnyaban all6 z tengely koriili kiipot ir le, (nutécié). A K’ rendszerben a szogsebesség
W vektora ir le a 2’ tengely koriili kipot hiszen \/p? + ¢2 = a, valamint r is dllandé.

14. Kényszerek

Tomegpontok mozgdsanak vizsgdlatdansdl gyakran lépnek fel olyan erdterek, amelyek
bizonyos irdanyu elmozduldsokat szinte lehetetlenné tesznek. Egyszerii példa a lejton
mozgé test esete, amikor a lejtd felszinére merdleges irdnyban torténéd elmozduléds
esetén az elmozduldssal ellentétesen olyan gyorsan novekszik a potencidlis energia,
hogy az elmozdulés a lejtovel parhuzamos mozgdsokhoz képest elhanyagolhaté. Masik
példa a kordbban targyalt merev test, amelyben az alkoté tomegpontok egymédstol
mért tavolsdga elhanyagolhaté mértékben tud csak megvaltozni.

A fenti példakhoz hasonl6 esetekben elfogadjuk azt a kozelitést, amely szerint a
kérdéses elmozduldsok egyaltaldn nem jonnek létre. Azt mondjuk, hogy a rendszerben
kényszerek vannak jelen, amiket tin. kényszererdk valdsitanak meg. A kényszerek
vizsgalatat eloszor az egyenstlyi rendszereken kezdjiik.

Egy n tomegpontbdl all6 rendszer akkor lehet egyensilyban, ha a tomegpontokra
haté erok komponensei mind eltiinnek, azaz az i-edik tomegpontra haté erd

minden i-re.
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Ezt a feltételi egyenletrendszert dtfogalmazhatjuk. Vezessiik be a kiovetkezo, vir-
tudlis munkdnak nevezett dsszeget:

0A = Zn: Fi§ri,
=1

ahol or; az i-edik tomegpont egy un. virtudlis elmozduldsat jelenti. Virtuélis el-
mozduldsok alatt a rendszer pillanatnyi helyzete és az adott idépillanatban infinitez-
imdlisan kozeli, lehetséges helyzetek koordindtdinak kiilonbségét értjiikk. Egyenstly
esetén minden er6komponens eltiinik, igy a A virtudlis munka is nulla lesz.

Forditva, ha tudjuk, hogy a virtudlis munka tetszoleges virtudlis elmozdulés esetén
eltlinik, akkor a rendszer egyensiilyban van, hiszen az 6sszeg csak tigy tud eltiinni, ha
minden erékomponens eltlinik. Ez az in. virtualis munka elve.

Ha a rendszerben kényszerek is jelen vannak, a dr; virtudlis elmozduldsok méar nem
lesznek tovabbra is mind fiiggetlenek egymaédstol. Egyszerti példa az x — y sikban az
origén dtmend, M meredekségii lejton mozgé tomegpont esete. Mivel a lejto egyenlete

y= Mz,
a dx és oy virtudlis elmozduldsokra fenn kell alljon, hogy
oy = Mox.

Az &ltaldnositds matematikai megfogalmazdsa céljabol érdemes 1j jelolést
bevezetni. A tomegpontok r; helyvektorainak r;i, 72,73 koordindtdi helyett a
tomegpontok sorrendjének megfeleléen egységes indexes jelolésre tériink at gy, hogy
az 1j index 1-t6l 3n-ig fusson:

11 = I,
T2 = T2,
3 = I3,
T21 = Ty,

To2 = Ts,
=S
Tny = T3n.
Hasonl6é médon az F; erokomponenseket is jeloljiik &t:
Fi1 = X,
Fis = X,
Fi3 = X3,
Fa1 = Xy,
Fay = X,
D=
an = Xgn.
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A virtudlis munka az 1j jeloléssel

3n
0A =) X0u;. (44)

i=1

Az x; (i =1---3n) koordindtak altal kifeszitett 3n dimenzids teret konfigurdcios
térnek nevezziik, amelyben egy pont felel meg a rendszer pillanatnyi helyzetének.
Kényszerek fellépése esetén a konfigurdciés tér egy pontja kornyezetében nem min-
den pont érhet6 el a rendszer szaméara. A legegyszeriibb esetben, az x; koordindtak
kozott, a lejtohoz hasonlé médon, egy vagy tobb fiiggvénykapcsolat 4ll fenn. Ha s db
kényszerkapcsolat van jelen, azokat egy oldalra rendezve igy irhatjuk fel:

o1 (1, T2, - Tan, t) =0, (45)

Y2 (xlal'Qa o 'x3n7t> = 07

s (@1, T2, - T3y, ) = 0.

A rendszer megval6sulé mozgdsa sordn ¢;-k értéke nem véltozik, azaz

dgo] Oy dx; 8%
Z ox; dt ot

=0, j=1...s. (46)

A megfelel$ differencidlok kozotti osszefiiggés:

Za%d +ﬂdt_0

Mivel a virtudlis elmozduldsok a konfigurdciés térben, egy adott pillanatban lehet-
séges helyzetek kozotti kiilonbségnek felelnek meg, a kozottiik fenndllé kapcsolatokat
igy tudjuk megtaldlni, ha ¢; értékében az adott iddpillanatban, azaz dt = 0 esetben
nem engediink véltozast (virtudlis véltozas ¢;-ben):

)
Sp; = Z 8%5 =0, (47)

ami s db linedris kapcsolatot jelent a virtudlis elmozduldsok kozott.

Ha most alkalmazzuk a virtudlis munka elvét, a (44) képletben a dz; virtudlis
elmozduldsok nem lesznek mind fiiggetlenek. A problémét a feltételes szélsdérték
szamitasndl megismert Lagrange-féle multiplikdtorok mdédszerével tudjuk megoldani.

Minden kényszerkapcsolathoz hozzdrendeliink egy egyelére ismeretlen \; szdmot
(Lagrange-féle multiplikdtor) és az eredeti (44) egyenletet kiegészitjiik a kényszereket

tartalmazo tagokkal:
3n s
JA=>"Xibzi+ Y _ Ndg;.
i=1 j=1
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Kifejtve és kiemelve a kozos tényezoket:

JA = Z (X +ZAJ(;§Z)

i=1

Az 1j tagok bevezetése nyomédn a virtudlis elmozdulédsok fiiggetlennek tekinthetok és
igy a 0 A = 0 feltételbdl kovetkeznek az

XﬁZAa@i =0 (48)

egyensilyi egyenletek.

A 3n db egyenlet 3n + s db ismeretlent tartalmaz: az x; és \; szdmokat. A
megoldést ezért a (45) egyenletekkel egyiitt kezelve kell megkeresni, amelyekkel egyiitt
mar megvan a sziikséges szamu egyenlet.

A (48) egyenlet fizikai értelmezése kézenfekvs. A rendszer egyenstilya ugy johet
létre, hogy az X; tun. szabaderdkomponensek mellett a rendszer elemeire kénysz-
erer6k is hatnak, amelyeket szintén figyelembe kell venni. Az egyenletbdl azonnal
leolvashatjuk a j-edik kényszertdl szarmazé X7 kényszererd i-edik komponensét:

dp;
z /\J a .CL']

Egyszerti példa egy olyan stilyos tomegpont egyensiilyi helyzetének megkeresése,
amelyik csak egy R sugari gombon tud mozogni. A gomb kézéppontja essen egybe az
origéval, és mivel csak egy tomegpontrél van sz6, hasznédljunk index nélkiili jelolést,
azaz a pont hdrom koordindtdja legye x,y,z. FEkkor a kényszerfeltétel fiiggvénye
0 = 22+ 3% + 22 — R? amire fenndll, hogy

@ =0.

Irjuk fel a (48) egyenstilyi egyenletet. Hérom dimenziés térben mozgunk, igy
hirom egyenletet kell felirnunk. A szabad erd a tomegpontra haté nehézségi erd,

aminek komponensei: F, =0, F, =0, F, = —mg. A hirom egyenlet:
A2x =0,
A2y = 0,
—mg + A2z = 0.

Az els6 két egyenletbdl x = 0 és y = 0, a kényszeregyenletbdl pedig z = +R. Az
egyensiilyi helyzet tehdt a gomb tetején és aljan taldlhatd. A kényszereré komponensei

pedig:

FF =22 =0,
Fy = \2y =0,
Fk A2z = myg.
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Az egyensily keresésének médszerét a dinamikai egyenlet felirdsédra is felhaszndl-
hatjuk. Irjuk fel a Newton-egyenletet az 1j jelolés hasznalataval:

Xi = m;y,
ahol a tomegek jelolésénél is 1ij indexekre tértiink at:

my = ma,
my = My,

my = ms,

My = M3p—1 )

My, = M3p.

Ha a mozgdsegyenletet egy oldalra rendezziik, az egyensilyi egyenlethez hasonlé
alakot kapunk:

A kiilonbség csak annyi, hogy a bal oldalon megjelent egy erd jellegli tag, amit
tehetetlenségi erének szokds nevezni.

Készitsiik el a virtudlis munka bevezetésénél latottakhoz hasonlé moédon a
kovetkez6 Osszeget:

3n
0A = (X; — myi;) 6.
i=1
0A akkor lesz tetszodleges virtualis elmozdulds esetén nulla, ha a zardjelben all6 kife-
jezés eltiinik. Ez éppen a mozgdsegyenletnek felel meg. Forditva, ha a mozgdsegyen-
letek fennallnak dA eltiinik. Ez d’Alembert elve, ami a mechanika alapegyenletének
egy 1j megfogalmazdsdt jelenti.

Az elv alkalmazdsa feltételezi, hogy a virtudlis elmozduldsok fiiggetlenek.
Kényszerek fennilldsa esetén azonban lattuk, hogy ez nincs igy. A megoldést
megint a Lagrange-féle médszer adja, aminek segitségével a virtudlis elmozduldsok
"fiiggetlenné" tehetok.

Vezessiik be ismét az s szamu kényszerhez a megfeleld \; multiplikdtort és egészit-
siik ki a d’Alembert-elv 0 A = 0 egyenletét a kényszereket figyelembe vevo tagokkal:

3n s
i=1 j=1

(47) szerint ismét kifejtve dp -t és kiemelve az egyenld tényezoket a

3n s

=1
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egyenletet nyerjitk. Most médr minden virtudlis elmozdulas fiiggetlennek tekintheto,
amibol kovetkezik, hogy

vagy atrendezve

A nyert mozgdsegyenletek az tin. Lagrange-féle elséfajui egyenletek. A megoldéds
sordn a (45) kényszeregyenleteket is az egyenletrendszer részének kell tekinteniink és
igy az ismeretlenek szdma egyenlo lesz az egyenletek szdmaéval.

Osszetett rendszerek vizsgélata azt mutatja, hogy a kényszereknek csak egy része
adhat6 meg a (45) alakban. Az ilyen kényszert holonom kényszernek és a megfelel
rendszert holonom rendszernek nevezziik.

Tekintsiink egy példédt az tin. anholonom rendszerekre is, ahol a fenti feltétel nem
all fenn. Legyen egy vizszintes tengely{i, R sugari biciklikerék, amelyik csiszdsmente-
sen gordiilhet az x, y sikon. A kerék tengelye a vizszintes sikban elfordulhat gy, hogy
a kerék tetszoleges irdnyban gordiilhet. Zdarjon be a kerék tengelye az x tengellyel o
szoget és jeloljiikk az egyik kijelolt kiillonek a fiiggbleges z tengellyel bezdrt szogét
[-val.

Mivel a kerék az x,y stk barmely pontjara el tud jutni és a két irdnyszoget is
tetszoleges értékiire be tudjuk allitani, pl. megfelel6 sugari korpdlydan torténd kor-
benjédrdssal, a rendszer az x,vy, «, 3 koordinatdkkal megadott konfigurdciés terének
tetszoleges pontjat elérheti. Ez kizdrja annak lehet6ségét, hogy egy

@(l‘?ya&aﬁat) :0

alaku kikotest tegyiink. Ha azonban megvizsgaljuk, hogy egy adott (z, vy, «, ) konfig-
urdciostérbeli pontban milyen virtudlis elmozduldsok lehetségesek, azt taldljuk, hogy
azok nem mind fiiggetlenek.

Egyszerli geometriai megfontoldsokbdl adédik (a csiszdsmentes gordiilés miatt),
hogy a virtudlis elmozduldsokra fennéll, hogy:

0x — Rsinadff =0,
0y + Rcosadf = 0.

Az altalanosabb kényszerkapcsolatok a (46) egyenletek alapjdn a kovetkezok lehet-
nek:

3n 3n
dx;
Z aﬁ-—tz + ajo = 0, vagy differencialokkal Z ajidz; + ajodt = 0, (50)
i=1 =1
ahol az aj; egyiitthaték &ltaldban nem szdrmaztathatck aj; = %, és ajo = %

alakban. A virtualis elmozduldsokra vonatkozé osszefiiggések ezek alapjan (dt = 0

miatt):
3n

Z CLjZ'CSJTi = 0.

i=1
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A Lagrange-egyenletek ennek megfeleléen médosulnak:

Xl — mlmz + Z )\jaji = O,
j=1

ami dtrendezve

A (51) Lagrange-egyenletek megolddsédt a (50) egyenletekkel egyiitt kell megk-
eresni.

Vizsgaljuk meg a rendszer energidjanak véltozasat. Szorozzuk meg a (51) mozgas-
egyenletet 1;-tal és 6sszegezziink i-re:

3n
g mM;T;T; = g X;z; + g g AjaiZ;.
=1 i=1 j=1

A bal oldalon 4ll6 tag éppen a K kinetikus energia id6szerinti derivaltja, mig a jobb
oldali els6 tag a szabad erdk teljesitményével egyenld. Ha a szabad erok potencislosak,
az utébbi egyenl6 az U potencidlis energia idoszerinti derivaltjanak ellentétével:

d d 3n s

i=1 j=1

Rendezziik 4t az egyenletet és haszndljuk ki, hogy (50) miatt

Ekkor az egyenlet igy alakul

d
S (K+U) = ZMJO

A kényszereket ennek megfeleléen két csoportra osztjuk.
Szkleronomnak nevezziik a kényszert és a rendszert, ha holonom esetben a ¢,

kényszerfiiggvények nem fiiggnek az idétol < g;] = 0), vagy ennek megfeleléen an-

holonom esetben, az aj; egyiitthaték nem fiiggenek az id6tdl <8g§2 = 0) és az ajp

egyiitthato eltiinik. Anholonom kényszer esetén ezeket kiilon-kiilon meg kell kovetelni,
hiszen az els6 kovetelmény teljesiilésébodl nem kovetkezik a mésik fenndlldsa, ahogy
holonom kényszer esetén is lehetséges hogy gt ai] 0 és a% # (0. Ha a kényszer és a
rendszer nem szkleronom akkor reonom.

A fenti egyenlet szerint a szkleronom rendszer teljes energidja nem véltozik (a
kényszererék munkdja nulla), mivel ekkor a;o = 0 (holonom esetben ajp = %).
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Reonom rendszerben a kényszererok teljesitménye dltaldban nem tiinik el, a rendszer
energidja nem &llandé.

Egyszerti példa a meghatdarozott mozgast végzo lejtéon mozgd téomegpont esete.
Legyen a lejté (kényszer) egyenlete

(,O(Jf,y,t) :’y—M([E—ﬂfo(t)) 207
ahol az adott z, (¢) fiiggvény megadja a lejt6 = tengellyel valé pillanatnyi metszéspon-
tjat.
A Lagrange-féle mozgésegyenletek:

ma = —AM,
miyj = XA —mg.
A kényszeregyenlet szerint

Helyettesitsiik be az els6 egyenletbdl kifejezett i-ot és a masodik egyenletbdl kifejezett
1j-ot:
A —mg = —IM? — mMiy,

amibdl: .
_m (g — M)
1+ M2
A kényszerfiiggvénybdl leolvashatjuk, hogy:
0 .
ag = a—('tp = MIO

és 1gy a lejto kényszerereje dltal nyujtott teljesitmény:

dt 1+ M? '

Az eredmény éltaldban nem nulla!

15. Altaldnos koordinatak

A Descartes-koordindtdk hasznédlata nem minden helyzetben elényos. A mozgdsok
lefrdsdnak altaldnosabb mdédszerére van lehetdség, ha nem ragaszkodunk a derékszogii,
egyenesvonali koordinatarendszerhez.

Altalsban vezessiink be annyi fiiggetlen valtozét a rendszer helyzetének
megaddsédra, ahany sziikséges a rendszer dllapotdnak egyértelmii jellemzésére. Ha a
rendszerben nincsenek holonom kényszerek, a valtozok szama egyenlo lesz a konfig-
urdcios tér 3n dimenzidszédmaéaval. s db holonom kényszer jelenléte esetén a sziikséges
fiiggetlen valtozok szama csokken: f = 3n — s lesz a rendszer szabadsdgi fokainak
szama. Az igy bevezetett 4j ¢; (j =1,..., f) véltozékat éltaldnos koordindtédknak
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hivjuk. Segitségiikkel a rendszer pontjainak x; Descartes-koordindtdit ki tudjuk
fejezni:
T = Ty (QMC]% o 7Qf7t) .

A mozgdsegyenletek &dltalanos koordindtdkban torténd felirdsdhoz induljunk ki

djra a d’Alembert-elvbol:
3n

=1

A virtuélis elmozduldsokat szintén fejezziik ki az dltaldnos koordindtdak virtudlis vél-

tozdsaival
z“@
8q]

Helyettesitsiink be a d’Alembert-elv két tagjaba:

Zxaxl szaxz(s%,

3121

3n
Z m;&0x; = Z Z m;d; 81:,.

7=1 =1

Az els6 tagban vezessiik be a kovetkezo jelolést:
3n
8:62-
-y oxbe
= 9
amivel a virtudlis munka ;
3n
i=1 j=1

alakd lesz. Ennek alapjan (); neve éltaldnos eré(komponens). A médsodik tagban az
id6 szerinti masodik derivildst szorzat derivaltjava alakitjuk:

mexl 3 a (ﬁ@) 5SS a (3%)5% (52)

7=1 =1 7j=1 =1

A jobb oldal elsé tagjanak dtalakitdsahoz vegyiik figyelembe, hogy az éltaldanos ko-
ordinatdak definiciéjabdl kovetkezik, hogy

T = YL
8 ot
aminek megfeleléen
Ox; 0
Ti_ 9% (53)
(9qj 8(]j
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A mésodik tagban fejtsiik ki az id6 szerinti teljes derivéltat:

i(@xi) _Zf:i@%) .0 ((‘3@)
dt \ Og; P Oqi \ 0g; 3t 0
Ha a Young-tétel alapjén felcseréljiik a derivédldsok sorrendjét és a két g; szerinti
derivaldst egybe gytijtjiik azt kapjuk, hogy:

f f .
dt (aqj) g 2 <8qk) % g ( ot > 04 [; (8%) LY ] 04

k=1

(52) elsé tagjaban hasznéljuk fel a (53) dsszefiiggést, a masodik tagban pedig az utolsé
egyenlOséget:

3n ) a . 3n a l
.2; m;T;0c; = Z; 2; m;— o (mz i > z; 2; m;d; x}
1= J 7 J ?

Mindkét tagban az @; és a parcidlis derivéltjat tartalmazé szorzat i? derivaltjava
alakithato:

é?Wm Z;2ﬁ(> szw

7j=1 =1

Lathaté, hogy minkét tagban szerepel a K = 23” 732 kinetikus energia, aminek
befrdsa utdn a teljes tsszeg igy alakul

3n f
Z .. d 0K 0K
=1 7j=1 j=

Ezt a d’Alembert-elvbe visszafrva kiemelhetjiik dg;-t
i o AOK OKN .,
— I a4t oy " ag ) VT

Mivel az édltaldnos koordindtdakat gy vezettiik be, hogy azok mar figyelembe vették
az esetleges holonom kényszereket és igy egymdstol fliggetleniil valtozhatnak, d¢;-k
tetszoleges értéket vehetnek fel. Az egyenlet csak akkor dllhat fenn, ha a zéréjeleben
all6 kifejezés 7 minden értékére eltiinik, azaz:

- g, (54

A kapott egyenletek a holonom rendszerek mozgdsegyenleteinek altaldnos alakja,
neviitk Lagrange-féle masodfaji egyenletek.
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Anholonom kényszerek esetén, amikor a k-adik kényszerfeltétel

vagy ennek megfelelden a virtudlis elmozduldsokkal

f

Z akj5qj =0

Jj=1

alakban adhaté csak meg, a d’Alembert-elv fenti alakjaba ijra be kell vezetniink a
Y iy Akar; alakd pottagot. Ekkor a dg; virtudlis elmozduldsok mar fiiggetlennek
tekinthetok, ami azt jelenti, hogy az egyenletet csak akkor tudjuk kielégiteni ha min-
den d¢g; egyiitthatéja eltiinik. A megfelel6 Lagrange-egyenletek ekkor:

d oK 0K i
=0 § Nors
dt 04;  9q; @it — K

alakiak lesznek. Ekkor az s darab A\, meghatdarozasiahoz azonban hasznédlnunk kell
az s darab kényszerfeltételt is.
Ha a holonom rendszer konzervativ, az erékomponensek egy U potencidl derivalt-

jaiként allnak elo:
ou

Ha a @); éltaldnos er6 komponenseket definicié szerint felirjuk, a lancszabdly alka-

Imazdasdval azt kapjuk, hogy ezek is a potencidlfiiggvény dltaldnos koordindta szerinti
parcidlis derivaltjaként allithatok elo:

Xi:

3n 3n
=D Xt ==y =,
Q] —1 8qj i1 8% 8qj 8%‘

Helyettesitsiik be ezt az eldallitdst a (54) egyenletbe:

dOoK 0K _ oU
dt 0¢; gy dq;

Mivel az U potencidl eredeti definicidja szerint nem fiigg a sebességektol, azaz g—g =0,
J

az egyenletet mesterségesen kiegészithetjiik egy azonosan zérus értékii taggal:

dOK 9K doUu U

dt an 8%‘ N dt qu aqj '
Vonjuk 6ssze a megfeleld derivéltakat:

do(K-U) 9(K-U)
dt aqj aq]'

=0.
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A zéaréjelben &ll6 fiiggvény neve Lagrange-fiiggvény, aminek szokdsos jelolése L =
K — U. Ezzel az egyenlet a

— === (55)

alakot veszi fel. Szokds ezt az alakot is (mdsodfaji) Lagrange-egyenletnek nevezni.

Példaként irjuk fel az [ hosszisdgi matematikai sikinga Lagrange-fiiggvényét és
mozgdsegyenletét. Meérje a fiiggdlegestol vald kitérést a ¢ szog, ami dltaldnos ko-
ordindtaként szolgdl az adott rendszerben. A kinetikus energia K = ml;¢2, a poten-
cidlis energia pedig U = —mgl cos p. A Lagrange-fiiggvény:

leQbQ
2

L= + mgl cos .
A Lagrange-egyenlet:
ml*p + mglsin g = 0,
ami megegyezik az elemi megfontoldsok alapjan nyert egyenlettel.
A fenti gondolatmenetben kihaszndltuk, hogy az erdk egy potencidlis energia

negativ gradienseként &llithatok elé. Ha a rendszerben nemkonzervativ erdk is hat-
nak, azokat kiilon kell figyelembe venni. Ekkor

Q=+,

ahol Q? = —%—Z; alakban az U potencidlbdl szarmaztathato, és @} jeloli a nemkonz-

ervativ Osszetevét. A mozgdsegyenlet ezzel a felbontassal
doL® oL o
dt (9q] aq]' e

alakban 4ll fenn, ahol L° = K — U°.

Erdemes észrevenni, hogy ha a rendszerben a konzervativ erék mellett, csak
idofiiggd @, (t) erdk is hatnak, azokat az L Lagrange-figgvényben egy ¢;Q); (t) tag
hozzdaddsdval lehet figyelembe venni:

L=1L"+qQ;t),

hiszen a
doL 0L
dt0¢;  0Og;
egyenletbdl valéban azt kapjuk, hogy
d oL oL°
A T AL = Q; (1)
dt 9q;  0g;

Az er6komponensek a sebességtol is fiigghetnek. A gyakorlatilag fontos esetek
egyike, az olyan sirlédési er6 megjelenése, amelynek nagysdga ardnyos a sebességgel:

X* =~k
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Az ilyen alaki erékomponens a kivetkezd derivélt forméjéaban dllithaté elo:

oD
Xr=—
! ox;’
ahol D = 2 l " k@7 az un. disszipdcios fiiggvény. A megfelel$ dltaldnos erékompo-
nensre kapjuk, hogy
Z sz . Z 0D ax, B aD 03:1 . _O_D
8% 8(]] 81‘, aq]‘ 8% ’

ahol kihasznéltuk a kordbban levezetett (53) Osszefiiggést. A Lagrange-egyenlet jobb
oldalédt igy szintén dltaldnos formdban kapjuk meg:

d OL° 8L0 8_D

Egy tovabbi fontos eset, amikor az dltaldnos erékomponenseket valamilyen U fiig-
gvénybol az aldbbi alakban tudjuk elééllitani.

Q= ou n d oU
I Gq] dt 8qj '
Az ilyen U fiiggvényt &altaldnositott potencidlnak hivjuk. Behelyettesitéssel meg-

gy6zodhetiink, hogy a Lagrange-egyenlet a d—L — 4L — ( formdban tovdbbra is

dt 9g;
fenndll, ha a Lagrange-fiiggvényt ekkor is az L K — qU alakban definialjuk.

Az éltaldnositott potencidl haszndlatdra fontos példa az elektromédgneses térben
mozgo e toltésli, m tomegli ponttoltés esete, aminek Descartes-koordinatdakban felirt
mozgdsegyenlete:

ma = eE + ev x B. (56)

Az &ltaldnositott potencidl megtaldldsahoz irjuk fel az elektromdgneses tér
viselkedését leiré Maxwell-egyenleteket:

divD = p,
0B
tE = ———
0 ETR
divB = 0,
oD
tH =
70 j+— o

A harmadik egyenletet ki tudjuk elégiteni, ha a méagneses indukcié vektorat valam-
ilyen A (r,t) vektormezd rotaciéjaként allitjuk eld:

B = rotA.

Helyettesitsiik be ezt az elddllitast a méasodik egyenletbe:

rotk = —grotA.
ot
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A Young-tétel alapjan cseréljiik fel a rotaciéképzés és az id6 szerinti parcialis derivalés
sorrendjét és egyben rendezziik az egyenletet egy oldalra:

rot (E+ 678_.?) =0.

A feltétel szerint a zéaréjelben all6 kifejezés valamilyen skaldrmezd gradienseként &l-
lithatoé elo:

A
E + a('?_t = —grad®,

amibol E kifejezhetd
0A

ot

Latjuk, hogy mind a mégneses tér, mind az elektromos tér eléallithaté az A és a ®

fiiggvény segitségével. Ezek neve rendben vektorpotencial és skaldarpotencial.
Behelyettesitéssel meggyodzddiink arrdl, hogy az alabbi fiiggvény éltaldnositott po-

tencidlként szolgal a mozgé ponttoltés szdmara:

E=—grad® —

U=¢ed—eAv.
A Lagrange-fiiggvény ekkor
L= %V2 —ed +eAv.

A Lagrange-egyenletet indexes frasmédban frjuk fel

d oL 0L
SoE 2, i=1,2,3.
don, om0 T hES
Az els6 tagban:
oL +eA
= muv; €Ay,
8UZ‘
ahol A; az A vektorpotencidl i-edik komponensét jeloli. Az id6 szerinti teljes derivalt
doL 2L 04 DA,
Eavi —mUi‘i‘@jZla—x]Uj 6@.

A maésodik tag:

oL 0P DA,
8IZ‘ N _eal‘i + 62

A teljes egyenlet tehat dtrendezés utdn:

: 0A; 0D >
M= e <_ ot axi) + ejzl ((‘9@ (‘9@) (57)

Az els6 zaréjelben all6 kifejezés a fenti definicidk szerint az E elektromos térerdsség
1-edik komponense. A mdsodik 6sszegrél pedig beldatjuk, hogy az nem mé&s mint a
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Lorentz-eré (ev x B), i-edik komponense. Ehhez definidljuk az e;; tUn. teljesen
antiszimmetrikus egységtenzort (métrixot):

1;10=1,7 =2,k =3 és ezek ciklikus cseréje esetén,
gijk = —Lii=2,7=1k=3 és ezek ciklikus cseréje esetén,
0; mas esetekben.

Két vektor vektorszorzatdnak n-edik komponensét pl.  ennek segitségével az
(axb), = Z?,k=1 enjka;by alakban frhatjuk fel. Hasonlé médon egy a vektor
rotécidjanak n-edik komponense a (rota), = Z?,k:l 5njk;7kj alakban adhaté meg.
Irjuk fel a Lorent-erdt és fejezziik ki a magneses indukeiét a vektorpotencisl roté-
ciéjaként:
0A,,
(ev x B), = eZsijkvak =e Z Eijkvjfklma—wl.

j7l€ j7k’l7m

Hasznéljuk fel az ), €;jx€kim = 0i0jm — dim0; azonossagot, amivel:

0A,, 0A;  04;
(evxB), =e Z (OtGjm — Simdj1) v; ox; - er:Uj <a$j B 8xj> .

Jbtm

Igy valéban megkaptuk a (56) mozgdsegyenletet.

16. Normalkoordinatak - normalrezgések

Az egy szabadsdgi fokiu rendszerek rezgéseit korabban targyaltuk. Egy tobb szabad-
sdgi foku, konzervativ rendszerben is kialakulhatnak rezgések, ha a potencidlis energia
lokdlis minimummal bir. A mozgds leirdsdhoz alkalmas keretet szolgdltat a Lagrange-
formalizmus.

Tételezziik fel, hogy egy f szabadsdgi fokd rendszer V (q1,¢qo, ..., qr) potencidlis
energidgjanak a konfiguraciés tér (qio, g2, - - - , ¢s0) helyén lokdlis minimuma van. Fejt-
sitk Taylor-sorba a potencidlt a minimum-pont koriil

f

ov
Vg @2 4r) =V (10, %20, - - -+ Gpo) +Z 90 (¢ — qio)
i=1 tlgio
I i A P
= Qaqlaqj o q’L q10 QJ %0 .

Az els6 tag dlland6, ami a potencidlis energidban tetszolegesen vélaszthato és
igy érdemes nulldnak venni. A madsodik tagban a potencidlis energia derivaltjai
szerepelnek, amik a minimumhelyen eltiinnek. Az elsé megmaradé tagok, ame-
lyek mér szerepet jdtszanak a mozgdsban, a koordindtdkban mdsodrendiiek. Ha
kis kitéréseket tekintiink, a magasabb rendii tagok jarulékat elhanyagolhatjuk. Ha
az origét a (qio, G20, - --,qs0) koordindtdkkal megadott minimumhelyre toljuk és a
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9%V
0q;0q; o

definit kvadratikus alakja lesz:

derivaltakat b;;-vel jeloljiik, a potencidlis energia a koordinatdknak pozitiv

V(qthJ"‘?qf sz]quJ7 ij _bﬂ)‘

zgl

A kinetikus energia a sebességkomponenseknek szintén pozitiv definit kvadratikus
alakjaban &llithaté eld

f
1 .
K = 3 Z aijqig;,
7,7=1
ahol a;; = aj;. A Lagrange-fliggvény
1 f
L= 3 231 (aijdiq; — bijaiq;) -
1=

A megfelel6 Lagrange-féle mozgdsegyenletek

Mx

az]q]+bZJQJ _0 17"'af7
7j=1

amik egy madsodrendii, kozonséges, homogén, é&llandé egyiitthatdji, linedris
differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.
A megoldést
q; = Cj cos (wt + 9)

alakban keressiik, amit behelyettesitve a

Z [bU — w2aij] Cj COS (wt + 5) =0

Jj=1

egyenletrendszerre jutunk. A kozos, idofiiggd tényezdvel osztva, Cj-re homogén,
linedris egyenletrendszert kapunk

M\

— wa;;) C; = 0. (58)

]:1
Szorozzuk be az (58) egyenletet CF komplex konjugdlttal és tsszegezziink i szerint
is.

— w? aw C;Cr =0,

i M*

amibdl w? kifejezhetd
ZJ i—1 bi;C5CF

Zgz 4350} C*'

w2:
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Ha Cj = A; + Bjt tetszOleges alaki komplex szdm, akkor a szdmldléra frhatjuk, hogy

f f
> bij (Aj + Bji) (A — Bii) = Y b [AjA; + B;Bi+ (AiB; — A;By) i
Gi=1 Ji=1
f
=) b [AjA; + BB,
7i=1

ahol b;; = bj; miatt a kerek zdréjelben 4ll6 kifejezés jaruléka, annak antiszimmetrikus

volta miatt eltiinik. Az eredmény két pozitiv definit kvadratikus alak ¢sszege. Ha-

sonléan adédik ugyanez a nevezdre is, és igy w? értéke pozitiv valds szam kell legyen.
Az (58) egyenletrendszernek akkor lehet nemtrividlis megoldésa, ha

det (bU - u}2a7;j) = 0.

A determindns w?-re nézve f foki Py (w?) polinom, aminek &ltaldban f darab w?
megolddsa van (o = 1,2, ..., f). A megfelel6 w, értékeket a rendszer sajatfrekvencidi-
nak hivjuk. Ha az egyenletrendszer w,-hoz tartozé megolddsit C,; jeloli, a mozgés-
egyenlet megfeleld partikuldris megolddsa

Goj = DaChjcos (wat + 04) ,

ahol D, és ¢, tetszoleges dllandé. Az dltaldnos megoldds a partikuldris megoldédsok
Osszege lesz

f
q; = Z D,Cjcos (wat + d4) ,
a=1
ami azt mutatja, hogy a rendszer dltaldnos mozgdsa egyszeri harmonikus rezgések
szuperpoziciéjaval allithaté elo.
Vezessiik be a megolddsban a O, (t) = D, cos (wat + d,) jelolést, amivel

f

q; = Z Cajga-

a=1

Ez az 6sszefiiggés értelmezhetd a ¢; koordindtdkrél az 1j ©, dltalanos koordinatakra
torténod attérés definicigjdnak is. Irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt az 1j valtozékban

f f

1 o 1 ..
L= 2 Z (aijGid; — bijqiq;) = ) Z (az’jcaicﬁj@a@B - bijCaiCBjGa@,B> :
ij=1 a,f=1
ij=1

Az (58) egyenlet szerint

f ! f !
Z bijCai = ZwiaijC’m és Z bijC[gj = Zwéaij@;j.
=1 =1 j=1 j=1
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Szorozzuk be az elsé egyenletet Cg;-vel, a masodik egyenletet pedig Cy;-vel és szum-
mézzunk a mdsik index szerint is

f
Z bi;CaiClj = Z w2a;;CoiCpj &5 Z bijCaiCj = Y wiaijCaiCsj.  (59)

4,j=1 ,j=1 3,j=1 4,j=1

A két egyenlet kiilonbsége

f
Z %) a;jCaiCsj = 0,

ami azt jelenti, hogy kiilonboz6 frekvencidk esetén

/
Z aiij-ng =0.

i.j=1

A C,; értékek homogén egyenlet megolddsdbdl adédtak, igy csak egy konstans szorzé
erejéig vannak meghatdarozva. Haszndljuk ki ezt arra, hogy a fenti 6sszeget az a = (8
esetében viszont, egységnyi értékiire allitjuk be, amit tsszefoglalhatunk egy egyenlet-

ben
f

Z aijCaiC’m = (SQB.
i,j=1

Az (59) egyenletek szerint viszont

f
Z bijCangj = wiéag.

ij=1

Felhaszndlva az utébbi osszefiiggéseket a Lagrange-fiiggvény végiil az

L- %é (0060085 — £20050.05) = 5 i (62 - w2e2)

alakot olti. A megfelel6 mozgdsegyenlet
O, + wi@a =0,

ami valéban a harmonikus rezgés egyenlete. Az igy bevezetett ©, &ltaldanos
koordindtdkat normélkoordindtdknak, a rendszerben kialakulé rezgéseket normél-
rezgéseknek hivjuk.

Tekintsiik példaként két darab m tomegii tomegpontot, amelyek az = tengely men-
tén mozoghatnak gy, hogy egyenként egy-egy D direkciés erejii rugéhoz csatoltuk
Oket. A két tomegpontot csatolja egymdshoz is egy D’ dllandéju rugd, ami nyij-
tatlan dllapotban van a tomegpontok csatolds nélkiili egyenstlyi helyzetében. Ha a
tomegpontok koordindtéi x; és x9, a Lagrange-fiiggvény
m .2 D, D, D

9 1+2 51‘1—5562—7(331—372)2.

L =—
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Leolvashatjuk, hogy

wo— ™ 0
1) T 0 m )
b — D+D -D
K -D' D+D )
A frekvencidkat meghatdrozé determinéns

D+ D - -D'
o DD ‘:(D—oﬂm) (D +2D' — w?m) = 0.

A rendszer sajatfrekvenciai a mésodfoki egyenlet megolddsabdl

1D | D+ 2D’
W1 =14/ —, Wy =14 ——.
m m

17. Hamilton-elv

Az el6z6 szakaszban a Lagrange-egyenletet a d’Alembert-elvbdl vezettiik le, ami tn.
differencidlis elv. Az aldbbiakban a levezetést mds moddszerrel is elvégezziik, ami
tovabbi kovetkeztetésekre ad lehetdséget.

A matematikai médszer alapelvének megismeréséhez vizsgaljuk a kovetkezd prob-
lémét.

Az (x,y) sikban adott (z1,y1) és (x2,ys) pontok kozott keressiik a legrovidebb
folytonos (rektifikilhatd) gorbét. A lehetséges gorbék hosszat az alabbi integral adja

meg t
2

I _/ Vi + g,
t1

ahol a gorbét z = x (1), y = y (t) paraméteres alakban adtuk meg. A t paraméter a
gorbe kezdépontjaban veszi fel a t; és a végpontjdban a ty értéket, azaz 1 = x (11),
y1 = (1) & w2 =z (ta), y2 = (f2).

A probléma az in. varidciészamitds alapfeladata, ami szerint egy vagy tobb olyan
ismeretlen y; (t) fiiggvényt keresiink, amelyek mellett egy, a fiiggvényeket tartalmazé
integrél értéke szélsbértéket vesz fel. Az integral a kovetkezd dltaldnos alaki lehet:

to
I=/ F[yi(t),yé(t),-u7y§”)(t),t dt,

t1

ahol az F' un. alapfiiggvény elére adott médon fiigg a k darab ismeretlen y; (t) fiig-
gvénytdl (i = 1,..., k), azok derivaltjaitol, valamint ¢-t6l.

Vizsgéljuk meg, hogyan valtozik az [ integrél értéke, ha az y; (t) fiiggvényeket
kismértékben megviltoztatjuk, azaz minden ¢ értékénél eltérd értéket adunk nekik
azzal a kikotéssel, hogy a t; és to értékeknél az eltérés nulla ("A-varidcié"). Jelolje az
y; (t) értékében bekovetkezett valtozast dy; (t), amire dy; (t1) = dy; (t2) = 0. Ezt a fiig-

------------
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tgy tudjuk kiszdmitani, hogy vessziik az 4j, megvaltozott y; (t) + dy; (t) fiiggvénnyel
az értékét és levonjuk belble az eredeti y; (t) fiiggvényre kapott értéket.

to
o1 = / F [y () 09 (8), 01 (8) + 0 (1) o™ (0) + 9™ () ¢

t1

[0l 0

t1

Mivel a két integralt ugyanarra az intervallumra képezziik, kozos integral ald lehet
Oket vonni:

5T — /tz F[yz- () + Sy (8), (1) + 0l (), .., y™™ (t) + o™ (t),t} "

2 —F |y (0000 (1)

Az integrandus nem mds, mint az F fiiggvénynek az y; (t) fiiggvények valtozdsa miatt
bekovetkezett §F megvaltozdsa (varidciéja):

to
5[—/ oFdt.
t1

Fejtsiik ki § F-et az argumentumok megvéltozédsa szerinti elsé rendii kozelitésben

SF — 8F

21]0

amivel

to n
)
51 = Z /t 2 (J D,
Az integraldst azért vittiik be az i mdexre val6 Osszegzés mogé, hogy egy-egy inte-
gralban csak adott ¢ indexti y; fiiggvény és derivéltjainak varidcidja szerepeljen.

A tovdbbiakhoz hasznaljuk ki azt, hogy a varidlds és derivalds sorrendje felcserél-
het6, azaz A

5y = L0,
! dti

hiszen itt a varidcié alatt két fiiggvény egyezd t argumentumndl vett kiilonbségét
értjiik, amiben derivaltat tagonként lehet képezni. Az i-edik integral ezzel

ta ™ 5 Sa;.
51, — / aF. @'0y; 1y
t ayzj) dt’

alakot vesz fel. A j = 0 index{i tagban a szorzé tényezo a dy; varidcié. A j = 1 indexfi

tagon végezziink parcidlis integraldst:
8F
t dt 8y

/t2 OF doy; | OF
ooy dt oy

1
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Definicié szerint dy; értéke t; és ty-nél nulla, igy az els6 tag eltiinik.

A j > 1 indexii tagokkal hasonl6 médon jarhatunk el. Ha tobbszor alkalmazzuk a
parcidlis integraldst szintén olyan integralkifejezésekre jutunk, amelyekben megjelenik
a 0y; szorzé tényezo. Ennek megfeleléen a 61 varidcié igy alakul:

k t
: (9F 4 OF
I= 9T L ) syt
-3 (51% &gy )5‘%

Ha az y; fiiggvények megvilasztdsa olyan, hogy az I integrdl szélsoértéket vesz
fel, a 07 varidci6 el kell tinjon. Ennek megfeleléen, mivel a szummadaban a tagok
fiiggetleniil veszik fel az értékiiket, minden tagnak kiilon-kiilon el kell tiinnie.:

2 fOF d OF
/tl (a—%—aw—i—"')dyidt—o.

Az integrédlban dy; szabadon megadhatoé fiiggvény, igy az integral csak gy tiinhet el
azonosan, ha a zaréjelben all6 tényez6 értéke nulla:

oF d OF
T ... =0.
y; i 8y£1)

A nyert differencidlegyenlet(ek) neve Euler-Lagrange-egyenlet(ek). Az eredeti
01 = 0 varidcios probléma megoldasdnak keresését ilyen médon differencidlegyenletek
megolddsdnak keresésére vezettiik vissza.

Oldjuk meg az eredeti példénkat, ahol F' = /42 + 2 volt. A két keresendd
fiiggvény x (t) és y (t). Vegyiik észre, hogy a legmagasabb foku derivélt, ami szerepel
benne, els6 foki, ugyanakkor maguk a fiiggvények nem fordulnak elo, igy az egyenletek
a kovetkezoképpen alakulnak:

ia /i‘2+y2_0

dt 0% ’
d 0\/3? + 72
- = 0.
dt Y

t szerint integralva és a kijelolt parcidlis derivéldsokat elvégezve kapjuk, hogy:

i

2 A
P2 1 g2
LA

/32 1 2 o
Az egyenletrendszer & és y-ra nézve algebrai egyenletrendszer, aminek megolddsa:

i=0,
y=2D
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alakid. A megfelelé gorbe az egyenes, ahogy az varhaté volt.

Vegyiik észre, hogy a mechanikai rendszerek (55) Lagrange-egyenlete szintén varia-
cios feladat Euler-Lagrange-egyenleteként szdrmaztathaté, amennyiben az F' alapfiig-
gvénynek a Lagrange-fiiggvényt valasztjuk:

to
S:/ Ldt.
t1

Mivel a klasszikus mechanikdban a Lagrange-fiiggvény dltaldban nem tartalmazza a
koordinatak elsénél magasabb rendii id6 szerinti derivéltjat, az S tn. hatdsfiiggvényre
kirott
to
08 = / OLdt =0
t1

varidcios feltételbol széarmaztatott Euler-Lagrange-egyenletek alakja

OL doL

lesz, ami megegyezik a (55) egyenletekkel.

A mozgdsegyenletek tehdt szarmaztathatok a 05 = 0 varidcios feltételbol, ame-
lynek neve Hamilton-elv. Ez a mechanika egy tin. integralis elve, szemben a kordbban
megismert differencidlis elvekkel.

A Hamilton-elv fenti megfogalmazdsa holonom, konzervativ rendszerekre
vonatkozik. Lehetséges azonban az elvet gy &ltaldnositani, hogy nem konzer-
vativ és anholonom rendszerekre is alkalmazhaté legyen.

Legyen a nemkonzervativ rendszer kinetikus energidja K és jeloljiik a rendszerre
hat6 (esetleg nem konzervativ) erékomponenseket X;-vel. Trjuk fel a d’Alembert-elvet:

3n

i=1

és az elso tag ismert atalakitdasaval az X; erékomponensek virtudlis munkdjat adjuk
meg az dltaldnos erokkel:

3n

f
0A=) Xz =) Qibg.
=1

i=1
A mésodik tagot alakitsuk szorzat derivaltjava:

3n 3n

Zm,xzéxl Zmz xléx Zmlxld (5%

A misodik tagban hasznaljuk ki, hogy a varialds és a derivélas sorrendje felcserélhet6:

3n 3n

Z m;a;0m; = Z m;————= xléml Z m;a;0;.
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A masodik tag a kinetikus energia varidciéja:

3n 3n 2

A d’Alembert-elv ezek alapjén a

3n .
6A—Zmi%+5l(:0,
=1

azZaZ
3n

d .
OA+0K = — 2 (md;ox;)

alakot olti. Integraljuk az egyenletet id6 szerint:

3n t2

ts to 3n
t t i=1

=1 t1

Mivel az id6intervallum elején és végén a varidldsi szabalyunk szerint dx; eltiinik
nyerjiik az Un. altaldnositott Hamilton-elvet:

t2
/ (0A + 6K) dt = 0.
t1

A korabban mér végrehajtott dtalakitas szerint

f
0K  d 0K
K = _ .
0K =) <8ql- it aq'i) 04

=1

amivel végiil is az aldbbi egyenletet nyerjiik:

['s

i=1

(8[( d 0K

LR L0, sgidt = 0.
dq;  dt 0¢ * QZ) %4 ’

Mivel a dq; tetszolegesen vélaszthato, azt kapjuk, hogy

0K B iaK
dg;  dt 9g;

+Q2:07

ami a mar megismert mozgdsegyenlettel egyenlo.
Anholonom kényszerek esetén az &ltaldnos koordinatdkat nem tudjuk tgy

megvialasztani, hogy a
/

dg;
Zajid—i—kajozo

=1
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kényszerfeltételeket ne kelljen kiilon figyelembe venni. Ennek megfeleléen a

oK
o5 = /Z<8qz dt dg; Qi) Ogt

varidcio eltiinésébdl nem kovetkezik kozvetleniil a zdréjelben all6 kifejezés eltiinése,
hiszen a d¢q; varidcidk kozott fenn kell dlljanak a

f
Z aji5Qi =0
i=1

kényszerkapcsolatok. FEzt a Lagrange-féle multiplikdtorok alkalmazdsdval vehetjiik
figyelembe aminek megfeleléen az integrandust kiegészitjiik a

s f
Z A Z a0g; = 0
=1 =1

Osszeggel.

to [ s
: 0K d 0K
e /tl Zl (3% it 04 D Ak%‘) dqidt

k=1
A mddszer elve szerint a dg;-k ekkor mér fiiggetlennek tekintheték és igy az integrél
eltiinésének feltétele, hogy

oK d 0K
dq; Cdt (‘3qz

+Qz+2)\kam—0

legyen. Ez valéban a keresett mozgdsegyenlet, ami a fenti kényszeregyenletekkel
egyiitt oldandé meg.

Anholonom, konzervativ rendszer esetén az els6 hdrom tag Lagrange-fiiggvénybol
szarmaztathato:

oL dOL >
- Aty = 0.

18. Megmaradé mennyiségek

A Hamilton-elv alapjan a rendszerek viselkedésérdl fontos allitdsokat tehetiink. Az &l-
taldnos tétel bemutatdsa elott azonban vizsgdljunk meg néhany konkrét tsszefiiggést.
Vizsgaljuk meg a L (¢;, ¢;,t) Lagrange-fiiggvény id6beli valtozdsdt, azaz készitsiik el
az 1do szerinti teljes derivéltjat:

AL~ (0L, 0Ly | 0L
dt — = \og," " 9q,") " ot
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Az Euler-Lagrange-egyenlet szerint

0L  d oL

AL 5~ (d(OLY DL 0L
dt ~ 2= \dt \ 9 954 ) T o

A zéréjelben &l16 kifejezés szorzat deriviltja, igy:

tehét

AL _ d§~oL, oL
<04, " ot

dt dt &
d 8L AR oL
dt \ = 94; ot
adédik Konzervativ rendszerben a Lagrange—fﬁggvény explicite nem fiigg az id6tol,

azaz E =0, gy a

Atrendezve

L oL

mennyiség megmaradé mennyiség. A kifejezés értékének meghatdrozasdhoz alka-
Imazzuk Euler tételét a homogén fiiggvényekrol. n-ed rendii homogén fiiggvény egy
f(z1, 29, ..., xy) fliggvény, ha tetszbleges x; behelyettesitési értékekre az o paraméter
tetszoleges vélasztdsa esetén fennall, hogy

f(axy, ary, .. axy) = " f (x1, 22, ..., Tk) .

Ekkor Euler tétele szerint

i af (l'l,l'g,.--,l'k)

al’i l’i:nf(l‘l,ﬂfz,...,l‘k).

=1

(A bizonyitashoz elég képezni a fenti egyenlet a szerinti derivéltjat az o = 1
helyen.)

Konzervativ rendszer esetén a Lagrange-fiiggvénybeli kinetikus energia a
sebességeknek csak kvadratikus alakjat tartalmazza, azaz K a sebességeknek
masodrend{i homogén fiiggvénye. Ekkor

oK
= ; = 2K.
Z o g,
A C mennyiségre pedig azt kapjuk, hogy
C=2K-L=2K-K+U=K+U,
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azaz a teljes energidval egyenld.
Vezessiik be a Lagrange-fiiggvény segitségével az in. kanonikus vagy &ltaldnos
impulzus fogalmat:

oL
"o
Amennyiben a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicite valamelyik ¢; koordindt&tol,
azaz g—; = 0, a megfelel6 p; kanonikus impulzus megmaradé mennyiség lesz. A
mozgdsegyenlet szerint ui.
oL d
8(]@' N dtpz
és igy p; allandé. A megfeleld g; koordindtat ciklikus koordindtdanak hivjuk.
Erdemes megvizsgdlni a kanonikus impulzus jelentését. Egy Descartes-

koordindtakban megadott konzervativ rendszer esetén, ahol L = K — U, a kanonikus
impulzus

oL 0K
- Oi; Oy
megegyezik a kordbban bevezetett impulzussal.

Tekintsiik azonban az elektromdgneses térben mozgé ponttoltést, aminek a
Lagrange-fiiggvénye éltaldnositott potencidlt tartalmaz:

Di = m;x;

L= %V2 —ed + eAv.
A kanonikus impulzusok ebbdl
pi = mu; + €A,

ami eltér muv;-t6l. Az utébbit, a megkiilonboztetés céljabdl kinetikus impulzusnak
nevezziik, mivel ez valéban a részecske mozgdsaval fiigg Ossze és a kornyezettel vald
pillanatnyi kélcsonhatdsokban (pl. iitkozés) ez jatszik szerepet.

Legyen valamely z; koordinata ciklikus, azaz g—fi = 0, akkor a megfelel6 meg-
maradé mennyiség a p; = mv; + eA; lesz.

Ha az elektromdgneses tér sztatikus és ennek megfeleléen ® és A nem fiigg az
id6tol, akkor a toltott részecske Lagrange-fiiggvénye sem fiigg az idotdl és a fent

bevezetett C' mennyiség allandé lesz:
m o
C=pv—L=(mv+eA)v— (EV —e(I>+eAv>,

azaz
C=K+ed,

ami a kinetikus és az elektrosztatikus (potencidlis) energia Gsszege.

A megmaradé mennyiségekrol egy dltaldnos tételt is ki tudunk mondani, a
Hamilton-féle varidcids elv tulajdonsdgainak vizsgalatdval.

A Lagrange-egyenlet alakjabdl kovetkezik, hogy adott mozgdsegyenletre vezetd
Lagrange-fiiggvények nem egyértelmiien adhaték meg. Vegyiik észre ui., hogy egy
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adott L Lagrange-fiiggvényhez hozzdadhatjuk egy tetszoleges f (g1, 4o, ..., qy,t) fiig-
gvény teljes idOszerinti derivaltjat:

d
L'=L+~—
+ dtf?
azaz

f
/ S 0
j=1 !

Helyettesitsiik be L'-t a Lagrange-egyenletbe.

f
i 0 do of of\ o of of
dioa” " ot wog (Z Bag T &s) aa, (jl ag, 6t> 0

Irjuk le kiilon a harmadik és negyedik tagot és végezziik el a derivaldsokat

f f
dof _Rf 0 of L Lo 8
Ea»_zqﬂ'aa»_a-at Za 9.1 " ataq, ZQj8»8~_8t8-
qi = 404 q; q; Qz qi = q:;04; qi

és haszndljuk ki, hogy a Young-tétel szerint az utolsé dtalakitds utdn megjelent elso
és harmadik tag értéke egyenld. A nyert Osszeg tehdt eltiinik, ami azt jelenti, hogy
az eredeti L Lagrange-fiiggvénybdl szarmaztatott egyenletre jutunk.

Nezzuk meg, hogy ez az eredmeny milyen kapcsolatban all a Hamilton-elvvel.

------

to to to d
s’:a/ L’dtzé/ Ldt+5/ L rar (60)
t1 t1 t1 dt

A miésodik tagban elvégezziik az integralést:

S'=a[2Ldt+af<q<tz>,t2>—5f<q<t1>,t1>.

A szabdly szerint a végpontokban, azaz a t; és ty idépontban ¢ (¢)-t nem varidljuk,
igy a masodik és harmadik tag nulla. Ennek megfelel6en

to
58’:5/ Ldt,

t1

ami azt jelenti, hogy 65" akkor tiinik el, ha az eredeti L Lagrange-fiiggvény varidciéja
eltiinik, azaz fenndll az eredeti mozgdsegyenlet.

A Lagrange-fiiggvény fenti tulajdonsaga kapcsolatot teremt a megmaradé menny-
iségek és a fizikai rendszer szimmetridi kozott. Szimmetria alatt olyan transzforméciot
értiink, amellyel szemben a fizikai rendszer tulajdonsdgai nem viltoznak, azaz nem
valtozik meg a mozgdsegyenlete.
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Tekintsiink ui. egy olyan &ltaldnos, infinitezimélis koordindtatranszforméciot,
amelyet egy infinitezimalis As paraméterrel jellemezhetiink a kovetkezé mdédon:

¢ — ¢ = q; + Asg;,

ahol &; (¢;) adott, véges fiiggvény. A koordinatak, valamint idéderivéltjaik valtozdsa
ennek megfeleléen

AQZ - Asfia
Ag; = Ab’éz’.

Irjuk fel a Lagrange-fiiggvény megvaltozasat és masodik lépésben vegyiik figyelembe
a koordinatak megvaltozasanak fenti eloallitasat:

AL qu + Z Aql = 8L ASSZ Z

=1

As& (61)

Az els6 tagban hasznéljuk ki a Lagrange-egyenletet

!
AL = ( d oL ——ZAs& + 8? Asg;) .

dt dq; — dq;

A zaréjelben 4all6 kifejezés szorzat derivéltja, ahol kiemeltiik a As kozos tényezot:

d oL
AL =— | As
i (v 25

Ha a fenti transzformadciéval generdlt valtozds olyan, hogy egy fiiggvény teljes de-
rivaltjaval egyenld, akkor nem valtoztatja meg a mozgdsegyenleteket. AL alakja
ekkor:

d
AL = aﬁsf (q1, a2, - - - a5, 1)

lesz, ahol mesterségesen levdlasztottuk a As szorzot azért, hogy az f fiiggvény véges
lehessen.
Tegyiik egyenlévé AL két alakjat és rendezziik egy oldalra az egyenloséget:

OL
As—( 3 §—f>—0.

Az eredmény szerint a zdrdjelben all6 kifejezés egy megmaradé mennyiség:

oL
a4, —¢& — f = allandé. (62)
i=1
Példaként vizsgaljuk meg milyen megmaradé mennyiséget kapunk, ha a g; ko-
ordinéta ciklikus, azaz 2% = 0. A koordinatatranszforméciot ekkor kézenfekvé gy

9q;
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vélasztani, hogy a j-edik koordindtdban hajtunk végre As mértékii eltoldst. Ekkor
& = dij) és & = 0, ahol a zdrdjellel azt jeleztiik, hogy j rogzitett. A megfeleld
véltozasok:

Aql = ASS—Z = AS(SZ‘(j),
Ag; = Asé; =0,

amibd6l (61) alapjan g—f = 0 miatt
AL = 0.

Az f fiiggvény azonosan nulla lehet, amibél (62) szerint a megmaradé mennyiség

oL
—_— :pA’
aqj J

ami a j-edik koordindtdhoz rendelt kanonikus impulzussal egyenlo.

Misik fontos példa a centrdlszimmetrikus erétérben mozgéd tomegpont esetében
taldlhaté megmaradé mennyiség. Egyszertiség kedvéért rogton csak kétdimenzios
mozgdast vizsgdlunk. A Lagrange-fiiggvény alakja L = m;2 — U (7). Irjuk fel hogyan
véltoznak a Descartes-koordindtédk, ha az origé koriil As szoggel forgatjuk el a rend-

szert.

Ax = —Asy,
Ay = Asz.

A megfelelé paramétereket leolvashatjuk:

51: =Y,
§y = .
A Lagrange-fiiggvény megvaltozasa (61) szerint
au o au o
AL = _%8_; (—Asy) — %Q_QAL% — miyAs + myiAs =0,
z or ]

: or _ x4, 0r _ ¥y
mivel or = S5 =

A megmaradé mennyiség (62) alapjén
—mzy + myzx

lesz, ami az impulzusmomentum z-komponensével egyenld.  Poldrkoordindtdak
hasznélata esetén m
L= B (7% +1%*) = U (r)

és a ¢ szog ciklikus koordindta, amire alkalmazhatjuk az el6z6 példa eredményét és
az impulzusmomentumot mint megmaradé mennyiséget az ismert polarkoordindtas
alakban kapjuk:

L, =mr?p.
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Kevésbé nyilvanvalé példa az = tengely mentén, g gyorsuldssal szabadon eso
tomegpont esete, amelynek Lagrange-fiiggvénye:
ma:?

L=—— .
5 + mgx

Toljuk el a rendszert az x tengely mentén As-sel:
Ax = As,

aAZaZ
€=1.

A Lagrange-fiiggvény valtozasa (61) szerint:
AL = mgAs,
amihez konnyt f fiiggvényt taldlni:

f =mgt.

A megmaradé mennyiség ebbol:
mx — mgt,

ami valéban konstans a szabadesés esetén.

A fenti megfontoldsok kiterjesztheték olyan transzformaécidkra is, amelyek id6-
beli eltoldsokat is tartalmaznak. Az energidt, mint megmaradé mennyiséget ezzel az
altalanosabb megkozelitéssel taldlhatjuk meg.

19. Kanonikus formalizmus

Az L(q;,q;,t) Lagrange-fiiggvényt a hely, a sebesség és az id6 fiiggvényeként
értelmeztiik, aminek eredményeképp a mozgdsegyenletek méasodrendii differencidle-
gyenletek voltak.

A fent kifejtett Lagrange-formalizmus mellett 1étezik egy vele egyenérték{i, mésik
megkozelités is, amelyben az egyenletek elsérendiiek és nagymértéki szimmetridat mu-
tatnak.

Ebben a targyaldsban a Lagrange-fiiggvény segitségével definidlunk egy 1j fiig-
gvényt, az in. Hamilton-fiiggvényt:

f
H = Zpi(h — L,
=1
oL

ahol p; = 5i @ kordbban mér bevezetett i-edik kanonikus impulzuskomponens. A
H = H (q;, pi, t) Hamilton-fiiggvényt a ¢;, p; és a t valtozok fiiggvényének tekintjiik és
igy a ¢; dltaldnos sebességkomponenseket a kanonikus impulzusokat definidlé 6ssze-

fiiggesekbdl torténd ¢; = ¢; (qx, pr, t) kifejezés utan kiejtjiik. A Hamilton-fiiggvénynek
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a Lagrange-fiiggvénybdl torténd fenti eldéllitdsa példa az in. Legendre-féle fiiggvény-
transzformécié alkalmazdséra.
Irjuk fel a H Hamilton-fiiggvény ¢, szerinti parcidlis derivaltjat:

6_H_§< 20 _OL) 0L
Oq Pioa ~ 94:0a.)  Oqn

i=1

A zaréjelben 4116 két tag a kanonikus impulzus definiciéja értelmében kiesik. Az utolsé
tag a Lagrange-egyenlet szerint —p;-vel egyenld, aminek eredményeképp fennéll, hogy

OH

— = P
O

A Hamilton-fiiggvény pj szerinti parcidlis derivaltja:
f . .
oH . dq; 0L g
9k + Z (pz’ or B0 ) :
Pk Py Pk OG; Opr
A zéaréjelben 4all6 kifejezés a kanonikus impulzus definicidja szerint eltiinik:

on _,

Irjuk fel az id6 szerinti parcidlis derivéltat:

8_H_i 94 OLOG\ L
ot 2« \"ar " ag ot ) ot

i=1

azaz
OH 0L
o ot

Foglaljuk 6ssze a nyert egyenloségeket egy egyenletrendszernek tekintve dket:
oH
oH .
OH 0L
o ot

A kapott egyenletek az in. (Hamilton-féle) kanonikus egyenletek, amelyek elsérendii,
kozonséges differencidlegyenlet-rendszert alkotnak. Latjuk, hogy a hely és impulzus
komponensek egyenjogi szerepet jatszanak, aminek a késobbiekben fontos szerepe
lesz.

Példaként irjuk fel a szabadon esé tomegpontra vonatkozoé kanonikus egyenleteket.

A Lagrange-fiiggvény
mai?
L= 5 + mgw,
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ahol az = tengely fiiggtlegesen lefelé mutat. Készitsiik el a kanonikus impulzust

oL

P="%; =M
amibdl & = £ és igy
P
H=p:t—-L=——mgzx.
2m

A kanonikus egyenletek:

—mg = _p7
b

m

= T.

Misik példaként vizsgaljuk a U (r) centrilis potencidltérben mozgé tomegpont
mozgésat. Sikbeli r és ¢ polarkoordindtdk haszndlata esetén a Lagrange-fiiggvény:

L—Q(r +7“g0) Ul(r).

A megfelel kanonikus impulzusok:

)
Pr = ar

pw—%—mﬂ“(p

= mr,

A Hamilton-fiiggvény definiciéja szerint:

= zj@qz L

amirdl kordbban lattuk, hogy konzervativ, holonom-szkleronom rendszer esetén az
értéke egyenld a megmaradé energidval, azaz

H=K+U.
Irjuk fel a kinetikus energia jarulékst:
K= 5 (7‘ + 7% )

A Hamilton-fiiggvényben a sebességek helyett a kanonikus impulzusoknak kell szere-
pelniiik, gy a megfelel6 alak:

lesz. Irjuk fel a kanonikus egyenleteket:

0H _ 0 d (mr?p)
_— = — azZaz = —-——

Oy Pe> dt '
OH 2 U

o —Dr, azaz psp to = —mf.
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A masik két egyenlet a kanonikus impulzusokat definidlé egyenletekkel ekvivalens:

oH _ . azaz 2¢ i
— =, azaz ——= = Q,
Op,, 4 mrz ¥
oH . Pro_ .

=7, azaz — = 7.
opy m

Fontos példa az egydimenziés harmonikus oszcillator, amelynek Lagrange-
fiiggvénye:

L= @x'z QxQ
2 2
A kanonikus impulzus:

oL .

= —=mi

p i )

amivel a Hamilton-fiiggvény

P’ D ,
H=—+ —2a°

om 2"

Tanulsdgos példa a csillapitott, harmonikus oszcillator, aminek a mozgasegyenlete
mi + ax + Dx = 0.

Behelyettesitéssel meggy6zodhetiink arrdl, hogy a mozgédsegyenlet a kovetkezo,
idofiiged Lagrange-fiiggvénybdl allithato eld

1 ) t
L= 3 (ma:2 — Dx2) exp (%) .

A kanonikus impulzus
_ 0L

. at
= —=mzexp | —
ot P m)’

ami csak ¢t = 0 idépontban egyezik meg az mi kinetikus impulzussal. A Hamilton-

fiiggvé
TesTEY p? at Dax? at
H:pj:—L:2—eXp —— |+ ——exp | —
m m

szintén 1dofiiggo.
Kiilon emlitést érdemelnek az elektromdgneses térben mozgd m tomegii és e elek-
tromos toltésii részecske mozgdsegyenletei. Lattuk, hogy ekkor a Lagrange-fiiggvény:

p

m
L= EI.‘2 —ed + eAr,
és a kanonikus impulzusvektor:
p = mr + eA.

A Hamilton-fiiggvény ennek alapjén:

1
H:pi'—L:gi'z—i—eq):%(p—eAije@.
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Térjiink 4t indexes fréasmaédra (i = 1,2, 3) és irjuk fel a mozgdsegyenleteket:

OH [23: (p; — eA)) 04A; 00

.i = - =e€ )
P or; — m or; or;
T = =

8pi m

a mdsodik egyenlet alapjdn az elsd egyenlet bal oldaldba helyettesitstink p; = mi; +
eA;-ot, a jobb oldalon pedig az els6 tagban r;-ot:

3

mi; +eA; = e (Zr]aaf] — gf) .

J=1

Atrendezve:

Fejtsiik ki az A; (: ddA;") derivéltat:

3 3 3
= (== G B e (G- ) (G50

J=1

A (57) képlet elemzésénél belattuk, hogy az els6 tag (et x rotA) -vel, mig a masodik
tag (eE),-vel egyenld és igy

mi =e(f X rotA + E).

Erdemes felfigyelni arra, hogy a skalar- és vektorpotencidlok nem egyértelmfiien
adhatok meg. A vektorpotencidlt a

B =1rotA

egyenloséggel definidltuk. A meghatdrozasa nem egyértelmii, hiszen léteznek olyan,
eltérd A’ vektormezok, amelyek rotaciéja megegyezik A rotdcidjaval:

B = rotA =rotA’,

azaz

rot (A —A') = 0.

A feltétel kielégithet6, ha a zéardjelben all6 kifejezés egy tetszoleges f fiiggvény gra-
diensével egyenld:
gradf = A — A,

vagyis
A’ = A—gradf.
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A megfelel " skaldrpotencidl ugyanazt az elektromos teret kell generalja, tehéat

O0A'
ot

A
E = —grad® — %—t = —grad®’ —

kell legyen.
Beirva a vektorpotencidlokra nyert feltételt kapjuk, hogy

grad <<I>'—<I>— %) = 0.

Ez a feltétel is kielégithet6 a

af
r_
o _q)+8t

valasztédssal.

Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik a mozgdsegyenletekkel, ha a Hamilton-
fiiggvényben is végrehajtjuk a fenti in. mésodrendii mértéktranszforméciét? Ekkor
az 1j kanonikus impulzus p’ = mri + eA’ segitségével a Hamilton-fiiggvény a fenti
definici6 szerint )

/ / n2 /
H = %(p eA') +ed' (# H)
lesz, ami eltér H-t6l. Azt a kérdést, hogy a kanonikus egyenletek a megvéltozott
Hamilton-fiiggvénnyel hogyan tudjék ugyanazt a mozgdst leirni a kovetkezd sza-

kaszban vizsgdljuk meg.

20. Kanonikus transzformaciok

A Lagrange-formalizmus alkalmazédsdnadl lattuk, hogy a koordinatarendszer, azaz a g;
altaldnos koordindtdk megvéalasztasdban nagyfoki szabadsigunk van, ami a mozgds-
egyenletek felirdsandl és vizsgdlatandl rendkiviil elonyos.

A kanonikus egyenletekben a koordinatdk és a kanonikus impulzusok is egyen-
rangl szerepet jatszanak. Igy felmeriil annak a lehetésége, hogy a koordindta-
transzforméciok értelmezését kiterjessziik és olyan transzformécidkat is megenged-
jiink, amelyek a koordindtdk mellett az impulzusokat is transzformaljak. A ¢;
koordindtak &ltal kifeszitett f-dimenziés 1in.  “konfigurdciés” tér koordindta-
transzformdcidirdl attériink a ¢;-k és p;-k dltal kifeszitett 2f dimenziés ”fazistér”
koordindta-transzformacidira.

A kanonikus egyenletek pl. nagyon konnyen megoldhatéva valnak, ha megfeleld
transzforméciéval a ¢; dltaldnos koordinatdak ciklikussa tehetok, amikor H nem fiigg
a ¢; koordinataktsl. A Hamilton-fiiggvény tehdt nem tartalmazza a koordindtdkat és
igy:

OH

— 0.
0q;

pi =

Az egyenlet megolddsa konstans:
pi = &
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Ha ezeket a konstansokat visszahelyettesitjik a Hamilton-fiiggvénybe: H =
H (aq,as,...,ar), akanonikus egyenletek masik csoportja is egyszeriien megoldhato,
hiszen a Hamilton-fiiggvény derivéltjai is allandok.

. oH
i = = Wi,
q 80&1‘
amibdl
g = wit + ¢;.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételeknek kell eleget tenniiik a régi ¢; és p; val-
tozokrodl az 1j Qi és Py, valtozokra torténod dttérést a

Qk (q17QQ7"'7qf p17p27"'7pf7t)7
(ql q2,---,4f, p17p27"'7pf7t)7
L2,...,f).

| |
e

k

—~
oy
I

egy-egy értelmil fiiggvénykapcsolatokkal definidlé Osszefiiggéseknek ahhoz, hogy a
mozgdsegyenletek tovabbra is a kanonikus egyenletek

. OH'
Qk — 8_34;7
. OH'
P, =—
TN

alakjdban legyenek felirhatok, ahol H' = H'(Qg, Py, t) az 4j valtozékban felirt

Hamilton-fiiggvényt jeloli. Az ilyen transzformécié neve kanonikus transzformécio.
A feltételek megtaldlasahoz elészor vizsgaljuk meg, hogy a kanonikus formaliz-

musra torténd attérés milyen kovetkezményekkel jar a Hamilton-elvre vonatkozoéan.
A Hamilton-elv eredeti megfogalmazéasa szerint S = 0, ahol

to
552/ O Ldt

t1

a ¢; koordindtak altal kifeszitett f dimenzids konfigurdcids térben felirt vonalmenti
integralt jelol. Szamitsuk ki ugyanezt az integrédlt gy, hogy most L helyébe az
L= Zlf:l piG; — H alakot helyettesitjiik:

to f
:/ 5 (Zpi(ji —H) dt
t1 i=1

Fejtsiik ki a varidciokat:

ty [
2 OH OH
(SS:/ ((511—1— 151——51——5Z>dt
. ;:1 Pidi + Pi0Gi = 5 00 = 5 0P
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A masodik tagban hajtsuk végre a parcidlis integrélast:

ta [
? OH OH
05 = / > <5Pi% — Pi0gi — 5 —0q; — 7 —0p ) dt + sz5qz

=1

to

t1

Az utolsé tag értéke nulla mivel a végpontokban nem varidlunk. Az integrandusban
pedig csoportositsuk a tagokat:

to [
2 OH OH
55:/ Z{('i——>5i—<—+'i>6z}dt.
W =\ ) T o )

A p; és q; valtozok fiiggetlen varidldsa esetén 0.5 akkor és csak akkor tiinik el, ha
fenndllnak a kanonikus egyenletek, azaz a kerek zaréjelben all6 kifejezések nullak.

Latjuk tehdt, hogy a Hamilton-elv a kanonikus formalizmus kereteiben tgy
alkalmazandé, hogy a hely és impulzus komponenseket fiiggetlen valtozéknak
tekinthetjiik, és ennek megfeleléen az S = fttf Ldt integralt a ¢;-k és p;-k dltal
kifeszitett 2f dimenzids fazistérben kell kiszamitanunk és varidlnunk. A megfeleld
elvet szoktdk moédositott Hamilton-elvnek nevezni.

A fentiek alapjdn, az ij véltozékban akkor fognak fenndllni a kanonikus egyenletek,
ha a médositott Hamilton-elv az 1j védltozékban is alkalmazhato:

to f .
/ § (ZHQZ- —H’) dt = 0.
bt i=1

Korabban léttuk, 1. (60), hogy ugyanarra palydra vett vonalmenti integralok
varidciéi akkor nem kiilonboznek egymdstol, ha a két alapfiiggvény csak egy teljes
id6szerinti derivélttal tér el egymaéstol. Ennek megfeleléen felirhatjuk, hogy:

szqz H = ZPQZ H'+ dW (63)

Mivel a két varidcié értéke nulla, még egy szorzéfaktort is megengedhetiink a bal
oldalon. Tekintve, hogy a szorzéfaktor nem vezet lényegesen 1j transzformécidkra,
azt a tovdbbiakban 1-nek fogjuk vélasztani (in. unimoduldris transzformacickat vizs-
galunk).

A W fiiggvény az idoén kiviil, a koordindtdk és impulzusok fiiggvénye lehet. Mivel
a régi és 1j valtozok egyértelmiien elddllithatok egymadsbdl, a W fiiggvényt célszerii
f darab régi és f darab 1j véaltozo fiiggvényében megadni. Négy alaptipust szokds
megkiilonboztetni, attdl fiiggden, hogy mik a véltozok:

WI (q“ Q’Lat) ) W2 (q“ Pia t) ) W3 (p’u Qzat) ) W4 (pza P’nt) .

Alkalmazzuk az 1l-es tipust, amikor W = W (¢;, Q;,t). A teljes derivaltat kifejtve
nyerjiik, hogy

zpzqz H = zp@z H'+238W1@ S+ O,
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vagy csoportositva a tagokat

f f
oW\ . aW , oW1

=1 =1

Mivel a régi és 1j koordindték fliggetlen valtozok, az egyenldség akkor dllhat fenn
azonosan, ha ¢; és Q); egyiitthatéi eltiinnek:

o oW,
b = aqi )
oW,
-Pi = T A~
0Q;
valamint -
H =H !
o

kell legyen. A W fiiggvényt, ami a fenti egyenleteken keresztiil megteremti a kapcsola-
tot a régi és 1ij valtozdk, valamint a régi és 1ij Hamilton-fiiggvény kozott, a kanonikus
transzformécio alkotéfiiggvényének hivjuk.

A 2-es tipusi W5 alkotdéfiiggvényt a Wi-bol definidljuk az aldbbi fiiggvénytransz-

formacioval:
! awl
W2 - W1 + E Pka W1 E .

k=1

Ekkor W, sajat valtozéi ¢;, P; és t lesznek. Helyettesfcsiik be a (63) egyenletbe a
Wy = Wa (g, Py t) — S21_, PuQy eléallitdst:

Zplqz H = ZP@@ H’+26W2 %V]Z ZP@ ZPQz

Rendezziik az egyenletet és vegyiik figyelembe, hogy a jobb oldal els6 és utolsé tagja

kiesik: ; ;
oWy \ . oW, : / oWy
> = = ~ Qi |P-H +H .

=1

Mivel a ¢; és P; valtozok fiiggetlenek, az egyenloséget akkor lehet azonosan kielégiteni,
ha a zéréjelben 4ll6 kifejezések eltiinnek

oW
pz - aql )
oW,
Q= 2
és ennek megfeleléen
oW,
H =H :
t o
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A 3-as és 4-es tipusu alkotofiiggvények szintén hasonlé médon definidlhatok:

f / W,
Wi (pi, Qi) = Wi = > prax (: M-2.7 %) :
k=1 =1 79k

f f f f
oW oW
Wi (pi, Pit) = W1 + ;Pka - ;kak <= Wy — 2 8@; Qr — 2 8ku Qk> :
Az (63) egyenletbe torténd behelyettesitéssel az aldbbi transzformécios egyenleteket
nyerjiik:

B _8W3
ql - 6])2 9
oWs
-P'i = T3~
0Q;
oWs
H =H+ —
ot '’
valamint
B _3W4
ql - apl 9
oW,
Qi 8_P7;7
oW,
H=H )
o

Vizsgaljunk meg néhany példét.
1. Legyen az alkotoéfiiggvény 1-es tipusi

f
Wi = Z W Q-
k=1
A transzformacios egyenletek:
oW,
pi = E Qi
P = _8W1 = — 4.
0Q;

A transzformécié felcseréli a koordindtakat és impulzusokat, ami mutatja, hogy a
kanonikus formalizmusban a koordindtdk és impulzusok valéban egyenjogu szerepet

jatszanak.
2. Vélasszuk az aldbbi 2-es tfpusi alkotéfiiggvényt

f
Wy = Z qr P
k=1
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A megfelel6 transzformaciés egyenletek:
oW,

T = -Pi7
b dq;
OWy

Qi = oP, = G-

Ezek az identitas transzformacioé egyenletei, azaz az 1j és régi koordindtak és impulzu-
sok megegyeznek egymadssal.

3. Tételezziik fel, hogy a konfigurdcids térben a Qr = Qk (¢i,t) leképezéssel sz-
eretnénk koordindtatranszformaciot végrehajtani. Beldtjuk, hogy ez is kanonikus
transzformécioval érhet6 el. Vdlasszuk az alkotéfiiggvényt

/
Wy = ZQk (g5 t) P
k=1
alakban. A transzformadciés egyenletek:

_OW, _ i OQx (i, t)

T P 9
P 9q; 1 dq; ’
OWy
Qi = 9P, Qi (¢, 1) .

A miésodik egyenlet valéban azt a koordindta-transzforméciét irja le, amit végre
akartunk hajtani. Az ilyen, Uin. ponttranszformdcié ezek szerint, mindig kanon-
ikus. A szdmitds tobbleteredményeként, megkaptuk az impulzuskomponensek tran-
szformécios szabalyat is. Erdemes megemliteni, hogy ha a ponttranszformaciét a
qx = qx (Qi, t) inverzfiiggvényekkel definidljuk, a W3 = — Z£:1 qx (Qi, t) pr alkotofiig-
gvényt érdemes haszndlni. Ekkor a

q; = apz = q; (Qza t) )
f
W3 g (Qi, 1)
P~ = — e _—
=90~ 2 0 ™

k=1

alakban kapjuk az eredményt, ami méar a régi impulzusok fiiggvényében éllitja el6 az
1j impulzusokat.

4. Ponttranszforméciora elemi példa a sikbeli Descartes-koordindtdk és polarko-
ordindtak kozotti attérés. Tanulsdgos ezt 3-as tipusti alkotofiiggvénnyel felirni:

W3 = —p,rcosp — pyrsinp.

A szdmoldsi szabdly szerint

aWS COS
T = — =r
Ope >
OWs .
y=— = rsin .
Opy



Az attérés masodik egyenletcsoportja szerint

Py = ps cos ¢ + pysin g,
P, = —p,rsin g + p,r cos @,

ahol az impulzuskomponensek indexei a megfelelé konjugdlt koordinatdkra utalnak.
5. Legyen a rugéra erdsitett tomegpont Hamilton-fiiggvénye

1 D
He — 24 252
oml T 37

Viélasszunk egy 1-es tipusu alkotéfiiggvényt:

vmD
Wy = 7; 22 cot Q).

A transzformacios osszefiiggések

= oW = vVmDux cot Q,
ox
P:_8W1 _ \/me2 1
oQ 2 sin® Q'
H =H

A Hamilton-fiiggvény értéke nem valtozik, de &t kell térniink az 1j valtozokra.

1 D
H = —mDz*cot? Q + =2
2m 2
Fejezziik ki 22-et a mdsodik egyenletbdl
2 _ 2Psin’ Q
vmD

X

és helyettesitsiik be H'-be

Psin®Q P 9 /D
—— cot + D sin =4/ —P =wP.
vmD @ vmD @ m

A Hamilton-fiiggvény rendkiviil egyszeriivé valt, és az 1j () koordindta ciklikus. A
kanonikus egyenletek

H =D

P =0,
Q=uw,
amiknek a megolddsa:
P =« (allandd),
Q= wt+p.
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Az eredeti x viltozo kifejezhetd (Q-val és P-vel:

2P 0 200 ( t—f—ﬁ)
=4/ ——sinQ = sin (w .
vmD vmD

6. Az elektromégneses térben mozgé ponttoltés Hamilton-fiiggvénye

1 2
H=—(p—e€A o,
5 (p—eA) +e
Hajtsunk végre kanonikus transzformaciét a Wo = P - r+ef (r, t) alkotéfiiggvénnyel,

ahol f (r,t) tetszblegesen adott fiiggvény. A transzformécios osszefiiggések:

OWs daf
— g P —_
P= 5 * “ar
oWy
Q="%p ="
Az 4j Hamilton-fiiggvény
OWs af
/ —_— p—
H =H+ BT —H—i—e—at.

Helyettesitsiik be az 1ij valtozokat:

, 1 df 2 of
H —%<P+€E—6A) +€<(I)+E)'

Latjuk, hogy a transzformécié eredménye olyan Hamilton-fiiggvény, amelyben az 1j
helyvéltozé megegyezik a régivel. Ugyanakkor végrehajtottunk egy mértéktranszfor-
maciét az f mértékfiiggvénnyel, mivel az A’ = A —gradf és ' = ¢+ % helyettesités-
sel éppen az 1j P kanonikus impulzusokkal felirt Hamilton-fiiggvényt nyertiik:

A (P —eA’)” + ed’

2m ’

Szintén lathatd, hogy az mir = p — eA kinetikus impulzus nem véltozott a transzfor-
méci6 soran, hiszen fennall, hogy

p—cA =P —cA’

Ennek megfeleléen a részecske édllapotédt Descartes-koordindtdkban megadé hely- és
sebességvektorok értéke nem viltozik!

21. Hamilton-Jacobi-egyenlet

Keressiink olyan kanonikus transzforméciét, ami a kanonikus egyenleteket a lehet6
legegyszertibb alakra hozza:

op, Qi =0, (64)
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OH'"

0Q;
Ezt elérhetjiik, ha az ij H' Hamilton-fiiggvénytél azt koveteljiik meg, hogy tiinjon el.
Legyen a transzformacié6 alkot6 fiiggvénye 2-es tipusu S (¢;, P;, t), amivel a transzfor-
macios szabdly:

—P,=0. (65)

08
Qi = op (66)
98
pi = qu’
28
"= H+ —.
H + =

Az 1j Hamilton-fiiggvény eltiinésének feltétele:

H iy iat — = 0.
(i, pis t) + T

Mivel az dj P; impulzusoktdl a kanonikus egyenletek masodik csoportja, (65) szerint

megkoveteljiik, hogy P, = «; konstansok legyenek, az S alkotéfiiggvény tulajdonkép-
pen csak a g; és t viltozoktdl fiigg:

S = S(qi,ai,t) .
Figyelembe véve a masodik, (66) transzformécids egyenleteket, a Hamilton-fiiggvényre

vonatkozo fenti feltétel a 99 9

H (qz, aqi’t) 5 0 (67)
alakot o©lti, ami S-re nézve egy parcidlis differencidlegyenlet. Az egyenlet neve
Hamilton-Jacobi-egyenlet és az S alkotéfiiggvényt principélis fiiggvénynek hivjuk.

A Hamilton-Jacobi-egyenlet, ami egy nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet,
nem mindig oldhaté meg zart alakban, de ha taldlunk megoldést, a kanonikus egyen-
letek megoldédsa mér kozonséges algebrai egyenletek megolddsaval adodik.

Vizsgaljuk meg az S principdlis fiiggvény idobeli valtozasét:

f

f

dS a0s . 08 .

a2 gt o = i —H =L
i=1 ¢ i=1

Integralva az osszefiiggést:

S(t)—S(tO):/tLdt

to
latjuk, hogy a principalis fiiggvény értéke megegyezik a Hamilton-elvet kielégito hatds-
fiiggvény értékével.
Ha a Hamilton-Jacobi-egyenlet egy megoldésa S(g;, cv;, t), ahol a megoldds tartal-
maz f db «a; paramétert, alkalmazhatjuk az elsé transzformacios egyenleteket

25 9s

Qi
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Ugyanakkor az elsé kanonikus egyenlet (64) szerint (); = ; konstans , amib&l

_ 85 (qj',Oéj,t)

Bi e

Az igy nyert algebrai egyenletek rendszerét (i = 1. .. f) g;-re megoldva kapjuk az ere-
deti probléma ¢; = ¢; (v, §;,t) megolddsét, amiben az «; és 3; konstansok megfeleld
vélaszthatosdga teszi lehetové az adott kezdeti feltételekhez valé illesztést.
Tekintsiik az egydimenziés harmonikus oszcilldtor esetét:
1 D,

H= — 24 22
oml T 37

A megfelel6 Hamilton-Jacobi-egyenlet:

L 8_S 2+2x2+8_5—0
2m \ Ox 2 ot

Az egyenlet megoldésat az ilyen tipust parcidlis differencidlegyenletek esetén szokdsos
valtozdszétvalasztds moédszerével kisérelhetjiik meg. A maédszer értelmében feltételez-
ziik, hogy a megoldésfiiggvény két olyan tagra esik szét, amelyek csak egy véltozotdl
fiiggenek, azaz

S =5,(t)+ Sp ().
Behelyettesitve az

=0
2" T Tt
egyenletre jutunk. Mivel az els6 két tag csak x-t6l, a harmadik tag pedig csak az

ettol fiiggetleniil megadhaté t-tol fiigg, az dsszegiik csak gy lehet konstans nulla, ha
kiilon-kiilon konstans az értékiik.

L(M)Z_{_Q:f:E

2m dx 2

1 (dSO (@)2 LD a5

2m dx 2
ds, (¢)

=—-F.
dt

A nyert egyenletek kozonséges, szeparabilis differencidlegyenletek, amelyek megold-
haték. A mdsodik egyenlet megolddsa kozvetleniil felirhaté

S, (t) = —Et.

Az additiv konstans tagot el is hagytuk, mivel a principélis fiiggvény értéke igy is
csak egy konstans erejéig van meghatédrozva, hiszen a Hamilton-Jacobi-egyenletben
S-nek csak a derivéltjai szerepelnek!

Az els6 egyenlet megoldasdhoz a szokdsos dtrendezés utan jutunk el:

dSQ (.I’)
dx

= /m (2E — Dx?),
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amibdl

= / vVm (2E — Dz?)dx.

Erdemes észrevenni, hogy a tovdbblépéshez a primitiv fiiggvény explicit alakjét
nem is sziikséges megadni, mivel a principélis fiiggvény «; paraméterek szerinti de-
rivaltjait kell egyenlévé tenniink tj ; konstansokkal, azaz a

oS
6&1‘

fi =

feltételt kell felirnunk. Az S = Sy + S; fiiggvényben egyediil az E paraméter jelent
meg, amibdl a

_a&+&

Be = x —1

/ vVm(2E — DxQ)d

feltételhez jutunk. Az integral kiértékelhetd

B+t m/ L d m/ ! d marcsin Dm
= _— —_— A = —_ _— = _ —X.
£ 22) f-pna VD) i-g Y“\D V2E

Invertélas utdan kapjuk a keresett megoldést:

x:\/%sin (\/g(ﬁE—i-t)).

A fenti példébdl az is lathatd, hogy ha a Hamilton-fiiggvény nem fiigg az id6tol,

az (67) 99 ”
H (qi, a—) -+ E =0

Hamilton-Jacobi-egyenlet megoldédsandl az idovaltozora vonatkozé szétvilasztast &l-
taldban is megtehetjiik és feltételezhetjiik, hogy

S =50 (q1,q2,--.,q5) + St (t)

alakban kereshetd. A behelyettesités a

9Sy\  9S:
H(qz,a )+8t =0

egyenletre vezet, amiben az els6 tag csak a koordinataktol, a masodik tag pedig csak
az ido6tol fiigg. A két tag osszege csak dgy lehet nulla, ha mindkét tag dllandé

85, 5,
H(q222)=E6 —L = —F.
(050) =p e

A mésodik egyenletet azonnal meg tudjuk oldani:

S; = —Et + const.
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Az els6 egyenlet neve roviditett Hamilton-Jacobi-egyenlet, amiben a keresett Sy

roviditett hatdsfiiggvény mar nem fiigg az id6tol.
Tekintsiik a ferde hajitdas példdjat.  Descartes-koordindtdkban a Hamilton-

fiiggvény:

1
H:%(pi—i-p;—i-pi)—l—mgz.

A megfelel roviditett Hamilton-Jacobi-egyenlet

1 |/9S 2+ 850 2+ 95\’
2m ox dy 0z
ahol Sy az x,y, z fiiggvénye. Az egyenlet megolddsédhoz jra alkalmazhatjuk a véltozék
szétvalasztdsdnak modszerét, azaz a roviditett hatdsfiiggvényt

+mgz = F,

So (x,y,2) = Sy (x) + 5, (y) + 5: ()
alakban &llitjuk el6. Behelyettesitve a
ds,\* = [ds,\? [dS.\?
a — z 2m2gz = 2mFE
(&) (@) + (&) w2t
egyenletet nyerjiik. Az els6é tag csak x-t6l, a méasodik csak y-t6l, mig az utolsé két

tag osszege csak z-t0l fiige. Ezeknek a tagoknak az 6sszege csak tgy adhat allandét,
ha mindegyik kiilon-kiilon dllandéval egyenlo:

d 2
)
dx m

2
d_‘SYy :az,
dy Y

d 2
( dSzz) + 2m2gz = 043_

Fejezziik ki a megfelel¢ derivédltakat

as. _
d‘r - X
as,

o

ds,
=/ a2 —2m2gz,
dz

amibol
S, = o,
Sy — yayv
2,.)%
S :/\/042 —2m2gzdz = (0 — 2mg2)
- i 3m2g



A megoldds receptje szerint most képezni kell az S = S, + S, + S, — Et principélis
fiiggvény «; paraméterek szerinti derivéltjait és azokat egyenlévé kell tenni az 1ij [;
konstansokkal. Most figyelembe kell venni, hogy az allandék nem fiiggetlenek, a
Hamilton-Jacobi-egyenlet szerint ugyanis fennéll, hogy

ai+a§+az =2mkE,

azaz
5 al +al+al
B 2m '
fgy
oS o
=r— —t= T
Oay, T m b
oS Qy
e
oy Y m b
0S  a,\/a?—-2m2g9z  a,
pr— _— _t p— ﬂz'
Oar, —m?g m

A kapott egyenletekbdl fejezziik ki a koordindtdkat:
Tr = %t + Bxa
m
a
Y= —t + ﬁy:
m

2
2 4 |m¥g (aw
Z:az+|:o¢z (mt+ﬁz):| :_gt2_mgﬁzt+ Oég _ngB,S

2m2g 2 (e 2m?g 202

Az elektromégneses térben mozgé részecske Hamilton-Jacobi-egyenletét érdemes

kiilon felirni. A mar bevezetett Hamilton-fiiggvényben végrehajtva a p — g—f

helyettesitést:
1 (39S 2
(— — eA> +ed+ — =0. (68)

A Hamilton-Jacobi-egyenlet megolddsa éltaldban nem egyszerti, ezért fontos felis-
merni a Hamilton-fiiggvénynek azokat a specidlis alakjait, amelyek standard mddsz-
erek alkalmazdsat teszik lehetévé. A valtozok szétvalasztdsdanak dltalanosabb esete,
amikor az egyenletben megjelen6 Hamilton-fiiggvény a ¢;, p; véltozokat valamilyen g;
fiiggvényeken keresztiil tartalmazza:

H=Hg (¢1,01) 92 (q2:02) 5 - - - 97 (a5, 05) ]

A roviditett Hamilton-Jacobi-egyenlet ekkor a

H [ I R ' =k
{91 (CI1 ) g2 | g2 £ gr\ qf aqf
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alakot olti. A bal oldal &llandé lesz, ha H minden argumentuma &llandé:

oS\
91‘(%»8—%)—0% (Z_]-7"'7f)7 (69)

hiszen ekkor
Hloy,00,...,0p =E

ami az «o; értékek dllandésdga miatt dllando.
Ezt biztosithatjuk az Sy fiiggvény valtozok szerint szétdarabolt alakban valé

keresésével
f

So (q15 G2, - - -+ q5) :Zsi (4) - (70)

=1

A felbontés alapjan a (69) feltételek az S; fiiggvényekre vonatkozo

gz<QZ7j_j;l) = Qy, (1217).]()

alakui kozonséges differencidlegyenletek alakjat oltik.

A Hamilton-Jacobi-egyenlet megoldési probléméja szintén kozonséges differencial-
egyenletek megoldédsara redukédlédik, ha a Hamilton-fiiggvény egymaésba dgyazott g;
fiiggvényeken keresztiil tartalmazza a viltozokat:

H = g {Qfapfagf—l [ --43,P3, 92 (QQ7p2>gl (Q1,p1))]} .

A roviditett egyenlet ekkor

17— 95 95 95 95 _r
= g5 4qf, Gqf’gf_l - q3, 8q3’92 42, anagl q1, e = L.

Az S, fiiggvényre jra feltételezve az (70) alakot, kapjuk, hogy

i Lo 05 s (odss (O aSVY|)
=4dr34yf, dqfagffl ... (g3, dq3792 q2, dq27gl qladql — L.

A megoldést kereshetjiik egymédsba dgyazott konstansokkal:

(n 330
g1\ q1, g 1,

< dSs )
g2\ 42, 7,01 | = Qa,
dqa

ds;
— _ p— :E .
g5 {Qfa dquoéf 1} ay (= E)

A parcidlis differencidlegyenlet megolddsdhoz a fenti kozonséges differencidlegyen-
leteket kell megoldani.
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Az utébbi alaku lesz a centrilis er6térben mozgd tomegpont Hamilton-fiiggvénye,
ha térbeli polarkoordindtdkat haszndlunk. A Lagrange-fiiggvény

L= % (7’"2 + 9%r? + 2 sin? 19gb2> —U(r).

A kanonikus impulzusok

oL )

r = §H. — mr,

P or
OL )

= — =mrr 19,

Dy Py
oL

Dy = % = myr? sin? I,

amibol a Hamilton-fiiggvény
=" (240 922 4 12 in? 952 U (r) = 1 2 Db pi U
= (P st 0) + U ) = oo (P4 S+ g ) F U ).

Megfelel6en zardjelezve a Hamilton-fiiggvény

1 1 P>
H - 2 il 2 ®
|:p7' + 7"2 (pﬁ + Sin2 19):| + U (T)

alakt lesz, ahol

g(P 7p<p7
2 9o
=3+ ’
9o =Py sin? ¥
1 [, 1
= — — U(r).
9 =5 [pr + nga} +U(r)

Az S =5, (p) + Sy (9) + S, (r) felbontds bevezetése utdn a szeparalt differencidle-

gyenletek
(dSSO)Q .
de ) ¥
ng 2 aw .
(W) * sin?9 o
L ds, i + l
2m dr r2 o

Mivel a ¢ ciklikus koordinédta, p, dllandé, amivel

+U(r)=E.

_ .2
Qp = P,
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A hérom egyenlet megoldésa ezzel

S«p = Dp¥,

P}
= - 0
Si / o sin? ¥

S, = / \/2m (B~ U (1) ~ ~goradr

A teljes megoldds

/ P 1
S =—FEt+ pyp +/ ay — Sin‘;ﬁdﬁ%— / \/Zm [E—U(r)] — ﬁagdr.

A mozgdsegyenletek édltaldnos megoldasat igy kapjuk, hogy az E, p,, és ay szerinti
derivéltakat 1ij konstansokkal tessziik egyenlové.

22. Poisson-zardjelek

Egy rendszer édllapotat kimeritéen leirja a fazistérben elfoglalt helyzete, azaz a ¢;
hely- és p; impulzuskoordinétdinak értéke. Ebbodl az is kovetkezik, hogy tetszoleges,
a rendszer allapotétol fiiggd fizikai mennyiség megadhaté F' = F (g;, pi,t) alakban.
Vizsgédljuk meg, hogyan véltoznak idében az ilyen tn. fézisfiiggvények.

AF N~ (DF, | OF LN OF
= \og " T ap) o

A kanonikus egyenletek alapjan a hely és impulzus szerinti derivdltakat helyettesitsiik
a Hamilton-fiiggvény megfelelé derivaltjaival.

@~ 2 \ogom opeon) At

dF Ef: (aF OH OF aH) OF
Oqr Op  Opk Ok

k=1

A nyert kifejezés dttekinthetdbb kezeléséhez vezessiik be a tetszileges A és B
fazisfiiggvények 1in. Poisson-zédréjelét, amit az aldbbi médon definidlunk

f
0A 0B 0A 0B
A By =S (2495 04051
{45} kz:;(a%apk apk:an>

Az 1j jeloléssel az F fazisfiiggvény idébeli véltozédsa

dF OF
=Y

i (71)

alakban adhaté meg.
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Példaként vizsgdljuk meg az i indexii ¢; helykoordindta idofiiggését:

f
= 1¢, H} = E — = — | =
4 = ta H} —1 (an Opk  Opy, 8%) Ipi’

ami nem m&s mint a megfelel6 kanonikus egyenlet. Hasonlé médon irhatjuk az im-
pulzusok idobeli véltozasdra, hogy

0H

Pi:{an}:—aq.-

Ha egy I fazisfiiggvény explicit médon nem fiigg az id6tol, akkor az idofiiggésre
adédik, hogy .
F={F H}.

Az id6tél explicite nem fiiggd F' fazisfiiggvény ezek szerint akkor lesz megmarado
mennyiség, ha
{F,H} =0.
A Poisson-zédréjelek néhdny dltaldnos tulajdonsdagdat érdemes felsorolni, mivel ezek

kihasznaldsaval a szamitdsok sokszor leegyszerfisitheték. Amennyiben az A, B és C
féazisfiiggvényeket jelol, az aldbbi azonossdgok behelyettesitéssel igazolhatok:

1. {A,B} = — {B, A},

2. {f(A1,A,,...A,) B} =31, % {A;, B}, ahol f tetszbleges n-valtozos, de-
rivalhaté fiiggvény,

3. A{A, B} = {AA,B} + {A AB}, ahol A tetszOleges paraméter szerinti de-
rivalast jelent,

4. {{A,B},C}y+ {{B,C}, A} + {{C, A}, B} = 0, Jacobi-azonossag.

Az els6 harom azonossiag a Poisson-zéréjel definicigjdanak felirdsa utdn kozvetleniil
adodik. A Jacobi-azonossdg igazoldsa azonban, kozvetlen szdmoldssal rendkiviil
hosszadalmas, ezért mds modszerrel szokds bizonyitani. Megjegyzésre érdemes,
hogy a Jacobi-azonossdg kvantummechanikai megfeleléjének igazoldsa sokkal "kon-
nyebben" elvégezhetd, mint a klasszikus mechanikdban.

Szamitsuk ki egy tetszoleges A fazisfiiggvény Poisson-zardjelét egy rogzitett indexii
koordindtaval és egy rogzitett indexti impulzus komponenssel:

f
dq; 0A dq; 0A 0A
{q“ } ; (an Opk Opk 3%) 31%7

. dq; . Bq; f .
hiszen 8(’; = 0, €8 8sz = 0. Hasonlé médon kapjuk, hogy

f
L (opoA  op oA\ 04
{pi Ay = ; (an Opr  Opg 5%) O
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Fontos osszeftiggéseket kapunk, ha A helyébe a ¢; vagy p; kanonikus valtozét
helyettesitjiik:

{qHQJ} = 07
{piapj} = 07
{Qiapj} = 0y

A nyert dsszefiiggések az in. fundamentélis Poisson-zaréjelek.
Felmeriil a kérdés, hogy a Poisson-zaréjelek, hogyan transzformdlédnak egy g;, p;
— Q;, P; valtozocserével jéaré kanonikus transzformécié esetén, azaz milyen viszony-
ban dllnak egymdssal a {A, B}, és a {A, B},p mennyiségek, ahol az indexek a régi
¢, pi €s az 14j Q;, P; kanonikus véltozékra vonatkozé Poisson-zardjelekre utalnak.
Irjuk fel a 3-as tipusa Wy (pi, @;) alkoté fiiggvény haszndlata esetén ad6dé tran-
szformdcios egyenleteket:

AL
QZ - apl )
oW
Fi==20.
9Q;
és derivaljuk az egyenleteket a masik valtozé szerint:
aql . 82W3
9Q; 0Q;0pi’
or; 0*Ws
Ipi Ipi0Q);
A Young-tétel szerint
i P;
Ou _ 0F; (72)
8Qj Opi
Hasonl6 médon nyerjiikk a Wy (p;, P;)-b6l szérmaztathaté
oWy
ql - apl )
oW,
egyenletekbdl, hogy
On _ _99; (73)
(‘3Pj Ip;

Irjuk most fel a {g;, A} p Poisson-zéréjelet:

{A}_iémw_%W1_fmwAﬁ%M
e i \OQr 0P, 0P 0Qx N =\ Opi 0P, 0Op; 0Qx ’
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ahol kihasznaltuk a (72) és (73) osszefiiggéseket. Vegyiik észre, hogy az eredmény nem
m&s mint az A mennyiség p; szerinti deriviltja, amit a lancszabdly alkalmazdsdval
irtunk fel, azaz

0A
{a@, A}QP - a_pz

Errél mér bizonyitottuk, hogy a {¢;, A} op Poisson-zardjellel egyenld és igy

Hasonl6 lépésekkel lathatjuk be, hogy

Most frjuk fel a keresett {A, B},p Poisson-zdrdjelet és tekintsitk A-t a régi vdl-
tozdk fiiggvényének, amire alkalmazhatjuk a Poisson-zardjelek mésodik tulajdonsagat

f
0A 0A
Alap). Brop =D | 5 {a B o P Bigp |-
(4aon) Blgn =3 (G v Phar + G e Bl
A jobb oldalon fellép6 Poisson-zédréjelekrdl mar beldttuk, hogy kicserélhetok a
megfeleld konjugdlt vdltozo szerinti derivaltakra, amivel:

f
{A,B}op = Z (%8_3 — %8_3) = {A,B},,.

“~ \0qx Opr  Opr O

A Poisson-zardjelek tehdt fazisfiiggvények és igy a fundamentdlis Poisson-zardjelek
egy valtozétranszforméacio kanonikus jellegének eldontéséhez kritériumot adnak. Az 1j
Q;, P; valtozokra teljesiilnitik kell a fundamentélis Poisson-zardjelekre nyert azonossé-
goknak:

{Qi7 Qj}qp = 07
{Pi’ Pj}qp = 0’
{Qi7 Pj}qp = 51.7
Be lehet ldtni, hogy az egyenldségek fennalldsa elegendd is a transzform&cié kanonikus
jellegéhez.
A fizikai mennyiségek Poisson-zdréjeleinek vizsgalatat folytassuk a tomegpont

impulzusmomentum-komponenseinek Poisson-zaréjeleivel. L = r X p, aminek = és y
komponensei

La: = Ypz — 2Py,
Ly, = zp, — xp..

Erdemes dttérni az indexes jelolésre, azaz x = o1, y = T2, 2 = x3. Az 1j jeloléssel a
fenti két komponens Poisson-zéréjele:

3

0L, 0L 0L, 0L

{L1, L2} = Z ((‘91’1 8p~2 - 8p~1 0932) = paxy — Tap1 = Ls.
121 1 KA T T
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Ciklikus indexcserével azonnal kapjuk, hogy
{La, L3} = Ly és {L3, L1} = Lo.
A harom egyenlet sszefoglalhaté egy egyenletben:

3
{Li7 Lj} = Z 5ijkLk-
k=1

Most irjuk fel az impulzusmomentum j-edik L; komponensének és az impulzus-
momentum L? = 37 2 négyzetének Poisson-zdrGjelét és alkalmazzuk a 2. tulaj-

donsagot.
3

3 3
{L2,L;} = 2Li{Li,L;} => Y 2LigjLi =0,
i=1 i=1 k=1
mivel a Z?:l Zzzl ik Osszeg mindig eltiinik, ha S;; szimmetrikus matrix.
Egy a mennyiség idészerinti derivéltja (71) szerint @ = {a, H}+2%. Ennek alapjan
irjuk fel két mennyiség, a és b Poisson-zéaréjelének idoderivaltjat:

d 0
E{a,b}:{{a,b},H}+§{a,b}.

Az els6 tagban alkalmazzuk a Jacobi-azonossdgot, a mésodik tagban pedig végezziik
el a derivaldst.

%{a,b}Z—{{H,a},b}—{{b,H},a}+{%J}}Jr{a’%}

- {{a,H}+%,b}+ {a,%Hb,H}}

= @b + a@
lat’ Tdt |

A fenti derivéaldsi formula alapjdn azonnal adédik Poisson tétele, ami szerint ha
a és b mennyiség megmarad, a Poisson-zardjeliik is megmaradé mennyiség lesz. Ha
ugyanis ¢ = % — ( akkor a fenti szabély szerint £ {a,b} = 0 lesz, ami azt jelenti,
hogy {a,b} allandé.

A tétel az esetek jelent6s részében nem szolgédltat 1ij megmaradé mennyiségeket,
az {a, b} Poisson-zdréjel értéke az a és b mennyiség valamilyen f (a, b) fiiggvénye lesz.
Fontos kivétel az impulzusmomentum komponenseinek esete. Ha L; és L, megmarado

mennyiség, akkor {L1, Lo} = L3 is az lesz.

23. Infinitezimadalis kanonikus transzformaciok

Vizsgaljunk olyan kanonikus transzforméaciokat, amelyek alkalmazdsa sordn az 1j ko-
ordindtdk és impulzusok csak kis értékekkel térnek el az eredetileg bevezetett ko-
ordinataktol ill. impulzusoktdl, azaz legyen

Qi = ¢; + 0q,,
P = pi+ 0pi
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ugy, hogy dq; és dp; kicsi legyen ¢; és p; mellett. Az ilyen transzformécié csak kis
mértékben tér el az identitas transzformdciotol, aminek az alkotéfiiggvényére lattuk,

hogy
f
W= b
k=1

Az alkotéfiiggvényt ezért célszerii a fenti fiiggvénytol kissé eltérd fiiggvény alakjiban

keresni:
f

W2 = ZQkPk+€G(QZ7P17t)7
k=1

ahol a bevezetett € paraméter értékét fogjuk kicsinek vélasztani azért, hogy a G (¢;, P)
fiiggvény értéke mar véges lehessen. Irjuk fel a transzformdcids szabalyokat:

OWs oG

i = = PZ )

P dq; e ol

OW5 oG

Qi_a—Pi_qH_g(?Pi'

Leolvashatjuk, hogy
4] »—58G és ¢ ~——56G

Mivel p; és P; egyméstol csak infinitezimaélis értékkel tér el, ha a G fiiggvényben Pt
pi-re cseréljiikk az 5% értékében csak mésodrendben jelenik meg hiba. Ezért a G

generatorfiiggvénynek nevezett fiiggvényt szokds a ¢; és p; fiiggvényében megadni,

amivel végiil a
PORCICH (/13 )P I CA (1Y)
op; 0q;
osszefiiggésekre jutunk.
Valasszuk most generatorfiiggvénynek a H = H (¢;, p;, t) Hamilton-fiiggvényt és

legyen ¢ = dt. A fenti szabdly szerint:

Ip;
dq;

Tehét a dt idotartam alatt a rendszer ¢; koordindtdiban és p; impulzusaiban
bekovetkezett dg; és dp; valtozds is egy kanonikus transzformécionak felel meg. A
rendszer kanonikus egyenletek szerinti fejlodése kanonikus transzforméciok soroza-
tabol &ll!l  Specidlisan, a rendszer egy t; és t, idépontban létrejoved allapotainak
egymaésra valé leképezése kanonikus transzformaciénak felel meg.

Vizsgaljuk meg, mi torténik egy idéfiiggetlen U (g;, p;) fazisfiiggvény értékével egy
infinitezim4lis kanonikus transzforméaci6 esetén. Irjuk fel elsérendben a véltozast:

f f
Z ou ou Z ou oG ~oU oG
= ((9_%‘5% " a_Pi(Spi) - i=1 (3%652% " Ipi (=) a%‘) =16l

i=1

0g; = dtg; = dg; s

op; = = dtp; = dp;.

100



Alkalmazzuk a kapott osszefiiggést a H Hamilton-fiiggvényre:
0H =e¢{H,G}.

Lattuk, hogy ha egy idofiiggetlen fazisfiiggvénynek a Hamilton-fiiggvénnyel vett
Poisson-zardjele eltiinik, akkor az egy megmaradé mennyiség. A fentiek szerint, a
megmaradé mennyiségek olyan infinitezimadlis kanonikus transzformaciokat generald
generatorfiiggvények, amelyek nem véltoztatjdk meg a Hamilton-fiiggvény értékét.

Els6 példaként valasszuk generdtorfiiggvénynek a k-adik kanonikus impulzuskom-
ponenst: G' = p;. A transzformécids szabdly szerint

oG
0q; = o E0ki,
oG
(5 ;= — - 0,
b ga%’

ami szerint p; a k-adik koordindtatengely mentén torténd eltolds generatorfiiggvénye.
A fentiek értelmében viszont igy p, akkor lesz megmaradé mennyiség, ha egy gy
mentén torténd eltoldsnédl a Hamilton-fiiggvény nem véltozik.

Misodik példankban a generdtorfiiggvény legyen a témegpont impulzusmomen-
tum vektordnak Descartes-koordindtdkban megadott z-komponense: G = xp, — yp,.
A transzformadcids szabaly

0G 0G 0G
or=c¢ =—cy, Oy=e—— =¢ex, 0z =¢ =0,
P S o, Ip.
0G 0G 0G
5]93; = —€% = —E&Py, 6py = —Sa—y = &Py, 5pz = —65 =0.

A felsé sorbdl leolvashatjuk, hogy a generdlt transzformacié a z tengely koriili elemi
e szoggel torténo elforduldsnak felel meg, hiszen az infinitezimaélis € szoggel torténd
elfordulds Descartes-rendszerbeli métrixa:

cose —sine 0 1 — 0
A= sine cose O ~ e 1 0
0 0 1 0 0 1

cose = 1 és sine =~ 0 miatt. A m&sodik sor szerint az impulzus komponensek kovetik
a helyvektor komponensek transzformdciés szabdlydt. Megismételve a fenti gondo-
latmenetet, levonhatjuk a kovetkeztetést miszerint, ha az impulzusmomentum egy
adott tengelyhez tartozé komponense megmaradé mennyiség, a Hamilton-fiiggvény
érzéketlen lesz az ezen tengely koriili elforgatdsokra.

Erdemes észre venni, hogy a z tengely koriili elforgatdsok generstorfiiggvényét,
amirol kideriilt, hogy az impulzusmomentum z-komponensével egyenld, az eltolasokra
vonatkozé megfontoldsokkal egyszeriibben is megkaphatjuk. Legyen ui. a poldrko-
ordindtakban felirt rendszer kitiintetett koordindtdja a ¢ azimutszog. Az e elemi
szoggel torténo elforgatds nem mas, mint ezen koordindta irdnyaban torténd ¢ mértéki
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eltolds. A ¢ szoghoz konjugdlt p, kanonikus impulzusrél viszont mér kordbban lattuk,
hogy egyenl6 a z tengelyhez tartozé impulzusmomentummal.

Mivel a z tengelyt tetszolegesen valaszthatjuk, fenti eredmény tetszoleges tengelyre
altaldnosithaté. A vizsgdlt tengely irdnydt adjuk meg egy n egységvektorral. Ha az
impulzusmomentum vektora L, akkor a tengely koriili elforgatéds generdtorfiiggvénye,
a fentiek alapjan az impulzusmomentum tengelyirdnyt vetiilete lesz:

Gn = nL.

24. Fazistérfogat

Mint azt kordban is lattuk, egy mechanikai rendszer dllapotat egy fézistérbeli pont
reprezentdlja. A fézispont mozgdsdt az idoben a kanonikus egyenletek hatdroz-
zdk meg, amelyek a ¢, (t), p; (t) fliggvényekre nézve egy elsérendii, kozonséges
differencidlegyenlet-rendszert alkotnak. Helyezziink el a fazistérben a ¢y idépontban a
fizikai rendszer kiilonboz6, lehetséges "kezd6" dllapotainak megfeleld (fazis)pontokat,
Ugy hogy a stiriségiik p (q;, p;i,to) legyen. A fazispontok a kanonikus egyenleteknek
megfelel6 mozgdst fognak végezni, aminek kovetkeztében egy t > t, idépontban elos-
zldsuk stirtisége p (¢;, pi, t)-re valtozik. Szemléltethetjiik a mozgdst igy hogy egy 2f
dimenziés térbeli folyadékot képzeliink el, aminek neve fazisfolyadék. A fézisfolyadék
egy-egy eleme, azaz a pont helyzetének megfelelé dllapotban 1év6 fizikai rendszer a
kanonikus egyenleteknek megfelelé mozgast végez. A fazistér egy I' tartomdnydban
taldlhato fazispontok P széma a t idopillanatban ennek megfeleléen:

T

lesz, ahol dI'-val jeloltiik a 2 f dimenzids fazistér elemi fazistérfogatat. Az idé muildsa-
val a fazispontok kanonikus egyenleteknek megfeleléen méshova vandorolnak és az ere-
deti I' tartomanyban talalhato fazispontok a ¢’ > t idépontban egy més I tartoményt
foglalnak el. Mivel a fazispontok, definicié szerint, nem t{innek el és nem keletkeznek,
az Uj tartomdnyban a fazispontok szdma megegyezik az eredeti tartomanyban taldl-
haté fazispontok szaméval:

' r
A bal oldali integrélt bontsuk fel a IV és a I' tartomanyok I \ T' kiilonbség-

tartomdanyédra vett és a I' tartomdnyra vett integrdl Osszegére és redukiljuk az
egyenletet nullara:

\I" T

Ha az eltelt ¢/ — t = At id6tartam kicsi, a [" \ I' tartomény egy a I' tartomdanyt
koriiloleld Atv,, vastagsdagu réteget jelent, ahol v, a fazispontok lokdlis v sebességének
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a I' tartomdnyt koriiloleld F' feliilet df feliiletelemeire merdleges vetiiletét jeloli. Egy
a df feliiletelemre merdlegesen éllitott Atv,, magassdgui elemi hasdb térfogata dI' =
Atv,, |df|, ahol v, |df| kifejezhet a v sebességvektor és a feliiletelem df vektordnak
skalaris szorzataként, amivel:

dI' = Atvdf.

A vizsgalt integral igy az F' zért feliiletre vett integralla alakul
/ p (g, pi, t') dl = %p(qi,pi,t') Atvdf.
I\l

A (74) egyenlet m&sodik integraljadban az integrandus elsérendii kozelitésben
helyettesithetd a siirtiség idoszerinti parcidlis derivéltjaval:

@
ot’

ami utdn At-vel tortént egyszeriisités utan nyerjiik, hogy

dp
—dI’ f=0.
/F8td +7{de 0

Ha a mdsodik tagot a Gauss-tétel segitségével térfogati integrédlla alakitjuk, egy
térfogati integrédlt kapunk

p (i, pist") — p(qi,pir t) = At

/F [% + div (pv)] dr = 0.

Szamitsuk ki div (pv) értékét a 2f dimenzids fazistérben. A v sebesség komponensei
a fazistérben (¢;, p;)-val egyenlok, igy

f . . f . .
: d(pg:) , 0 (sz‘)) (ap : d¢; | Op . 8pi)
div (pv) = E + = E i+ + ; + '
) < 9q; Ip; - 9q;" " o " op” T P op,

i=1 =

Hasznaljuk ki, hogy a kanonikus egyenletek szerint ¢; = 0H/0p; és p; = —0H/0q;,
amit behelyettesive kapjuk, hogy:

f H H
. Op OH PH  0pd o2
d = E B '
i) =1 (8%‘ Ipi pa%‘apz‘ Ipi 9q; papia%

A masodik és negyedik tag a Young-tétel alapjdn kiesik, a megmaradé két tag pedig
egy Poisson-zardgjel formdjdban irhaté fel, amivel

/F [% +{p, H}} dr = 0.

Az integral csak ugy tiinhet el tetszdleges tartomédnyon, ha az integrandus nulla:

dp B
E—F{p,H}—O.
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A nyert osszefiiggés a "fazisfolyadék mozgdsegyenlete", aminek neve Liouville-
egyenlet.
A Liouville-egyenlet egyik trivialis megolddsa a

p=1

eloszlasfiiggvény. Ha erre az eloszldsra vonatkozéan felirjuk egy tetszoleges tar-
tomdnyon a fazispontok P szdmdt, az éppen egyenld lesz a tartomany térfogatdval:

I I

Mivel az egyiittmozgé tartomény térfogata egy tetszoleges idépontban is ugyanezzel
az integrallal adhaté meg, ami viszont a fentiek szerint idében &llandé, levonhatjuk
a kovetkeztetést, hogy a fazistér tetszoleges tartomdnyanak térfogata a fazispontok
kanonikus egyenletek szerint torténd mozgdsa sordan allandé marad. A fazispontok,
szemléletesen szélva tsszenyomhatatlan folyadékként viselkednek. Ez Liouville tétele.

A Liouville-egyenletnek m&s megolddsai is léteznek, amelyek koziil kiilonssen
fontosak a staciondrius eloszldsnak megfelel6 megoldasok:

dp
— =0.
ot
A Liouville-egyenlet szerint ennek feltétele, hogy
{p,H} =0

legyen. A nyert egyenletnek konny{i megolddsdt taldlni, ha a H Hamilton-fiiggvény
nem fiigg az id6tol, azaz

ot
Ekkor, ha a p sfirliség csak a Hamilton-fiiggvényen keresztiil fiigg a fézistérbeli helytol,
azaz p = p(H (¢;,p;)) alakban allithaté eld, az megoldds lesz hiszen a Poisson-
zaréjelek 2. tulajdonsdga miatt

o (), 1) = 2 {11 1)

és az 1. tulajdonsdga miatt
{H,H} =0.

A staciondrius megolddsokat a statisztikus fizikiban azonositjdk a termodinamikai
egyensily helyzetével, igy ezek ismerete rendkiviil fontos.
Emlitsiink meg a rendszerek T" homérsékletii kanonikus sokasdganak specidlis es-

etét, amelyben
_ i

k az un. Boltzmann-dllandé. Az eloszlds neve Boltzmann-eloszlés.
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25. Relativisztikus altalanositasok

A klasszikus mechanika mozgdsegyenletei minden Galilei-rendszerben ugyanolyan
alakban &llnak fenn. A vonatkoztatdsi rendszer megvélasztdsdban nagyfoki sz-
abadsigunk van, amit dltaldban a feladatok megolddsandl ki is haszndlunk gy,
hogy igyeksziink olyan vonatkoztatdsi rendszerben felirni a mozgdsegyenleteket,
amelyekben konnyebb megoldani oket.

A tovdabbi megfontoldsokat Descartes-rendszerekben fogjuk elvégezni és kikotjiik,
hogy a hely és idokoordindtdk mértékegységét a kiilonbozo rendszerekben ugyanolyan-
nak valasztjuk. Ezzel kikiiszoboliink egy transzformécids 1épést, amire akkor lenne
sziikségiink, ha kiilonb6z6é rendszerbeli eredményeket szeretnénk osszehasonlitani.
Descartes-rendszerek kozott is eltérések lehetnek az origé megvélasztiasaban és az
(z,y, z) koordinatatengelyek irdnyitdsdban. Az inerciarendszer definiciéja szerint egy
adott idopillanatban teljes fedésben 1év6 két rendszer is mozoghat egymédshoz képest
alland6 sebességgel, hiszen ha az egyikben dllandé sebességgel mozognak a magukra
hagyott tomegpontok, akkor egy ehhez képest dllandé sebességgel mozgéd rendszerben
is ezt fogjak tenni. A kiilonboz6 inerciarendszerekben (Galilei-féle vonatkoztatési
rendszerekben) a tomegpontok koordindtdi, valamint az azokbdl szarmaztatott
mennyiségek (pl.  sebesség) dltaldban eltéréek lesznek. Konnyen beldthatjuk
azonban, hogy a rendszerek kozotti lehetséges dtszamitési szabdlyok koziil az tn.
Galilei-transzformécié szabdlyai nem véltoztatjdk meg a Newton-egyenleten alapuld
mozgasegyenletek alakjat.

A Galilei-transzformécié szabdlyai, ha azt a legegyszer{ibb esetet tekintjiik, amikor
a tengelyek parhuzamosak és a K’ rendszer a mésik K rendszer z tengelye mentén
ugy mozog alland6 w sebességgel, hogy t = t' = 0 idépontban egybe estek az origék
(standard elrendezés), az aldbbiak:

=t
¥ = —wt + 1z,
Y =y,
2=z

Az inverz transzforméci6 egyenletei pedig

t:tl,
x=wt +a,
y=1,
z=12

lesznek, ahol a mértékegységek egyezd volta miatt w értéke megegyezik a két rendszer-
ben. Itt értelemszeriien a K rendszerben mért id6t és koordindtékat jelzik a (¢, x,y, 2)
mennyiségek és a K'-ben mért értékeket a (¢',2',y/, z’) mennyiségek.

Egy tomegpont sebességére a két rendszerben szintén eltérd értékek adédnak. A
K és a K’ rendszerben mért sebességkomponensek kozotti transzformécios szabalyt
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egyszeril helyettesitéssel kapjuk meg:

!/ / / /
. T1 — X9 7 + wty — x5 — wt
v, = lim = lim “ 12 L=, +w,
t1—t2—0 tl — t2 t’l—t’2—>0 tl — t2
/ /
o Yr—Y2 . =Y
vy, = lim = lim = = Uy,
ti—t2—0 11 —to ¢/ —th—0 t] — 15
!/ /
. 21— R2 . zZ1— Z
v, = lim = lim ,1 ,2 =vl,.
ti—t2—0 {3 —ty  ty—t,—0 1] — 15
Azonnal lathat6, hogy ha a K’ rendszerben tetsz6legesen adott v’ =  /v/3 + vf, + v’

nagysagu sebességgel repitiink el egy tomegpontot, akkor annak a K rendszerben
mért sebessége ettol, a repités irdnyatol fiiggd, azaz anizotrop médon el fog térni:

v = v%+v§+v§:\/(v;,+w)2+v;2,+vf,:\/v’2+21};,w+w27év’.

A Kklasszikus elektrodinamika kereteiben targyalhatoé elektromagneses jelenségeket
a Maxwell-egyenletek nagy pontossaggal irjak le, és a Newton-egyenlet klasszikus
mechanikdban jatszott szerepéhez hasonlé mdédon, az elektromdgneses tér mozgas-
egyenleteinek tekinthetjiik 6ket. A Maxwell-egyenletek nagyon fontos megolddsai
a haladé elektromédgneses hulldmokat lefr6 megolddsok, amelyeknek vakuumbeli
sebességére az egyenletekbdl az irdnyfiiggetlen, konstans ¢ = 2,99... x 108m/s érték
adodik. Az elektromédgneses hulldmok specidlis fajtdja a fény, aminek sebességére a
mérésekben is irdnyfiiggetleniil ugyanezt az értéket kapjuk, ami éles ellentmonddsban
all a fenti sebességtranszformécios szabdllyal. Az ellentmondds akkor oldhaté fel,
ha megkeressiik azokat a koordindtatranszformécidkat, amelyek kielégitik a Galilei-
rendszerek ekvivalencidjanak kovetelményét, gy hogy koézben nem véltoztatjik meg
a vakuumbeli fénysebesség értékét.

A fenti Galilei-transzformdaciéhoz hasonléan a standard elrendezést vizsgéljuk,
amikor a tengelyek parhuzamosak és a K’ rendszer a masik K rendszer x tenge-
lye mentén gy mozog dllandé w sebességgel, hogy t = ¢’ = 0 idépontban egybe esnek
az origék. Mivel a hossz- és idomérési-eredmények additiv jellegét szeretnénk megtar-
tani, a transzformédciét linedrisnak fogjuk védlasztani. Feltételezziik, hogy a mozgdsra
merdleges irdnyokban a transzformécié a Galilei-transzformaciéhoz hasonlé médon
nem viltoztatja meg a mérési eredményeket. Az ilyen transzformacié dltalanos alakja
az aldbbi lehet:

t' = at + fr, (75)
¥ =yt + s,

y' =y,

7 =z,

ahol «a, (8,7, a tovdbbiakban meghatdrozandé paraméterek. Mivel az y és z ko-
ordinatdk nem véltoznak és nem "keverednek" a t és x koordinatdkkal, az elébbieket
kihagyjuk a tovabbi megfontoldsokbdl, azaz csak az els6 és masodik egyenletet fogjuk
hasznéalni.
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Az attekinthet6ség érdekében érdemes métrixos forméban is felirni a transzforma-

ci6s szabdlyt:
(tl,>:(aﬁ)(t):j;(t>
x v oz x x

A transzformécié L métrixdnak komponenseire a K és K’ rendszer ekvivalencidjédnak
feltételébol kovetkeztethetiink.
1. A K’ rendszer origéja a K rendszerben w sebességgel mozog, igy minden t-re

(0)-(52) (o)

0 = vt + »wt,

amibdl
és
v = —w.

2. A mértékegységek egyenld vilasztdsa miatt a K rendszer origdja —w sebességgel
halad a K’ rendszerben, tehat

()= (2 2)(0)

amibdl
t' = at,
—wt’ = —ewt.
A két egyenletet osztva kapjuk, hogy
o= .

3. A két rendszerben a fénysebességnek egyenld ¢ értékiinek kell lennie. Igy, ha
elinditunk egy fényjelet az origébdl a 0 idépillanatban, akkor az a K rendszerben ¢
id6 muilva az x = ct helyen, K’ rendszerben ¢’ idé milva a 2’ = ¢t’ helyen lesz:

()= (2 2)(5)

t'=t(x+ Be),
ct' = st (c —w).

Kifejtve

A két egyenlet osztdsa utan nyerjiik, hogy

—wx

6 = 2 Y

c
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amivel a transzformécié matrixa:

—wit
L= * "= ).
— X e

4. Mivel a két rendszer ekvivalens, az inverz transzformdcié maétrixa az eredeti
L matrixtél csak abban térhet el, hogy w-t —w-re cseréljiik. A szamitdst nem kell
részletesen elvégezni, mivel felismerhetjiik, hogy L determingnsa nem érzékeny w
elojelvéltdsara, ami azt jelenti, hogy az L~ inverz matrix determindnsa megegyezik
az eredeti L métrix determindnssval

det L = det L™ (— (det f)) _1> .

Ez gy lehetséges, hogy det L értéke egységnyi:

s 2
a w
detL=] * 7@ |=:2(1-—=)=1,
—xnw x c?
amibdl
1
%:
w2
-

L végso alakja gy

A nyert transzformacios Osszefiiggések neve specidlis Lorentz-transzformécio:

t'= s (t — Ex) , (76)

2
¥ = (—wt +x),
/_y7
2=z

t = (t' + %x') : (77)
r = (wt' +2'),

- yl7
z=12.

Lathato, hogy a Lorentz-transzformécié w < ¢ sebesség esetén, amikor s ~ 1, és
az orig6tol nem til nagy tavolsagban, ahol r < %, a Galilei-transzforméciéba megy
at, az attol valo eltérést csak nagy sebességek esetén érzékeljiik.

Vizsgaljunk meg néhany kovetkezményt.
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1. Tekintsiink egy [y hosszisdgu rudat, amelyet a K’ rendszer x’ tengelye mentén
helyeziink el gy, hogy az eleje a x|, a vége pedig az x}, = 2 + [ helyen legyen taldl-
hat6. Ha arra vagyunk kivdncsiak, hogy a K rendszerbdl nézve milyen [ hosszisagu-
nak mérjiikk a rudat, azt kell kiszdmitani, hogy a K rendszerben a mérés ¢ idopil-
lanataban mekkora lesz a rid elejének és végének koordindtakiilonbsége. (76) mésodik
egyenlete szerint

Ty = s (v — wt) és vy = 3 (e — wt).

A két egyenlet kiilonbségébol kapjuk az [ = x5 — 7 hosszra, hogy

/ w2

Az egyiittmozgd megfigyelé altal meért [y hosszisdg (in. nyugalmi hossz) helyett
a kiils6, nyugvé koordindtarendszerbdl a rid hosszéat | < [y értékiinek mérjiik. A
jelenség neve Lorentz-kontrakcié.

2. Tekintsiink két eseményt, amelyek a K’ rendszer x’ pontjaban kovetkeznek
be két kiilonbozé idépontban. Az elsé esemény kovetkezzen be a t), a mésodik a
b=t + At > t] idépontban. A két esemény K-ban mért idékoordinataja (77) elsé

egyenlete alapjéan
B ;o owx' , o wx!
th =2 t] + 2 €S to =2 |ty + 2 )

A két esemény kozt eltelt idétartam a két idokoordindta kiilonbsége:

A kiils6é, nyugvé koordindtarendszerben mért idétartam tehdt hosszabb, mint
az egyiittmozgsé K'-beli megfigyel6 dltal mért idotartam. A jelenséget szoktak
"idodilatacié"-nak hivni, bar az id6 természetesen nem tud megnyiilni, hiszen nem

fizikai objektum.
Az egyiittmozgo megfigyeld altal mért A7 (= At') idétartamot sajatidétartamnak

nevezziik:
/ w?

3. Tekintsiink két eseményt, amelyek a K’ rendszerben ugyanabban a t’ idépil-
lanatban az x| és 2, helyen torténnek. Ezeknek az események a K rendszerbeli t; és
to id6koordinataja (77) elsd egyenlete szerint

w , w
tl = %(t,+ 6—2117,1) €S tg = %(t,+ C—ZCL’IQ> .

A kiilonbség / /
by — 1y = %w(@"z _$1)7

2
ami x| és ), kiillonbozésége esetén nem nulla. A K’ rendszerben egyidejiinek talalt
események a hozzd képest mozgé K rendszerben nem lesznek egyidejliek. Az, hogy
melyik esemény elézi meg a mésikat a helykoordinatdak viszonyatol fiigg.
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4. A K' rendszerben haladjon egy tomegpont az x’ tengely mentén allandé o’
sebességgel. Szémitsuk ki, hogy milyen v sebességgel mozog a K-beli megfigyel6
szerint. Ez az érték a Galilei-transzformécio szabdlyai szerint v = v' + w lenne.

A Lorentz-transzformécié szabdlyait alkalmazva eltéré eredményre jutunk. A
sebesség K-beli értéke:

o my—xy (x4 wth) — s (2] + wt)) vy — ) Fw(ty—t)) v +w

St (G ae) k(i Er) GBoh+EEh—ad) 1w

5. Behelyettesitéssel meggy6zodhetiink arrél, hogy a Lorentz-transzformécié az
események tér és idékoordindtdibol alkotott s? = ¢?t? — 72, (7? = 2% + y* + 2?) kom-
bindciot érintetleniil hagyja:

w 2 2
A I VT (t— gx> — 2 (z —wt)® — gy — 22

2
w

= <02t2 — 2twx + —2x2 — 2% + 2zwt — w2t2) — 2 =22
c

S

Azt mondjuk, hogy az s?> mennyiség invaridns a Lorentz-transzformdciéval szemben.
Erdemes a (ct,z,y,z) alakd szdmnégyeseket egy négydimenziés vektortér ele-
meinek tekinteni, amelyben s? a vektor invaridns abszolitérték-négyzetét jeloli. En-
nek alapjan két vektor skalarszorzatdt is el tudjuk dllitani, mivel két vektornak az a
skaldrszorzata, amelyik eldallitja az abszolutérték négyzetét egy 1épésben addodik:

(a7~ (0= b)"

(ab) = -

Irjuk fel egy tetszéleges a = (ct,x,y,2) és b = (ct*, x*,y*, 2*) vektor skaldrszorza-
tat:

A+t —(x+2) = (y+y) — (2 +2)°

ab) =
(ab) ;
A=ty — (@) —(y—y) (2 =)
4
= At — zat — yyt — 22,
ami értelemszeriien invaridns a Lorentz-transzformdciéval szemben. A fenti

skaldrszorzattal ellatott négydimenzids pszeudo-euklideszi teret Minkowski-térnek, a
pontjait pedig vildgpontoknak hivjuk. Egy vildgpont koordinatdi egy elemi esemény
helyét és idépontjat adjék meg.

A Minkowski-tér vektorainak komponensei az egymédshoz képest egyenesvonali
egyenletes mozgdst végzo inerciarendszerek kozotti dattérés esetén a specidlis Lorentz-
transzformécio szabdlyai szerint transzformalédnak. A tovdbbiakban ezért fontos a
fizikai mennyiségek Minkowski-térbeli alakjat megkeresni, azaz azokat a négydimen-
zi6s (un. négyes-) vektorokat, amelyeket mért vagy definidlt fizikai mennyiségekhez
rendelhetiink.
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A relativitdselméletben szokds a koordindtdkat dtnevezni olyan médon, hogy
a helykoordindatdkat egytol haromig szdmozzuk és az idokoordinatat nulladik ko-
ordindtdnak vessziik. Ezzel

Tg = ct,
I =,
T2 =Y,
T3 =z,

amivel az x négyesvektor hossznégyzete

2 _ 2 2 2 2
r° =1z —x] — x5 — X3 (79)
To T
T Tt
Az x = - és o* = xi négyesvektorok skaldris szorzata ennek megfelelen:
2 2
T3 T3
TT" = Toxy — T1X] — ToTh — T3T3. (80)

A Lorentz-transzformdcio szabdlyai a (z¢, z1, T2, 3) alaki négyesvektorokra a (76)
egyenletekbdl olvashatdk le.

Ty = (CL‘O — Em) , (81)

A megfelel inverztranszformacié pedig:

w
/ /
c
w / /
r1=2x|—x5+21),
c
7
To = Tg,
T3 = I5.

A Minkowski-térben taldlhaté négyesvektorok kozotti tajékozéddst megkonnyiti
a négyesvektoroknak hosszuk szerinti csoportositdsa. A (79) definici6 szerint a né-
gyesvektorok hossznégyzete lehet pozitiv, negativ és nulla is. A Minkowski-tér un.
pszeudo-euklideszi vektortér. Ha a négyesvektor hossznégyzete pozitiv, negativ vagy
nulla, a vektort rendre iddszeriinek, térszerlinek vagy fényszertinek hivjuk. Mivel
a hossznégyzet Lorentz-invarians, ez a tulajdonsag is Lorentz-invaridns, azaz egy né-
gyesvektor térszeril, vagy idoszerti volta nem valtozik meg, ha mésik inerciarendszerre
tériink at.
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A transzformadcié linedris volta miatt két kozeli vildgpont koordinatdinak kiilonb-
ségét megado
(dl’o, d!Eh dl’g, dl’g) s

szamnégyes is ugyanezen képletek szerint, azaz négyesvektorként transzformalédik:

dry = 5 (dwo — %d:m) : (83)
dry = s (—%dl’o + dw1> , (84)
drly = dzs,
dry = dxs.

Ha a (dzo,dxq,dzs, dxs) négyesvektor egy tomegpont helyzetének megfeleld két
vildgpont kozotti kiilonbségnek felel meg, érdemes ennek invaridns ds® hossznégyzetét
a tomegponttal egylittmozgéd koordindtarendszerben felirni. Ekkor ugyanis dz} =
dxl, = dxly = 0 és dxjy = cdt = cdr, amivel

ds® = dr?,

vagyis
ds = cdr.

Ha a K-beli (dzg,dxy,drs, dxs) négyesvektor komponenseit elosztjuk a megfeleld
sajatidotartam invaridns dr értékével szintén négyesvektort kapunk

d dt
e, )
Tooan/1-%
dz,, dz,,
ua = d = > = %/UDM
Toodt/1-%
ahol v, = %= (a=1,2,3) jeloli a mozgé részecske hdromdimenziés térbeli v

sebességének harom komponensét és w? = v? = v} + v2 4+ v2. Itt kihaszndltuk a

sajatidétartam és a koordindtaidétartam kozott (78)-ben kapott dr = dty/1 — f—;

osszefiiggést. Az u = (ug,uy,us, uz) négyesvektor neve négyessebesség, aminek
invaridns hossznégyzete

2 2 2 2 o ds? 2
U= Uy — Uy — Uy U3 = oy
Ha a mnégyessebesség komponenseit megszorozzuk a tomegpont nyugalmi
helyzetében megmért és rogzitett my tomegével, djra négyesvektort kapunk, aminek
a neve négyesimpulzus:

pi = mou;, (1=0,1,2,3).

A p négyesimpulzus invaridns hossznégyzete:
' =py =P —p; — Py = mgu’ = mgc”. (86)
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A Galilei-transzformdcié az a gyorsuldsvektor komponenseinek értékét nem val-
toztatta meg és ennek megfeleléen a Newton-féle

F =ma

mozgdsegyenlet is invaridns volt a Galilei-transzforméciéval szemben.

A Lorentz-transzformacio szerint a sebességvektor és ezért a gyorsuldsvektor kom-
ponensei is eltérden transzformalédnak. A Newton-egyenletet nem Orizhetjiik meg a
fenti formaban.

Mivel a Lorentz-transzformdcié sordn a négyesimpulzus komponensei transzfor-
mélédnak (négyes)vektor komponenseiként, az impulzusmegmaradds torvényét, ami
Lorentz-invaridns torvény kell legyen, a négyesimpulzus haromdimenzids térbeli kom-
ponenseire vonatkozéan kell feltételezniink. Ha egy zart pontrendszer k-adik tomeg-
pontjanak négyesimpulzus-komponensei p¥, akkor

> p* =P (dllands).
k

Kézenfekvd ennek megfeleléen a Newton-egyenletet Einstein nyomdan tgy kor-
rigdlni, hogy az egy tomegpontra haté F (hdrmas-)eré komponensei a p négyesim-
pulzus p-vel jelolt harom térbeli komponensének idészerinti derivaltjaival legyenek
egyenlok:

d
F=—p. 87
5P (87)
Az egyenlet helyességét mérések igazoltdk.
Fejtsiik ki a jobb oldalt:
d d d
F = pr (mou) = g7 (semov) = pr (mv), (88)
ahol bevezettiik az

jelolést.

Az eredmény szerint, ha a Newton-egyenletben szereplé (harmas)impulzust a v
sebesség és az m tomeg p = mv szorzataként értelmezziik, akkor a tomeg értéke nem
dllando, a sebességgel novekszik. Az m tomeg értéke v = 0 sebesség esetén egyenl6vé
valik az mg tomeggel, amit ezért nyugalmi tomegnek is szokds nevezni.

Végezziik el a (88)-ban kijelolt derivildst:

d dm dm dv vovl .
F:E(mv):—v—l—ma: v+ ma=m +1 | a,

dt dv dt
ahol kihasznaltuk, hogy
dm mv’

dv c? —v?

transzponalt vektor.

dv .
Itt a = 2 hérmas térbeli gyorsuldst és [ az egységmatrixot jeloli.
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Mivel a zardjelben &ll6

VOVT ~

+1

2 _v2
métrix (linedris operdtor) dltaldban nem ardnyos az egységmadtrixszal, az erd és a
gyorsuldsvektor nem is parhuzamosak egymadssal. Igy az F = ma egyenlet nem &llhat
fenn még az m tomeg "tigyes" vilasztdsaval sem.

Az erd munkdjdnak, (teljesitményének) vizsgalatdhoz hasznéljuk ki, hogy (86)
szerint egy részecske négyesimpulzusdnak p? hossznégyzete dllandé és igy idd szerinti
derivéltja eltiinik:

dp

@w_y
Pt

A kettes szorzot elhagyva, kifejtjiik a skaldrszorzatot (1. (80)) és atrendezziik az egyen-
letet

dpo . d

g = Par

A négyessebesség (85) szerinti definicidja alapjén

P-

Do = Cm. (90)

Ezt helyettesitve a bal oldalon, a jobb oldalon pedig a Newton-egyenlet (87) alakjat

hasznélva kapjuk, hogy

dm
Am— = mvF,

dt

ami m-mel valé egyszertisités utan végiil a

—m = vF

dt

Osszefiiggést eredményezi.
A jobb oldalon a részecskére haté erd teljesitménye all. Integraljuk id6 szerint az
egyenlet két oldaldt egy ¢y és ty idépont kozotti idointervallumra:

2]
mac® — myc® = / vFdt,
t1

ahol bevezettiik az m; = m (t1) és my = m (f3) jelolést. A jobb oldalon az F erd
munkdja all, ami konzervativ erétér esetén egyenlo az U potencidlis energia megval-
tozdsdanak —1-szeresével

moc® —myc® = — (Uy — Uy).
Atrendezve kapjuk az energiamegmaradds relativisztikus alakjét
moc? + Us = myic? + Uy.
A részecske teljes energidja igy

2
Eteljes =mc” + U.
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A potencidlis energia mellett egy a részecske mozgasatol fiiggd, a kinetikus energia
kordbbi alakj&atol eltérd fiiggvény jelent meg. Ennek, az

E = mc* = »moc® = poc (91)

kifejezésnek az értéke azonban, nem tiinik el v = 0 esetén. Zérus sebesség mellett és
kiils6é erotér hijan az energia értéke

EO = My 02

lesz. Ennek neve nyugalmi energia.
A K kinetikus energidt, ami a részecske mozgdsa miatt jelenik meg, igy értelmez-
ziik mint az ettol valé eltérést:

K =mc* — moc® = moc? (5 — 1).

A -t ::’—22 szerint sorbafejthetjiik, amiben kis sebességek esetén megallhatunk az els6
rendii tagnal:

2 2 2
\% v v
K = 214+ 4 ... 1) ~ 2Y Al
mocC ( + 5¢2 + ) moc 5¢2 Mo~
Ez az eredmény megegyezik a kinetikus energia nemrelativisztikus képletével.
Irjuk fel a négyesimpulzus p? invaridns hossznégyzetét, tigy hogy a négyesimpulzus
nulladik komponensére alkalmazzuk (91)-at:

2B
c2 c2
vagy
E? - p? = E3. (92)

A (92) osszefiiggés, ellentétben a (89) osszefiiggéssel, akkor is értelmes marad, ha a
részecske nyugalmi tomegét és ezzel nyugalmi energidjat is nullanak vessziik: mg = 0
és Fy = 0. Ekkor

E=clp|.

Mivel |p| = m|v] és E = mc?, a

me? = cm |v|
Osszefiiggésbol a részecske sebességére azt kapjuk, hogy
lv| =c.

A természetben léteznek ilyen objektumok, az elektromdgneses tér vakuumban ter-
jed6 hullamcsomagjai, amik a Maxwell-egyenletek szerint is csak fénysebességgel mo-
zoghatnak és nyugalmi tomegiik nulla.
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A négyesimpulzus véltozdsat elosztva a megfeleld sajdtidétartammal djra né-
gyesvektort nyeriink, aminek neve négyesero:

'_dpi
Codr

A négyeser6 hdrom térszerii komponense és a hdromdimenzids térben mért F er6
komponensei kozotti kapesolat (88) alapjén kaphaté meg
dpq dpa
Kop="Pa_ o _ o p (93)
dty/1— %

A négyeser6 nulladik, idészer{i komponense

oo dpo  _ xdE
T dr g1 cdt

c2

Ennek alapjdn a (93) képlet értelmezését ki lehet terjeszteni a nulladik komponensre
is, ha Fj-at a teljesitmény konstansszorosaként vezetjiik be:

1dE
Fh=—-—
0T cdt’
mivel ekkor valéban fenndll, hogy
Kg = %Fg.

A négyeserd négyesvektorként transzformalédik, ami lehetévé teszi a harmaserd kom-
ponenseire vonatkozé transzformadcios szabalyok megkeresését.

Tekintsiink egy tomegpontot, amelyik all a K-hoz képest x irdnyban v sebességgel
mozg6 K’ rendszerben. Az egyiittmozgé K’ rendszerben a tomegpontra haté F' erd
komponensei legyenek Fy, Fi, és Fj. A megfelelé négyeseré-komponensek

K| = xF = F',

mivel s = 1, valamint
K, =0,

. , /
hiszen v'? = 0 és ddit = 0.
A K rendszerben a megfelelé komponensek a(z inverz) Lorentz-transzformdcié
szabdlyai szerint

Ky = (K(’) n EK;) ,
C
K :%(9K5+K;>,
C
Ky = K},
K3 == Ké
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A mozgdsirdnnyal parhuzamos komponensre a méasodik egyenletbe helyettesitve
kapjuk meg az eredményt
»F) = »F],
azaz
Fy = F].
A mozgdsra merbleges komponens transzformédcids szabdlya a mésodik (harmadik)
egyenletbol kovetkezik

%FQ = FQI,
AZAZ
/ V2
Fy=F\/1——
2 027
valamint
2
A%
JE—— , —

A mechanika kordbban bevezetett elveinek relativisztikus dltaldnositdséhoz tek-
intsiink egy tomegpontot, amelyik az 1l-es vildgpontbdl a tole iddszerti vektorral
elvédlasztott 2-es vildgpontba jut el valamilyen pélydan. A pdlya egy elemi darabjanak
ivhossza ds = cdt. A teljes hosszat az

2 2
s:/ds:c/ dr
1 1

integrdl adja. A két rogzitett vildgpont kozotti padlya ivhossza fiigg a pélya
vilasztdasdtol. A sajatidotartam kifejezhet6 a koordindtaiddvel, amivel

2 2
szc/ \/1—V—2dt.
1 c

Ennek az integrdalnak az értéke mindig kisebb, mint a két pontot 6sszekotod egyenes
pélydn mozgd megfigyeld altal mért sajatidétartambdl szamitott sg fvhossz, hiszen

ekkor dr = dt: )
s <89 = c/ dt.
1

Eredményiink szerint a Minkowski-térben a két pontot 6sszekotd vonalak koziil az
egyenes a leghosszabb!

Mivel a Hamilton-elv alkalmazdsdhoz olyan Lagrange-fiiggvényt keresiink, ame-
lynek az integrélja a koordindtaidd szerint az egyenes mozgds esetén minimumot ad,
a fenti eredmény alapjdn kézenfekvo a szabadon mozgé részecske Lagrange-fiiggvényét

/ v2
L:—Oé 1-;

alakban megvélasztani, ahol o olyan paraméter, amivel illeszteni tudunk a kordbban
bevezetett Lagrange-fiiggvényekhez. o értékének megkereséséhez fejtsiik L-et sorba

Z—zszerint
2 2
v av
I —_—al1- 21 _—...)=_ 2.
a( 52 > Oz+262—|—



Az els6 tag konstans, amit elhagyhatunk. A méasodik tagtél, ami kis v esetén dominél
varhatjuk el, hogy a nemrelativisztikus Lagrange-fiiggvénnyel essen egybe:

av?  mgyv?

2c2 2 7

amibol
o= c2m0.

A Lagrange-fiiggvény végst alakja igy

2
L:—moc2\/1—‘c/—2:m(v2—02). (94)

A Lagrange-fiiggvénybdl az erémentes részecske kanonikus impulzusa az els6 alak

derivaldsaval irhato fel
oL mov

ov 02

c2

p

=mv,

ami megegyezik a (87) egyenletben hasznélt alakkal.
A Hamilton-fiiggvény értéke definicié szerint:

H:pV—L:TI’LV2—m(V2—02):mCQZE.

E-t (92)-bél az impulzus véltozéval kifejezve nyerjiik a megfelels alakot:

H = /?p?+ E2 = ¢/ p? + m3c2.

Erdemes felirni a részecske Hamilton-Jacobi-egyenletét

9s\* ,,. 0S
C\/(E) + mge +E_O’

amit gyokvonds nélkiili alakban szokds megadni:

2 2
() () e

Az eddigiekben az erémentes részecske Lagrange- és Hamilton-fiiggvényét kerestiik
meg. Kérdés, hogy (94)-6t hogyan kell kiegésziteni, hogy az elektromégneses tér
hatdsa is megjelenjen a Lagrange-fiiggvényben?

A 15-ik fejezetben lattuk, hogy az elektromdagneses térben mozgé tomegpont nem-
relativisztikus Lagrange-fiiggvényét az erémentes részecske Lagrange-fiiggvényébdl az

U=ed—ecAv (95)

altaldnositott potencidl levondsdval allithatjuk el6. A Maxwell-egyenletek vizsgalata-
val bebizonyithato, hogy a (%,A) szamnégyes szintén négyesvektor komponenseit
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alkotja. Szokds ezért a % = Ap jelolést is bevezetni, aminek megfeleléen az A;
(1=0,...,3) szamnégyest A négyespotencidlnak hivjuk. A (95) kifejezés ezzel az

2
U=eAuy/1 — v_2
c

alakban is felirhatd, ahol Au a négyespotencial és négyessebesség négyestérbeli skaldris
szorzata. Az U éltaldnositott potencidlnak ezen alakja azt mutatja, hogy alkalmas
arra, hogy vele a (94) relativisztikus Lagrange-fiiggvényt is kiegészitsiik, hiszen dt-vel

. .. . . ., ., 2
szorozva ez is relativisztikusan invaridns mennyiséget ad, — Hdt = dT).

A teljes, relativisztikus Lagrange-fiiggvény tehat

2
L:—mOCQ\H—U—Q—e(I)—l—eAV :m(v2—02) —ed + eAv
c

lesz, amibdl a kanonikus impulzus

L
0 = 0¥ LA = mv + eA. (96)

e
C2

A Hamilton-fiiggvény értéke
H=pv—L=mv?+eAv+m (02 — V2) +ed — eAv =mc? + ed.
A négyesimpulzus p? hossznégyzetére lattuk, hogy dllandé

mac? = m*c® — m*v?,

me® = cy/m2v2 + mc2.

mv =p — eA,

amibdl

(96) szerint

amivel végiil a Hamilton-fiiggvényt a kanonikus impulzus fiiggvényeként kapjuk:

H= C\/(p —eA)? +m2c + ed.

A részecske Hamilton-Jacobi-egyenlete

oS o oS
C\/(E—eA) + mge +e®+a—0,

amit szokds gyokvonast nem tartalmazé alakban megadni:

as >, [0S 2.
(E—i—e@) —c (5—6A> = mgC".
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26. Folytonos kozegek (alapfogalmak)

Véges méretli testek, kiterjedt kozegek nem csak merev testként viselkedhetnek.
Nagyon sok részecskét, atomot, molekuldt tartalmazé rendszerek nemrelativisztikus
mozgdsdnak lefrasdra sokszor alkalmazhaté a folytonos kozeg modellje. Feltételez-
ziik, hogy a rendszert alkoté diszkrét részecskék olyan siiriin helyezkednek el, hogy
tetszoleges kis térfogatban taldlunk a térfogattal ardnyos 6ssztomegii részecskét. Egy
adott r hely kis dV térfogati kornyezetében taldlhaté részecskék dm tomege ennek
megfelel6en
dm = p(r)dV

alakban adhaté meg, ahol p a in. tomegsiiriiség. Egy véges V' térfogatban taldlhaté
részecskék Ossztomege ezzel:
m = / p(r)dV.
v

A tomegpontok azonosithatésdgdhoz indexelniink kell 6ket. Ezt a legcélsz-
ertibben gy tehetjiikk meg, hogy a részecskékhez a kezdeti ty idépillanatban elfoglalt
helyzetiiket megadé r helyvektorokat rendeljiikk. Az idé miildsdval az eredetileg r
helyen taldlhaté tomegpont elmozdul és a t idépontban egy r’(r,t) = r + s(r,1)
helyen lesz megtaldlhaté. Az elmozduldsokat jellemzd s (r,t) vektormezét elmoz-
duldsmezdének nevezziik. A tomegpont sebessége az s vektor iddészerinti parcidlis
derivéltja lesz:

v (r,t) =0 (r,t),

ahol az id6szerinti parcidlis derivdldst 0;,-vel jeloljiikk. Hasonlé médon fogjuk a hely
0

szerinti parcidlis derivélds jelolését egyszeriisiteni: 0; = o (1=1,2,3), ahol az r
helyvektor Descartes-koordinatdi =1,z és x3. A sebesség szintén helyfiiggd, neve:
sebességmezo.

A tovdbbiakban a vektoregyenleteket az indexelt komponensekre vonatkozé egyen-
letekként fogjuk felirni és alkalmazni fogjuk a kétszer eléfordulé indexekre vonatkozé
Einstein-féle 6sszegzési konvenciét. Indexes frdsmédban a sebességmez6 komponensei
tehét:

v, = atSi (.fL"j, t) .

Az elmozduldsmezd komponenseit érdemes a helyviltozok szerint a tetszdlegesen
elhelyezhet6 origé koriil hatvanysorba fejteni:

si (xj,t) = 8; (x; = 0,8) + sipTp + - . -, (97)

ahol
Sik — 8k8i (ZEj, t)

;=0

az un. elmozdulds tenzor. Ha a vizsgdlt pont kis kornyezetében mozgunk, a sorfe-
jtésben a mdsod- és magasabb rendii tagokat elhagyhatjuk. Ekkor az elmozduldstér
linedris fiiggvénye lesz a helynek és in. linedris elmozduldsok kovetkeznek csak be.
A tovdbbiakban azt is feltételezziik, hogy az elmozduldstér térbeli valtozdsa olyan
lassi, hogy a derivéltak szorzatait is elhagyhatjuk, ekkor tin. infinitezimaélis linedris
elmozdulédsokat engediink csak meg.
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Bontsuk fel az s;; elmozduldstenzort szimmetrikus és antiszimmetrikus részre

Sik = Eik + ik,

ahol
i = aksl- + (92-316
—2 )
Qg = Oksi — Ossy,
(2 2 N

Ezzel az elmozduldsmezd az
S; (l‘j,t) = S; (.%'j = O, t) + €Z‘jl'j + CLij.%'j

alakot olti. Az els6 tag konstans vektor, ami az anyagdarabka merevtest eltoldsanak
felel meg és nincs kapcsolatban a belso relativ elmozduldsokkal, deformécidkkal. A
harmadik tag tartalmédnak kideritéséhez irjuk fel az elmozduldsmez6 rotdcidjanak és
a helyvektornak a vektori szorzatat indexes alakban.

(rots X 1), = €ipk (€pgrOySr) Tk = (Orglir — Okr0iq) OgSrx = OkSi%y — 0;Sk Ty = 2T

Az eredmény azt mutatja, hogy ez a tag egy Ap = %rots szogvektorral torténd
merevtest elforduldst ir le, ami a lokdlis deformaciés allapot szempontjabdl érdekte-
len. Az anyagdarabka belst deformécidjat ezek szerint az €, tin. deforméciétenzor
jellemzi.

A deforméciétenzor elemeinek szemléletes jelentést is tulajdonithatunk. Tek-
intsiink ehhez két, egymashoz kozeli pontot, amelyek eredeti koordinatai z} és 2?2 =
z; + Az;. Ha létrejon az s; (x;) elmozdulds, a két pont 1j koordindtéi:

1 1

r .1
T; —mi+3i(xj

e 2 2 2
) és x; —:Ei—i-si(xj).

Az 1j koordindtak kiilonbsége ebbdl

Azl =127 + s (:L‘; + Azj) —zf — s (m;) = Ax; + eipAxy + aipAxy,.

i_

A merevtest eltolasnak megfeleld jarulék eleve kiesik. Ha a merevtest elfordulédstol el-
tekintiink, akkor a koordinatdk kiilonbségei kozott a viltozdst az elmozduldsmezoének
a deforméciétenzorral kifejezhetd része szolgaltatja:

/

Ha a két vizsgdlt pont egy az x; tengellyel parhuzamos d hosszisdagu szakaszt feszit
ki, akkor
Al’k = d(51k

Ennek relativ megnyiildsa

Azl — Ay

d = €1kAl’k = £11- (98)
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Ugyanez a szakasz el is fordul az (z1, x2) sikban, az 6ra jardsdval ellentétes irdny-
ban tortént kis elfordulds szoge

Azl — Az,

d = SQkAZ'k = £91.

Hasonl6é médon az eredetileg a zo tengely irdnydban all6 d hosszisagu szakasz, ame-
lynek koordinatai
Axy, = ddoy

is kifordul eredeti irdnydbol az (z1,x2) sikban. Ennek az 6ra jardsanak megfeleld
szoge
Azxy — Az}
d

Igy a két, egymassal eredetileg derékszoget bezdré szakasznak az (x4, x5) stkban vett
vetiilete a derékszogtol p1o = 2615 szoggel eltérd szoget fog bezdrni.

Vizsgaljuk meg egy elemi anyagdarab térfogatanak relativ véltozasat. Egy a,b, c
élhossziisdgu téglatest eredeti térfogata

= €1kACL’Z = €12 (: 521) .

dV = abc.
Az 1j térfogat (98) alapjan
dV’ =a (1 + 511) b (1 + 622) C(l + 633) ~dV (1 + €11 + €99 + 533) s

ahol a deformécids tenzor elemeinek szorzatait kicsinységiik miatt elhagytuk. A re-
lativ térfogatvaltozas

av' —dv

qv =cen +exn+ess(=ceu).

Folytonos kozegre haté erdhatédsokat eredetiiknek megfeleléen kiilonb6z6 matem-
atikai eszkozokkel frhatjuk le. Ha a vizsgalt tartomény részecskéire olyan tdvolabbi
test hat, amellyel nincs kozvetlen érintkezésben, feltételezziik, hogy az erthatds
ardnyos a kiszemelt térfogattal. Ilyen pl. a gravitdsios erotér, vagy toltott test esetén
az elektromos er6tér hatdsa. Egy kiszemelt kis AV térfogatelemre haté erd ekkor

AF =fAV

alakban adhat6 meg, ahol f az vin. (térfogati) erdsiiriiség. Egy véges térfogatra haté
er6t a megfelel6 térfogatra vett integrallal dllithatjuk elo:

F:/de.

A tartomény feliiletével érintkezhet egy masik folytonos kozeg, aminek az érin-
tkezésben résztvevo, a feliillethez kozel elhelyezked6 részecskéi is erével hatnak a vizs-
galt kozegre. A molekuldris erdk rendkiviil kis hatétdvolsdga miatt ez az erOhatds
makroszkopikus szempontbdl a feliiletre koncentrdlédik. Egy kisméretii, mér siknak
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tekinthet6 AA teriiletii feliiletelemre haté erd nagysagardl feltételezhetjiik, hogy a
feliilet teriiletével ardnyos:
AF = pAA,

ahol p a helyi "fesziiltség" értéke. A vizsgdlt pontban azonban kiilénbozé irdnyu
feliiletelemek képzelhetdk el, amit matematikailag gy vehetiink figyelembe, hogy a
feliiletelemet egy AA vektormennyiséggel adjuk meg. A AF erd szintén vektormen-
nyiség, aminek irdnya dltaldban nem esik egybe AA irdnyaval. A kettd kozotti vis-
zony felderitéséhez vegyiink fel egy kicsiny méretii tetraéder alaki testet tigy, hogy a
tetraéder csiicsa essen egybe az origéval, a hdrom oldallapja pedig essen egybe sorban
a hdarom koordinétasikkal.

Xs

X,

Irjuk fel a tetraéder lapjaira haté eréket. Legyen az j-edik tengelyre meréleges
oldallap tertilete AA;. Az oldallapra haté er6:

ahol p; az j-edik lap egységnyi teriiletére hat6é erd (fesziiltség). A tetraéder
alaplapjdra haté er6 hasonlé alakd, ahol index nélkiil jeloljiik a megfeleld értékeket:

AF = pAA.
A tetraéderre haté teljes er6 a Newton-egyenlet szerint egyenlé a tetraéder
tomegkozépponti a gyorsuldsdnak és pAV tomegének szorzatdval
3
> piAA; + pAA+ AV = pAVa,

j=1
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Allitsunk az alaplapra egy kifelé mutaté n egységvektort, aminek i-edik kompo-
nense n; = cosq; lesz, ha «; jeloli a vektornak az i-edik tengellyel bezdrt szogét.
Mivel az n vektor merdleges az alaplapra, az i-edik oldallap pedig meroleges az i-edik
tengelyre, az oldallap és az alaplap dltal bezdrt szog szintén «;. Mivel az oldallapok
teriilete az alaplap teriiletének meroleges vetiiletei ezért

AA; = AAcosa; = AAn;.

Helyettesitsiink a Newton-egyenletbe:

(Z p;n; + p> AA = (pa—f)AV

Jj=1

Osszuk el az egyenletet A A-val és vizsgéljuk meg a jobb oldalon kapott % tényez6
értékét. Ha a tetraédert alakja megtartdsa mellett ardnyosan zsugoritjuk az origéra,
a AV térfogat a linedris méretek kobével, az alaplap AA teriilete a linedris, nul-
ldhoz tart6 méretek négyzetével tart nulldhoz és igy a hanyadosuk nulldhoz tart.
Hatdrmenetben nyerjiik, hogy

3
ijnj-i—p:O.

J=1

Ha a —p,; vektor i-edik komponensét o;;-vel jeloljiik, akkor az n egységvektorral
jellemzett lapra haté p fesziiltség i-edik komponense

3
bi = E 01
j=1

alakban dll elé. Az igy bevezett o,; hdromszor-hdrmas médtrix az tin. fesziiltségten-
zor komponenseinek a madtrixa. Ennek a segitségével fel tudjuk irni az objektum
tetszoleges, véges A feliiletére haté er6 i-edik komponensét:

Fi:/aijdfj7
A

ahol a szumma jelet mar nem irtuk ki.

27. Fizikai mennyiségek, mozgasegyenlet

A tovdbbiakhoz néhdny matematikai 6sszefiiggést tisztdzunk. Legyen A (r,t) valam-
ilyen hely és idofiiggo fizikai mennyiség, ami lehet egy skaldrmez6, vagy valamilyen
vektor- ill. tenzormez6 adott komponense is. Egy rogzitett r helyen A valtozasa-
nak sebessége a 0;A iddszerinti parcidlis derivalttal adhaté meg. Ha azonban az r
helyen 1év6 megfigyeld v sebességgel mozog, a fizikai mennyiség véltozasi sebességére
ettol eltérd értéket mér, ui. az elemi iddintervallummal elvalasztott két mérést nem
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ugyanazon a helyen hajtja végre. Ha a megfigyel6 sebessége megegyezik a mozgo kozeg
sebességével, a nyert derivdltat szubsztancidlis vagy materidlis derivaltnak hivjuk és
d;A-val jeloljiik. A szubsztancidlis derivélt kiszamitdsa ugy torténik, hogy a hely r
vektorédt is id6fiiggdnek tekintjiik: r = r(t), ami megadja a kiszemelt elem palyamenti
mozgdsit. Az A mennyiség szubsztancidlis, idoszerinti deriviltja ennek megfeleléen
a lancszabdly szerint

diA = 0, A+ v;0;A,

ahol v; jeloli a v sebességvektor i-edik komponensét.
Most tételezziik fel, hogy van egy olyan [ fizikai mennyiség, amit az A mezd
valamilyen V térfogatra vett integraljaval definidlunk:

I:/AdV.

Az I mennyiség viltozdsi sebessége is kétféle médon vizsgdlhaté. Ha rogzitjiik az
integréldsi tartomdanyt, az integral értékének megviltozasa az A fiiggvény véltozdsi
sebességével fog Gsszefiiggeni

Ha azonban a kijelolt V' tartomény egyiitt mozog a kozeggel, az [ véaltozési sebessége
(az I szubsztancidlis deriviltja) eltérd lesz:

d,I = d, / AdV = 9,I + ]{ Av;df;. (99)

A masodik, zart feliiletre vett integral azért 1ép fel, mert a tartomény feliilete lokalisan
v sebességgel mozog, ami az integraldsi térfogatot lokalisan idéegységenként v;df;-vel
noveli. A mdsodik tagot alakitsuk at a Gauss-tétel segitségével térfogati integralla:

d] = / OA + 0; (Avy)] V. (100)

Ha végrehajtjuk a divergenciaképzésben eloirt derivildst és dsszevonjuk az elsd két
tagot, a kovetkez6 dtalakitott formaban kapjuk az eredményt:

di I = / (O A + vi0; A+ Adyv;) dV = / (diA + Adyo;) dV.

Alkalmazzuk a fenti 6sszefiiggéseket arra az esetre, amikor az A mennyiség a kozeg
p stirtiségével egyenld. Az integral ekkor a V' térfogatba zart m tomeggel lesz egyenld

m:/pdV.

Ha a tartomdny belsejében nincsenek tomegforrdsok és érvényes a tomegmegmaradés
elve, ennek az integrdlnak szubsztancidlis idoderivaltja nulla:

dym = / Oup + 0 (pu)] AV = 0,
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vagy
dym = / (dip + pOiv;) dV = 0.

Mivel az egyenloség tetszoleges tartomédnyra fennill, az integrandusnak el kell tiinnie:
O + 0; (pv;) = 0,

azaz
dip + po;v; = 0.

A kapott két osszefiiggés az uin. kontinuitdsi egyenlet differencidlis formajanak két
ekvivalens alakja.

Amennyiben a V' tartomédnyban ¢ tomegforras-siiriiség van jelen, a fenti gondo-
latmenet annyiban médosul, hogy d;m nem nulla, hanem az idéegység alatt keletkezo

tomeggel egyenlo:
dym = / qdV,

amibol a kontinuitédsi egyenlet

A kontinuitdsi egyenlet fizikai tartalmét jol megvildgitja a kovetkezd atalakitas. Ve-
gyiik ismét a (101) egyenlet térfogati integraljat és rendezziik &t az egyenletet:

/ ,pdV = / g — 0; (pv;)] dV.

A bal oldal az m tomegnek rogzitett tartoményon szamitott 0;m valtozasi sebességével
egyenld. Ha a jobb oldalon szereplé divergenciakifejezést tartalmazé integralt a
Gauss-tétel segitségével a térfogatot koriilvevd zart feliileti integralld alakitjuk azt

kapjuk, hogy

Ez az egyenlet a kontinuitasi egyenlet integrélis forméja. Az egyenlet értelmében az m
tomeg novekedésének iiteme két tagbhdl &ll: tartalmazza a pv Uin. tomegaramsiiriiség
ellentétének feliileti integraljat, ami megadja a V' térfogatba idéegység alatt bedramlé
tomeget, valamint ¢ integréljat, ami a térfogatban idéegység alatt keletkez6 tomeggel
egyenlo.

Vizsgédljunk most olyan esetet, amikor az A integrandus a p tomegsiiriiség egy
tetszoleges B mennyiség A = pB szorzata:

I= /dev.
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Alkalmazva a fenti dltaldanos (99) szabélyt a szubsztanciélis derivéltra, irhatjuk, hogy
it = [ 10:(B) + 0, (pB)| aV =
= / [BOyp + pOrB + BO; (pv;) + pv;0;B] dV =
= /{B [0ip + 0; (pvi)| + p 0B + v;0;B]} dV.

Az utolsé kifejezésben az els6 szogletes zardjel értéke a tomegforrds nélkiili esetben -
a kontinuitdsi egyenlet miatt - zérus. A maésodik tagban a szogletes zdréjelben a B
mennyiség szubsztancidlis derivdltja, tehat:

I = / pd, BdV. (102)

Alkalmazzuk az eredményt egy adott térfogatban taldlhaté anyagmennyiség im-
pulzusdra. Adott V' tartomanyban taldlhaté kozeg P impulzusdnak i-edik kompo-
nense egyenld a pv impulzussiiriiség i-edik komponensének térfogati integréljaval:

P, = /pvidV.

P; szubsztancidlis derivédltja Newton 2-ik axiémaéja szerint egyenld a tartoményra hato
F er6 i-edik komponensével:
dtPi - Ea

/pdtvidV: /fidV—i-?{Uijdfp

ahol az erdét az f térfogati erdsiiriiség térfogati és a o fesziiltség feliileti integréljaval
adtuk meg. Ha a feliileti integrélt térfogati integréalla alakitjuk és az egyenletet egy
oldalra rendezziik, azt kapjuk, hogy:

azaz

/(pdt’l)i — fz — 0j0ij) dV = 0

Mivel az osszefiiggés tetszOleges tartomédnyra fenndll, az integrandusnak el kell tiinnie,
amibol a kovetkezd mozgédsegyenletet nyerjiik:

pdtvi = fz + 8]-0,-]-. (103)

Irjuk fel d, P, értékét az eredeti, atalakitds elétti formaban is, azaz (100)-ben legyen
A= pv;:

/ [at (pvz) + 8j (pl}ﬂ}j) - fz - ajo-ij] dV = 0.

Az integrandus ismét nulla kell legyen, tehét:
9y (pvi) + 0; (pvivj — 03j) = fi.
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Az osszefiiggés a pv impulzussiiriiségre fennallé6 kontinuitdsi egyenlet, azaz az im-
pulzustétel differencidlis alakja. A bal oldal médsodik tagja a p;; = pviv; — 0y
impulzusdramsiiriiség divergencidja. A jobb oldalon az f erdsiirliség szolgal az im-
pulzusdram forrassiirtiségeként. Integralis alakban

o [ oV =~ oty + [ fav

A bal oldal a V tartomdnyban taldlhaté kozeg Osszimpulzusédnak rogzitett tar-
tomdnyra szamitott véltozdsi sebességét adja, ami az egyenlet szerint egyenlé a
tartomany feliiletén idéegység alatt bedramlé impulzus és a tartomdny belsejében az
f erostirtiség hatdsdra idéegység alatt keletkez6 impulzus 6sszegével.

Vizsgaljuk meg a V' tartomdnyban taldlhaté kozeg L impulzusnyomatékat. Ha
a kozeg részecskéinek sajit, a palyamozgdstol fiiggetleniil 1étezd impulzusnyomatéka
(spinje) elhanyagolhaté, az impulzusnyomaték siiriisége a pv impulzussiiriiség és az
r helyvektor vektoridlis szorzatdval adhaté meg. Az L vektor L; komponense ennek
térfogati integrédljaként &ll elo:

L, = /Eijkrjpvkd‘/.

Mivel ez is olyan integral, amelyben a p siiriség szorzéfaktorként szerepel, az L;
szubsztancidlis derivaltjdra (102) szerint irhatjuk, hogy

dtLZ' = /5ijkpdt (rjvk) dVv.
Végezziik el az integrandusban a derivalést:
dy (rjug) = O (1501) + 0,0, (Tjv8) = 700k + V160 + VT 0V = VU + TjdsU,

amivel

d;L; = /ajkp (vjug, + 1dyvg) dV.
A zardjelben 4ll6 elsd tag egy a (j, k) indexparban szimmetrikus métrix. Ha ennek
mindkét indexét osszeejtjiik a (j, k) indexparban antiszimmetrikus ¢, métrix index-
eivel nullat kapunk. A maésodik tagtdl szarmazé szorzatban a (103) mozgédsegyenlet

alapjan cseréljiik le a pd;v; tényezot.

dtLi = /Eijij (fk; + aSO'ks) dV

Az integrandus ma&sodik tagjat alakitsuk &t teljes divergencidva és alkalmazzuk a
Gauss-tételt:

dtLi = /é“ijkrjfde—F/EijijaSO'kst
:/ajkrjfde—i—/sijkas (TjO'ks) dV—/aijkaksﬁsrjdV

:/€ijijfde+%5z’jkrj0'ksdfs_/5ijko-kjd‘/‘
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Az els6 tag a kiszemelt térfogatban taldlhaté kozegre haté f térfogati erdsiiriiség
forgatényomatékdanak i-edik komponense. A mésodik tag a feliileten hato o fesziiltség
forgatényomatékdanak i-edik komponense. A harmadik tagban kihaszn&ltuk, hogy
857‘ § = 65]'-

Az els6 két tag Osszege a kozegre kiviilrél haté M forgatényomaték M; kompo-
nense:

Mi = /ijrjfkdv + %gijkrjaksdfs'

Az impulzusmomentumra ezek szerint fennall, hogy
dtLi = Mi — /ajkakjdv.

A dinamika alaptorvénye szerint, ha a kozegre forgatényomaték nem hat, az impulzus-
momentum &llandé kell maradjon, azaz:

/Eijkdkjdv = 0.

Mivel az integrél tetszoleges tartomanyon eltiinik, az integrandusnak el kell tiinnie:
Ei]’kU kj = 0

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalét €;,,-val és alkalmazzuk az €;p,€;x = 0,j0qk —
Opi0q; azonossagot:

(OpjOqk — Opklqs) Okj = Tgp — Opg = 0.
Tehat a fesziiltségtenzor szimmetrikus kell legyen. Az impulzusmomentumra pedig a

vart egyenletet kapjuk:

A kovetkezod lépésben megvizsgaljuk a rugalmasan deforméalhaté testben az ener-
giaviszonyokat. Irjuk fel egy kiszemelt V tartomdny K kinetikus energidjat

K= / prtav,

és vegyiik ennek a szubsztanciélis derivaltjat ujra alkalmazva (102)-t:

4K — / od, (“2“) dV = / ) (”;) dv + / ) (%) AV = / pvsdyvsdV.

A (103) mozgdsegyenlet alapjan helyettesitsiik be az integrandusba a pd;v; tényezét:

dtK = /Ui (fz +8j0ij> dV

Alakitsuk &t a jobb oldalon &all6 integrdl mésodik tagjat divergenciava és vonjuk le a
tobblet tagot:

K = /vifidV—l—/@j (vioij) AV — [ 0i;050;dV. (104)
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A v (r,t) sebességmezd v; komponense definicié szerint az s (r,t) elmozduldstér s;
komponensének id6 szerinti 0;s; parcidlis derivaltjaval egyenlé. Ha ennek képezziik
a 0;0,s; parcidlis derivaltjat és alkalmazzuk a Young-tételt, azt kapjuk, hogy 0;v; =
0,0;s;. Ez a kifejezés a szimmetrikus o;; métrixszal szorozva, csak az €;; szimmetrikus
részével ad jarulékot

O'ijajl)i = aijatﬁjsi = O'ijatSij. (105)

A (104) egyenldséget ennek segitségével atalakithatjuk:

l/P&ﬁgﬂ+@(ﬂ%w>—@@mﬂdV:/whW—/}#mmw

ahol d; K-t a (100) alkalmazdsédval részletesen kiirtuk és a jobb oldalon &ll6 mésodik
tagot atvittiikk balra.

Ismét kozos integrélba gyfijtve az Osszes tagot nyerjiik az energidra vonatkozé
kontinuitési egyenlet differencidlis alakjat:

V;U; V;V;U;
O (,0 5 ) +0; (p 5 2 — UiUij) = vifi — 0550045

A tagok értelme a kovetkez6: az elsé tag a kinetikus energia siirtiségének a véltoz&si
sebessége. A masodik tag az energiadram

stirliségének divergencidja, ami két jarulékbdl &ll: az els6 tag az tin. konvektiv rész,
ami a mozg6 kozeg dltal szallitott kinetikus energidnak felel meg, a mésodik tag pedig
az un. deformécids energia dramsiiriisége. A jobb oldalon &l16, energiaforras-siiriiséget
reprezental6 tagok megfelelnek egyrészt az f tomegerok teljesitménysiirtiségének, més-
részt a o fesziiltséggel szemben végzett deformadcios teljesitménystir{iségnek

Az egyenlet fizikai interpreticidjénak érdekében rendezziik dt az egyenletet és
integrdljunk a térfogatra. A divergencidt tartalmazoé tagot pedig feliileti integralld
alakitjuk:

at/p”;”idv+ /Uijaté“ijdv = /'l]ifidv“_% (viaij _pUﬂ;in> df;.

Az egyenlet tartalma a kovetkezd. A bal oldal els6 tagja a kinetikus energia val-
tozdsdnak sebessége, a masodik tag pedig az Uin. deformdciés teljesitmény. Ezek
osszegével egyenld a jobb oldalon allé 6sszeg, amelynek els6 tagja a kiilsd tomegerok
teljesitménye, a mésodik tagja pedig az idoegység alatt a feliileten végzett deformaécios
munka ¢és a kidramlé anyag dltal elvitt kinetikus energia tsszege.

Ha a kozeg rugalmas tulajdonsagai idében éllandéak és a benne felhalmozott (ru-
galmas) deformécios energia ¢ siirfisége egyértelmiien kifejezhetd a lokélis deformécids
allapotot jellemzo €;;-vel, akkor a teljes ® deformécids energidra irhatjuk, hogy:

@:/@@Umﬂ¢mv

130



Az integral rogzitett tartomdnyban bekiovetkezd viltozdsi sebessége a lancszabély

szerint 5 .
0® = /at@ (5z’j (r,t),r)dV = / Ld (5%21', ) 7r>at5ijdv-
1J

Mivel ennek egyenlének kell lennie a deformdcics teljesttményt lefré [ o;;0:e,;dV tag-
gal, azt kapjuk, hogy

Iy
O;; = .
J aSij
Ekkor O'ijatéfij = (390/861]) &@j = (9t<,0.
Az energiamérleg integralis alakja:

(106)

ViUV

(1 + @) = [ fwaV + § (v = o™ 5 )

aminek interpretdcidja kézenfekvd. A rogzitett térfogatban taldlhaté kozeg teljes en-

ergidja £ = K + ®, aminek idéegységre es6 novekedése egyenld a térfogatba kiviilrol

idbegység alatt bedramlé energidval. A differencidlis alak ebben a megfogalmazasban
V;U;

tehat:
O (P 5 + ‘P) + 0; <P - Uigij> = v; fi.

Ha a o fesziiltségtenzornak van olyan o 0sszetevtje, ami nem allithaté el6 a ¢
rugalmas potencidlsiiriség €;; szerint vett parcidlis derivaltjaként, mert pl. bels6
surlédasbol szarmazik, akkor o;; = of; + O/ felbontds esetén, a deformdcios
teljesitménysiiriiség (105) szerint kib&viil

V;0; Uy

O'ijat&fij = O'Z{jaté'ij + (830/88”) (‘315% = agjajvi + (9tg0

Ennek megfeleléen az eléz6 egyenlet 0y tagja mellett megjelenik a o7,0;v; tag, amit

atvive az egyenlet jobb oldalédra:
ViU;
O (,0

2

VU0

+ QO) + 8]- (p — Uiaij> = Uifi — O';jaj'l}i.

A jobb oldalon a méasodik tag energiadram-nyeloként jelent meg. Neve disszipdcios
fiiggvény, amit akkor tudunk megadni, ha tudjuk, hogy a kozeg mozgdsi dllapotatol
hogyan fiigg a o’ strléddsi tenzor.

28. Hooke-torvény

Ha a kozeg potencidlos, azaz a lokdlis deformaciés allapotnak egyértelmii fiig-
gvényeként adhaté meg a deformdcids energiasiiriiség, akkor, mint ldttuk a fesziilt-
ségtenzor egyértelmiien megadhaté a deformdcick fiiggvényeként: o;; = 0y (eg) =
890/ aEij.

Kis deformécick esetén o;;-t sorba fejtve kapjuk, hogy:

90,
Uijzaij(0)+< UJ) €t
0



Mivel deformélatlan &llapotban nincsenek fesziiltségek, az els6 tag zérus. (Az, hogy
milyen &llapotot tekintiink deformdlatlannak megegyezés kérdése. Kézenfekvo a fes-
ziiltségmentes allapotot kiindulé pontnak tekinteni.) Ha a deformécick kicsik, a
tapasztalat szerint megéllhatunk a linedris kozelitésnél és ekkor az tin. Hooke-torvényt
nyerjiik:

0ij = Cijki€his (107)

. 8Jij
Cat = <3€M>o

jelolést. A Cjj tn. rugalmas egyiitthaték dltaldban fiigghetnek a helytdl is, de
homogén kozeg esetén az értékiik dllandd. Alkalmazva a (106) Osszefiiggést

Dy

ahol bevezettiik a

= OZ Ekls
Der; k1€ KL
amibol egyrészt kovetkezik, hogy
P
Cijbl = 57—,
(%klé?sij

mésrészt, hogy
_ CijriEijen  045€ij

2 2

vagy
1
Y = éCijklé?jsialsk.

Egy Cii alaki négyindexes matrix dltaldban 3* = 81 kiilonb6zd elemet tartal-
mazhat. A szimmetriatulajdonsdgok miatt azonban, a Hooke-tenzor elemei koziil
nem mindegyik fiiggetlen. A (107) Hooke-térvényben mind a fesziiltségtenzor, mind
a deformédcids tenzor szimmetrikus és ezért a Cjjy is szimmetrikus az (7, j) valamint
a (k,l) indexparokban. A rugalmas egyiitthatéknak a ¢ potencidlsiiriiségbdl torténd,
fenti eléallitdsa pedig a Young-tétel kovetkeztében azt mutatja, hogy Ciji az (4, )
és (k,1) indexpérok egyidejii cseréjére nézve is szimmetrikus. Mindezen szimmetridk
csak 21 kiilonbozo elemet engednek meg.

Egy anizotrop, kristdlyos kozegben a fiiggetlen elemek szdma ténylegesen 21
marad. Ha azonban a kristélyszerkezet bizonyos szimmetridkkal bir, a fiiggetlen ele-
mek szdma tovabb csokken. A szabdlyos vagy médsnéven kobos kristalyban, amelyet
az jellemez, hogy a tiikrozések és a 90%-os elforgatdsok onmagaba viszik 4t, csak 3
kiilonb6z6 értékii elem marad: Cii11, Clio2, Cro12- A szdmitdsok szerint a megfelel
rugalmas energiastiriiség

1
p = 501111 (531 +e5+ 633) + Chi22 (€11822 + €11€33 + €22633)
+2C1212 (€1, + €13 + €33) -

Amorf, izotrop kézegben, amelyben a rugalmas tulajdonsdgok nem csak diszkrét
szogekkel torténd, hanem tetszoleges elforgatds esetén is invaridansak maradnak, a fenti
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energiasiiriiség invariancidjanak kovetelménye tovabbi sszefiiggés fennalldsat réja ki:
C1111 = Cii22 + 2C1912, ami végiil két fiiggetlen dlland6 hasznalatat teszi sziikségessé.
Szokds bevezetni a A és p in. Lamé-féle allandéknak nevezett konstansokat, ame-

lyekkel
Ciizz = A, Ciai2 = p,

és igy
Cin = A+ 2pu.

A rugalmas energiasiiriiség ebben az esetben
Ay
Y= 5% + pgijEij.
A fesziiltségtenzor komponenseit derivéldssal nyerjiik:

d¢
O;i —
J 852-]-

= Aéijgkk + 2/18@', (108)

amibdl a Hooke-tenzor tjabb derivaldssal adédik. A derivaldsnal figyelembe kell ven-
niink, hogy ¢;; szimmetrikus, amit a legegyszeriibben tgy tehetiink, hogy a mdsodik
tagot szimmetrizaljuk:

1
eij = 5 (&0 + €5i)
amibol 5
Oii
Ciji = gkjl = A0yj0k + o (0irdj1 + 0udj) - (109)

A deformécids tenzort felbonthatjuk a tiszta nyirdsnak megfeleld spurmentes és
az egyenletes 0sszenyomdsnak megfelel6 tagjaira:

1 1
Eij = (51’3‘ - g@ﬁkk) + §5ij€kk-

A Hooke-torvény szerint a fesziiltség ennek megfeleléen szintén felbonthaté spur-
mentes és a teljes spurt hordozoé tagra
1
Uij = 2/JJ Eij — §5ij5kk + K(Sijgkka (110)

ahol bevezettiik a K = \ + %“ uin. kompressziémodulust.
Ebben a felbontdsban i neve torziémodulus.
A potencidlsiir{iség ennek a felbontdsnak megfeleléen

1 > K,
p=ple— g0 | + 5k

Sokszor van sziikség a forditott irdnyu kifejezésre: a deformdcidk fiiggésére a fes-
ziiltségekt6l. Ennek megtalalasahoz képezziik a Hooke-torvény (110) alakjanak spur-
jat. Mivel az els6 tag spurmentes

0ii = 3K e,
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amibdl
oy

3K
A kapott sszefiiggést a (110) Hooke-térvénybe helyettesitve, atrendezés utan nyerjiik,
hogy:

Ekk =

1 1 1
Eij = U Tij — §5z‘j0ll + g—K(Silel’

ahol az els6 tag spurja nulla. Osszevont alakban ugyanez:

1 A

20" 200 (3N +2p)

2M (5@'0’[[. (111)

51‘]’ =

Erdemes a deforméciok néhany egyszerii esetét kiilon is kiemelni.
1. Ha az x tengely irdnydban fekvé A keresztmetszetii ridra a tengely irdnydba
esO F' nagysdgui hizéerdt gyakorolunk, a fesziiltségtenzor

Uij =

oo
o O O
o O O

alakot 6lti, ahol p = £. A deformdciés tenzor (111) szerint

A+p
pu(3)\+2,u) 0 \ 0
£ij = N STEs ) 0
0 0 A

“P3uGr2n)

A rugalmas tulajdonsdgok jellemzésére bevezetik az E Young-moduluszt, amivel az

%, egységnyi feliileltre hat6 er6 és a 1/l relativ megnytlds aranyat jellemzik:
ol F
—F=—.
l A

Mivel az €1; komponens az = tengely irdnydban létrejott 91/l relativ megnytlédssal
egyenld, felirhatjuk, hogy
A+ F
B =
p(3X 4+ 2p) A
amibdl
f(3A + 2p)
EFE=————-.
A+
Vegyiik észre, hogy a deformécidtenzor 9 és €33 elemei nem nulldk, hanem negativ
értéket vesznek fel. A kozeg a hiizdsra merdleges irdnyban zsugorodik, tn. harédnt-
Osszehtizédast szenved el. A hardnt-0sszehiizédds mértékének jellemzésére, annak
a relativ megnyildshoz viszonyitott (negativ) ardanydt szoktak bevezetni (Poisson-
Sz&am):
€929 A

en 2\ +p)
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2. Ha a vizsgélt testet pl. a kiilsé légnyomads hatdsanak tessziik ki, egyenletes p
nyomds jelenik meg a felszinén, ami a test belsejében is tovaterjedhet. A kialakult
fesziiltség tenzora

0ij = —Ppdij
lehet. A deformaci6 (111) alapjén
p
é‘ij = —3—K(Sij.
A relativ térfogatvéltozas
%
T
v
azaz 5V
p=—-K v

ami indokolja, hogy K-t kompressziomodulusnak neveztiik.

3. A kozeg z tengelyre merdleges sikjdban egy A méretii feliiletre F' nagysagui y
irdnyu (nyiré)erével hatunk, aminek a segitségével tiszta nyirédst szeretnénk létrehozni.
A megfelel6 elmozdulés tér

0
S; = Cl’g
0

alaki lehet, ahol C konstans jellemzi a nyirds szogét. A deforméciétenzor ennek
megfeleléen

0 0 0
82‘]‘ = 0 0 %
c
05 0
A (108) egyenletbdl a fesziiltségtenzor
0 0 0
o;=10 0 uC |,
0 puC 0
ahol a fesziiltségtenzor definicidja szerint
F
O =—
M=

kell legyen. Az s; elmozduldstér megadott komponensei szerint a nyirds szoge éppen
egyenld C-vel ami azt jelenti, hogy p Lamé-dllandé nem més, mint a kisérleti fizikdban
megismert G nyirdsi modulus

w=_G.
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29. A mozgasegyenlet megoldasa, hullamok
A rugalmas, anizotrop kézeg mozgdsit meghatdrozo egyenletek ezek szerint:

pdyv; = f; + 0;0;; (mozgdsegyenlet),
0ij = Cijkici (Hooke-torvény),

Owp + 0; (pv;) = 0 (kontinuitési egyenlet).

A Hooke-torvény szerint a fesziiltségtenzort behelyettesithetjiikk a mozgdsegyen-
letbe:
pdv; = fi + 0;CijniE

A sebesség szubsztancialis derivéltja dyv; = 0yv;4v;0;v;, amiben a mésodik, konvektiv
tag rugalmas testekben elhanyagolhatéan kicsi jarulékot ad az elsé, helyi gyorsuldsnak
megfelel6 tag mellett. Homogén kozeg esetén a Hooke-tenzor nem fiigg a helytol. Ha
ezek utdn figyelembe vessziik, hogy v; = 0;s;,valamint azt, hogy mi a deformécids
tenzor definiciéja, az aldbbi mozgasegyenletet nyerjiik:

p@fsl = fz -+ C’ijkl(‘?j (ﬁksl + alSk> /2

A Hooke-tenzor harmadik és negyedik indexében szimmetrikus és igy a zéardjelben
taldlhaté két tag a Hooke-tenzorral megszorozva ugyanazt az eredményt szolgéltatja.
Ezt is figyelembe véve, az egyenlet végso alakja:

p0;s; = fi + Cijr0;0ks).

A nyert mozgdsegyenlet egy linedris, inhomogén parcidlis differencidlegyenlet,
aminek standard alakjat dtrendezés utan kapjuk:

p@fsi — Cijklajaksl = fz (112)

Fontos specidlis eset a statikus egyensiily esete, amikor az elmozdulédstér idoben
nem valtozik, azaz J;s; = 0. Ekkor az egyenlet a

Cijki0j0ks; = — fi

parcidlis differencidlegyenletre redukalédik, aminek a megolddsit f; és a perem-
feltételek ismeretében kisérelhetjiik meg.
Amorf kozeg esetén a Hooke-tenzort (109) adja meg, amivel

[(X0ij0k + 10 (05051 + 06j)] 00k = — fi.
Az indexek Osszeejtése utdn az egyenlet
(A + 1) 0i0k sk + 10kOkS; = — fi,

ami vektorjeloléssel:
(A + p) grad divs + pAs = —f.
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Amikor kiils6 erdtér nincs jelen, a (112) egyenlet homogén, linedris, mésodrendii,
parcialis differencidlegyenlet(rendszer).

Keressiik az egyenlet sikhullim megolddsait. Az n, komponensekkel biré n
egységvektor (n,n, = 1) irdnydban, v terjedési sebességgel mozgé sikhulldm r hely-
és t idofiiggésének éltaldnos alakja

si (r,t) = S;V (nr — vt),

ahol S; egy rogzitett vektor komponenseit jeloli és W tetszoleges (kétszer derivdl-
hat6) egyvéltozos fiiggvény. Mindenhol indexes frésmddot alkalmazva (nr = n,r,),
helyettesitsiik be a prébamegolddst a mozgasegyenletbe:

,05183\11 (inp - Ut) = SlC’ijkl(?j@k\If (inp - Ut) .

Elvégezve a derivaldsokat, ldtszélag egy W-re vonatkozé kozonséges, méasodrendii dif-
ferencidlegyenletet kapunk

pSZ‘\I/” 2= SlCijklnjnk\I/”.
Az egyenletet az egyik oldalra rendezziik és W”-t kiemeljiik
(,OSZ‘U2 — SlCijklnjnk) ‘1/” = 0.

Lathatd, hogy az egyenletnek akkor lehet nemtrivialis megoldédsa, ha a zdréjelben all6
kifejezés eltiinik
pSiU2 — SlCijkmjnk =0. (113)

Az sszefiigges, ami a C;jpyn,ny, métrix pv? sajatértékhez tartozo sajatvektoregyenlete,
feltételi egyenletet jelent a bevezetett S;, v, és n, konstansokra nézve. A kiértékeléshez
az elso tagban fellépo S; tényezot az S; = 6,5, alakkal helyettesitjiik, ekkor az egyen-
letben kiemelhetjiik Si-et:

Sl (p(?iva — Cl-jklnjnk) =0. (114)

A kapott egyenlet egy homogén, linedris, algebrai egyenletrendszer az S; kompo-
nensekre nézve, aminek akkor van nemtrividlis megolddsa, ha az egyenlet deter-
mindnsa elt{inik:

det (p5ilv2 — C’ijkmjnk) =0. (115)
Irjuk fel részletesen a determindnst:
0712 - Cljklnjnk: _Clijnjnk _Oljanjnk:
—C’ijlnjnk p’U2 - ngkgnjnk —ngkgnjnk = 0. (116)
_C3jk1njnk _C3jk2njnk ,OU2 - C3jk3njnk

Lathato, hogy kifejtés esetén a determindns v?-re nézve egy Ps(v?) harmadfoki
polinom, aminek &ltaldnos esetben hdrom kiilonb6zé gyoke lehet. Megoldva a
P (v?) = 0 egyenletet, v:-re nézve és elvégezve a négyzetgyvkvondst, hat kiilonbozd
sebességértéket kapunk, amelyek kozott azonban, paronként szerepelnek egymas
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ellentétei: vy, —vy, v9, —vy, v3, —v3. Az ellentétes parok ugyanahhoz a terjedési
sebességhez tartoznak, csak ellenkezd irdnyud hulldmterjedésnek felelnek meg, amit
nem sziikséges kiilon vizsgélni.

Igy, ha n, rogzitésével kivdlasztunk egy terjedési irdnyt, a P3(v?) = 0 egyen-
let megolddsaval hérom kiilonféle lehetséges sebességértéket nyeriink (vy,ve,v3).
Kivélasztjuk a g-adik lehetséges sebességértéket, amit v(,-val jeloliink és megoldjuk
a (114) homogén egyenletet S(,);-re nézve. Az elmozduldstér ezzel:

S(gyi (T:1) = S(gu¥ (nprp - U(‘Z)t) ]

ahol U tetszoleges fiiggvény.

Adott terjedési irdnyhoz tehdt haromféle hulldm tartozik, amelyek rezgési irdnya
a térben rogzitett és dltaldban, a terjedési irdnnyal bezért szoge nem vesz fel specidlis
értéket (a hulldm nem longitudindlis vagy transzverzélis).

Erdemes kiilon megvizsgalni az izotrop, amorf kozeg esetét. Az amorf kozegre
vonatkozé (109) Hooke-tenzort a (116) determinédnsba torténé behelyettesitése helyett
helyettesitsiik be a (113) egyenletbe:

pU2SZ- — [)\51]5“ + 2 (6ik5jl + 51'16]'14:)] njnkSl = 0.

Az egyenletben a lehetséges indexegybeejtések elvégzése utan két oldalra gytijtjiik az
1 és az [ indexet viseld6 S komponenseket

(pv* — )
S 11
pp S; = nymyS; (117)

(1)

A R
tartozé sajatvektora S. Az n;n; méatrix projektor maétrixa, azaz olyan P linedris
operdtor matrixa, amire fenndll, hogy

Az egyenlet az n;n; matrix sajatvektor-egyenlete, aminek a A = sajatértékhez

PP =P, (118)
hiszen n;n; = 1 miatt
(ngn;) (ngny) = ngny.

Egy projektor A sajatértéke 0 vagy 1 lehet, hiszen ha a hozzdtartozé sajétvektor w
és igy .
Pw = Aw,

akkor egyrészt o
PPw = A’w,

mésrészt (118) miatt - .
PPw = Pw = Aw.

Osszevetve kapjuk, hogy

A* = A, tehdt A (A —1) =0,
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amibdl A = 0 vagy A = 1.
Az els6 esetben:
(pv® — 1)
A+

amibdl vy 5 = j:\/g . A masodik esetben

Y

(pv® — 1)
A+

?

2u+A

amibdl v34 = + Osszesen kétféle sebességértéket kaptunk, mivel a véltott

eljel az ellentétes irdnyd hulldmterjedésnek felel meg.
Vizsgédljuk meg az S; vektorkomponenseket. Az elsé esetben, amikor vy 5 = j:\/g ,

a (117) egyenlet szerint
n;n;S; =0

lesz. Mivel az n; értékek koziil nem lehet mindegyik nulla, a n;S; szorzat el kell
tlinjon, azaz a rezgés irdnyat megadd S vektor merdleges a terjedés irdnyat megadd
n vektorra. A kapott hulldm teh&t transzverzalis hulldim, aminek terjedési sebessége

v= /8
p

Vizsgdljuk meg a mésik esetet, amikor v? = @. A (117) egyenlet szerint

A jobb oldalon az S és az n vektor skaldris szorzata van megszorozva az n; vek-

torkomponenssel és gy S parhuzamos n-nel. Ez longitudindlis hulldmot jelent, aminek
2u+A
.

Erdemes megmutatni, hogy a longitudinalis hullim rotéciéja elttinik. Vegyiik
ugyanis az s (r,t) = SU (n,r, — vt) megoldds rotdcidjanak k-adik komponensét:

sebessége v =

rot[s(r,t)], = exji0js; (x,t).
Behelyettesitve a fenti alakot:
£kji0;8; (T, 1) = €1:0;5:V (nypry, — vt) = eg;in; S; V' (nyr, — vt) .
Hasznaljuk ki S; (119)-beli el64llitasét:
rot[s (r,t)], = exjinnmS¥ (nyr, — vt) .

Mivel n;n; szimmetrikus métrix, e;;; pedig antiszimmetrikus az (j,7) indexparban, a
mindkét indexet egybeejtd szorzatuk nulla.
Hasonldan, a transzverzilis hullim esetén, frjuk fel s (r,¢) divergencidjat:

divs (r,t) = 0;s; (r,t) = 0,80 (nyr, — vt).

Transzverzalis hulldm esetén az n;S; szorzat értéke volt nulla, tehat annak a diver-
gencidja tiinik el.
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30. Folytonos rendszerek Lagrange-formalizmusa

Tekintsiik egy olyan kifeszitett, rugalmas (pl. gumi)szal viselkedését, amelyen
longitudinélis hullamok keletkezhetnek. Legyen a szdl keresztmetszete A, Young-
modulusza F, térfogati tomegsiiriisége p és ennek megfelelden a lindris tomegsiirtisége
n = pA.

Modellezziik a szél viselkedését egy sfirtin, egyenletes a tdvolsdgban elhelyezett
m tomegli tomegpontokbodl és azokat 0Osszekotdé D rugddllanddéji rugdkbdl allé
linearis rendszerrel. Az = tengely mentén elhelyezett j-edik tomegpont egyenst-

lyi koordindtdja a; = ja, és az ettdl valo eltérést jeloljiik g;-vel. A j-edik rugé
megnytldsa Ag; = ¢j11 — ¢;. A rendszer L, Lagrange-fiiggvénye (ahol az index

az a paraméterre utal) felirhaté a tomegpontok kinetikus energidja és a rugékban
felhalmozott potencidlis energia segitségével:

L.
L, = Z 5 [m(JJQ — D (gj41 — Qjﬂ :
J

A Lagrange-egyenleteket felirva

d o 0

Ly = o—La,
dt 8qj an

a kovetkezd Newton-egyenleteket nyerjiik:
md; = D (gj+1 — 24¢; + ¢j—1) - (120)

A rendszer potencidlis energidja a ¢; koordindtdk kvadratikus formdja, igy az egyenlet
megolddsat
q; = Aj exp (—iwt)

alaki normalrezgések alakjaban kereshetjiik. Behelyettesitve a (120) mozgdsegyenletbe,
az A; egyiitthatokra a kovetkezo feltételt nyerjiik:

(JJ2TTLAj + D (Aj+1 — 214] + Aj—l) = 0. (121)

A (121) homogén egyenletrendszer megolddsa A; = Aexpikaj alakban keresheto,
ahol k késobb meghatarozandé paraméter. Behelyettesitve, az

w*mAexpikaj + D [Aexpika (j+ 1) — 2Aexpikaj + Aexpika (j —1)] =0
feltételi egyenletet nyerjiik. Egyszeriisités utdn
w?m + D [expika — 2 + exp (—ika)] = 0,

vagy
w?m + 2D [cos (ka) — 1] = 0.

Fejezziik ki w-t amivel az w = w (k) , in. diszperzids Osszefiiggést nyerjiik

w= 2\/gsin (%) . (122)
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A megoldés hullamszerii:
q; = Ajexp (—iwt) = Aexpi (kx — wt) ,

ahol x = aj jeloli a j-edik tomegpont egyenstilyi helykoordinatajat. Az w korfrekven-
cidhoz tartozé k dn. hulldmszam lehetséges értékét pedig a diszperziés Osszefiiggés
szolgaltatja.

Hasonlitsuk 6ssze a szamitdst a modellezett rugalmas szal viselkedésével. A szdl
1 linedris tomegsiiriisége kifejezheté az m tomeg és az a tavolsag segitségével:

n=—.
a

Miésrészt, a j-edik rugéban ébredd eré F' = DAg;, aminek meg kell egyeznie a ru-
galmas szdlban ébredd erével. A rugalmas szalban fellép6 fesziiltség egyenld a %
lokdlis relativ megnytlds és az ' Young-modulusz szorzatdval. Az erét a fesziiltség

és a keresztmetszet szorzata adja:

A .
DAg; = AE=4.
a
AZAZ EA
D=2
a

Stiritsiik a tomegpontokat gy hogy n és E &dllandék maradnak. Vizsgdljuk meg, mi
torténik hatdrmenetben a mozgdsegyenlettel. Ehhez a (120) egyenletben helyettesit-
siink m = aAp és D = EA/a szerint és osszuk az egyenletet aA-val:

.. E (Aq; Agi_
qu:_(i_ﬁ)

a a a

Ha a tomegpontok siirftése esetén, a szdl egy adott x helyén val6é viselkedését
vizsgdljuk, mindig azt a j indexet kell tekinteniink, amire fenndll, hogy x = aj &l-

landé. Ennek értelmében az egész értékii j helyett x-szel is indexelhetjiik a tomegeket,
aminek megfelelden az id6fiiggd g; (¢) helyett g(z,t), ¢; helyett pedig % frando,
ahol x = aj.

Tekintsiink most egy x¢o = aj helyet és tartson a nulldhoz a fenti feltételekkel. Az

egyenlet bal oldala 7 g—jg -hoz fog tartani. A jobb oldalon a zédréjelben &ll6 két
r=x0

tag pedig, rendre g—g A Lohoz és %Lc:m

2 . 2z 2z z P pd .e ”

% -hoz tart, aminek eredményeképpen az egyenlet hatdrértékben a kovetkezo
r=x

alakot veszi fel

O—hoz tart. Ezek kiilonbsége osztva a-val,

O _ 0%

Poiz ~ E@ﬁ'
A kapott egyenlet a hullamegyenlet egy dimenzids alakja, ami megegyezik a rugalmas
szdlra mas modszerrel levezetett mozgdsegyenlettel.
A (122) diszperzids sszefiiggésbe is frjuk be a rugalmas szal paramétereit

2 |E . (ka)
w=—4[—sin|{—|,
al\l p 2
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aminek hatdrértéke midon a tart nulldhoz:

limw = kw / E
a—0 P

A kapott eredmény megegyezik a folytonos rugalmas szél esetében ismert eredmén-
nyel.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik az a — 0 hatdrmenet hatdsara az L, Lagrange-
fiiggvénnyel. Helyettesitsiik be a szdl paramétereit

1 EA
L, = 25 {anq] - _<QJ+1 —qj) } ,
j

és emeljiik ki a-t

1 Aq; 2
La:az2[nqj EA(TJ)

J

Ha a tart nulldhoz, a kerek zardjelben 4ll6 hanyados —g —hez tart.

Ugyanakkor az tsszegben, valamilyen rogzitett x; és o ertékek kozotti szakaszon
vett jarulék éppen az egyenletes a tavolsdgokban vett tagok 6sszege, ami ilyen médon
éppen az (11, ;) szakaszon vett téglanydsszegnek felel meg. Igy ha a tart nulldhoz,
a Lagrange-fiiggvény hatdrértéke a kovetkezo integral lesz

B 121 dq B dq
La—>L—/x1 [(825) EA(@x)]dx'

Szokds az integrandust (linedris) Lagrange-siirisegnek nevezni és L-lel jelolni.

Tehat )
1 dq dq , [
L= [ (8t> —FEA (8:5) ] , amivel L = /ml Ldzx. (123)

A hullamegyenlet elébbi ”levezetése” a Newton-egyenletbdl tortént. Most viszont
alkalmazzuk a 65 = 0 Hamilton-elvet a fenti Lagrange-fiiggvényre. Kiirva, a

to
5/ Ldt =0
t1

varidcios egyenletet kell megoldanunk. Részletesen

to xo
0 / / Ldxdt = 0,
t 1

ahol £ argumentuma g’g és 3l Altalanos esetben L fiigghet még g (z,1)-t0l, és az x,t
valtozoéktol is.

Fejtsiik ki a 0.5 variaciét, figyelembe véve azt, hogy a Hamilton-elv értelmében az
id6 szerint nem varidlunk és igy a varidlds beviheto az integrdl jel mogé:

om0 Oq dq g
55—5/tl /gc1 ['(E’@ ,q, T, t)dmdt / / 5£(8t pe ,q,x,t) dxdt.
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------

0L 8q OL Dq OL
5L = aaq%t a@q5ax+aq‘5q’

oL oq | oL aq oL

Mivel az id6 szerint nem varlalunk, a variacio és a t szerinti parcidlis derivalds felc-
serélheto:

amivel

g _ 9(5q)

ot ot
Hasonlé mdédon, mivel az x indexviltozd, ("az xz-edik tomegpont” azonositdja) ami
szerint az integrdlban a varidcié miiveletétol fiiggetleniil elvégzendo osszegzést hajtunk
végre, az x szerinti parcidlis derivalés is felcserélhet6 a varidlassal:

58q d(0q)
ox or

Az integrandus két els6 tagja ennek alapjan dtirhato:

0L9(dq) | ILI(dq) , OL
5S = // (aaq 5 +a% 5yt g0 ) dudt. (124)

7

Most alakitsuk &t az integrandus els6 két tagjat az aldbbiak szerint:

9L9(q) _ 0 (9L, 00L
9% ot ot \ ok g dt 92 1

ooy _ o (oc,\ oo,
8% or Oz 8% 4 8:&8% 1

Helyettesitsiink be a (124) integrélba:

0oL 0 0L o (or o [ or
0.5 = / / [(8(1 8taaq %%) oq + Em (a—%5q> t o (83‘1 (5(])] dxdt.
(125)

A maésodik tagon végezziik el a t id6 szerinti, a harmadik tagon pedig az x hely
szerinti integralést:

0oL 0 0L
08 = / ( a4 aaaq 33386‘1> dq (x,t) dxdt (126)

oL
( 3 ta) — Y oq (%h)) dz+
8 ot t
L oL
(_a 59 T2, ) @ 5Q($17t)) dt.
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A Hamilton-elv szerint a mozgds kezd6 t; és végso to idépontjanal nem varidlunk,
azaz 0q (x,t1) = dq (z,ts) = 0, aminek kovetkeztében, a masodik integral értéke nulla.

A (123) Lagrange-fiiggvény az z; és xs pontokban rogzitett, kiilsé er6hatdsnak
ki nem tett hir mozgdsdnak lefrdsdra alkalmas, mivel sem a hir belsejében, sem a
végein nem vettiik figyelembe egy esetleges kiilsé erd6 munkdjat, aminek megfelel6en
dq (x1,t) és 0q (z2,t) szintén nulla és igy a harmadik integrél szintén elt{inik.

Az els6 integralban viszont dq (z,t) a teljes (t1,12) ® (x1, z2) tartomédny belsejében
szabadon adhaté meg, igy az integral csak tgy tiinhet el, ha dq (z,t) egyiitthatdja

erus: oL 9 OL 0 oL
0 9 DmnL (127)
q 0 ot 0z 9 e
A kapott egyenlet a hir Euler-Lagrange-egyenlete, ami a (123) egyenletben adott
L Lagrange-siir{iség felhaszndldsdval valéban a kiilsé er6k hatdsa nélkiil, szabadon
mozgo6 hir mozgdsegyenletét szolgaltatja. Helyettesitsiink be:
oL oL dqg 0L dq

— =0, — =p—, — = -—FA—
a¢ o o 9 o’

amibol a mozgasegyenlet:

0%q 9%q 0%q 9%q

— + FA— =0, azaz p— = F—.

Tor: 02 e T o2
Erdemes észrevenni, hogy a Lagrange-fiiggvény szerkezete a hir esetén is olyan
alaku volt, mint a véges szabadségi foki rendszereknél, tehat a kinetikus és potencidlis
energia kiilonbségeként volt felirhaté: L = K — U. Az eltérés mindossze abban all,
hogy a diszkrét esetben fellep6 osszegzések helyett integralok szerepelnek A kinetikus

energia az 2p ( ) kinetikus energiasiiriiség integrédljaként all elo:

K= /le (-q) Adz.

Az U potencidlis energia a kozeg ® rugalmas energidjanak felel meg, amit szintén
energiasiiriség integraljaként adhatunk meg:

(™1 dq 2

A diszkrét tomegpontokbdl &ll6 rendszer Lagrange-fiiggvényében az i-edik
tomegpontra haté kiilsé F; (t) erd jelenlétét egy ¢; F; (t) tag bevezetésével vehettiik fi-
gyelembe. Ha a hirra (kozegre) egy kiils6 térfogati erd is hat, az dltalaban egy helytol
és 1d6tol fiiggd, € (x,t) linedris, azaz & (r,t) /A térfogati erdstiriiséggel jellemezhetd.
Folytonos esetben, ennek megfeleléen a Lagrange-fiiggvényben megjelené korrekciés
tag f q(z,t)€ (z,t)dr alaki lesz. Hasonlé médon, ha az x; és x5 végpontokban
Fi (t) és Fy (), elore definidlt er6k hatnak, hatdsukat a Lagrange-fiiggvényben az

Fy () q(za,t) — F1(t) g (21,1)
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tag hozzdadasdval kell megjeleniteni. A Lagrange-fiiggvény alakja tehat ekkor
dm+F2 (t)Q('r%t) _Fl (t)Q<x1at) :

r [ () e (5) et
(128)

Az L Lagrange-fiiggvény kétféle tagot tartalmaz. Az elsd, egy az L =

[%77 (g—g)g —3EA (%)2 + g€ (x, t)} linearis Lagrange-siir{iség integraljaként el64llo,
a hur belsd tartomdnydnak tulajdonsigait leir6 tag. A tovdabbi két tag, nem
striiségintegralként eloallé jérulék a h1’1r peremének viselkedésével kapcsolatos.

letbe helyettesitve nyerjiik, amelynek a JObb oldaldan &ll6 masodik tagjarol lattuk,
hogy értéke a Hamilton-elv szerint nulla, igy azt nem frjuk ki:

0oL 0 0L
/ / ( dq 568‘1 o aaq)5Q($ t) dxdt

5q ('rla t)) dtu

oL
0q (22, t) — 501

T2 oz

xr1
ahol a (128) Lagrange-fiiggvény szerint

oL oL aq oL 8q
Az utolsé két tagbdl szarmazé 65y jarulék pedig a szokdsos eljards szerint allithato
elo: .
2
55, — / (Fy (£) 5q (22, 1) — Fy (t) 6q (21,1)) dt.
31

A teljes 0.5 varidci6 ezek szerint

0 oL 0 oL
0S =605, +0Sy = / / (8(1 aaaq 81’86'1) 0q (z,t) dxdt

2 oL oL
+/ ( ar| T2 (ﬂ) oq (z2,t) — (—aq +F (t>> oq (xl,t)] dt,
t1 a% o a@az 1
azaz behelyettesitve
0%q 9%q
0S = / /xl < o + EAE)_) dq (z,t) dxdt
8q 8q
t1 T2

A (t1,t2) ® (21, z2) tartomdny belsejében dq (z,t), valamint az x; és xo értékekhez
tartoz6 éleken dq (x1,t) és 0q (x2,t), egymastol fiiggetleniil valaszthaté meg, és igy a
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05 = 0 feltétel kielégitéséhez mind a hdrom integralkifejezésnek kiilon-kiilon el kell
tlinnie. Az els6 integral akkor valik azonosan zérussd, ha dq (z,t) egyiitthatéja nulla:

oc_ooL _00L
dg  0to% axa%_’

azaz

d%q d%q
5p = EA@ + & (2,1),

ami éppen a hur mozgdsegyenlete kiilsé & (z,t) linedris er6siiriiség jelenléte esetén.
A mésodik és harmadik integral eltiinése kétféle esetben is megvaldsulhat.

1. A hir vége rogzitett, ekkor a megfelel dq (z1,t) = 0 vagy dq (z2,t) = 0 feltétel
all fenn.

2. A hir megfelel$ végére adott, Fi (t) vagy Fy(t) erd hat, ekkor dq (z1,t) vagy
dq (z2,t) szabadon véalaszthat6 és az integral elt{inésének feltétele, hogy

oL oL
a_a_q +F1 (t)zovagy a—a_q +F2(t):0,
0z |z, Oz | 2
azaz 3 5
EAai — Fy (t) = 0 vagy EAa—z - Fy(t)=0
legyen.

A két eset a megfelel hatdrfeltételeket rogziti.

A hir példdja alapjén fel tudjuk irni a haromdimenzids, rugalmas kozeg L
Lagrange-fiiggvényét. Ebben két féle tag szerepel: egyrészt a kinetikus és rugalmas
potencidlis energia kiilonbségét tartalmazo, valamint az f; slirliségli tomegerok
hatdsat leiré ﬁ Lagrange-stiriiség térfogati integrédlja, mdsrészt a kozeg feliiletén,
kiviilrél haté 0 - fesziiltségek jaruléka, ami feliileti integrédl formdjaban adhaté meg;:

:/EdV—F/O'ZI](Sde],
Vv f

. 1 832- aSZ‘ 1 asz 8Sk
=3t ot 2 M ey, oy, T

AdS =9 fttf Ldt kifejezés varidcidja "recept" szerint késziilhet. Az elsd, térfogati

integrdl varidcidja
oL (‘95z oL _0s; 0L
/ / (6’85 aas 58_.1,’3 + a—Si(SSJ) dVdt.

A varidlds és a hely és id6 szerinti derivdlés itt is felcserélhetd, azaz

@ _ 0(3siq)
o ot

ahol

(129)

J
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és
aSi - 8(581)

8ZE]' B 8mj

Alakitsuk &t az integralt a kovetkezd azonossdgokkal

oL 9(ss)) o [ oL 9 oL
ds; 815 = a a@si 5Si - & a(‘)si 5Si’
%t Bt Bt

(551'

oL 9@s) _ 0 (oL, \_ 9 or
8681‘. aZL’j _81’j 8ﬁ ‘ 81’182%

------

085y = / / K 8s4dfdt,
amivel a teljes varidcio:

05 =051+ 05, = / / ( _9 aﬁ. _ 9 aﬁ. ) 0s;dVdt

Osi  O0t9% Oy aaiz_

//[at (aas ) aa (;af ) dth+// Kosdf;dt.

A maésodik integral els6 tagjan elvégezve az id6 szerinti integraldst ismét olyan
kifejezést kapunk amely a kezd6 és vég idé’)pontokban Szorzo’tényezéként tartalmazza

------

Az integral masodik tagjat a Gauss- tetel alapjan alakitsuk feliileti mtegréllé,:

[z (883 )M [ /i,: S it

Igy végeredményben 6S-re a kovetkez alakot nyerjiik:

0 oL 0 oL p
55 / / (88, aa% o 8I’j @g%> 5Sdedt +/ / <885 Uij) (SSzdfjdt

A tartomdny belsejében a teljes idéintervallumban ds; tetszoleges lehet, ezért az
els6 integral akkor tiinhet el, ha

oL 9oL D oL
ds;  Oto% axjag;;

= 0. (130)

A nyert eredmény a haromdimenzids térben érvényes mozgdsegyenlet.
A miésodik, feliileti integral kétféle médon is eltiinhet.
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1. Ha a felszinen a kozeg rogzitett, ds; nulla.
2. Ha a felszinen a kiozeg nem rogzitett, ds; egyiitthatéja kell elttinjon:

oL
(a@ +o—{j> df; = 0.

Ox;

Az egyenlet a kozeg mozgasegyenleteit kiegészitd peremfeltétel, aminek konkrét
tartalmarol behelyettesitéssel gy6zodhetiink meg.

A Lagrange-siiriiség (129) alakjdt behelyettesitve a (130) egyenletbe a mozgas-
egyenletet nyerjiik, ugyanis

oL_, 00L _ Ps 0 0L . P
681‘ Y 8t 8% =r 8t2 ’ a:L‘j ag;; - ijlaxjaml’
amibol P o
Si Sk
fi— PW + Cz]klm = 0.

A kapott egyenlet megegyezik a (112) egyenlettel, mivel C;;x; szimmetrikus a mésodik
indexpérban.
Vizsgédljuk meg a peremfeltétel mésodik esetét.

oL 8sk
a% — _Cijklﬁ_xl’

ami a Hooke-torvény szerint a fesziiltségtenzor ellentétével egyenlo:

8Sk

(%) axl ]

Egyenletben:
(_Uij + O'g) dfj = 0, tehét O'ledf] = Gijdfj

azaz a kozegben ébredd, a feliiletre haté fesziiltségnek meg kell egyeznie a feliiletre
kiviilrél alkalmazott 05 fesziiltségbdl szarmazoé erdvel.
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