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1. Burkolégorbék

e Egy kicsiny locsoléfej minden irdnyban ugyanakkora vy sebességgel spricceli a vizet. Milyen alakja
lesz a kialakul6 vizburanak?

o Két derékszoghen keresztbe rakott hurkapalcara egyenlé hosszusidgu madzagokat kotozgetiink. A
madzagok mindig feszesek, és az egyik végiik az egyik, a masik végiik a masik hurkapélcan van. Ha
elegendden stirtin madzagolunk, gy a madzagok egy jellegzetes burkol6gorbét rajzolnak ki. Adjuk
meg ezt a gorbét!

e Fgy homort félgdmb tiikérre parhuzamos fénysugarak esnek. A tiikorrdl egyszeresen visszavert
sugarak burkoléja milyen feliilet?

2. Lagrange mechanika

Elméleti mechanikdabdl majd tanuljatok az un. Lagrange mechanikat. Ez a feladat egy kis kedvcsinald
hozza.

e Tekintsiink egy harmonikus oszcillatort, a témeg m, a rugdallandé D. A kovetkezd in. Lagrange-
fliggvény a kitérés és a sebesség fliggvénye:

L(.’E,’U) = Ekin - Epot )

ahol Ej;, = 2mou? a mozgdsi energia, Epo = 5Dax? a helyzeti energia. A rendszer in. Euler-

Lagrange egyenlete a kovetkezo:
oL dOoL

dr dt v
Mutassuk meg, hogy ez az egyenlet éppen a Newton féle mozgdsegyenletet adjal
e Tekintsiink egy [ hosszusigi, m tomegli matematikai ingdat. Az inga kitérését jellemezziik a ¢
szoggel. Adjuk meg a helyzeti és mozgdsi energiat a ¢ és ¢ segitségével, majd képezziik a Lagrange-
fliggvényt:
L(% 90) - Ekin - Epot .

Az el6z6 feladathoz hasonléan irjuk fel az Euler-Lagrange egyenletet!
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Ha jol csinédltuk, ez megegyezik a Newton-egyenletbdl kapott mozgasegyenlettel. Csodélkozzunk
rd, hogy sehol nem jelennek meg erévektorok a szamitasban!

e Megmaradé mennyiségek, mint szimmetridk kévetkezményei: Egy rendszer Lagrange-
fiiggvénye &altaldban valamilyen altaldnos g; koordindtak®, ¢; sebességek és az idé fiiggvénye:

Az egyes koordindtakra vonatkozd mozgasegyenleteket a

oL dor_
dqi  dto¢;

Euler-Lagrange egyenletek adjék.?

— Tegyiik fel, hogy a Lagrange-fiiggvény nem fiigg valamelyik ¢; koordinatatol, azaz a fiiggvény g;
irdnyban eltolasi szimmetriaval rendelkezik. Mutassuk meg, hogy ekkor a p; = g—; megmaradd
mennyiség (azaz az idéderivaltja nulla)! Ezt nevezziik (éltaldnositott) impulzusnak.

1Olyan mennyiségek , melyekkel a rendszer pillanatnyi helyzete leirhaté.
2Ezt tgy kell érteni, hogy minden g¢; koordinitdhoz felirjuk ezt az egyenletet, és a kapott differencidlegyenleteket kell
megoldani



— Tegyiik fel, hogy a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicit médon az id6tél: L = L(g;, ¢;).
Mutassuk meg, hogy ekkor az ¢ = —L + ). cji% kifejezés megmaradé mennyiség! Ezt
nevezziik energianak

Azt 1atjuk tehét, hogy az impulzus-megmaradés a térbeli eltoldsi szimmetridval, az energia-megmaradés
az id6beli eltolasi szimmetridval kapcsolatos.

e Kaotikus kettds inga: Tekintsiik azt a kettGs ingat, melyet két m tomegii, [ hosszisdgi mate-
matikai inga egymasra akasztdsdaval nyertiink. frjuk fel az L = Eyin — Epor Lagrange-fliggvényt
a két inga szogének és szogsebességének fliggvényében! frjuk fel az Euler-Lagrange egyenleteket!
Prébéljuk meg ugyanezt megkapni a Newton-egyenletekbél! Csodélkozzunk ra, mennyire hatésos
a Lagrange-mechanika!

3. A pattogé labda esete a matrixokkal

M
e [
Egy M tomegi tégla strldddsmentes asztalon nyugszik, mely egyik oldalon egy falban végzédik. A
fal és a tégla kozott taldlhaté egy m tomegili goly6, melyet v sebességgel elinditunk. A golyé mind a
fallal, mind a tégldval rugalmasan iitkozik. Osszesen hanyszor iitkozik a téglaval?
4. A Fibonacci szamok és az aranymetszés
A Fibonacci szamokat az a,, = an_1 + an_o rekurzié definidlja, ahol ayp = a; = 1. Ezt felirhatjuk az

alabbi matrixos alakban:
Qp, o 1 1 Ap—1
Ap—1 N 10 an—2 '

Ennek segitsével allitsuk elé a Fibonacci szamok explicit alakjat n fiiggvényében!

5. Romantikus alkatiiaknak: Hogyan keletkezik a szivarvany?

Vizsgédljuk meg a fénysugarak palydjat, ha gomb alakinak feltételezett vizcseppen szérédnak, térnek és
visszaverédnek! Ez alapjan értelmezziik a kovetkezdket:
e Miért latunk szivarvanyt? Miért ott latjuk, ahol 1latjuk?

e Hogyan jonnek a szinek sorban?

Hogyan tudjuk magyarazni, hogy néha kettds szivarvanyt latunk?

Milyen a méasodik szivarvanyban a szinek sorrendje?

6. Még egy kis matrixozas: Matrixoptika

Geometriai optikdban gyakran alkalmazzuk az un. paraxialis kozelitést. Ekkor bevezetve a fénysugar
irdnytangensét, és az optikai tengelytdl mért tévolsagat, az egyes egyszerii optikai elemek (pl. lencse)
hatasa egyszerli matrixszorzassal irhato le.

e Adjuk meg a szabad terjedés matrixat!
e Adjuk meg egy lencse matrixat!

° Epitsiik Ossze a Kepler tavesovet, és szamitsuk ki a leképzését!



7. Gerjesztett harmonikus oszcillator megoldasa Green-fiiggvény-
nyel

Tekintsiink egy harmonikus oszcilldtort! (D, m). Tegyiik fel, hogy kezdetben nyugalomban volt, amikor
a tg idépontban egy P = FAt er6lokés érte. Adjuk meg az oszcillator mozgdsat a t > ty idépontokra!
Ennek ismeretében adjunk egy eljérdst arra, hogy tetszéleges F(t) gerjesztés esetén hogyan adhatjuk
meg az oszcillator kitérés-idé fliggvényét. Ismételjiik meg a szamitast egy csillapitott oszcillator esetén
is!

8. Diszkrét dinamika, fixpontok, hatarciklusok, kaosz...

e Egy o — f(x) leképzés fixpontjanak nevezziik azokat az x* pontokat, melyekre f(z*) = x*. A
fixpont stabilis, ha hozza kozeli z* 4+ dx pontot leképezve a fixponthoz kozelediink.

Tekintsiik az f(x) =1 — a * a leképzést. Hol van a fixpontja? Mely a-kra stabilis, melyekre nem?
Tekintsiik a g(z) = 1 — 2% leképzést? Hol vannak a leképzés fixpontjai? Milyenek ezek?

e Oldjuk meg numerikusan (fixpont iterdciéval) az alabbi transzcendens (zart alakaban nem megold-
haté) egyenleteket!
x = cos(x)
r=e"
x = 2tanh(z)
Prébéljuk hasonléan megoldani a kovetkezo egyenletet:
r=4e "

Ha nem sikeriilt, prébaljunk triikkozni!

e Tekintsiik az in. pék-leképzést:
x — 2|z — 0.5]

Keressiink fixpontokat!

Tekintstik az x,, = 2|x,—1 — 0.5] iterdciéval kapott diszkrét mozgdst. Keressiink periodikus meg-
oldasokat. (z, = x,—j valamilyen k-ra.) Jatsszunk a leképzéssel, inditsunk el kozeli helyrol
pontokat, és nézziik azok mozgasat! Mit tapasztalunk?

e Tekintsiik az un. logisztikus leképzést!
x—rz(l —x)

Keressiik meg ennek fixpontjait! Mit mondhatunk a fixpont stabilitasarol r fiiggvényében?

Vizsgéljuk az x,, = ra,—1(1—x,_1) iterdciéval nyert diszkrét mozgdst! Jatsszunk az r paraméterrel!
Mit kapunk?

e Tekintsiik az aldbbi differencidlegyenletet!
z(t) = —x(t) z(0) =1

Ha mindkét oldalt integraljuk az id6 szerint 0-tdl ¢-ig, Ggy a kovetkezot kapjuk formalisan:

Atrendezve: .
2(t) = 2(0) - / o()dt
0
Ez formélisan egy fixpont egyenlet az x(t) fiiggvényre. Matekbdl majd bizonyitjitok, hogy ez a
fixpont stabil. Kezdjiik el iteralni! Legyen z(9)(¢) = 1.
Mi lesz (M (t)? Es () (t)? Rajzoljuk fel az iteracié eredményeit!



9. Ha teszek ra silyt, nem szakad el, ha nem teszek, elszakad,
mi az? Eotvos - 2005

(b)

Két rogzitett, egymaéstol | = 2m tavolsdgra levo csigan er6s, de nem nyulékony fonalat vezetiink at,
és a végeire egy-egy M=1 kg tomegl testet erdsitiink az (a) dbra szerint. (A fonal néhdnyszor 10 N
terhelést bir ki szakadds nélkiil. A csigdk és a fonal tomege elhanyagolhat6.) Ha ujjunkkal lehtizzuk
a fonal kozepét tgy, hogy a két test 1-1 méterrel megemelkedjék ((b) dbra), majd elengedjiik, a fonal
elpattan, amikor A és B kozott ,,kiegyenesedik”. Ha azonban ugy engedjiik el, hogy elébb egy ugyancsak
1 kg tomegi testet erdsitiink a fonal kbzepéhez, akkor a fonal a tovabbiakban nem szakad el.

e Magyardzzuk meg a jelenséget!

e Mekkora erd fesziti a fonalat abban a pillanatban, amikor kiegyenesedik?

10. Haromszogracs diffrakcié, Eotvos - 2005

fiiggdleges
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izazintes

Egy atlatszatlan lapon kicsiny lyukak vannak az dbran lathaté , haromszog-rdcs” elrendezésben. A
lapot monokromatikus, A\ hulldimhossziisagu 1ézerfénnyel vildgitjuk meg merdlegesen. A récsallandé d =
100A. Abrézoljuk vézlatosan (a méretek, valamint a vizszintes és a fliggbleges irdnyok bejelolésével),
hogy milyen elhajlasi képet figyelhetiink meg a racstdél 3m tavolsagra elhelyezett ernyén!

2005

11. Transzformatoros feladat, Eotvos

Lg:l g
B
E_Lﬁ

TR R R R R E T




Egy j6 mindségi transzformator szekunder tekercsének menetszama haromszorosa a primer tekercsének.
Ezt a trafét az abra szerint halézati valtoaramu fesziiltségforrasra kapcsoljuk a kévetkez6 moédon: A pri-
mer korbe egymassal parhuzamosan iktatunk be 6t egyforma, a halozati fesziiltségre méretezett izz6
koziil négyet, az 6todiket a szekunder korbe kotjiikk. Mi torténik a K kapcsold zardsa utan?

12. fjrhajé a csillagkozi porban, Eotvos - 2006

Egy bolygdkozi palyan mozgd trszonda, palydjanak bizonyos részén, egy ott elhelyezked6 kozmikus
,,porfelhén” haladt at. Mindazon porszemcsék, amelyeknek nekiiitk6zott, raragadtak a szondéra. Mire
a szonda kiért a porfelhdbdl, tomege 2%-kal megndtt.

Hény szézalékkal n6tt meg a porfelhon valé athaladas ideje ahhoz képest, amennyi id6 alatt a porfelhd
fékez6 hatdsa nélkiil tette volna meg a szonda ugyanezt az utat?

(A porfelh8t dllandé stirfiségli, hatdrozott széli objektumnak tekinthetjiik.)

13. Idealis vezetOkeret magneses térben, Eotvos - 2006

Négyzet alaki, rovidre zart lapos tekercs anyaga szupravezetd (ellenélldsa elhanyagolhatd). A négyzet
oldalélei | hosszuak, egy-egy oldalanak tomege m. A tekercs, amelynek induktivitdsa L, surléddsmentesen
elfordulhat a négyzet alsd, vizszintes oldala koriil.

Kezdetben a tekercs fiiggdlegesen, labilis egyensiilyi helyzetben &ll a f6ldi nehézségi erétérben. Ezutdan
egy olyan homogén magneses mezot alkalmazunk, hogy a tekercsre haté B magneses indukcié vektor
nagysaga allandé, irdnya fiiggéleges legyen. Ekkor a tekercsben nem folyik aram.

Ezutan a tekercs fels6 végét kicsiny vy sebességgel meglokjik. Korbefordul-e a tekercs, vagy ha nem,
akkor milyen hatarok kozott fog mozogni?

14. Feliileti fesziiltség, Eotvos-2007

Két téglalap alakt iiveglemezt egyik élitkk mentén egyméshoz tdmasztunk gy, hogy 2¢ szoget zarjanak
be egymaédssal. Az igy rogzitett lemezeket lassan vizbe engedjiik az abran lathaté médon. A viz, amely
tokéletesen nedvesiti az tiveget, a feliileti fesziiltség hatasara a két lemez kozott bizonyos H magassagig
felemelkedik. Mekkora ez a H magassag, ha a lemezek vizszintesen tartott érintkezési vonala

e h = 30 mm,
e h =15 mm

tavolsagra van a szabad vizfelszint6l? Abrazoljuk vézlatosan, hogyan valtozik H a fokozatosan csokkend
h fiiggvényében!

Feltehetjiik, hogy a lemezek egymassal érintkezé éle sokkal hosszabb, mint h, tovabba a lemezek
szimmetriasikja mindvégig fliggbleges.

Adatok: o, = 0,072N/m, p, = 1000kg/m?, 2¢ = 6°.



15. Autotranszformator kapcsolas, Eotvos-2007

Egy terebélyes vasmaggal ellatott, nagy onindukcidji, de mégis elhanyagolhaté ohmikus ellenalldsu te-
kercs végeit U fesziiltségre méretezett izzon keresztiil kotjiik 6ssze. Ha az A és B pontok koézé U/2 effektiv
értékil valtakozo fesziiltséget kapcsolunk, az izzd nagyon halvéanyan vilagit.

Mivel a tekercs kozepérol is van egy C kivezetés, megprébéljuk a fesziltségforras pélusait az A és C
pontokhoz kétni. Megvaltozik-e az izzén atfolyd aram erdssége, és ha igen, hogyan? Az abran bejeloltiik
a f6agban folyé I(t) pillanatnyi dram irdnyat. Hogyan folyik az dram ugyanekkor a tekercsben?

16. Lancgorbe
Egy nyudjthatatlan de hajlékony lanc két végpontjat rogzitettiik, a lanc sajat siulya miatt jellegzetes

lancgdrbe alakot vesz fel. Milyen gorbe ez? Vezessiik le!

17. Furcsa inga, BME Fizikaverseny 2014

Legyen adott egy ciklois alakd vajat, amiben egy pontszerd test
surlédasmentesen mozog. A ciklois paraméteres egyenlete a kovet-
kez6:

z(s) = r(s+sins)

y(s) = r(l—coss)

Engedjiik el a pontszerii tomegpontot a palya egy H < 2r magassagui pontjabdl. Mennyi id6 alatt ér
vissza a tomegpont a kiinduldsi helyére H fliggvényében? Milyen gyakorlati felhasznélasa lehet ennek?

18. Altudoményos feladat, BME Fizikaverseny 2014

Hungoténia kis orszag. Energiaforrdsokban és dsvanykincsekben szegény ugyan, de dolgos és innovativ
emberek lakjdk. A NTHIL (Nemzeti Intézeti Hungoténiai Innovaciés Laboratérium) 2014-ben pélyézatot
irt ki oles6 és hatékony energiatermelési médok kidolgozasara.

Ont kérték fel az egyik palydzat birdlatara. A NIHIL kérése, hogy részletesen elemezze a pédlydzatban
leirt médszert! A reményt keltd palydzat az aldbbi volt:



Az EMTEG (ElektroMdgneses Tér Energia Generdtor) midkodési elve:

Adott eqy fémcesd, melynek eqyik végét eqy fémdugdval lezdrjuk, a
mdsik végén eqy elektromdgneses hullaimokat generdlo antenna van.
Ez a csdben elektromdgneses dllohullamot kelt, melynek amplituddjdt
jelolyiik Eg-lal. A fémcesé faldnak kicsiny, de véges ellendlldsa miatt fo-
lyamatosan melegszik. A generdtor dltal leadott teljesitmény P = aEZ,
ahol o a fémesdre jellemzd dllands. Ha megceseréljik a dugot és a ge-
nerdtort, ugyanilyen dllohulldmot kapunk.

Most helyezziink a csé mindkét végére generdtort, melyeket az Sz-
szel jeldlt szinkronizdtor ugy hangol 6ssze, hogy a két dllohullam konst-
— ruktivan interferdljon. FEkkor a generdtorok dltal leadott teljesitmény
m\g{_;/&/ Py = 2P = 2aE? lesz, mig a fémcsévet melegité teljesitmény,

mely az elektromos tér négyzetével ardnyos, Py = a(2Eg)? = 4aEZ.
Készonhetden az interferencidnak a betdpldlt teljesitmény dupldjat kaptuk.
Az igy nyert energia hé formdjdban elvezethetd és felhaszndlhato.

Keskeny Gdbor
Inventor

Nyilvanvald, hogy ez az energiaforras Hungotaniat energetikai nagyhatalomma teszi, amely egyben
(hosszutdvon) vildgbirodalmi statuszt is jelenthet.

19. Csokinyuszi, BME Fizikaverseny 2014

Szigetelo szalra fliggesztett, alufélidval bevont csokoladényuszit elektromosan feltoltottiink.
A nyuszi a leveg6 csekély o vezetOképessége miatt lassan elvesziti toltését.

a) Mennyi id§ alatt csokken a nyuszi toltése a felére?

b) Milyen lesz kistilés kozben a nyuszi koriil kialakulé mégneses mezs?

20. Jol fékuszalo, de vastag lencse, BME Fizikaverseny 2014

ni és no torésmutatédju kozegek hatarfeliilete forgasfeliilet. Az egyik oldalrdl
(a szimmetriatengellyel pdrhuzamosan) fénysugarak érkeznek a hatdrfeliiletre.
Milyen alaki legyen a hatarfelillet, ha azt szeretnénk elérni, hogy valamennyi
megtort fénysugar a tengelynek a hatarfeliilettol f tavolsagban 1év6 pontjan ha-
ladjon at? Idedlis lencseként viselkedik ez a rendszer?




21. Gurul, surlédik, de meddig jut el? - BME Fizikaverseny 2015

Egy M tomegil lada kicsiny tomor, homogén hengerekbél kialakitott
gorgdsoron halad. A gorg8k kicsik (mind tomegilik, mind sugaruk sok-
kal kisebb a doboz méreteinél), sugaruk R, tomegiik m, a tengelyek
M —_ tdvolsdga alig nagyobb 2 R-nél, de egymassal nem surlédnak. A lada ele-
gendden tapad a gorgokhoz, hogy azok elérik a tiszta gordiilés allapotat,
miel6tt a lada tilhaladna rajtuk.

m,R A ladat a gorgosor elején vy sebességgel inditva mennyi id6 alatt

jut el az L tavolsdgban 1évé célig?

22. Hengerlencsék, BME Fizikaverseny 2015

o

Van két specidlis hengerlencsénk, melyek egy R sugari egyenes liveg korhenger szélébol lettek levagva,
azaz egyik oldaluk a henger paldstja, mésik oldaluk sik (l4sd &bra.). Tudjuk, hogy egy ugyanilyen egyik
oldalrdl sik, masik oldalrél R gorboleti sugari szokdsos gomblencse fokusztavolsaga f = 20cm. Egy
attetsz6 papirra kinyomtatott fényképet hatulrél megvildgitottunk, tole pedig d = 150 cm tavolsagra
elhelyeztiink egy ernyét. A két hengerlencsét gy rakjuk le, hogy az egyik tengelye vizszintesen, a mésik
fiigg6legesen all. (14sd 4bra.)

a.) Hova helyezziik a két lencsét, ha az ernyOn éles képet szeretnénk 14tni?

b.) Hogyan néz ki a kép?

c.) Ha a megvildgitott fénykép tertilete A, mekkora az ernyén kialakult kép tertilete?
d.) Mi torténik, ha a két lencsét kicserélem?



