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1. Harmonikusan rezg6 tomegpont

Egy m tomegii tomegpont egydimenzids harmonikus rezgést végez, ha egy egyenes mentén mozog, és
egyensulyi helyzetébdl = tavolsiagra kitéritve egy a kitéréssel aranyos visszatérité eré hat ra: F =
—Dx, ahol az ardnyossigi tényezot nevezik direkciés erének, vagy rugédllandénak. A rugdallandé SI
mértékegysége ldthatéan [D] = N/m.

Egy ilyen tomegpont mozgasegyenlete

mi=—-Dx . (1)

Ez egy méasodrendii differencidlegyenlet, ugyanis a keresett z(t) fiiggvény mdasodik derivaltja a legma-
gasabb, ami megjelenik benne. Egy ilyen differencidlegyenlet megolddsahoz ismerniink kell a kezdeti
feltételeket. Mivel az egyenlet masodrend(i, ezért valamely ¢, iddpontban meg kell adnunk az x(tg) és
Z(to) értékeket. Gyakran ezt a to idépontot vélasztjuk az id6 nulla pontjdnak, azaz a kezdeti feltételeket
a t = 0-ban adjuk meg.

Természetesen szeretnénk, hogy ezt a differencidlegyenletet tetszéleges kezdofeltételre meg tudjuk
oldani. Ehhez kényelmes, ha az egyenletnek ismerjiik az altaldnos megoldasat. Ebben lesznek tun.
szabad paraméterek, melyek értékét a kezdeti feltételek hatarozzak meg. Masodrendd, egyvaltozds dif-
ferencialegyenlet esetén két kezdeti feltételiink van: a kezdeti hely és sebesség. Ez azt jelzi, hogy az
altalanos megoldasban két szabad paraméternek kell megjelennie.

A fenti egyenlet egy lehetséges dltaldnos megoldasa az alabbi alaki:

x(t) = A sin(wt + ¢) , ahol w = \/g (2)

Léathatéan harom paraméter jelent meg a megolddsban. Ebbdl w a rugdallandéval és a tomeggel van
kapcsolatban, ez a rendszert jellemzi, nem a kezdeti feltételeket. Megjelent tovabba az A és ¢ paraméter,
melyek az altalanos megoldas szabad paraméterei. Ketten vannak, tehat rendben vagyunk.



Ahhoz, hogy lassuk, hogyan kell a kezdeti feltételeket illeszteni, adjuk meg a kezdeti feltételeket:
Legyen a kezdeti hely 2(0) = xq, a kezdeti sebesség pedig ©(0) = vg. A kezdeti helyre val feltétel:

xo =2(0) = A sin(w -0+ ¢) = A sin(p) . (3)

A kezdeti sebességre valé feltétel felirasdhoz ki kell szdmitanunk az dltaldnos megolddsbdl a sebesség
altalanos kifejezését:

d
z(t) = p A sin(wt + ¢) = Aw cos(wt + ¢) . (4)
Ennek segitségével a kezdeti sebességre vald feltétel:
vo = 2(0) = Aw cos(w- 0+ ¢) = Aw cos(yp) (5)

A (3) és (5) egyenleteket megoldva A-ra és p-re, megkaphatjuk a differencidlegyenletnek a kezdeti
feltételeket is kielégité6 megolddsat. Ennek egy lehetséges mddja, hogy elosztjuk a (3) egyenletet az (5)
egyenlettel. Amit kapunk:

Xo 1
— =—1t .
%~ 2 tan(y) ©
Ebbol:
= arctan (waco> . (7)
Vo

Ezt visszahelyettesitve a (3) egyenletbe:

xo = Asin (arctan (wvx())) , (8)
0

il . (9)
sin (arctan (“’foo ) )

FEzeket az dltaldanos megoldasba behelyettesitve kapjuk a kezdeti feltételeknek is megfelel6 megoldést:

ebbdl
A =

Lo

2(t) = — (arctan (“T?)) sin <wt+arctan (“;;‘)D . (10)

Megjegyzés: Ha jobban belegondolunk, akkor amit itt kaptunk, az is tekinthetd altalanos megoldasnak,
aminek xg és vy a szabad paraméterei. Ekkor a kezdeti feltételek illesztése nagyon egyszeriivé valna,
ugyanis csak be kellene Gket irni. Azonban ez az altalanos alak ilyen formaban elég ronda, nehezen
megjegyezheto.

Az (1) mozgasegyenlet altaldnos megoldédsét gyakran egy méasik alakban frjuk fel:

D
x(t) = Ay sin(wt) + Az cos(wt) , ahol w=14/— . (11)
m
Léathatéan ismét megjelent a rendszert jellemzo6 w paraméter, és a kezdeti feltételeket jellemz6 két szabad
paraméter, A; és As. Ha t = 0-ban ismerjik a helyet és sebességet (xg és vp), a szabad paraméterek
illesztése egyszer:

xg = x(0) = Ay sin(0) + Az cos(0) = Ay = Az =2, (12)
valamint
%(t) = Ajw cos(wt) — Agwsin(wt) , (13)
ebbdl: v
vg = £(0) = Ajwcos(0) — Aswsin(wt) = Ajw = Ay = UO . (14)
A kezdeti feltételeket kielégité megolddsa a mozgasegyenletnek tehat
x(t) = % sin(wt) + g cos(wt) . (15)
w



Lathatoéan a mozgasegyenletet nem csak egyféle altalanos megoldédssal tudjuk megoldani. Felmeriilhet
benniink a kérdés, hogy 4t lehet-e transzformdlni az egyik alakot a mésikba? Vegyiik példaként a (2)
alaku altalanos megoldést, és hasznaljuk ki a szinusz fiiggvény addicidés formuldjat:

sin(a + B) = sin(«) cos() + cos(a) sin(pB) . (16)
Ezt felhasznalva:
x(t) = A sin(wt + ¢) = A cos(y) sin(wt) + Asin(p) cos(wt) (17)

Ebbél az alakbol kénnyen leolvashatok az attérés formuldi:

Ay = Acos(p) és Az = Asin(y) (18)

2. Anharmonikus rezgések harmonikus kozelitése

2.1. Elmélet

Harmonikusnak tekintheto rezgésekkel nagyon gyakran taldlkozunk a természetben. Ez igencsak meglepd,
ugyanis az (1) mozgasegyenlet nagyon speciélis alakd. A kérdés, hogy miért taldlkozunk ilyen mozgdsokkal
oly gyakran? Vegyiink egy altaldnosabb, anharmonikus oszcillitort. Ez egy m tomegi test melyre
olyan eré hat, aminek a kitérést6l vald fliggése valamilyen tetszOleges F,.(z) fliggvénnyel irhaté le. A
mozgdasegyenlet:

mi = F.(z) (19)
Keressiik el6szor meg a tomegpont egyensulyi helyzeteit. Ezek ott lesznek, ahol a tomegpontra nem
hat erd, azaz, ahol F,.(x) = 0. Jeloljikk ennek az egyenletnek valamely megolddsit xo-lal, amire tehdt
FT (xo) =0.

Fr

7 )

Stabil

1. &dbra. Stabil és instbil egyensilyi pontok

A kérdés az, mi torténik a tomegponttal, ha ebbdl az egyensulyi helyzetébol kimozditjuk. Feltételez-
hetjiik, hogy az F.(x) fiiggvény kelléen sima az xg kornyezetében, ezért Taylor-sorba fejtheté:

1
F.(z) = F.(x) + Fl.(z0) - (x — m0) + §FT"(300) (z—x0)? 4. . (20)
Ha az (z — xo) kitérités elegendden kicsi, akkor nem kovetiink el til nagy hibdt, ha a Taylor sornak csak

az (x — xo)-ban elsérendii tagjait Srizziik meg. Az x( egyenstilyi helyzetet pedig éppen az definidlta,
hogy F.(z¢) = 0, ezért a Taylor sor els, konstans tagja is kiesik. A rugderd tehdt:

F.(z) = F(zo) - (z — o) (21)

Vezessiik be a D = —F/(x¢) jelolést a rugddllandéra. Ha a mozgds sordn x — xp végig kicsi marad, a
mozgasegyenletet kozelithetjiik az alabbi alakkal:

mi=—-D-(x—uxp). (22)
Ez mar majdnem az az alak, amit szeretnénk. Toljuk el a koordinatarendszeriink origdjat az xo-ba, azaz
térjiink &t az y = ¢ — x¢ koordinatara. Ennek az idéderivaltjai:

d

za(x—xo)::t bs =7 . (23)

(]



Ezeket figyelembe véve, a mozgdsegyenletet atirhatjuk az y valtozéra:
mj=—Dy . (24)

Ez a kozelité6 mozgésegyenlet mindaddig megfelel6 nekiink, amig y nem tdl nagy. Ha pontosabban
szeretnénk szamolni, akkor a Taylor sorban tovabb kell menniink. Ekkor egy anharmonikus oszcillator
mozgasegyenletével allunk szemben, melyet altalaban nem lehet zart alakban megoldani: a megoldast is
sorfejtett alakban kereshetjiik. Akit ez jobban érdekel, a Landau Elméleti Fizika I. kotetben van egy szép,
de szdmolds médszer, ahogy szisztematikusan lehet kozeliteni az anharmonikus oszcillator megoldasat.

Tovébbi probléma lehet, hogy ha F(xg) > 0, gy D < 0, azaz minél jobban eltdvolodik a tomeg-
pont az egyensiilyi helyzetétol, annal jobban 16ki kifelé a rugd. Ez azt jelenti, hogy az olyan egyensulyi
helyzetek, ahol F!(xzg) > 0, instabilak. Ilyen instabil egyensilyi helyzetek koriil a megolddsok expo-
nencialis gyorsasaggal eltdvolodnak az egyensulyi helyzett6l. Harmonikus rezgést csak stabil egyensilyi
helyzetek koriil lathatunk, ahol F)(x¢) < 0, azaz D = —F](x¢) > 0. (Lasd: 1. dbra)

2.2. Példak
2.2.1. Rugoéra akasztott tomegpont kiils6 gravitacids térben

Ha gravitacios térben vizsgaljuk egy rugora akasztott tomegpont mozgésat, a kovetkez6 mozgasegyenletre
jutunk:
mi =—Dx +mg . (25)

A feljebb bevezetett F. fliggvény ezért:
F.(x) = —Dx +mg . (26)

Az egyenstlyi helyzetet meghatarozo6 egyenlet:

Fr(xo) = 0
—Dxo+mg = 0
m
A lineéris kozelitéshez meg kell hatdroznunk az F,. fiiggvény derivaltjat az x¢ pontban:
F/(x¢) =-D (28)

Minden tovabbi derivélt zérus, igy ebben az esetben a linedris kozelités egzakt, barmekkora kitérésre jé:
F(z) = —D(z — x0) (29)

Innen mar ugyanigy szamolunk tovabb, mint az el6z6 fejezetben.
Azt lattuk tehdt, hogy egy kiilsé gravitdciés eré csupdn eltolja az egyensiilyi helyzetet az xg = "5
pontba.

2.2.2. Elé6feszitett rugdk kozé helyezett tomegpont transzverz rezgései

Tekintsiik az dbrdn is 14thaté rendszert! (Képzeljiik az egészet egy vizszintes asztal felszinére, azaz
tekintsiink el a gravitaciétoll) Amikor a test az egyenstilyi helyzetében van, a rugdk hosszat jelolje L.



A rugdk nyujtatlan hosszat jeloljik Lo-lal. Ezért amikor az egyensulyi helyzetben van, akkor is a rugdk
kifejtenek egy-egy D(L — L) er6t jobbra, ill. balra.

Megoldéas egyszerili geometriai megfontolasokkal:
Mozditsuk ki a testet fiiggéleges irdnyba, egy kicsiny h tdvolsdgral(h < L) Az elsé kérdésiink az lehet,
hogy mennyivel nyultak meg a rugék? A rugd 1j hosszat Pitagorasz tételével tudjuk kifejezni:

= VL2 +h2= L\/1+~L<1+2L2>, (30)

ahol felhasznéltuk a gyokfiiggvény Taylor-sorat:
\/1+5%1+§. (31)

Azt 14tjuk, hogy a rugd megnytldsa négyzetesen fiigg csak f—tol ezért linearis rendben elhanyagolhato.
Ez azt jelenti, hogy linedris rendben a rugderd a kitéréstol fuggetlenul D(L — Lg)-nak vehetd.
Most tekintsiik a rugderdk fiiggbleges iranyd ered6jét, amikor kitéritjiilk a tomeget fiiggdlegesen h
tavolsagra. Ezt egyszeriien kifejezhetjiik a rugdk vizszintessel bezart a szogét felhasznélva:
h 2- (L — Ly)

F.=-2-D(L— L) sin(a) ~ —2-D (L — Ly)= = —D

L L h‘ effh (3 )

Itt a kozelitésnél ismét felhasznéaltuk, hogy a rugd megnytulasa elhanyagolhaté. Azt kaptuk tehat, hogy
visszatérito er6 jellemezhetd egy effektiv rugdallandéval:

2-(L—-L
Dejs=D % : (33)
Most mar fel tudjuk irni a test mozgasegyenletét:
m.fL:—Deffh. (34)

Innen mar az ismert utat kell jarni.

Megoldas kozvetlen sorfejtéssel: Most ne kozelitsiink semmit menet kézben, irjuk fel egzaktul a
visszatérito er6t, és csak a végén fejtsiink sorba! Téritsiik ki a rugdt h magassdgra! A rugd hossza

L/ =V h2 + L2 9 (35)

a rugdero:
F,=D(L' —Lo) =D (Vh*+ L? — L) , (36)

a rugoerok ereddje:

h h h
- _ : - _ - _ Vh2 + 2
F.(h) = —2F,sin(a) = —2F, 7= 2F, e —2D (v h? + L? — Ly) \/7[/2 . (37

A Taylor-sorhoz sziikségiink van a fiiggvény értékére az egyensilyi helyzetben, azaz h = 0-ban:

Fo(h=0)=-2D(V0+L? - Ly)— 38
( \/0 T2 (58)
A linedris rend{i taghoz sziikségiink van F,(h) derivaltjira:
dF.(h) h h
= — 2D —2D(Vh?2+ L% — 74—
dh Vh2+ L2/h?+ L2 \/h2+L2
h
V2 2 _
2D(vVh?+ L h2 RETE (39)

Ennek az értékére a h = 0 pontban van sziikségiink. Ekkor csak a masodik tag marad meg:

dF.(h) 1 L— Lo
= —2D(v/0+ L2 — Ly)——— = —2D 4
| (VO+ ) 7 (40)




A 2.1. fejezet alapjan az effektiv rugddllandé éppen ezen derivalt minusz egyszerese, azaz:
2- (L — L)
T .

Megnyugvassal tapasztaljuk, hogy ugyanazt kaptuk, mint az egyszerli kozelitgetéssel. Az elsé megoldas
egyszeriibb, de ehhez sziikség van, hogy 1épésrdl 1épésre lassuk, milyen tagokat dobunk ki, és azok milyen
rendben befolydsolhatjék az eredményt. A maésodik megoldds csinyabb, konnyi elszdmolni, viszont
tetsz6legesen bonyolult probléma esetén célravezetd lehet.

Deyp =D (41)

2.2.3. Vizszintes palyan mozgé test ferde rugoval 6sszekotve

h A m

o

Tekintsiik az dbrén ldthaté rendszert. Amennyiben h < Lg, gy egyenstlyi helyzetben a rugé ferde
lesz, és a hossza a nyujtatlan hossz. Mozditsuk ki a testet, és vizsgaljuk meg a ra hatd vizszintes
visszatérito er6t. A figgbleges irdnyu eréket a pdlya tartdereje kompenzélja.

Megoldas egyszerili geometriai megfontolasokkal
Téritstik ki a testet egy kicsiny x mértékben, jobbra. Szamitsuk ki el6szor a rugd megnyildsat. Ehhez

Aa

a A% a-Aa

egy kicsiny korivet hizzunk egy kis korivet Lo sugdrral, aminek a kozéppontja a rugd felfliggesztési
pontja. ez kimetsz a megnyult rugdbdl egy Lo hosszii darabot, a maradék a megnytilds. Egy ilyen kis
koriv azonban jél kozelithetd egy egyenessel, igy létrejon egy derékszogli haromszog, melybdl:

AL =z cos(a — Aa) =~ x cos(a) . (42)

Az utolsé kozelitésben kihasznaltuk, hogy A« kicsi, azaz x-ben linedris, és mivel kiviil mar volt egy
x szorzé, igy a koszinusz fiiggvény linedris korrekcidja Osszességében mir x2 korrekcidt jelentene, ami
elhanyagolhato.
A rugéerd vizszintes komponense:
2
/L2 — h? L —h?
F,., =—DALcos(a — Aa) ~ —D z cos(a)? = —D (%) r=-D"2 _—=x. (43)
0
Azt kaptuk tehat, hogy az effektiv rugéallandé:
L3 — h?
Deff =D L% )

amibdl a mozgasegyenlet az x kitérésre:
mi = —Deff Z , (45)

Ezt mar meg tudjuk oldani.
Az el6z6 feladathoz hasonléan kozvetlen sorfejtéssel is célba érhetiink, de ez 1ényegesen tobb szamoldast
igényel.



3. CGCsillapitott és gerjesztett rezgések

3.1. Csillapitott rezgések

Idealis rezg6 rendszer a természetben csak nagyon egzotikus esetekben fordulhat el6. A megrezgetett
test idovel megdll, mechanikai energidja hové alakul. Bar elvileg tetszdleges surlédési er6 felléphetne, az
egyszeruség kedvéért azokat a rendszereket szoktuk tekinteni, ahol egy, a sebességgel aranyos fékezberod
1ép fel. Egy ilyen rendszer mozgasegyenlete:

mi=-Dx—ki. (46)

A sebességgel aranyos surlédasi erd kifejezése —k#. Osszuk le az egyenletet m-mel és rendezziink min-
denkit a baloldalra:
.. k. D
I+ —+—x=0 (47)
m m
Itt szokds bevezetni a kovetkezé paramétereket:

k , D

Ha megnézziik a mértékegységeket, mind «, mind wy mértékegysége 1/s. A mozgasegyenlet alakja pedig
a kovetkez6:
F+2ai+wir=0. (49)

Ezt az alakot hasznéljuk a leggyakrabban.

Ez egy linedris mdsodrend{i homogén differencidlegyenlet. Linedris, mert az z(t) fiiggvény és de-
rivéaltjai csak az els6 hatvanyon szerepelnek. Masodrendii, mert a legmagasabb derivalt, ami megjelenik
a mésodik. Homogén, mert a jobboldalon zérus 4ll, azaz nincs kiilsé gerjesztés. Az ilyen linedris egyen-
leteket dltalaban prébafiiggvényes mddszerrel oldjuk meg. Az altaldnos, komplex megolddsi mddszert
kés6bb attekintjiik, most vizsgaljuk az aldbbi valés prébafiiggvényt:

z(t) = Ae Plsin(wt + ) . (50)

Az A és ¢ a megoldas szabad paraméterei, az w és 5 a rendszer paramétereitdl fiigg, egyelére még nem
tudjuk mekkordk. Szémitsuk ki ennek a derivéltjait:

i(t) = —BAe Pt sin(wt + ) + wAe P cos(wt + ) | (51)
i(t) = (8% — w?)Ae Pt sin(wt + ) — 2wBAe P cos(wt + ¢) . (52)

frjuk ezt be a (49) mozgdsegyenletbe! A szinuszos és koszinuszos tagok Osszegytlijtése utan:
(B = w® + wj — 2ap) Ae Pl sin(wt 4 @) + (20w — 2wfh) Ae P cos(wt + ) = 0 (53)

Most hasznélnunk kell azt a tételt, hogy a sin() és cos() fliggvények linearisan fiiggetlenek, tehdt csak
akkor kaphatunk tetszéleges t-re zérust, ha az egyiitthatok kiilon-kiilon eltiinnek. Ebbol a kovetkezd
egyenleteket nyerjiik:

20w — 2wpB = 0
B2 —wtwi—2a8 = 0. (54)

Az els6 egyenletben tekintsiink el az w = 0 gyoktdl, ez ugyanis azt jelentené, hogy a prébafiiggvényiink
egyszerl exponencialis, ezt pedig majd a komplex megoldasndl megvizsgaljuk részletesen. Ha w # 0,
akkor leoszthatunk vele, és az els6 egyenletbél:

B=al. (55)
Ezt behelyettesitve a masik egyenletbe:

wi—wr—a?=0, (56)



ebbdl:

w=Jw? —a?|. (57)

Megtalaltuk tehdt a (49) mozgasegyenlet dltaldnos valés megolddsat:

z(t) = Ae ' sin(wt + ¢) , ahol w= /w2 —a?|. (58)

A feladatok jelentds részének megolddsdhoz elegendd megjegyezni a (49) mozgasegyenlet fenti alakjat és
az (58) dltaldnos megolddst. A komplex formalizmus megkonnyiti majd ezen megoldés levezetését, de
ha pl. egy ZH-n gyorsan kell szamolni, érdemes arra az alkalomra inkdbb megjegyezni ezt az altaldnos
végeredményt.

3.1.1. Az altaldanos megoldas illesztése kezdeti feltételekhez

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a kezdeti z¢ kitérést, és vy sebességet. Ekkor a kovetkezd egyenleteket kell
megoldanunk:

xo = x(0) = Asin(p)
vo = #(0) = —adsin(p) + wA-cos(p) (59)

Az els6bél kifejezve A-t és beirva a mésodikba (A = xg/ sin(yp))

Vg = —QaXxg + Xo tan(ga) .

Ebbl:
© = arctan (W> . (61)

Vg + ToQu

Ezt kiszamitva, az amplitudo:
A = xo/sin(y) . (62)
3.2. Komplex szamok, attekintés

Miel6tt attériink a komplex szamokat hasznalé megoldasra, tekintsiik at, mit tudunk a komplex szamokrol.
Egy komplex szdm algebrai alakja:

z=x+vyi, (63)
ahol = és y valés szdmok. Ha figyelembe vessziik, hogy i2 = —1, akkor az ilyen szdmokkal ugyanigy
szamolhatunk, mint a valésakkal, azaz:

2142 = rityitratyei= (1 +x2) +i(yr+y2),
z1-20 = (21 4+y19) (w2 +y2i) = 2129 — Y1y + i (T1y2 + y172) (64)

A komplex szdmok szdmtestet alkotnak, ugyanis a szorzdsnak az inverze, az osztés is elvégezhetd kozottiik
(a nullaval, azaz a 0+ 04 szdmmal nem lehet osztani itt sem.):

2 nt Y1t _ (z1 +y11)(v2 — y21) _ T1Z2 + Y12 +i (Y122 — T1Y2) _
2 Ty +y2i (w2 +y21)(T2 —Y2i) x5+ Y3
_l’_ . —
_ INE; y;yz 1 ylmg 17;3/2 ' (65)
T5 + Y3 T3 + Y3

A sikbeli polarkoordinatarendszer analégidjara szokds bevezetni a komplex szamok trigonometrikus
alakjat. Ehhez sziikség van a komplex szam abszoltutértékére:

r=lzl =22+ 2. (66)
Ennek segitségével a komplex szadm trigonometrikus alakja:

z=x+yi=rcos(p)+irsin(e) =r (cos(p) + i sin(p)) . (67)



Szokasos még egy harmadik alak is, és ez gyakran a legkényelmesebb: az exponencialis alak:
z=re%. (68)
Ahhoz, hogy ezt megértsiik, ldssuk be az Euler-Gsszefiiggést:
' = cos(p) + i sin(p) (69)

Ezt az Osszefiiggést sokféle médon be lehet 1atni. Itt most Taylor-polinommal l4tjuk be. Az exponencislis
fliggvény Taylor-sora:

2 :C3 1.4 1.5

- =1 " T
e :;mx =lbet T+ttt (70)

A szinuszfiiggvény Taylor-sora:

n(a) = 3 (et — g )
in(z) = — (- =r— —+——...
TR L an ) v 7% T 120 ’
A koszinuszfiiggvény Taylor-sora pedig:
=1 2 2t
= (D"t =1 - 2
cos(x) nEZO (Qn)!( )"x 3 + 51 (72)

frjuk fel most e’ Taylor sorat, az e® sordban x helyére ip-t helyettesitve:

. =1 x? 3zt 2
1) _ —an.n Yy g - ) —
e = ;”!Zm =14z 2 Z6+24+Zl20+'”
2 4 3 5
= (1—962+;—...)+i(x—w6+fﬂ)—...>:cos(cp)+isin(<p). (73)

Azt lattuk tehdt, hogy e’ soraban a valés részt és képzetes részt szétvélasztva éppen megjelenik a sin()
és cos() sora, gy beldttuk az allitast.
Az exponencidlis alak nagyon kényelmes, ha komplex szdmokat szeretnénk szorozni:

2129 = T1€'P1 192 = ppoet(P1te2) (74)

Azt kaptuk, hogy a komplex szamok szorzasakor az abszolutértékiik valés szamként Osszeszorzédik, a
komplex szdmok fazisait pedig Gssze kell adni.

Azért, hogy ennek a szorzdsi szabalynak a hasznossagat érezziik, bizonyitsuk be a szinusz és koszinusz
fliggvények addicids tételeit két sorban:

PUCSE ) R
cos(p1 + @2) +isin(p1 +@2) = (cos(yp1) +isin(pr1)) - (cos(pz2) + isin(pz)) =
— (cos(p1) cos(p2) — sin(gr)sin(wa))  + 7 (cos(ip1) sin(pz) + sin(ip1) cos(i2)) (75)

Megnézve a kapott kifejezés valés és képzetes részét, eléttiink all a cos(p1 +@2) és sin(p1 +p2) kifejezése.
Hasznos lehet tovabbé az Euler-6sszefiiggés megforditasa is:
eiz + 671’:1: eix _ efiz

5 , sin(z) = ———— (76)

cos(z) = 5

Ezeket a kifejezéseket tekinthetjiik akdr a cos() és sin() fiiggvény definicidjanak, ez {zlés kérdése.



3.3. A csillapitott rezgés problémajanak megoldasa komplex szamok segit-
ségével

Most mar, hogy fel vagyunk vértezve a sziikséges matematikai hattérrel, oldjuk meg a 49 mozgasegyenletet.
Azért, hogy méginkdbb jelezziik, hogy a megoldas lehet komplex, a kitérés-id6 fiiggvényt jeloljiik z(¢)-vel!

F42054+wiz=0. (77)
A feladatot ismét préobafiiggvényes modszerrel oldjuk meg, de a probafiiggvényiink most sokkal egyszeriibb:
2(t) = eM . (78)

A szabad paraméterek kérdésére kés6bb még visszatériink. Irjuk be ezt prébafiiggvényt a mozgdsegyen-
letbe!
MM 200 + wier =0 (79)

Lathat6an tudunk egyszertisiteni e*-vel, azaz megfelelé \ megvalasztasa esetén tetszéleges t idépontban
teljesiil az egyenlet. A A-ra vonatkozé egyenlet:

M 420N +wi =0. (80)

FEzt a mésodfoki egyenletet megoldva, a kovetkez6 gyokoket kapjuk:

A2 =—aty/a? —wd (81)

Itt harom lehetbség van:

e o > wy (Trlesillapitott eset)
Ekkor két valdés gycke van az egyenletnek, A\; és Ao, azaz két megoldasat kaptuk a mozgasegyen-
letnek: et és e*t. Mivel a mozgasegyenlet linedris, ezért ezen megolddsok tetszdleges linedris
kombindciéja is megoldés, tehat az altalanos megoldés:

2(t) = Ay eMt 4 Ay etet (82)

Lathatéan megjelent a két szabad paraméter, ami tetszéleges kezdeti feltétel eléirasat lehetévé
teszi.!

e o = wy (Hatdrcsillapitds)
Ekkor csak egyetlen gycke van az egyenletnek, a A\ = —a. Megmutathaté, hogy ekkor a tel
probafiiggvény is j6 megoldds, azaz az altalanos megoldas:

2(t) = Ay e + Agte?t (83)

o a < wy (Alulcsillapitott eset)
Ekkor a masodfoku egyenletet csak a komplex szamok korében tudjuk megoldani:

)\1,2=—a:|:\/cfwg:—a:ti\/wg—QQZOz:I:iw, (84)

ahol bevezettiikk az w = \/W jelolést. Ez azt jelzi szamunkra, hogy a (komplex) egyenlet
altaldnos megoldasa az alabbi alaku:

2(t) = Ay et ™t 4 Ay e et (85)

Innen tobbféle médon eljuthatunk a valés probléma dltaldnos megoldaséhoz. Az egyik lehetdség,
hogy kirdjuk a valds kezdeti feltételeket, és meghatdrozzuk a komplex Ay és Ay amplituddkat. Itt
azonban most mas utat jarunk.?

L Akér komplex kezdeti feltételeket is kiréhatunk, bar ez nem gyakori.
2Ha valakit érdekel, Vanké Péter jegyzetében az el6bbi médszer szerepel
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A valés egyenlet dltalanos megolddsaban két valds szabad paraméter kell legyen, itt azonban két
komplex szabad paraméteriink van, ami Osszesen négy valds paraméter. Ezekre csak akkor van
szitkséglink, ha tetszOleges komplex kezdeti feltételre meg szeretnénk oldani az egyenletet. Mi
azonban valdos kezdeti feltételekre szeretnénk csak megkapni a megolddst. FEkkor elég az egyik

tagot hasznéalnunk, azaz: '
2(t) = Aje” et (86)

Itt az A; egy komplex szam, amiben van két valés paraméter, ez elég is lesz nekiink. frj uk fel Aj-et
exponencidlis alakban: _
Ay = Aet® . (87)

Ebben a kifejezésben A és ¢ mar valds szamok. Ezzel a kifejezéssel a megoldasunk a kovetkezo

alaku: 4 ' 4
2(t) = AetPe et = AemtelWite) (88)

Egyel6re még mindig bajban vagyunk, mert ez a fiiggvény nem valés. Most azonban kihasznalhatjuk,
hogy a mozgdsegyenletiink linearis, és a benne szereplé o és wg paraméterek valdsak. Ezért a
mozgésegyenletbe behelyettesitve a z(t) = z(t) + ¢ y(t) kifejezést a kdvetkezOt nyerjik:

(& + 20 + wiz) +4 (§ + 20y + wly) =0. (89)

Vegylik észre, hogy a zardjelekben valds kifejezések allnak. Az egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha
kiilon z-re, és y-ra teljestil. Mivel azonban x = Re(z), ezért azt kaptuk, hogy a z(t) fliggvény valés
része j6 megoldas:

z(t) = Re z(t) = Re Ae™ 1 @H9) = Ae= cos(wt + ¢) . (90)

Az utolsé 1épésben kihasznaltuk az Euler-formuldt. Megkaptuk tehat a valés dltaldnos megoldast,
annyi a kiilonbség az (58) kifejezéshez képest, hogy sin() helyett cos() fiiggvény jelent meg. Ezen
konnyen véltoztathatunk, ha bevezetjik a ¢ = ¢ + /2 fazisszoget. Ezzel:

x(t) = Ae™* cos(wt + ) = Ae ! sin(wt + ¢ + 7/2) = Ae”* sin(wt + @) . (91)

Lathatéan megjelent a két szabad paraméter, azaz ez a valés egyenlet teljes altalanos megoldésa.

3.4. Szinuszosan gerjesztett rezgések
Tekintsiik egy csillapitott oszcillatort, melyre kiviilrél idoben szinuszos gerjesztést kapcsolunk:
md = —Dx — k& + Fy cos(wt) (92)

Atrendezve az egyenletet, és a kordbban mar bevezetett a és wy paraméterek mellett bevezetve az f = %

paramétert, az egyenlet a kovetkez6 alaku:
&+ 208 + wix = focos(wt) . (93)
Az ilyen egyenlet hosszutavi, un. allanddsult megoldasat az alabbi alakban vérjuk:
x(t) = Acos(wt + ¢) . (94)
Azaz az inditds utan sok idével a tomegpont a gerjeszto frekvencidval fog rezegni, ahhoz képest ¢
faziseltéréssel.

A csillapitott esetben lattuk, milyen gyiiméles6z6 lehet komplex szdmokat hasznalni. Tegyiik ezt
itt is! Léttuk, hogy egy z(t) komplex megoldds valds és képzetes része kiilon-kiilon is j6 megoldés.
Viltoztassuk meg a gerjesztést!

focos(wt) = foe™t = focos(wt) + ifysin(wt) (95)
Lathatoan a megvaltoztatott gerjesztés valds része ugyanaz, mint eredetileg, csak megjelent mellette egy

képzetes rész is. Mivel azonban a mozgasegyenlet komplex megoldasanak a valds és képzetes része kiilon
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életet él, ezért megoldva az egyenletet a modositott gerjesztéssel, majd véve a megoldas valds részét,

megkapjuk az f cos(wt) gerjesztéssel vart megoldést.
Tekintsiik tehat a kovetkezd egyenletet:

34203 4+ wiz = foet .

Ezt megoldva, majd véve a megoldas valds részét, megkapjuk az eredeti problémank megoldésat.

Keressiik az allandésult megoldast a kovetkezo alakban:

2(t) = Ae™t

ahol A, egy komplex amplitudé: A, = Ae’?. Irjuk be ezt a prébafiiggvényt az egyenletbe:

—w? At 4 2iwaAe™ + wi At = foelt

(96)

(97)

(98)

Ismét azt latjuk, hogy tudunk egyszerfisiteni e?*-vel, azaz ha jol vélasztjuk meg A. értéket, akkor az

egyenlet minden idépontban teljesiil. Az A.-re vonatkozd egyenlet:
—w? A + 2iwa A, +wWiA. = fo .

Ebbdl kifejezve A.-t:

Ac:#7

wg — w? + 2w

ennek abszolutértéke:

Jo

A= ,
V(WE — w?)? + 4w2a?

fazisszoge pedig:

2 2
v = arg(A,) = —arccot (wow> .

2w

A gerjesztett egyenlet komplex megolddsa tehat, ezekkel a paraméterekkel az aldbbi alakba frhato:

2(t) = Ae'¥elt
Ennek valds része az eredeti probléma megoldasa:

x(t) = Re z(t) = Acos(wt + ¢)
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