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Pontszam:

Szamitasi Modszerek a Fizikdban ZH 1

1. Feladat 20 pont
Az éjszakai pillangok a Hold fénye alapjan tajékozddnak: gy repiilnek, hogy a Holdat allando
szog alatt lassak! (A lepkétdl a Hold felé mutatod vektor és a sebességiik altal bezart szog allando.)
Sajnos a lepkék gyakran Gsszetévesztik a Hold fényét egy gyertya fényével, amely szamukra végzetes
kovetkezményekkel jar.

Kezdetben a lepke rg tavolsagra van a gyertya lang-
jatol. Adjuk meg a lepke sebességének e, és e, vek-
torokkal parhuzamos komponenseit! Hogyan valtozik
idében a lepke tavolsadga a gyertyatol, ha a sebes-
ségének a nagysaga alland6? Mennyi ideig lesz még
életben a lepke? (Hasznaljunk polar koordinatéakat!)

Megoldas:

Az abrarol leolvashato:

7 = —vcos(a)
re = wvsin(a)
r = rg—uvcos(a)t
To
to = —>
0 v cos(a)

ahol ty az az id6, amely alatt a lepke a gyertya langjaba
ér.




2. Feladat 20 pont
Szamitsuk ki a rotacidjat henger koordinata rendszerben a koévetkezs vektortérnek:

mXxr

A= ;

r3
ahol m egy allando vektor! Célszerd a z tengely iranyat m-mel parhuzamosan valasztani.

Megoldas:
Valasszuk a z tengelyt m-mel parhuzamosan! Ekkor

0 pcos(yp)
m = 0 r= | psin(p)
m z

és az r hossza r = \/p? + 22. A helyvektort a hengerkoordinata rendszer egységvektoraival a kovet-
kezSképpen adhatjuk meg: r = pe, + ze,, ahol

cos(yp) —sin(yp) 0
e. = | sin(y) e, = cos(ip) e,=10
0 0 z

Irjuk fel elgszor az A vektorteret a henger koordinatakkal:

_me; X (pe, + ze,) mp
(2222 (242

37580 = Age, ,

tehat a vektortérnek csak A, komponense van. Hasznaljuk fel a rotécié képletét:

104, 04 A, A 1/0 9A
A= (222 e o (L 922 (LA - L2 e, .
v (p&p 32)e+<3z 8p>e”+p<8p(p 2 8@)8

Miutén csak A, komponensiink van

A 1
VXA:_a wer+<a(pA80)>ez~
P

0z dp
o mp _ 3 pz
0z (p2 + 22)3/2 a m(pQ + 22)5/2
0 mp? B 22% — p?
Ip (p2 + 22)%/? N m(p2+z2)5/2’0’
vagyis
2 _ 2
VXA:mgj@L7&+mJZ4ﬁi
(0242277 (024 22)



3. Feladat 20 pont

Egy homogén p siiriiségl, R sugart gomb tetejét a
kozéppontjatél h magassdgban a sugarara merdleges
sikkal lemetsziik. Hatarozzuk meg az igy kapott test-
nek a témegkozéppontjat! Dolgozzunk henger koor-
dinata rendszerben!

Megoldas:
A tomegkozéppont meghatarozasahoz két integralt kell meghataroznunk:

1
M:p/dV rtkp:Mp/rdV

El6szor szamitsuk ki az els6 integralt! Henger koordinata rendszerben az r sugar a z magassag fligg-
vénye: r = v/ R% — 22, ahol R a csonkolt gomb sugara. Figyelembe véve, hogy a Jacobi determinans
r, a harmas integral a kovetkezd lesz:

h VR2—22 2 h VR2—22 h 1
M = p/ dz/ rdr dg0:2p7r/ dz/ Tdr:2p7r/ dz=r?
-R 0 0 -R 0 R 2
h

h
= p7r/ (R2 — 22) dz = pm (Rzz — :1))2‘3>

—R

VR?2—22

0

; 1, .
= <(R2h +R3) — g(}ﬁ + R3))

Ellenérzésként ha h = R, akkor visszakapjuk a gémb V = 4/37R3 térfogatat. Hatarozzuk meg a
masodik integralt is. Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy a henger szimmetria miatt csak a témegko6zép-
pont z komponense kiillonbozik nullatol. Az integralasi hatarok valtozatlanok maradnak, csak az
integrandus moédosul:

1 h VRT 2 2 1 h VRT =2 1 oo QVR2—22
Ztkp = —p/ zdz/ rdr/ dp = —2p7r/ zdz/ Tdr:2—p7r/ dz—zr
e M"J_r 0 0 M -R 0 M -r 2 0
1 /h 2 _ 2 1 (122 14>h 1 (122 4y Loy 4
= —p7 2(R*—2°)dz=—pr | =R°2° — =2 = —pn | =(R*h"— R*)— —(h" — R")
TGl A Jd==50m (5 1) T M\ 1
_ 1 2 212
4Mp7r(h R*)

Visszahelyettesitve az M tomeget:

(h2 _ R2)2
2R3 + 3R%?h — h?

3
Ztkp = Z



4. Feladat 20 pont

Hatarzzuk meg egy R sugard gombre a felhajté er6 nagysagat, ha a nyomas a kovetkezGképpen

valtozik a magassaggal:
Z+R

p=poe %0

A gbémb kozéppontja az origbban van.

Megoldas:
Dolgozzunk gombi koordinata rendszerben. A kiszamitando integral:

F:f]{pdA.

A feliilletelem vektor:

=2 0 o) | x| ety | =rsno) | Sy
= X =r | cos(?)sin X rsin cos = r°sin sin(¥) sin
oo " sin(0) 0 cos(d)

Az integral egyes komponensei tehat:

27 T cos(9)
F, = fpoe_% / d(p/ e TR R? sin? (1) cos(p)dd =0 ,
0 0

nyilvanvaloan a cos(yp) integralja eltiinik. Hasonloan eltiinik az er6 y komponense is, igy csak a z
iranyu Osszetevét kell meghataroznunk:

_ Rcos(¥) _ Rcos(9)

2 T T
F, = —poe_% / d(p/ e~ 70 R*cos(V)sin(¥)dy = —27rpoe_% / e~ 70 R%cos(¥)sin(9)dv .
0 0 0

Hasznaljuk a = = cos(¥) helyettesitést, ekkor dz = —sin(¢)d¥ és az integral a kovetkezd alakra
egyszertisodik:
_r (Y _me 9 _R 20 —Ra|l 20 _
F, = —2mpge 20/ e =0 R°xdr = 2w R°pge” =0 | —x—e =0 — e *odr
-1 R —1 R 1

2
F, = QWRzpoe_% <ZRO(6_ZIZ +ez%) + %(e_% —e 0)) = 27rR2p0%0 (1 te o+ % (e e



5. Feladat 20 pont
Az abran lathato feliiletet a kovetkezSképpen parametrizalhatjuk:

x = sin(u)e" cos(v)
= sin(u)e"sin(v)

ahol m/6 <u <més0<wv<2m.

A Stokes tétel segitségével hatérozzuk meg a [e.dA integralt a megadott feliiletre, ahol e, a z
iranyu egységvektor! Felhasznalhatjuk, hogy rot(ze,) = e..

/rotVdA = ?{Vdr .

A mi esetiinkben a feliileti integral helyett egy olyan zart gérbe mentén kell integralni, amely
koriiloleli a feliiletet. Nyilvanvaloan a feliilet "nyakanal", amikor v = 7/6, taldlhato egy ilyen kor
alakt konttr, amelynek a sugara r = sin(7/6)e™ 6. A feliileti integral tehat a kiivetkezd korintegrallal

hatarozhatjuk meg:
% reydr
T

—rsin(v)
dr = r cos(v) dv
0

Megoldas:
A Stokes tétel szerint

Polar koordinatakban:

e,dr = rcos(v)

2
]{xeydr = / 2 cos?(v)dv = mr? .
r 0

1
?{xeydr = wze”/B .

A Stokes tétel értelmében tetszbleges olyan feliiletet valaszthatunk, amelyet korbezar a gorbe, amely
mentén integralunk. Ez az allitds megegyezik a fluxus megmaradasaval. Integralando feliiletnek
valasszuk az alakzat nyakanal 1évé korongot. Ennek a feliilletnek a normal vektora e,, igy a feliileti
integral egyszertien a korong r2n teriiletével egyezik meg, régton szolgaltatva a helyes eredményt!

Tehat az integral

r értékét behelyettesitve:



