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1. fejezet

Matematikal bevezeto

1.1. Dirac-delta

Az idedlis hatdresetek, mint példaul tomegpont, tokéletesen merev testek pillanatszerii
iitkozése, nagyon fontos szerepet jatszanak a fizikdban. Kozos jellemzojiik a fenti pél-
déknak, hogy valamilyen jellemzo térbeli, vagy idobeli kiterjedésétol eltekintiink. Igen jo
okunk van erre, hiszen a tomegkdzépponti tétel kimondja, hogy kiterjedt testek transz-
laciés mozgasa olyan, mintha az 6ssztomeg Gssze lenne stiritve a tomegkozéppontba és
a kiils6 erék erre hatnanak. Tehat ha nem érdekel mindkét a test tomegkozéppontjahoz
viszonyitott helyzete, a tomegponti leirds megfelel6. Ugyanigy az iitkozések soran min-
ket legtobbszor csak a szorddas végeredménye érdekel, és a kdlcsonhatas pontos modja
lényegtelen.
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1.1. abra. Tomegpont készitése: A test kiterjedése egyre csokken, a stirtisége no, mikozben
tomege allandé marad.

Vizsgaljuk meg tehat el6szor, hogy miképp lehet minél jobban kozeliteni egy t6-
megpontot egy kiterjedt testtell Dolgozzunk 1 dimenzioban és legyen a test homogén,
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kiterjedése [0,a] (Id. 1.1 dbra). A test tomege a siirliség integréljaval szamithato:

m = /Oa p(x)dx = ap (1.1)

Ha tehat most a tomeget rogzitjiik, mikozben a test a kiterjedését csokkentjiik, annak
stirlisége megné: p = m/a. Jeloljik D,(z)-szel azt a fliiggvényt, ami egy adott a-ra
teljesiti, hogy

1= / " Da(2)de (1.2)

és emellett D,(z) = 0, ha x<0, illetve z>a. Minket a a — 0 hatareset érdekel, ilyen
fiiggvény azonban nincs, mivel egy pontban lenne véges a teriilete. Igazébdl a §(z) =
lim, 0 Dy (z) ,fliggvényb6l” minket csak a kovetkezd tulajdonsag érdekel:

(1.3)
1, ha x<0<y

Y 0,ha az [z, y] tartomanyban nincs benn a 0
d(z)dr =
Ekkor az md(x) strliséget integralva megkapnank a tomeget.
Tehat, ha integral jel mogott szerepel d(x) akkor van értelme és akkor gy lehet ré
tekinteni, mint egy integral-utasitasra. Dimenzidja:

()] = — (1.4)

Vizsgaljuk meg most a masik emlitett problémat, a tokéletesen merev testek iitkozé-
sét! Utkozzon egy dimenzidban tokéletesen rugalmasan két m tomegii test! Az l-es test
kezdeti sebessége v és az iitkozés utan Ora csokken. A 2-es testnél pont forditva, 0-rél
v-re no a sebesség az iitkozés soran. frjuk fel a 2-es test impulzus véltozasat:

Ap = mAvy = mv = / F(t)dt (1.5)

Ahogy egyre keményebb anyagu testeket valasztunk tgy lesz a kolcsonhatds ideje egyre

rovidebb, mikoézben az erchatas egyre erésebb. A pillanatszer iitkozés hataresetben a

tomegponthoz hasonléan itt sem létezik erdfiiggvény, de az el6bbi integréal-utasitasnak
itt is van értelme: - -

/ F(t)dt = / Apé(t)dt (1.6)

Az itt definiélt 6(¢) dimenzidja:
)] = (1.7)

Az el6bbiekben definidlt §(z) disztribucidt Dirac-deltinak nevezziik.



Megjegyzés: A disztribicié-elmélet megalkotdja L. Schwartz volt. Aki elolvasvéan
P.A.M. Dirac The Principles of Quantum Mechanics (1930) konyvét elégedetlen volt
annak matematikai korrektségével. Ebben a konyvben hasznélta Dirac a fenti §(¢) fiigg-
vényt elészor. Ezért ragadt ra a késébbiekben Dirac-delta név. Maga Dirac is évatosan
fogalmazott:

»Thus d (x) is not a quantity which can be generally used in mathematical analysis like
an ordinary function, but its use must be confined to certain simple types of expression
for which it is obvious that no inconsistency can arise.”

Jollehet a kvantummechanikai szamitasokban minden jol kijott, a fiiggvényként valo
kezelése zavarta a matematikai képességeirél méltan hires Neumannt. Az 6 ez irdnyu
matematikai vizsgalodasai inditottak el a disztribicio elméletnek nevezett matematikai
teriiletet.

Foglaljuk 6ssze a Dirac-delta tulajdonsagait:

1. A Dirac-deltat tehat a kovetkezéképpen hat:

/ 08t — to)dt = y(t) (18)

o0

2. A Dirac-deltat barmely véges tartoju fiiggvénybol elo lehet allitani hataresetként,
ha a tartét gy nyomjuk 0 méretiivé, hogy kozben az integralt 1-nek tartjuk.

Mértékegysége: [d(t)] = 1/s, illetve [§(z)] = 1/m
Szimmetrikus: 6(t) = d(—t)
Atskaldzas: (M) = +6(¢), ha A > 0
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A 1épcesofiiggvény derivaltja: 0(t) = df/dt

1.2. Fourier-transzformacio

1.2.1. Periodikus fiiggvények Fourier-analizise

Bevezetésiil ismételjiik at azt, amit az eddigi tanulmanyaink soran a rezgések spektralis
felbontasardl hallottunk. A legismertebb gyakorlati példa erre a kiilonboz6 hangszerek
altal keltett hangok analizise. Azaz annak a kérdésnek a megvalaszolasa, hogy mi a
fizikai oka annak, hogy pl. ugyanaz a normdal & hang minden hangszeren masképpen
hallatszik, azaz kiilonbséget tudunk tenni mondjuk a hegedii és az oboa hangja kozott.

Legyen z(t) egy periodikus fiiggvény T periédusidével (z(t + kT) = z(t), minden
k € Z-re), amely abszolit integralhatd, azaz

/OT |z(t)|dt < 0. (1.9)
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Ekkor mivel a szinusz és koszinusz fiiggvények ortogondlis bazist alkotnak Lo felett,
felirhaté x Fourier-sora:

= b
Z ay sin(kwt) + by, cos(kwt)] + 50, (1.10)
k=1

ahol w = 27/T. Az ay, by Fourier-egyiitthaték meghatarozzak x(t)-t. Visszafelé a szi-
nusz és koszinusz fiiggvények ortogonaltsagat kihasznalva tudjuk meghatarozni a Fourier-
egylitthatdkat az x(t) fiiggvénybdl. Emlékeztetsiil az ortogonéltsag kdvetkezménye:

r T
/ sin(kit) sin (niot )t = i (1.11)
o ;
/ cos(kwt) cos(nwt)dt = Eékn (1.12)
o
/ sin(kwt) cos(nwt)dt = 0, (1.13)
0

ahol d;,, a Kronecker-delta. Mindezek felhasznaldsaval a Fourier-egyiitthaték a kovetke-
zO0képpen szamolhatok ki:

9 [T
ap = —/ x (t) sin (kwt) dt
T Jo
9 [T
by = —/ x (t) cos (kwt) dt, (1.14)
T Jo

ahol k£ € N. Lathatéan ag = 0, illetve

9 [T
by = — t)dt 1.1
o7 | et (1.15)
Ezért, ahogy mar lattuk:
x(t) = % + Z [ay sin(kwt) + by cos(kwt)] (1.16)
k=1

1.2.2. Nem-periodikus fiiggvények Fourier-analizise

Természetes médon felmeriil a kérdés, hogy vajon egy nem periodikus z (t) fiiggvény
szintén felbonthato-e valamiféle 6sszetevokre. Azaz létezik-e nem periodikus fiiggvények
spektralis felbontasa. A valasz igen!
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1.2. dbra. (a) Véges tartéju x(t) fiiggvény. (b) Ty periédusi periodikus fiiggvény x(t)-bol.
(c) T' periédusu periodikus fiiggvény x(t)-bol.

Legyen x(t) egy véges tartéju (¢t € [0,Tp]) fliggvény (1.2 (a) dbra). Ha a fiiggvény
tartdjat megismételjiik egymas mellett (1.2 (b) dbra), akkor Ty periddus idejii periodikus
fiiggvényt kapunk. Ennek Fourier-sora:

by

5 T Z ay sin(kwt) + by, cos(kwt)] (1.17)

k=1

z(t) =

ahol w = 27 /Ty

Megtehetjiik, hogy a véges tartékat nem pontosan egymas mellé illesztjiik, mint a
1.2 (c) abrén, ekkor az z(t) periodikus fiiggvényt kapjuk 7" periédusidével. Minél
nagyobbra vélasztjuk 7’-t, annal inkabb hasonlit a periodikus fiiggvényiink az eredetire.
Természetesen zv(t) Fourier-sora is felirhat6, de most az alapharmonikus w’ = 27 /T":

boT
rpi(t) = T + Z a7 sin(kw't) + by, 1+ cos(kw't)] . (1.18)

)
k=1

Az eredeti x(t) fiiggvény az aldbbi hatardtmenettel all el6:

2(t) = lim (1) (1.19)

Ennek két kovetkezménye lesz: Egyrészt folytonos lesz a spektrum, hiszen az alapharmo-
nikus Aw’ = ' = 27 /T" — 0, méasrészt az ag 1, by egylitthaték is tartanak nullahoz:
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[e.e]

z(t) = lim zp(t) = lim [Ay 7 sin(kw't) + By cos(kw't)] Aw'.
T'—00 T'—00 T

(1.20)

Itt elhagytuk a nulldhoz tarté konstans by 7 tagot. Ez lényegében az integral diszkrét

definiciéja, azaz: .
x(t) = /0 [A(w) sin(wt) + B(w) cos(wt)]dw

Ezt nevezziik Fourier-integralnak. Az egyiitthaték meghatarozasa:

T T 9 T 1 To
Alw) = —arr = =7 zp (t) sin(kw't)dt = —/ x(t) sin(wt)dt,
2r 7 2rT" J, 7 Jo
ahol w = kw’. Osszegezve:
1 o0
Alw) = + / 2(1) sin(wt)dt
™ —0o0
1 oo
Blw) = + / 2(1) cos(wt)dt
™ —0o0

Az integraldsi tartomdany kiterjesztésénél kihasznéltuk x(t) véges tartossagét.

1.3. Komplex Fourier-analizis

A folytonos Fourier-analizist érdemes tovabbvinni komplex szamok esetére is.

hogy
6zwt _ ,—twt ezwt + efzwt

e
sin(wt) = ——————  és  cos(wt) = 5
Ekkor az z(t) Fourier-transzormaltja a kovetkezOképpen irhato:

21
= [T [ PO [ A B,

Sl | 1
= / et 3 [B(w) — iA(w)] +e ™" B [B(w) + iA(w)] dw
O N g .- g
X(w) X*(w)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Ismert,

(1.25)

(1.26)

Bevezettiik a X (w) = [B(w) — iA(w)]/2 komplex egyiitthatét. A X*(w) ennek komplex

konjugéltja. z(t) Fourier-transzforméltja most igy néz ki:
z(t) = / [X(w)ei“t] dw +/ [f(*(w)e_i“’t} dw =
0 0
00 0
— / [X(w)ei”t] dw —|—/ [X*(—w’)e”w/t} dw’
0

—00

(1.27)



A masodik 1épésben végrehajtottunk egy valtozd cserét. A szinusz és koszinusz fiiggvé-
nyek paratlan illetve parossaga miatt igazak a kévetkezo Osszefiiggések:

A(—w) = —A(w), és B(—w)=+DB(w) (1.28)
Ebbdl kovetkezik hogy

£ (—w) = B(—w) —;iA(—w) _ B(w) —2iA(w) X (w) (1.29)

Azaz a komplex Fourier-transzforméacio az alabbi egyszert alakot veszi fel:
() = / X (w)etdus (1.30)
K(w) = = /OO (B)e~tdt (1.31)
W) =— x(t)e .
2 J_

Az x(t) valés idéfiiggvény Fourier-transzformaltja a X (w) komplex frekvenciafiigg-
vény. Gyakran mondjuk azt is, hogy: Az xz(t) fliggvény Fourier spektruma az X (w). A
Fourier-transzformaciora a kovetkezor szimbdélumot hasznaljuk:

Flz(t)] = X (w) (1.32)

Amint mar régebben utaltunk ra, a Fourier-transzformacié mindig létezik, ha a transz-
forméalandé fiiggvény abszolit, vagy négyzetesen integralhato:

/OO |z(t)|dt < co, vagy /00 x(t)?dt < 0o (1.33)

o0 oo

1.4. Fontos azonossagok Fourier-transzformaciéhoz

frjuk fel egy fliggvény Fourier-transzformaéltjanak inverz Fourier-transzformaltjat:

S| 0 . '
z(t) = / Py (/ z(t)e ™! dt') e“tdw =
= /Oo /OO i:E(t’)ei“(t_tl)alt'alw =

1 [~ . /
:/ z(t') <%/ ew(tt)dw) dt’ =

/ T )5t — )t (1.34)

—00



A fenti azonossag alapjan felirhat6 a Dirac-delta egy kicsit szokatlan eléallitasa:

o(t) = — ™ 1.
0= [ 5 ean (1.35)
=~
Fo@)]
ahonnan leolvashaté a Dirac-delta Fourier-transzformaltja:
1
Flo(t)] = — (1.36)
2m
Hajtsuk végre a t — —w és w — t valtozd cseréket az (1.35) egyenletben! Ekkor a

konstans Fourier-transzformaltjat kapjuk:

o0

5(w) = 6(—w) = / %e_i“tdt

F[1] = §(w) h (1.37)

Tovabbi néhany fontos tételt is felirhatunk, amelyekben bonyolult miiveletek egyszerti
szorzassa valnak Fourier térben.

F [%f(t)_ = iwF[f(1)] (1.39)
FLf (= to)] = e F[f(2)] (1.39)
F [ /_ f@)g(t —t)dt'| = 2n F[f(£)| Fg(t)] (1.40)

Az elso ketto allitas trivialisan bizonyithatd a definiciébdl, az utolsé a konwvolicio Fourier-
transzformaltja a linearis rendszerek analizisénél kap fontos szerepet. Bizonyitasahoz
induljunk ki az f(t') és a g(t — t') Fourier-transzformaltjabdl:

[t = /_OO Fw)e™! dw (1.41)
gt =1t = /OO G(w)e™ =) dy (1.42)

Most irjuk fel a konvoliciot:

/ f(g(t —t)dt' = / (/ F(w)ei“t/dw) (/ é(w')ei“/(t_t/)dw’) dt'=
=[] Fwdwne < / eiww%’dtf) duodes’ —

-~

2w (w—w’)

_ / " 2 F ()G da (1.43)

o0

A fenti kifejezésbdl leolvashatd, hogy a konvolicié Fourier-transzformaltja valoban az
(1.40) egyenletnek megfeleld.
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