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0.1. Linearis rendszer definicidja
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1. 4bra. Linedris rendszer.

Miel6tt elkezdenénk a csillapitott harmonikus oszcillator vizsgalatat, ismételjiik at
még egyszer mit is értiink linedris rendszeren! A linearis fiiggvény definicidja a kovetkezo:

flx+y) = f(z) + f(y)
flaz) = af(x) (1)

A linearis rendszer definicidja ezzel teljesen analdg, a bemenet és a kimenet kozott
van linedris kapcsolat, barmi legyen is a bemenet, vagy a kimenet. Amint majd latni
fogjuk a harmonikus csillapitott oszcillator esetében ezek fiiggvények lesznek.

0.2. Harmonikus oszcillator

Felmeriilhet a kérdés, hogy miképpen keriil egy egyszerti, specialis mechanikai rendszer
az altaldnos érdeklédésiink kozéppontjéba (és a fizikus induléba). A vélasz egyszeri. A
linedris mechanikai oszcillatornak olyan tulajdonsdgai vannak, amelyek alkalmassa teszik
Ot arra, hogy a példajan keresztiil betekintést nyerjiink a linearis rendszerek jellegzetes
viselkedésébe. Mivel a feladat szemléletes, hétkoznapi, makroszkopikus tapasztalatokon
alapul, ezért konnyen megértheté. Ennek kapcsan pedig altalanos torvényeket ismerhe-
tiink fel. Ezek aztan a fizika mas teriiletein is sikerrel alkalmazhatok.
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2. dbra. Csillapitott harmonikus oszcillator




Tekintsiik az 2 abran lathaté csillapitott harmonikus mechanikai oszcillatort. Ennek
egy konkrét megvaldsitasa a kovetkezo. Legyen egy m tomegii pont, amelyet egy rugdval
az x tengely origdjdhoz erdsitettiink. A rugd nyugalmi hossza zérus és erdsségét a D
rugoallandoval jellemezziik. Hasson a tomegpontra egy sebességgel aranyos csillapité erd
is a csillapitas erdssége legyen k. A mozgasegyenlet egy dimenziéban a kovetkezo:

mi = —Dx — ki (2)
Erdemes atrendezni az egyenletet:
k D
i+ —t+—x=0 (3)
m m
&+ 208 + wir =0, (4)
ahol bevezettiik a
k D
= -_— = i 5
Q 2m7 Wo m ( )

A (4) egyenlet alakjat tekintve egy dllandd egyiitthatdji, mdsodrendd, kozonséges, line-
aris, homogén differencialegyenlet. Allandé egyiitthatdji, mert {a,wo} 1d6tél fiiggetlen
allandok. kozonséges, mert csak egy valtozds fliggvény x(t) szerepel benne mdsodrendi
mert © mésodik derivéltjat tartalmazza, linedris, mert a keresett x(t) fiiggvényen csak
linedris matematikai miiveleteket hajtunk végre (nincsen benne pl. x?, sin(z) kifejezés).
Végiil azért homogén, mert az egyenlet jobb oldalan 0 szerepel, azaz nincs z-ben kons-
tans tag. Ha ott egy tetszoleges elére megadott f(t) fiiggvény volna, akkor az egyenlet
imhomogén lenne. Ilyenekkel késébb még foglalkozunk. Mind majd latni fogjuk a fenti
elnevezések énmagukon tilmutaté jelentéséggel birnak és tobbségiiket ki fogjuk hasznal-
ni.

Mivel az egyenlet masodrendii differencidlegyenlet ezért két kezdeti feltételre van
sziikségiink z(t) meghatarozasihoz:

x(0) = xg, #(0) =1y (6)

A (4) egyenlet megolddséat a kovetkezd alakban keressiik:

o(t) = eM (7)
mert & = \exp(At), illetve & = A\? exp(\t), azaz
i+ 20f + wir = (AN 420\ +wl)eM =0 (8)
=

Mivel a fenti egyenletnek tetszoleges idépontban igaznak kell lennie, ezért a zardjelben
szereplo kifejezésnek nullanak kell lennie:

N+ 20X +wi =0 (9)
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Amint lathaté ez egy A-ban masodfoku egyenletre vezetett. Megoldasa:

Ao =—a+/a? —w? (10)

Az egyenletnek mindkét A megolddsa, mivel (4) egyenlet linearis ezért az egyenlet meg-
oldésa a két lambdahoz tartozé megoldas linedris kombinécidja lesz:

z(t) = areM’ + aze?, (11)

ahol {aq, as} egyiitthatok a kezdeti feltételbdl hatarozhaték meg.

Jol lathato, hogy a fenti altaldnos megoldassal vannak problémék, mivel bizonyos
esetben \; = Ay, illetve az z(t) helyfiiggvény akdr komplexnek is adédhat. Ezeket az
eseteket kiillon megvizsgaljuk.

0.2.1. Tulcsillapitas

Ebben az esetben o > wy, azaz k > v/4mD. Ebben az esetben a (10) egyenlet megoldésai
kiilonbozoek és valdsak és raadasul negativak:

A==l A= (A (12)
Az {ay,ay} egyiitthatékat az aldbbi linedris egyenletrendszerbél tudjuk meghatérozni:

a1+ ao = Iy
)\1@1 + )\2&2 =g (13)

A mozgést pedig a (11) altaldnos megoldas adja meg.
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3. dbra. (a) A két exponencidlis részmegoldas, (b) egy-egy példa az x(t) figgvényre

kiilonb6z6 kezdbdsebesség esetén.

A tulcsillapitott eset jellegzetes mozgasaira a 3 abra mutat példakat.
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0.2.2. Hatarcsillapitas

Ebben az esetben a = wy, azaz k = v4mD. Ekkor, mivel A\ = Ay = —« ezért latszolag
csak egy megoldés a van az (4) egyenletnek. Ez azonban nem elegendd, hiszen két kezdeti
feltételiink {xg, ap} van. Azonban a ov = wy, esetén az egyenletnek van egy masik specialis
megoldésa. Ezt keressiik a

x(t) = te™ ™ (14)
alakban. Ekkor ugyanis:
0=37+20& + wjx
0= —2ae ™+ a’te " + 20 (e — ate™™) + o te™ (15)

Tehat az altalanos megoldéds hatarcsillapitott esetben a kovetkezo:
z(t) = (a1 + agt) e (16)
Az {ay,ay} egyiitthatékat az aldbbi linedris egyenletrendszerbél tudjuk meghatérozni:

a1 = Io
aj + as = vy (17)

0.2.3. Alulcsillapitas
Ebben az esetben o < wy azaz k < v4mD. Ebben az esetben a (10) egyenlet megoldédsai

komplexek:
AMo=—at/a?—wi=—atiy/wi—a®=—atiw,, (18)

ahol w, = /w2 — a?. Az altaldnos megoldds (11) azonban komplex is lehet, mikézben
az z(t) elmozduldst a valés szdmok halmazan kell keresniink ebbél jol latszik, hogy az
{a1, a2} egyiitthaték komplexek lesznek. Ha z(t) € R, akkor megegyezik a komplex
konjugaltjaval. Azaz

x(t) = 2" (1)
e—at (aleiwat + a26—iwat> — e—ozt (aie—iwat + (I;Giwat)
e“t(ay — a}) = e ! (a} — ay) (19)
=0 =0

Tehéat, ha aj = ay, akkor a megoldasok valosak. frjuk fel ay és ao egyiitthatokat a
kovetkezé modon:

(20)



A valos altalanos megoldas tehéat a kovetkezo:

6i(wat+¢>) + efi(wa t+¢)

x(t) = e 24
<

2
a N -~ /
cos(wat+e)
2(t) = ae~ cos(wat + @) (21)
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4. dbra. Az alulcsillapitott rezgémozgas és a burkold exponencidlis lecsengés.

A (21) altalanos megoldast az alabbi ekvivalens alakokba is lehet irni:

2(t) = ae” " sin(wyat + )
z(t) = e [esin(wat) + d cos(wat)] (22)

A legutébbi egyenlet illesztheté legkonnyebben a kezdeti feltételekkel: d = xg, illetve
¢ = vg. A kapott megoldasok valdjaban egy csillapodd rezgést adnak meg, amelynek
w, korfrekvencidja kisebb, mint a csillapitatlan oszcillator sajat korfrekvencidja wy. Egy
példa lathat6 a 4 abran.

0.2.4. Osszefoglalas

Legfontosabb megjegyzés, hogy a tomegpont helyzete minden esetben exponencidlisan
kozelit a nyugalmi helyzethez. Azaz kijelenthetjiik, hogy a csillapitott harmonikus oszcil-
lator mindig véges id6n beliil nyugalomba keriil. (Ezt tgy kell érteni, hogy barmilyen kis
e tavolsagot vesziink az egyensiilyi helyzet koriil, a tomegpont véges idén beliil nem 1ép ki
ebbdl a tartomanybdl és ez akkor is igy van, ha e-t valtoztatva az id6t is hatvanyfiiggvény
szerint atskalazzuk.)

Az elobbi fejezetekben a csillapitast harom kiilonbo6zo részre bontottuk, mivel mate-
matikailag mas-mas iton jutottunk el a megoldashoz. Azonban ez a felbontas nem csak
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5. abra. A tomegpont helye az ido fiiggvényében adott rugdallandé és valtozd csillapitas
mellett allo helyzetbdl elengedve. A paraméterek értéke wy = 2%, a =3, 2, 0.85 a tul-
(z6ld), hatar- (kék), illetve alulcsillapitott (lila) esetben.

a levezetés miatt lényeges, hanem gyakorlati szempontbdl is. Vessiink egy pillantést a
5 dbrara! Itt osszehasonlitjuk kiilonbozé csillapitas esetén egy adott m tomegil tomeg-
pont helyének idéfejlodését, ha kezdetben &allé helyzetbdl véges kitérésbol elengedjiik. A
rugoallandot mindhéarom kisérletben ugyanannak valasztjuk.

Jol lathatd, hogy a hatércsillapitas esetében éri el leggyorsabban a nyugalmi helyzetét
a test. A tulcsillapitas nem engedi a testet kelléen felgyorsulni, ezért a lecsengés lassi
lesz. Alulcsillapitas esetén a test gyorsan athalad az egyensulyi helyzeten, de masik
oldalt is kilengve tovabb oszcilldl. A ketté kozotti optimum a hatarcsillapitas. A (10),
(16), (21) egyenletekbél jol latszik, hogy az exponenciélis kitevije pont a hatércsillapitas
esetén a legkisebb.

Ennek fontos jelentosége van, ugyanis sok olyan gyakorlati probléma van, ahol fontos
a rezgések mielobbi csillapitasa. Elég csak pl. az autok kerekeire gondolni, ahol a stabi-
litas és az uttartas miatt fontos a rezgések mielobbi csillapitdsa. A fizika més teriiletén
is jol jon ez a tulajdonsag. Molekuldris dinamikdban [!], ahol ha szdmitégépen sok-
sok részecske statikus helyzetét vizsgaljuk, a hatarcsillapitas segit az egyensilyi helyzet
miel6bbi elérésében.

0.3. Gerjesztett csillapitott oszcillator

Az €loz6 fejezetben lattuk, hogy a csillapitott oszcillator magara hagyva egy idé utan
megall. A valésdgban azonban egy ilyen rendszert folyamatosan érhetik erGhatésok.
Az ilyen rendszert gerjesztett csillapitott oszcillatornak nevezziik (pl. az auté kereke,
ahol a csillapitdst a lengéscsillapitd, a gerjesztést az 1t egyenetlenségei adjdk). Tehat
feltételezziik, hogy a csillapitott oszcillatorra egy idéfiggd F'(t) erd is hat. Ekkor a (2)



mozgasegyenlet a kovetkezoképpen modosul:

mi + Dz + ki = F(t) (23)
Tomeggel vald osztas utan kapjuk az alabbi inhomogén differencialegyenletet:

&+ 200 +wir = f(t), (24)

ahol f(t) = F(t)/m.

Ez egy linedaris, inhomogén differencidlegyenlet, amelynek matematikai megoldasi
technikdja kozismert. Mivel az egyenlet linedris, ezért az xy(t) altaldnos megoldas felir-
haté az alabbi alakban:

ahol zy(t) a homogén egyenlet altalanos megolddsa (eddig az el6zéekben ezzel foglal-
koztunk), a két paraméteres fiiggvényosztély barmelyik eleme lehet és barmilyen kezdeti
feltételre illesztheté. Az xgp(t) az inhomogén egyenletnek egy tetszbleges induld érté-
kekkel {xpp(0), Z1gp(0)} rendelkezd megoldédsa. Ez tehat egy konkrét megoldas, amely
nem tartalmaz semmiféle ismeretlen paramétert. Neve partikuldris (részleges, nem teljes)
megoldas.
Az el6z6éekben lattuk, hogy a homogén egyenlet megoldasa gyorsan lecseng:
lim zy(t) =0 (26)

t—o00

Ezért ezt a megoldast tranziens megoldasnak is nevezik. Elegend6en hosszu idore tehat:

rru(t) ~ xmp(t) (27)

Tehét a rendszer hosszi idore elfelejti a kezdeti feltételeket, ezért az xiyp(t)-t dllanddsult
megoldasnak nevezziik.

Toljuk ki a kezdeti id6pontot a ¢ — —oo-be, és a teljes (—o0, 00) idStartoményon
hasson f(t), és keressiik a f(t) dltal generalt xipp(t) = x(t) fiiggvényt.

0.4. Green-fiiggvény

A 0.1 fejezetben definidltuk a linedris rendszereket: Ha f;(¢) a bement és z;(t) a kimenet
a linedris rendszerbol akkor a kévetkezo kapcsolatok igazak:

(/1) + fo(O)] = [21(8) + 22(2)]
[afi(t)] = [az1 (1)) (28)



f@)

x(1)

6. dbra. A Green-fiiggvény szemléltetése. A multbeli gerjesztések (kék) hatédssal vannak
a valasz t id6épontbeli értékére, mig a jovébeliek (piros) nem. A kis téglalapok hatéresete
az integral. A gerjesztések idejét mérhetjiik labor idében ', vagy eltelt idében 7, ha a
rendszer idében véltozatlan.

Arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott bemeneti fiiggvény milyen kimeneti valaszt
ad. Az egész folyamatot a 6 abra szemlélteti. Altalanossagban a fenti linearis kapcsolatot
a kovetkezo kifejezéssel lehet leirni:

o(t) = /_ T G (29)

Ami szavakban azt fejezi ki, hogy az x(t) valaszfiiggvény értéke egy adott ¢ pontban
a gerjesztés Osszes pontban vett hatdsdnak valamilyen silyozott Osszege. A silyozasi
fiiggvényt Green-fiigguénynek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy a vizsgélt rendszer nem véltozik az id6ben (ezt fejezi ki, hogy (4)
egyenlet dllando egyiitthatogi). Ekkor a rendszer allapota csak az id6kiilonbségtol fiigg-
het, hiszen barmikor végezziik el a kisérletet ugyanazt az eredményt kell kapnunk:

[e.9]

x(t) :/ Gt —t)f(t)dt (30)

—00

Alapvet6 fizikai megfigyelés a kauzalitas, azaz az ok-okozati viszony. Ez azt jelenti,
hogy t' > t gerjesztések nincsenek hatédssal az x(t) értékére. A gerjesztés valasz kapcsolat
tovabb egyszertisodik:

0
x(t) :/ Gt —t)f(t)dt (31)
Vezessiink be egy valtozo cserét, amelyben a ' mikor idévaltozot a visszanézé, mennyivel
ezelott T = t — t' véltozdval helyettesitjiikk. Ekkor (31) egyenlet az aldbbiak szerint
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modosul:

(1) = /0 TGOVt Pydr (32)

I G—=0
jovo

T

7. dbra. Szemléltetd példa Green-fiiggvényhez. 7 < O-ra a fliggvény értéke 0, azonban
nagy 7 értékekre is 0=hoz tart a fiiggvény értéke.

Ha megkoveteljiik, hogy G(7) = 0 7 < 0 esetén, akkor a kauzalitdst igy is frhatjuk
(lasd 7:)

x(t) = /_OO G(r)f(t —7)dr

[e.9]

G(r)=0, hat<0 (33)

Fontos észrevétel, hogy
lim G(7) = 0. (34)
T—00

Ez azt jelenti, hogy a nagyon régi események nincsenek hatdssal a mostani valaszra. Ez
disszipativ linearis rendszerekre mindig igaz.

A (33) egyenlet tulajdonképpen két fiiggvényt szoroz Ossze egy specidlis utasitdssal.
Neve konvolicid [2].

A (33) egyenlet azért is fontos, mert ha meghatdrozhaté G(7) alakja, akkor utédna
tetszoleges gerjesztéshez kiszamithato a vélasz. Az lenne a legjobb, ha taldlnank egy
bemeneti f(t) fiiggvényt amire a rendszer pont a Green-fliggvényt adnéd valaszul. Ha
visszalapozunk a Dirac-delta egyenletéhez jol lathato, hogy van ilyen bemenet, mégpedig
a Dirac-delta:

z(t) = /00 G(r) f(t —1)dr = G(t) (35)
o(t—7)

Megjegyezziik, hogy a Dirac-delta teljesiti a 6(7) = 0, ha 7 < 0 feltételt.
Tehat a Green-fiiggvény a linedris rendszer Dirac-deltara adott vélasza.
Megjegyezziik, hogy sok helyiitt hasznédlatos a Green-fiiggvény helyett a H(t) dtme-
neti fiiggvény, amely a 0(t) 1épcséfiiggvényre adott valasz. A levezetés teljesen analdg
modon megy.



0.4.1. Csillapitott oszcillator Green-fiiggvénye

Hatérozzuk meg a gerjesztett csillapitott linearis oszcillator Green-fiiggvényét! Amint
fent meghataroztuk, a Green-fiiggvény, a rendszer Dirac-deltara adott valasza. Tehat:

i+ 20 + wir = f(t) (36)

G+ 20G + w2G = 6(1) (37)

Fontos megjegyezni, hogy mig = dimenziéja méter ([z] = m), addig a Green-fiiggvényé
méasodperc ([G] = s). A kettd kozotti kiillonbség egy sebesség dimenzi6. Olyan, mintha

(36) egyenletet elosztottuk volna egy konstans fy = vy sebességgel. Ha ezt figyelembe
vessziik akkor az egyenlet jobb oldala a kovetkezo:

F(t) = mf(t) = mfod(t) (38)

Azaz Dirac-deltardl fejezetben megtanultak alapjan ez olyan mint egy pillanatszeri eré-
lokés. Ez lathaté a (36) egyenlet id6 szerinti integréljabdl a [—¢, €] intervallumon:

B, + /_ (20 + D)t /_ " fod(t)dt = o (39)
o0

ahol a kozépso integrdl € nagysagrendli, mivel hagyoményos fiiggvényekbdl all. Tehat a
sebességvaltozas a t = 0 idopillanatban fy nagysagu lesz:

2(0.)=0  2(0,)=0
2(0-) =0  2(04) = fo (40)
G@t) ! 3
0.8 - | 1
0.6 1
04 : 1
| /Jz f
o
—02 :
04 F -
%5 0 03 ] 15 ;2

8. dbra. Alulcsillapitott harmonikus oszcillator Green-fiiggvénye.
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Mivel t > 0 esetén a Dirac-delta zérus, ezért visszakapjuk a gerjesztés mentes har-
monikus oszcillatort a (40) kezdeti feltételekkel (8 dbra). Ennek viszont mar ismerjiik a
megoldasat.

Vélasszuk fo = lm/s értéket és alulcsillapitott esetet, ekkor az altaldnos megoldés
(21):

x(t) = asin(wat + ¢)e™ (41)
A (40) kezdeti feltételekbdl meghatarozhatd a és ¢. A kapott Green-fiiggvény tehat a
kovetkezo:

Wor

L sin(wat)e™ hat >0 (42)
0 hat <0

0.4.2. Fourier transzformacid linearis rendszerekre

A linedris rendszer valaszfiiggvényét a bemenet és a Green-fliggvény konvolicidjaval
allithatjuk el6 (33):

() = /_ TGVt — )dr (43)

A Fourier térben a konvolicio egy egyszerti szorzassa valik:
X (w) = 27G(w)F(w), (44)

ahol G(w) = F[G(t)] a Green-fiiggvény Fourier transzformaltja, az dtviteli fiigguény.
Hatdrozzuk meg a csillapitott oszcillator atviteli fiiggvényét! Tudjuk, hogy F[#] =
iwX (w), illetve Flz] = —w?X (w)

&+ 200 + wir = f(t)
—w X (w) + iwX (w) + w2 X(w) = F

(w)
X(w) (—w? + 2iow + wi) = F(w) (45)

Fourier térben a differenciglegyenlet nagyon egyszer(i alakiq. A F (w) bemenethez a X (w)
kimenetet egyszerii osztassal kapjuk:

. F(w) .
() —w? + 2iaw + w? mG(w) (46)
Tehat a csillapitott oszcillator atviteli fiiggvénye:
~ 1 1
G(w) (47)

T on (—w? + 2iaw + w?)

Ellenérizhet6, hogy a fenti fiiggvény a (42) Green-fiiggvény Fourier-transzforméltja.
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Az atmeneti fiiggvény tovabbi vizsgdlatdhoz irjuk at az atviteli-fiiggvényt Euler-
alakba [3]:

Glw) = )(;(w) e~ (48)
Mivel
~ (w2 — w?) — 20w
2mG(w) = (2§ dota? (49)
ezért
20w

tany = —m (50)

. 1
G| (51)

2my/(wE — W?)? + 402w?

A ‘é(w)’ fliggvényt rezonancia gorbének nevezziik.

0.05 — ‘ 35
I =15 ——
L \ a=1.0 i B
— o \ @=0.5 — .5k
§ 003 =00 —— :
0.02 L5 ]
1k a=15— |
a=1.0
0.01 05F o=05—" -
// =00 ——
0 0 L Il Il
0 2 4 6 8 10
)

9. dbra. A csillapitott oszcillator rezonancia gorbéje (a) és fazistolasa (b), wy = 4
paraméter esetén kiilonbozé a értékekre. A rezonanciagérbe maximumét az (a) abran
nyil jeloli.

Vizsgéljuk meg a kapott eredményeket! A 9 abran egy példan szemléltetjiik az atviteli
fiiggvény és a fazistolas alakjat. Jol lathatéan a rezonancia gérbének van egy maximuma
(bar bizonyos « értékekre ez megsziinik). Ennek pozicidja szémolhatd, ezt nevezziik a

rezonancia frekvencignak. Ertéke
wr = \/wi — 202 (52)

A rezonancia frekvencianak a mérnoki alkalmazasokban kulcsszerepe van. Szinte
minden épitmény (épiilet, jarmiivek, stb. ) esetében fontos kovetelmény a rezonancidk
elkeriilése. Rezonancia esetében ugyanis a rezgések amplitiddja megnd. Bizonyos ese-
tekben (pl. auté) ez csak nemkivénatos zajokban jelenik meg, azonban mas esetekben
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a tul nagy amplitidoju oszcillacio a szerkezet karosodasdhoz vezethet. Egyik jol ismert
példa a Tacoma-hid katasztréfaja [4]. Manapsag alapkovetelmény, hogy a szerkezetre ha-
t6 rezgések (szél, foldrengés) tipikus tartoménydban az épitett struktira jol csillapitson
és ebben a tartomanyban rezonanciafrekvenciak ne forduljanak el6.
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