1. Felhajté er6 a forgasparaboloidon Gauss—
Osztrogradszkij-tétellel

A forgdsparaboloid egyenlete: z = a(x? + y*). A nyomds

p = —pg(h— he) (1)

A Gauss—Osztrogradszkij-tétel:

%%F v(r)dF = ///V divv(r)dV (2)

Legyen p(r) egy skaldrmez6 és c egy konstans vektor. Ekkor a Gauss—
Osztrogradszkij-tétel a kovetkezOképpen alakul:

ﬁgcp(r)dF = ///Vdivcp(r)dv = ///V(pdivc—i-cgradp)dv = c///vgradp dv
(3)

Mivel ¢ konstans. Azaz:

ﬁép(r)dF = ///Vgradp dv (4)

Mivel gradp = —pg, a testre a felhajto er6é kihasznélva a ZH-ban kiszamolt

térfogatot:
hm
P = dV = pg—
///V pg dV = pg=- (5)

2. Az el6z6 feladat barometrikus nyomassal

A barometrikus nyomas:

p = poe (6)

Az el6z6ek alapjan a fenti gradiense kell:
gradp = 20 /20 (7)
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A kiszémolandé tehét:

pP= ///V Z—Ze-z/zoczv (8)

A térfogatot most ugy szamoljuk, hogy z szerint felintegraljuk a A = z7w/a
kor alaku feliileteket. (Lehet parciélis integralast is gyakorolni!)

h
p =0T [ e gy = 0T [—20(z + zo)e_z/z()}g
<0G Jo 200
T
:pLzo 20 — e M (h + 20)] (9)
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3. Egyenletesen toltott vezeto tere

p

Egy végtelen vezeték A egyenletes vonaltoltésstiriséggel van toltve. Mek-
kore a tere?

Hagyomanyos modszer, integraljunk x szerint a teljes tengelyen, kihasznélva,
hogy csak az x-re merdleges komponens kell a szimmetria miatt. A tavolsag
r = \/22p?. E elektromos mezének csak hengerkoordinata rendszerben sugar
irdnyi komponense van:

1 > Acos 1 > Ap
ET = d d =
47r50/ 72 x47r€0 /oo (2 + p2)3/2 v

—00 —

A o0
- - (10)
Areo | p2\/22+ 2|
Az utébbi: .
lim = —~ =~ (11)
Z—00 p2 72 +p2 p2
Tehat \
E = —0,0 12
(r0.5) = (5,00) (12)

Ugyanez Gauss—Osztrogradszkij-tétellel:
Vegyiinmk egy p sugaru H magassagu hengert, melynek tengelye a vezeto.
Ekkor a Gauss torvény:

1
- /// o(r)dV = # EdF (13)
€o henger henger

Mivel E sugar irdnyu, ezért csak a palast szamit, ahol meg szimmetria
okokbdl mindenhol ugyanakkora. A toltésstiriséget meg csak a vezetéken
kell veégigintegralni:

H\
— =E.Hp2w (14)
€0
Ahonnét \
E, = (15)
27T50p



4. Toltott szigetelo gomb

Hatarozzuk meg egy egyenletesen p(r) t6ltott R sugari gdmb terét!
Szimmetriamegfontolasok miatt:

E(r,0,¢) = (E,(r),0,0) (16)

Gauss-tétellel:

1
— /// pdV = # E,r*sin 0dfd¢ = E, 4rmr? (17)
€o r'<r gomb

Amibdl:

%r har < R

Er<r) = pR03 1 L - p (18>
——— har
3eg 12

5. Fluxus korlapon

Mutassuk meg, hogy egy F = r/r vektormez§ fluxusa, egy az origétél h
tavolsagra 1évé, r = vh sugard korlapra

b, =24 — Ml (19)

Vhja+h?

A fenti vektormez6 divergenziamentes:

div(r/r) — zi:am I = Z (i—g - 3::;”) ~0 (20)

A Gauss—Osztrogradszkij-tételbdl kovetkezik, hogy fluxusa barmely zart gérbére
zérus. Legyen ez a gorbe egy z = a(z? + y?) egyenletii paraboloid és a fenti
korlap. A mult 6rai eredményt hasznalva kapjuk az eredményt. Felhivnam

a figyelmet, hogy a mult érai eredménybdl lemaradt a —2a, amennyiben a
toltés e-nyit kiviil van a paraboloidon. Ha bent lenne, akkor 42a.

6. Gomb tehetetlenségi nyomatéka

Szamoljuk ki az egyenetes p slrliségli gomb tehetetlenségi nyomatékat a
kozéppontjan atmené tengelyre!
A kiszamitandé integral tehat:

05 = /// pz*dV (21)



Hasznaljuk a Gauss—-Osztrogradszkij-tételt! Ehhez kell egy olyan tér, amely-

nek divergencigja z2.

1 1
divF = divgz?’k = ; 8Z-§z3ki = 22 (22)

A tobbi angolul mellékelve:
SOLUTION Let S be the unit sphere 22 + y* + 2% = 1. By the divergence theorem:

Iz v = [

; 1.
where F is any vector field whose divergence is z2. One possible choice is F = §z'*k:

[0 - [[lea

1.
All that remains is to compute the surface integral /f gzdk -dA.
JJs -

We have parameterized the sphere many times by now:

Az
t=20 T = cosucost
r = cosu S0 y = cosusint
r
Z =58Inu Z =8Inu
™ iy
0<t<27 and —=<u<-—
2 2
Y
This gives:
i j k i j k
dA = % ‘Z? g—f dtdu = | —cosusint cosucost 0 |dtdu
gz Oy Pz —sinucost —sinusint cosu
u u Em

= (cosz'u cost, cos’usint, cosu sin -u) dtdu

1. 2 '/2
/f —2°k - dA / (sinu) Cosusinududt
JJS 3 —m/2

27
= — sm"u cosudu

80:

3 —mf2
21 . . 17
= —|—sin’u
3[5 —m/2
4w
- = 0
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7. Térfogatszamolas Gauss—Osztrogradszkij-tétellel

EXAMPLE 6 Let S be the surface obtained by rotating the curve

r = Ccosu

< <
u
= _2

T
2

z = sin2u

around the z-axis:

L
>
(5]

A A

Use the divergence theorem to find the volume of the region inside of S.

SOLUTION We wish to evaluate the integral j]] dV, where R is the region inside of S. By the
R

[l v = Jfe-on

where F is any vector field whose divergence is 1. Because of the cylindrical symmetry, xi and yj are

divergence theorem:

poor choices for F. We therefore let F = zk:

[l o

All that remains is to evaluate the surface integral f f zk - dA.
s
We were essentially given the parameterization of the surface:

Az

t==80 T = cosucost
T = COS 1 S0 Yy = cosusint
™
z =sin2u 2z = sin 2u
0<t<2r and fggugg




Thus:

i j k i j k
) . .
dA = |Z % %ty = | —cosusint cosucost 0 dt du
ot ot ot
dr Oy 3z —sinucost —sinusint 2cos2u
du du du

= (2cosucos2ucost, 2cosucos2usint, cosusinu) dt du

2n pmf2
f[ zk-dA = [ f (sin2u) cos usinu du dt
Js Jo o J-xp2

w2
= 21?/ sin 2u cosusinu du

507

—m/2
1 w2
= 27| —(4du — sindu) (according to my calculator)
16 -2
2

8. Boénusz

Ha marad ido, akkor még egyszer atfuthatnatok a kovetkezd példan, az éran
eléggé Osszecsaptam, a vége nem fért rendesen bele. A Gnadig-féle Vek-
torszamitas I1I konyvben is benn van.

Szamoljuk ki a kovetkezo integralt!

/// %divgradgzﬁdv =7, (23)

ahol ¢ sima, és (R — oo) = 0, vagy ¢(r > R) = 0. Hasznaljuk ki, hogy

Udivgrade = div(Vgrade — ¢grad¥V) + ¢divgrad ¥
> 0000 =D [0:(Vi¢ — 0, V) + $0:0;¥] =

= 0:00ip + WO} ) — 00V — T + ¢V (24)

Az egyszertisitések utédn az azonossig lathaté. Legyen W = 1/r! Legyen az
integraland6 tartomany egy R sugari gomb, amibdl kivagtunk egy ¢ sugart
goémbot (mindketté az origéban van). Erre a tartomanyra a divgradl/r = 0.



(Meg lehet mutatni!) Ekkor

L diveradgdv — div | Leradg — erad(1/r)| dv —
///ezrz}z r ///EZQR [7’ }

- # [lgraddﬁ - <bgrad(1/r)] dF — # [lgradcb = ¢grad(1/r)} dF
=R LT r=e LT

A R sugari gombre vett feliileti integral ¢-re szabott feltételek miatt zérus.

1 1
# ~oradgdF > ~ M # dF = dxeM — 0, (25)
r=e I € r=¢

ahol M = max(grad¢g) az e sugaru gémbon. Az utolsé tag:

1
#E¢grad%dF—g# ¢—dF # &(r dF:47r5¢(0) (26)

ahol kihasznéltuk, hogy r parhuzamos dF-fel. Illetve, hogy ¢ folytonossaga
miatt € — 0 esetén az integral 4me?¢(0)-t ad.

Ez a legvége mar nem igazan ment at, illetve, hogy ez egy mennyire
hasznos azonossag, 1d. Dirac-delta, de azt még nem tanultak.



