Integral tételek

Stokes tétel

Tétel: Legyen V(r) egy vektortér. Egy zdrt gorbére torténé korintegralt ekkor atirhatunk egy
a gorbe altal bezart feliiletre vett integralra:

7{ V(r)dr = / 1otV (r)dA .

El6szor vegyiink egy egyszert zart gorbét, tekintsiink a kévetkezd haromszoget:

@

@ Az ry, r; (infinitezimalisan) kicsiny vektorok az r
pontbdl indulnak és egy haromszoget feszitenek ki.
Kozelitsiik a hdromszog 1, 2, 3 oldalai mentén a V(r)

vektortér vonalintegraljait:

’o @

/IV(r)dr = %(V(ro)—i-V(ro—i-rl))rl
/QV(r)dr - %(V(rO—I—rl)—i—V(ro—i—rg))(rg—rl)
/SV(r)dr _ f% (V(ro) + V(ro + 12)) 12

A harum jarulék osszegére a kovetked egyenletet kapjuk:
1 1
fV(r)dr = §V(r0) (ri —r2) + 3 (V(rg 4+ r1)re — V(rg +ro)ry)

Hasznéljuk ki, hogy r; és ry infinitezimélisan kicsiny vektorok és fejtsiik sorba a V(r) vektorte-
tert ro korul:

ovi

Vi(ro +r1) = Vi(ro) + o, T,

igy az integralt a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

1 [0V, oV;
%V(r)dr = 5 <aT‘jr1jT2i — 871]'7'2]'7’11) y

ahol a kétszer szerepld indexekre Osszegziink. Cseréljiik fel a m dsodik tagban az indexeket:

1oV, 0V
j{V(r)dr =3 (87“]- - 8rj-> T1572i -




Az el6z6 egyenletben a V(r) derivalt tenzordnak az antiszimmetrikus része szerepel. Tudjuk,
hogy egy 3 x 3-as antiszimmetrikus méatrixszal valé szorzast felfoghatunk gy is, mint egy alkal-
mas vektorral val6 kereszt szorzast:

Ar=axr.

Ismételjiik at, hogy hogyan azonosithatjuk az a vektor komponenseit:

AyT, — ATy 0 —a. ay Ty
AyTy — Azl = ay 0 —Qy Ty
AzTy — QyTy —ay Ay 0 Ty

Térjlink vissza a korintegralhoz! A derivalttenzor antiszimmetrikus részét a kovetkezOképpen
frhatjuk fel:

0 ove _ 9Vy oV, _ oV

Ory ory or, ory

oVy oV, 0 vy _ 9V,

ore Ory or, Oory
oV, oV, oV, 9V 0

Org Or.  Ory or

Leolvashatjuk az antiszimmetrikus tenzorhoz tartozé vektor komponenseit és felismerhetjiik
benne a vektortér rotacidjat:

v, _ 9y
or or,
‘?X; gTV; =rotV .
vy _ oV,
org Ory
Ezek szerint a korintegral:
1
V(r (rotV X ri)ry = grotV(rl X T3),

alaku lesz, ahol kihasznéaltuk a hdarmasszorzat tulajdonsiagait. Az ry, ro keresztszorzata éppen a
haromszog teriiletével, vagyis a feliilet elem vektorral egyezik meg:

1
5(1’1 X 1'2) =dA R

tehat
%V(r)dr =rotVdA

A bizonyl’tés szemléletes altalanositasdhoz osszunk fel egy tetszoleges feliiletet haromszogekre:
Navay. Nagyitsunk ki  két  szomszédos

héromszoget. Az érinkezé olda-

lak irdnyitasa a haromszogek azonos

% koriiljarasa esetén ellentétes lesz, ezért
«v%uuv‘uuﬁuuvﬁﬁﬁanvm» itt a vonalintegralok kiejtik egymast.
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o "XXX‘A‘ A teljes feliileten csak a hatdron nem
S tiinik el a vonalintegral. Osszegezve
a haromszogekre a tétel szemléletes
bizonyitasat kapjuk:

7{ V(r)dr / 1otV (r)dA |
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