1. Egyvaltozés fiigggvények derivalasa

1.1. Feladatok

1.1. Feladat A definicio alapjan hatdrozzuk meg a kovetkezd figguények derivdltjat az
xo pontban!

a) f(z) =22 +3, m="5
b) f(z) =2z +5, xo=2
¢) f(z) =545, wo=1

d) f(z)=
e) f(x) =17, w0 =2

f) Va? —4dx +4sin(z —2), 9 =2

1.2. Feladat A definicid alapjan hatdrozzuk meg a kovetkezd fligguények derivdltjdt egy
daltalanos pontban!

a) x

b) z?

c) ="

ay !

e) sin(x)

f) e”

Segitség:. Bizonyitds nélkil hasznalhatjuk az aldbbi két dsszefliggést:

. sin(x et —1
lim ( ) =1 lim
z—0 €T z—0 €T

=1

1.3. Feladat A derivdldsi szabdlyok segtségével hatdrozzuk meg a kévetkezd fligguények
derivdltjdat!
a) ed+?

b) sin(z? + 3z + 4)



c) (v?+1)v1+ 223

d) cos(v2z2 +5)

e) In(2z% + 3)

f) tg(z)

g) ="

h) (327 4 3)n(57+2)

1.4. Feladat Hatdrozzuk meg a kovetkezé Taylor polinomokat!
a) f(r)=sin(2z) xo=0 T3(z)="
b) f(z)=In(l+z) 20=0 Ts(x)="
c) flz) =tg(z) xo=7 Ti(z)="

d) f(z) =74z 20=0 T3(x)="

1.5. Feladat Az inverz fligguény derivdldsi szabdlyai alapjdn hatdrozzuk meg a kévetkezd
fiigguények derivdltjait!

a) f(z) = arcsin(z)
b) /() = In(z)

¢) f(z) = tg(x)

d) f(x) = arch(x)

1.6. Feladat Adott két rogzitett, eqymdstol £ tavolsagra kévd Q > 0 toltés. A toltések
kézott szabadon mozoghat eqy m tomegi, q > 0 toltési test.

a) Hol van a test eqyensilyban?
b) Stabil-e az egyensil?
c) Kis kitérés esetén milyen korfrekvencidval rezeg a kis test az egyensilyi helyzete koril?

1.7. Feladat Fliiggoleges kémcesoben eqy xog magas levegboszlopot £ magassagu higyany-
oszloppal zdrunk el. A kilsé nyomas és a surlodds az edény faldval elhanyagolhatoan
Kicsi, a higany strisége, pry ismert.

a) Hogyan valtozik a higanydugdra haté erd, ha azt eqyensilyi helyzetébdl kitéritjiik?

b) Milyen kirfrekvencidval végz kis rezgéseket a csepp az egyensilyi helye koril, ha ki-
téritjik?

A feladatot oldjuk meg izotermikus és adiabatikus kozelitéssel is!



1.2. Megoldasok
1.1 Megoldas

W=

1.2 Megoldas
a) 1
b) 2x
c) nx" 1

d) -

e) cos(x)

f) e*

1.3 Megoldas

a) 3eH+?

b) cos(z? + 3z + 4)(2x + 3)
c) 221+ 223 + 2%6%
d) —sin(M)\/;zﬁﬁ
€) 5t

f) —

cos?(x)

g) z*(lnx +1)

h) (322 + 3)5nCe2) (5 cos(ba + 2) In(222 + 3) + sin(5x + 2)5:355)



1.4 Megoldas

a) Ty(z) = 2z — 3a°

b) Ty(z) =z — 2 +2

c) T2($)=1+2(x—%)+2(x_%)2
d) T3($)=1—§+£_%

8

1.5 Megoldas

a) 11_$2

b)

1
C) cos?(x)

8] =

d) 7o
1.6 Megoldas
a) A két toltés kozt féliton, % tavolsdgra mindkettdtol.

b) Stabil, mert barmelyik tiltésthez is van kozelebb, az eredd erd az egyensilyi hely
irdnydba mutat. VAGY F, < 0, bdrhol is legyen a kis test a két Q tiltés kozott.

/32K
c) wo = —meféQ

1.7 Megoldas LIzoterm:

a) F(zx)= —pHgg;AIO —mg

PHg

b) Az egynsilyi pont kérili Taylor sorfejtés utin F(x) ~ — mgm(x —xg). Innen wy =

g

o

Adiabatikus:

a) F(m):’mgg—img—mg

_ YpHgglA (

r — x9). Innen
zo

b) Az egynsilyi pont korili Taylor sorfejtés utin F(x) =
29

Wy = o



2. Egyvaltozoés fiigggvények integralasa

2.1. Feladatok
2.1. Feladat Adjuk meg a kévetkezd hatdrozatlan integrdlok eredményét!

a) [sin(2z + 3)dx

b) [(2z + 3)3dx

c) [ smmde

d) f2x++3dx

e) [xe”dx

f) [tg(x)dz

2.2. Feladat Szamoljuk ki a kovetkezd integrdlokat!
a) fo sin?(r) cos®(z)dx

b) [sin*(z)cos®(x)dx

Segitség:. Ha asin”(z)cos™(x) alakban az egyik kietd pdratlan, akkor sin®(x)+cos?(z) =
1 felhaszndldsdval a pdratlan kitevot alakitsuk 1-€. Ha n és m is pdros, térjink dt két-
szeres szogekre, ha kell t6bbszor is.

2.3. Feladat Parcidlis integraldssal szamoljuk ki az alabbi integrdlokat!
a) fo x cos(z)dx

b) [In(z)dx

c) [sin(2z)e’*dx

d) ff arctg(z)dx

2.4. Feladat Végezziik el a kivetkezd raciondlis tortek integraldsdt!

a) [ 3t 3a2 82 g,

b) f 3x+2

z2— 5a:+6

2.5. Feladat Végezziik el a kovetkezd integrdlokat a kijelolt helyettesitéssel!

a) f1/2 V1 —ax2dx, x=sin(t)



b) [ t=e"

et+e T

C) f sin(a:)lcos(z) dI‘, t= tg($/2)

2.6. Feladat Hatdarozzuk meg a tomegkozéppont helyét megado s tavolsdg értékét a ko-
vetkezd testek esetén!

a) Homogén drétbdl készilt R sugari félkor

b) Homogén R sugari korlap

2.2. Megoldasok
2.1 Megoldas

7) — 40

b) & o

c) \/Lgarctg(\/gx) +C
d) 1In(22*+3)+C
e) %e””2 +C

f) —In(cos(z)) +C
2.2 Megoldas

a) 2

b) % <.QT _ sin514a:) . sin33(2x)> +C

2.3 Megoldas

s 1
a) 15— 1+
b) zln(z) —xz+C

c) 1%63”” <—Sing2x) — %cos(Qx)) +C

d) 2arctg(2) — 7 — 1n(2/2)

2.4 Megoldas



a) 2 452 +5In(z—1)+C

b) —8In(x —2) 4+ 11ln(x — 3) + C
2.5 Megoldas

a) f+ %

b) arctg(e”) + C

c) In(tg(x))+C

2.6 Megoldas

a) s= %R

b) s=3-R

3. A sik és tér vektorai

3.1. Feladatok
3.1. Feladat Tekintsik a kovetkezo vektorokat:

1 2 3
a=|(01], b= -1, c=120
2 0 2
a)
ab =" ,axb=" , (a,b,c)

b) Hatdrozzuk meg az a, b, c vektorok A, B, C reciprok vektorait!

c) Fejtsiik ki az v vektort az (a, b, c), illetve (A, B, C) bdzisiban!

3.2. Feladat Skaldris szorzds segitségével bizonyitsuk be a koszinusz tételt!



3.3. Feladat Igazoljuk, hogy a vektoridlis szorzatokra teljesil az u.n. Jacobi-azonossdg:
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0,
illetve az ezzel ekvivalens, Leibniz szabdlyra emlékezteto
ax (bxc)=(axb)xc)+bx(axc) dsszefiggés.

3.4. Feladat Vizsgdljuk meg az S sik és aze, f, g eqyenesek kilcsonds helyzetét (metszd,
pdrhuzamos, stb.) a kézés pont kiszamitdsa nélkil!

S:3rx+2y+2=4

3_ r=1-—t
e:2x—2:Ty:—z fry=2+t g:—5r+10=—-5y+5=2+4
z=1t

3.5. Feladat Adott két egyenes, e és f:

r=3—-2t
e: —x+3=2y+1=—z, f:y=—-1+t
z=t

a) Vizsgdaljuk meg a két egyenes kolcsonds helyzetét!
b) Szamitsuk ki a két egyenes dltal bezdrt szoget!

c) frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az e egyenesen dthalad és pdrhuzamos

f-fel!
3.6. Feladat Igazoljuk, hogy:
(axb)(cxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d).
3.7. Feladat Adott a, b paraméterek mellett oldjuk meg az
r=ax (r+b)
eqyenletet r-re!
Segitség:. keressiik r-et a, b és a X b linedris kombindciojaként!

3.8. Feladat Keressiik meg azt az v vektort, amely teljesiti az aldbbi feltételt és diszk-
utaljuk a megoldast:
axr=D>b



3.2. Megoldasok
3.1 Megoldas

2
a) ab =2 axb= 4 (a,b,c) =
-1
. : %
b) A=| -1 B=| -1 C-= 1
3 0 1
a 1
_% —4
c) (a,b,c) bdzis: r = -1 (A,B,C) badzis: r = 3
11
= 0

4

3.2 Megoldas Legyen ¢ = b — a, ekkor c - c-t kifejtve aazonnal adodik.

3.3 Megoldas A definicickbol, kihaszndalva az €;jkEkim = 0idjm — Oimlj azonossdgot,
adddik.

3.4 Megoldas Legyen a sik normdlvektora n, az egyenesek iranyvektora rendre e, f,g.
Mivel ne # 0, e metszi S-t. nf =0, de f tetszdleges pontja nem teljesiti S egyenletét, f
pdrhuzamos S-sel. Hasonloan ng = 0, és g letszdleges pontja teljesiti S egyenletét, igy
g benne van S-ben.

3.5 Megoldas

a) A két egyenes nem pdrhuzamos, és nincs kizos pontjuk, tehdt kitérdek.
b) 65.9°

c) —3x—3y=-3

3.6 Megoldas A definicickbol, kihaszndlva az €;jk€km = 0idjm — Oim0j aZ0M0ssdgot,
adodik.

1

3.7 Megoldas Legyen r = aa+ b+ ~va x b, ekkor a = %, B=—1m V= 152

3.8 Megoldas Megoldds csak akkor létezik, ha a L b, ekkor r = —a:—zb.
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