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1. Legendre-polinomok

A Legendre-féle differencialegyenlet

d dP
E(l— )E—i-y(u—i-l)P 0 (1)

1.1. Megoldas hatvanysor alakban

Mivel az egyenlet masodrend, két linearisan fiiggetlen megoldasa létezik.
Keressiik a [—1, 1] intervallumon regularis megoldasokat a kovetkezs alakban:

x) =z Z Cpa™
n=0
Behelyettesitve:
Z{Oz+n Ja+n—1)c,a*? = [(a+n)(a+n+1) —v(v+1)]}cz™" =
n=0

Egyititthatok:

x D ala—=1)=0
' ala+1)e; =0
2t (at+j+2)(a+j+ Dee=[(a+i)(a+j+1)—vv+1)]eg jEN
Ezért
(a+j)a+j+1)—vv+1)
(a+j+2)(a+j+1)

és vagy csak paros, vagy csak paratlan hatvanyok fordulnak els. Két eset van:

Ci+2 = €

co #0: a=0 vagy a=1
1 #0: a=0 vagy a=-1

A maésodik lehetéség mind a két esetben paritast valt, a fiiggetlen esetek tehat az a = 0

vélasztéssal elGallnak: o
Jji+1) —v(v+1)

C — - - C.:
T G+2)G+1) 7

(2)

Mivel 5
I ha  j— oo
Gj



mindkét sor divergal x = —1-ben, kivéve, ha véges sok tag utan terminalnak. Ez akkor lehet-
séges, ha v = [ € N és ekkor [ paritasatol fiiggGen a péaros vagy a paratlan sor terminal. Ezt a
megoldést a kovetkezGképpen normaljuk:

P(1)=1
és [-edfoktul Legendre polinomnak nevezziik, jele
By(x)

Megjegyzés: az (1,0, ¢) gombi koordinatakban felirt Laplace-egyenlet megoldasakor az x je-
lentése
x = cosl

Az x = £1 pontokbeli regularitds megkovetelése azt jelenti, hogy a megoldasi tartoméany a 6
polarszogben a teljes [0, 7| intervallum. Amennyiben ez nem kévetelmény (pl. a csicshatés
targyalasanal), megengedhetd, hogy [ tetszéleges valos szam legyen, valamint ha egyik pontban
sem sziikséges a regularitas, akkor mindkét linedrisan fiiggetlen megoldas szoba johet (ilyenkor
a megoldasok nem polinomok).

Az [ paraméter analitikusan akar a komplex sikra is kiterjeszthets. Mivel az egyenletnek

l——-1-1
szimmetridja, ezért az [ paraméter fundamentalis tartomanya
1
Rel > ——
-2
1.2. Ortogonalitas

A Legendre polinomok ortogonéalisak:

0 — /_1 da Py () (%(1 - x2)dfé;x) Hl+ 1)3(@)

1

_ /_dx (_d]j;’(x)<1—x2>df§(x)+z(z+1>Py<x)Pl(x))

0~ [ (_d];”f” (-2 1)Pp<x>Pl(x>>
- /_1 da (-d]j;f) (1- mz)d%ﬁ I 1)131/(:5)131(95))
— U+ 1) =+ 1)) /1 dxPy P

/dm,@)ﬂ(x):o oy

1
Mivel minden 2" hatvany el6all a Legendre polinomok linearis kombinaci6jaként, ezért egyben
teljes fliggvényrendszert is alkotnak. Raadasul mivel az x™ hatvanyt néla nem nagyobb foku
Legendre-polinomokkal lehet kifejezni, ezért

1
/ dxa"P(z) =0 [>n
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azaz a Legendre-polinomok pont az elemi hatvanyokbol Gram-Schmidt ortogonalizacioval kép-
zett bazis a [—1,1] intervallumon négyzetesen integralhatod fiiggvények terében. Normaéaljuk
ezeket a fliggvényeket a

P(1)=1

feltétellel.

1.3. Rodrigues formula

A fentiekbdl kiovetkezik a Rodrigues formula:

1 d !
B@) = g ga@ =)

Bizonyités: elGszor is [-szeres parcialis integraléssal

+1 dl
/ dea"— (2> — 1) =0 [>n

-1 dl’l

tehét mindenképpen igaz, hogy
dl
P(r) x @(x —1)
mivel utobbi egy [-edfokid polinom, ami minden nala kisebb fokszami polinomra ortogonalis a

[—1, 1] intervallumon. Explicit szamitassal ellendrizhetd, hogy

g @ V| =1
21 dat o1
Bizonyités:
@ - —1 1
Mad® V| 2ll'd iR I

n 21l' dzl—n (@ dac” o

Ebbdl csak az n = 0 tag ad jarulékot x = 1-nél, azaz

1 d . 1 d'
g™ V| = g Vg
1
= —(z+ DU
20 -

=1

1.4. Generatorfiiggvény

A Laplace-egyenlet altalanos megoldasa azimutalis szimmetria esetén

O(r,0) = Z(Alrl + Bir 71 Py(cos 0)
1=0




is megoldja a Laplace egyenletet ha x # ':
1
A,—=0

|z — 2|

Legyen ' = e, és |x| = r < 1, ekkor az r = 0-ban vett regularitas miatt B; = 0 és
gy 2 g

= Z Ar' P(cos )

r—e| =

azaz t = cos 6 jeloléssel

m ZA”"PZ

¢és a t = 1 pontban

1 00
= E Aﬂ“l = Alzl
- T

Atjellve a valtozokat, ezzel belattuk, hogy a Legendre polinomok generéatorfiiggvénye

\/1—2xt—|—t2 ; d

1.5. Normadalas

Most mar csak

1
Nl—/ dzP(z)?
-1

kell. Induljunk ki a generatorfiiggvénybdl:

(ﬁ)z = i itktlﬂ(az)&(m)

Mindkét oldalt integralva
1 (o]
dx
= = Nt
/_1 1 — 2t + 12 >Ny

Elemi integralassal

/1 dx L Lt
= — 0
12wt 1 BTt
Felhasznélva. hogy

log(l—t) = — —

og(1 — 1) ; -

log(1+4) = S (-1l

n

adodik, hogy

oo o 2
g Nt = % Hr1

azaz a Legendre-polinomok teljes ortogonalitési relacidja

1
2
/ dzPy(z)P(z) = o

) 2 +1




1.6. Fiuggvények kifejtése
Legyen f egy a [—1, 1] intervallumon négyzetesen integralhato fiiggvény. Ekkor

f@) =3 aP(x)

ahol
2 +1

“u+1/), dzP(z) f(x)

&)

2. Asszocialt Legendre fiiggvények

Az asszocialt Legendre-egyenlet

m2

1 — 22

d o dP
a(l—x)%—i- [V(V+1)—

ahol kihasznalva az egyenlet szimmetridjat a

|P=0

v— —v—1

1

transzformaciora, legyen v > —3.

2.1. Szingularis pontok

Ennck az egyenletnek = = +1 szinguléris pontjai. Atirva a valtozot

r=1-¢
62— 582~ 9T + [+ DER - —m?] P =0
és a megolddst .
P(z) =&Y "
alakban keresve o ::%0

adodik. Ebbdl csak a pozitiv elGjel elfogadhato a regularitas miatt. Ezek szerint
P(z) o (1 —z)™/?

ha x ~ 1. Ugyanez a gondolatmenet
r=—-14+¢

helyettesitéssel azt adja, hogy
P(z) o< (1 + z)™/?

ha x ~ —1.



2.2. Ansatz és rekurzio

Ezért keressiik a megoldast a kévetkezd alakban:
P(x) = (1 —a®)"p(x) (4)

Legyen m > 0 és fejtsiik ki a p fliggvényt:
p(x) = Z cp”

Ekkor azt kapjuk, hogy

Z [n(n—1)2"2 — (m(m+1)+ (n+m)* —v(v+1))2"] ¢, =0

n

azaz (m(m+1)+ (n + m)2 —v(r+1))

(n+1)(n+2) e

Ez a rekurzio m = 0-ra visszaadja (2)-t, ahogy ez el is varhato. Megint van egy paros és egy
paratlan megoldas, amelyek egyméstol fiiggetlenek.

A regularitashoz © = +1-ben megint az kell, hogy a sor terminal6djon; ez akkor torténik
meg, ha a fenti rekurzidoban a szamlal6 0, ami két esetben lehetséges:

Cnt2 =

n = —1—-m-v

n = v—m

Ekkor a masodik lehetség vezethet terminalashoz, amihez az kell, hogy
v=1[eN és m <

Ekkor a megfelel§ paritasu hatvanyokbol &llo p(z) egy | — m-ed foku polinom.

2.3. Megoldas elgallitasa a Legendre-polinomokkal
Explicit behelyettesitéssel ellenérizhets, hogy a

dm
pm — (1 — 2\m/2 P
P @) = (1= )" ()
megoldja az asszocialt Legendre-egyenletet.
Bizonyitas: differencialjuk le a Legendre-egyenletet m-szer

dx™ dz

dm d*P dP
= — ((1-2))— 22—+ 11+ 1P
dacm(( x)d% ;de+(+ ) )

d>rmp dmp d"P
_ 2
= (1—x )d2+mx —2mxd1+m$ —m(m—l)W
dmp dmP d"P
L Y 1)——
T 2 +1(l+ )dm:c

A (%(1 — xQ)Q + (1 + 1)P>

—2

azaz pl(m) (x) = %

2, (m) (m)
(1-— xQ)dell—xQ(x) —2(m + 1)xdpld—x<x) F I+ 1) —m(m+ 1)) p™(z) =0

(ami egy | — m-edfoku polinom) megoldja az



egyenletet.
Masfeldl a (4) Ansatzot az asszocialt Legendre-egyenletbe helyettesitve az adodik, hogy az
ott szerepld p(x) fiiggvény megoldja az

d*p(z) dp(z)
o 2(m+ 1)z I

(1—a?)

+[I(l+1)—m(m+1)|p(x) =0 (5)

egyenletet. Ebbdl kovetkezik, hogy (a normélast egynek valasztva)

_arp
 dmx

p(x) =p " (z)

hiszen a rekurzio szerint a (5) egyenletnek normaélas erejéig egyetlen olyan megoldéasa van, ami
[ — m~edfokt polinom.

2.4. Kiterjesztés m < O-ra

B () = (1— o) pya) — (1= atyria L L
v dom N T T i e
Ez kiterjeszthet§ arra az esetre, ha —l < m < [. Azonban mivel (3) csak m?-et tartalmazza,
P (x) és P, (x) ugyanazt az asszocialt Legendre-egyenletet oldja meg, aminek tudjuk, hogy
normaélas erejéig csak egy véges foki polinom megoldasa van. Ezért ez a két fliggvény nem lehet
fiiggetlen egymastol; koztiik fennall a

(a? — 1)

) = (- i)

et @

relacio.
Bizonyitas: mivel nem lehetnek fiiggetlenek, ezért
B (@) = e P (2)
és csak ¢, értéke a kérdéses. Ez az egyenlet kifrva

—m/2 1 dlim
U dat—m

)2 1 lerm

2 2 l
(1-27) o1t gt @ 1)

(2% — 1! = (1 — %)

azaz
dlfm dl+m

dxl——m<x2 — ].)l = Clm(]- — Z)’J2)m

A két oldalon a legmagasabb foki tag egyiitthatoja meg kell egyezzen:

2 l
drgltm <$ - 1>

dl—m . dl+m
dml—_m($2)l = Clm(—$2) W(ff )

és itt méar explicite el tudjuk végezni a derivalast:
2020 = 1) ... (I+m+ Da™™ = ¢ (=1)™20(20 = 1) ... (I — m + D)2 ™
azaz, ()1 2!
2 (D)
(I +m)! (I —m)!

amibdl az allitas kovetkezik.



2.5. Az asszociilt Legendre-fiiggvények alapvets tulajdonsagai
1. B"(a) = P(a)
2. P"(x) =0, m > l. Ez egyszertien kovetkezik abbol, hogy

am 1 dl+m
@) = (1=a®)" 2 Pia) = (1= 2" o

d — (ZL‘Q—l)l

és egy 2l-edfokt polinom 2/-nél magasabb derivéltja nulla.

3. Ortogonalitas

[ wrrwpr@ =0

1

ha [ # 1. A bizonyitas ugyanigy megy, ahogy a P, Legendre polinomoknal lattuk.

4. Normélas

/_ dzP" (z) " (z) = 2 (L+m)!

L 2041 (1 —m)!
Bizonyités:
B (@) = (1) e P ()
Ezt beirjuk az integrél ala
+1
| @R @rre
—1
L(Em) ot gl , 1odtm z
S el BT e a0 1)

Most m-szer parcialisan integralunk, a kiintegralt rész a hataron mindig 0:

1 d , 1d
Hia Y G

/ 2! dzt
41

/ hs

+

(+m)! !
—m) ~ b
(I+m)!

(l—m

|
[
lm)

)!
2 (
20+ 1(

Ennek koévetkezménye

- 2 (L+m)

3. Gombfiiggvények

3.1. Definici6o




3.2. Ortonormaltsag

/dQYEm(07 ¢)*Y'm'<07 QS) = 5ll’5mm’

Bizonyités:
dQ) = sin0dfd¢p = d(cos 0)d¢p

azaz

/ dQYzm(Q, Qb)*Y’m’(ga ¢)

20+ 1 (1 —m)! 2l’+1(l’—m’)!/l , /2” o
= dz P (z) P} dge"mmm)?
\/ A (l+m)'\/ A (l’—i—m/)! . xTiy (1') l (Qf) . pe

Felhasznalva, hogy

2m
/ d¢€—i(m—m/)¢ — 277—6mm’
0

azt kapjuk, hogy

[—m)! 21 +1 (' —m)! /1
2 dz P (x) Py
l—l—m)!\/ Ar (U +m)! TOmm' ) P (z) P (x)
_ o jAAr=m) 2+l (—m) (I +m)
B dr (+m)\ ar C+m) T 21 (= m)

3.3. Teljesség

Ha adott a gombfeliileten egy f (0, ¢) négyzetesen integralhato fiiggvény, azaz

/ﬂﬂﬂ&@f<w

akkor kifejtheté gombfiiggvények szerint

F0,8) = > funYim(0

[=0 l=—m
fom = /lwn%xa¢rfwﬂm

Ez mit is jelent?

16,6) = inj/ﬂwm im0, &) (0, 6)

=0 l=—m

= [a mwﬁ/m<§jffnm lm9¢r>ﬂm¢>

=—m

azaz

Z Z Yimn (0, 0)Yim (0, ¢')* = 6(cos O — cos 0')d(¢p — ¢')

=0 l=—m

Ez fejezi ki azt, hogy a gombfiiggvények rendszere teljes.

9



3.4. Addicios tétel

l

D Vi (0,6)Yim(6,6)

m—=—

47

Py(cosy) = CYRE

ahol v a 6,¢ és a 0, ¢’ polarszogekkel jellemzett iranyok kozotti szog.

4. Bessel-fiiggvények

A Bessel-féle differencialegyenlet
1! 1 !/ V2
J (l’)—i-;J(:L‘)—i— 1——=)J(x)=0
4.1. Hatvanysor megoldas

J(z) = x“chm"

2
a=+tv Cop = —;c
- Ak (k)
cop—1 =0
A megoldast felirhatjuk a gamma-fiiggvény
I(x) = / dtt*le!
0
IFz+1) = al'(z)
T
[(x)I'(1 - =
()T 7) sin Tx
I'n) = (n—1)! n € Zy

segitségével. A standard indul6 normalés

1

90T %l (a1 1)

ekkor
_ (—1)*
o 22ktakID(k + o+ 1)

Ha v ¢ N, akkor a két fliggetlen megoldas

o) = (9; k!F((_Jrlz/Jr 1) G)%

oy & IRV 2 2k
Joy(x) = (5) Zk!r(l(c—l)u+1) <§>

k=0

agf

ezek a sorok minden x € C-re abszolut konvergensek.
Azonban, ha v =m € N

Jom(2) = (=1)" Jm ()

10



Ezt tgy oldjuk meg, hogy definialjuk a Neumann-fiiggvényt

Jy(x)cosmv — J_,(x)

N,(z) =

sin v

J, és N, mindig bézist alkot; N,-nek akkor is van limesze, ha v — m € Z.
A Bessel-egyenlet megoldasanak egy masik bazisat adjék az un. Hankel-fliggvények

HIEM) (x) = J,(x) £iN,(x)

Az Osszes ilyen fiiggvényre igaz, hogy

(@) + Dnala) = (o)

do, ()

QV_1($)—QV+1(ZE) = 2 d

ahol Q lehet J, N vagy H1?),
Bizonyités: a (6) sorbol explicit szamitassal lathato, hogy

d v . v
o (" J,(x)) = x"J,1(x)
% (z7" () = —aJ()

Elvégezve a derivalast a fenti formuldkban kapjuk, hogy

SJ(@) + Tlfa) = Jala)
—Ta) + A w) = ()

Jyo1(z) = %Jy(x)u;(x)

To(z) = ZJ,(x) = T (x)

x
A két egyenletet Osszeadva és kivonva
2v
J@) + Jon@) = ()
dJ,(x)

Jy_l(l‘)—Jy+1(Z)3) = 2

innen pedig N, és g2 definiciojat hasznalva ez utébbiakra is kovetkezik az allitas.
A Bessel-fliggvények elGallithatok a kovetkezd integrallal:

J(2) = (5) / +1(1 Ry 2gitg s 12
Vil (v+ ) \2/) ],

Bizonyités: fejtsiik sorba az exponencialist

ey () [ aere s

- 2ty B [ e

n=0

11



+1

1
integral 0, ha n paratlan. Ha pedig n = 2s, akkor

+1 +1
/ (1 _ t2)1/—1/2t28dt — 2/ (1 _ t2)l/—1/2t28dt
- 0

1
+1
— / (1 . u)u—l/Zus—l/th
0

Fv+1/2)'(s+1/2)
I'(s+v+1)

Ugyanakkor
[(s+1/2) =(s+1/2)(s —1/2)...(1/2)['(1/2)
és T'(1/2) = /m, ezért
~ (29)!
Ezt beirva, az integralunk

sy &) [ eerrea = Q) S iy ()

s=0

= J,(x)

Explicit szamolassal lathato tovabba, hogy

W~ o ()

2 (log & =0
ww - M

™ x

ahol

- (x-1
,y:rlli)rr;o (Zz—logn> =0.5772...

k=1
az Euler-Mascheroni alland6. Nagy z-re pedig

2
J(r) — — cos (x e z)
2
N,(z) — — sin <m e E)
Ez utobbit a moédositott Bessel-fiiggvények segitségével igazoljuk.
4.2. Moédositott Bessel-egyenlet
V() + v - (14 2) ve) =0
x x? B

Ennek megoldésai a modositott Bessel-fliggvények I, (x), ahol

I(z) = <§>V ]; kT (k +1 v+1) (g)%
= " J,(ix)

12



ahol, ha v nem egész, akkor a kovetkezSképpen kell érteni a komplex hatvanyt:

Ha v = m egész, akkor I, = I_,, és a masik fliggetlen megoldas

Kn(z) = lim K, (z)

c st

K, (x) = i H" (ix)

itt a komplex hatvany értéke
L — i)

Ezekre a fliggvényekre a rekurzios relaciok

L@ L) = )

i(:c”’],,(x)) = x "I,41(x)

de
L)+ ) = L)
—SL(@) + L) = L)
loa&) = La(@) = Z21,(0)
La(x) + I (z) = 2d];3(f)
illetve
LR = " Ka()
L Ew) = Ka()
“K(0)+ K@) = ~K,()
LK)+ K(r) = —Fo(a)
Koa(o) = Koala) = — 2K, (a)
Kys(o) + Konla) = -2

(bizonyitas mint J-re).
Az I, modositott Bessel-fiiggvényekre atvihets a J, Bessel-fiiggvények integral elGallitasa:

I(z) = i7"J,(ix)
1 T\ Y +1
= — | = 1 — 22t >0, v>-1/2
Vvl (v +1) <2> /_1( ) ! Y /

13



Mésrészt igazolhato, hogy

_i T ”/Oo 2 q\w—1/2_—at B
lg@”‘r@+§)g> @ e 20, 0> -1

Ez utobbit tgy tudjuk belatni, hogy megmutatjuk, hogy
P,(z) = a:”/ (t> — 1)v~ 12 at
1

kielégiti a modositott Bessel-egyenletet:
*P)(z) + zP)(z) — (2* + v*) P, (2)

o 1
_ $V+1/ |: _ 1)1/+1/2 _ (n + 5) 2t(t2 _ 1)1/—1/2:| e dt
1
2

(t?
— _xl/-‘rl/ i [(t _ 1)V+1/26—xti| dt = 0
ol

P,(x)=A,1,(x)+ B,K,(x)
Nagy és pozitiv z-re helyettesitsiink

ezért

t=1+-—
i

o /9 2\ v—1/2
P,(z) = x”“/ (—u+u—2) e " du
0 r x
l/—]./2 o0 v—
_ Il/"rl (Q_U) e—r/ (1 + ﬁ) 1/2 uy—l/Qe—udu
x 0 2z
v+1 (2>V_1/2 —x /OO v—1/2 —u
T — e U e “du
z 0

9 v—1/2
= I(v+1/2)z" (—) e o g Y2e®
T

ekkor

Q

Tehat
P,(x) =0 T — 00

Mivel I,(z) hatvanysoraban az Osszes egytitthato pozitiv, ezért I,(z) a végtelenhez tart, ha
x — 00. Ebbdl kovetkezik, hogy A, = 0, azaz

P,(z) = B,K,(x)
B, onnan szamithato ki, hogy megnézziik a két oldal viselkedését x = 0 koriil. Ekkor ismét a
t=1+2
x
helyettesitést hasznalva

P,(z) = x”/ (t2 — 1)V~ V2 otqt
1

% /9 2\ v—1/2
= Q;V'H/O (zu =+ %) e T du
o0 2 V—1/2
= I_”e_m/ (1 + _a:) u e du
0 U

o0
~ x”/ u e Udu
0

= I'2v)x™"

14



c s

I'(v)2v—1
Ko a) ~ D2
ezért tehat r ()
v
B, =——"
[(v)2v—1
De 221/—1
['(2v) = Nz F(wv)l'(v+1/2)
ezért o
B, = r 1/2
w12
Tehat
Ku(x) = —P.fa)
v\ ) = B, v\
VT z ”/OO 2 ~1/2,,—
= Y= __ (= 2 — 1)1ty
I'(v+3) (2) L ( ) c

4.3. A Bessel-fiiggvények aszimptotikus viselkedése

Felhasznélva, hogy nagy xz-re

B, (x) ~T(v+1/2)2"t (z)y_m e "

azt kapjuk, hogy

Viszont

K, (2) = 5 H (ix)

HD (2) ~ /iei(mf(u+1/2)w/2)
™

J,(x) = Re HY(z)

v

ezért nagy x-re

Viszont

ezért nagy x-re

x 2 4
2 vmT
N,(xz) ~ — sin (:v —5 = Z>



4.4. Néhany hasznos integralformula médositott Bessel-fiiggvényekkel

1. A Cserenkov-sugarzas kiszamitasanal hasznaljuk, hogy

00 ST

e
ds
—0oQ

S =25t

és a fentiekben kiszamolt aszimptotikus viselkedést:

Ko(z) = e_x\/g(l +O(1/x))

2. A szinkrotron sugérzas kiszamitésakor felhasznaltuk az
<2 14 1
rsin |z |2+ - dr = —Ky(x
Ji el (rege) or = rents
> 2 14 1
cos |z x+ -z dr = —Ky;3(x
[l (erae)]ee = Ggints

Osszefliggéseket.

3. A szinkrotron sugarzas spektrumanak frekvencia szerinti kiintegrélasdhoz pedig a kovet-
kez6 formula jon jol:

o0 lta) T (1o _ 1ta
/ dz 2K, ()2 = VAl (52T (5% —v) D (52 +v)
0 ar (14 %)
ahol Re (a+2v) > —1

és Re (o —2v) > —1

pontosabban ennek o = 2 esete:

[ee] 2 1 — 4y2)
AEE2 K, () = 7T_(
/0 R 32 cosmv
3
ahol Rev| < 3
amibdl a frekvenciaintegraldshoz sziikséges formulak a kdvetkezok:
00 57'('2
deEPK 2 = =
| aserner -
o0 77T2
déC’K 2=
/0 EE K 3(8) i
4.5. A Bessel-fiiggvények gyokei
A
J(x) =0
egyenletnek végtelen sok megoldasa van:
Tyn n=12 ...

J, aszimptotikajat felhasznélva, az origdtol tavol fekvs gyokok értéke

. 1\ 7
Tyn ~ NI v——| =
2/ 2
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4.6. Egy fontos integral

Amennyiben

Ju(éa) =0
akkor a 2
| aten® de = G oo

Elgszor is J,, megoldja a Bessel-egyenletet, ezért

2

x2d—2J,,(§m) +x d J(Ex) + (2% — 1) ], (€x) =0

dx dr
igy
0 = 2160 (e + o (e + (€47 ) f6x) )
v dx2”" dx”" v
_d 2 ? 2.2 9 2 2 2
- - <x (d—J,,(fx)> + (&2 —v*) ], (&x) ) —2&%xJ,(&x)
azaz )
26%2.J,(Ex)? = % <x2 (%Jl,(faj)) + (£%2° — UQ)JI,(S.CE)?)
ahonnan

262 /a vJ,(Ex)dr = a? (ij (fm))Q + (£%a® — 1) J,(Ea)?
0 14 - dZL‘ 14 v

+ v%J,(0)?
Na most egyfel6l nemnegativ v-re
vJ,(0) =0
masfelsl
Jl/(’fa) =
igy
/axJ (€x)?dx = ia2 iJ (Ex) 2
o 7 oo2¢2 dz ™" -
Viszont y
Jyr1(z) = ;Jl,(x) - Ji(x)
ahonnan
Elvn(€n) = La(ex) — L (€x)
v+1 — T v dl‘ v
azaz
d v
%Ju(@?) . = aJu(fa) —&Jy11(6a)
= _£Ju+1 (ga)
Innen
“ 2 a? 2
| el dn = 5 (o)
0
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4.7. A Bessel-fiiggvények ortogonalitasa

2

o d? d p
0 = p? g T won /@) + p T (@npfa) + (xin; - V2> Jy(@onp/a)
d d 2 P 2
pdp (pdpl](xunp/a)) + (xunag — v ) Jy(zunp/a)

Szorozzuk ezt be p~tJ(x,vp/a)-val, integraljuk ki és integraljunk parcidlisan az elsé tagban:

0 - /Odpp{ xmp/aH x,mfp/a)]

/ dpp~ J, (x,mp/a) ( )Ju(fcunp/a)

0

Cseréljiik meg n-et és n'-t:

0 = — /0 adpp [dipaf(%nfp/a)} [d%a](xmp/a)]
[ a ainpo) (22,5 =) Dot

0

A két egyenletet egymasbol kivonva

a? (a2, — ) /Oa dppJ,(xunp/a)d,(xywp/a) =0

amibdl az el6bb igazolt formulét felhasznélva kapjuk, hogy

2

/O dppJ,(xymp/a) (:runfp/a)—%[Ju+1(xun)]25nn'

4.8. Bessel-Fourier sor és teljesség

Barmely v-re, a
Jo(Tynp/a) neN

fiiggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak a [0, a] intervallumon. Ha egy f fiiggvény
négyzetesen integralhato az

/Oadpplf(p)l2<oo

értelemben, akkor f felirhato

an (€unp/a)
alakban, ahol az ortogonalitési relaciot felhasznalva
2 a
fo=—7—7"—"3 / dppJy(xunp/a) f(p)
[Ju+1(33una)]2 0
Tehat " 5
1) = [ oo S ey Dlmp/a) e ) ()
0 n [J,,_H(Lm)]
azaz,

T (@) @) 1y (o f0) = ;,(xp )
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4.9. Hankel transzformacio

Ha végtelen félegyenest vesziink, azaz
a— 00

akkor a
ml/’ﬂ

a

"hullamszamok” bestirtisddnek és folytonossa valnak a 0 és oo kozott; legyen az ennek megfelels
valtozo jele k. Ekkor az ortogonalitési relacié hataresete a kovetkezd alaku lesz:

| dnoatio) ) = otk - )

Ha f-re igaz, hogy
/ dpp' |1 (p)|
0

véges, akkor a kovetkezd alakba irhato:

o= | " Ak (k) ], (kp)

ahol az F, (k) Hankel-transzformalt

Fy(k) = /0 " dopf(0) 1 (kp)

Ez a Fourier transzformécio megfelelgje a félegyenesen, és minden v > —1/2 esetére definialt.
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