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1. Legendre-polinomok

A Legendre-féle differencialegyenlet

%(1 - 332)% +v(v+1)P=0
Normélas:
P(1)=1
Rodrigues formula
1 d 5,
1(2) = gy (@ = 1)

A Legendre polinomok generatorfiiggvénye

1 =
N ¥R
VI— 20t + 2 ; He)

Ortogonalitasi relacioja

1
2
/1 dlL'_Pl/(ZE)_Pl(LU) = ol i 16”/

2. Asszocialt Legendre fiiggvények

Az asszocialt Legendre-egyenlet

m2

1—22

i(1 — x2)£ + {1/(1/ +1)—

P=0
dx dx

Asszocialt Legendre-fiiggvények

m m dm
P () = (1= 22" Py(x)

ha 0 < m. Kiterjesztés m < 0O-ra:

R a) = ()" e )

Az asszocialt Legendre-fiiggvények alapvets tulajdonsagai:
L. P"=0(z) = Pi(x)

2. P"(z)=0,m>1l.



3. Ortogonalitas

ha l#1'.

4. NormaAlas

Ortonormaltsag

/dQY;m(ea ¢)*Y2/m/(9, ¢) = 5ll/5mm’

Addiciés tétel

P (cos ) =

47T : * / /
T 2 Ym0 0)Yim(6,0)
m=—1

ahol v a 6,¢ és a ', ¢’ polarszogekkel jellemzett iranyok kozotti szog.

4. Bessel-fliggvények

4.1. Standard Bessel-fiiggvények

A Bessel-féle differencialegyenlet

T'(x) + éf(x) + (1 - —) () = 0

Ha v ¢ N, akkor a két fliggetlen megoldas

o) = (g); k:!F(lE:_Jrl)qu 1) @)%

Toulz) = (g>—u; k!F(l(c_—lzz +1) (9% 3)

ezek a sorok minden x € C-re abszolut konvergensek.
Hav=meN

Jom () = (=1)" I ()
Neumann-fiiggvény:
Jy(x)cosmv — J_,(x)

sin v

N,(z) =

J, és N, mindig bazist alkot.
Hankel-fiiggvények



Az Osszes ilyen fiiggvényre igaz, hogy

Qufl(x)+Qu+1(x) = _Qu(x)

Q1(z) = Qupa(z) = 2

ahol Q lehet J, N vagy H®?),
A Bessel-fiiggvények elGallithatok a kovetkezs integrallal:

J, () = ; <£>V /H(l — t2)”_1/2ei“tdt v>—1/2
Vvl (v+3)\2/
Kis z-re
1 T\V
@) = T(v+1) (5)
% log 2 +~ v=20

Nofz) = {_L (2)" ) v A0

ahol

k=1

: ~ 1
yznlglgo (ZE —logn> =0.5772...

az Euler-Mascheroni allandé. Nagy z-re pedig

T 2 4
N() N 2 . < v 7r>
(x —sin|lx — — — —
T 2 4

4.2. Moédositott Bessel-egyenlet

2

V() + éY’(w) _ (1 + %) Y (2) =0

Ennek megoldasai a modositott Bessel-fiiggvények I, (x), ahol

I(z) = <§>V ; kT (k i v+1) (9%
= " J,(ix)

ahol, ha v nem egész, akkor a kévetkezdképpen kell érteni a komplex hatvanyt:

Kn(z) = lim K,(z)

K, (x) = i H (ix)



itt a komplex hatvany értéke

L — pis )

Ezekre a fliggvényekre a rekurziés relaciok

@) = @)
%@‘”WD = o l()
gfu<$>+fl/,(x) = I,_i(z)

L)+ L) = L)

La(2) = L (x) = i—yfy(:v)

L1(2) + Lya(z) = Qdf;;x)
illetve

L @Kfe) = —aKoa(
% (e K, (2)) = —a7"Ky(2)
K,(z)+ K/ (z) = —K,_(z)

—CK,(2)+ K\(2) = —K,1(z)
Ky (z) — Ky (z) = _Q?V K, (2)
K, (2) + Ky (x) = _gdf;vf)

(bizonyitas mint J-re).
Integral elsallitasok:

I(z) = i7"J,(ix)

1 T\ v +1
= m <§> / (1 — 2~ 2e oty r>0,v>-1/2
3 -1

_ i f V/'OO 2 1\v—1/2 —axt .
K,(z) = OEE <2> 1 (t*—1) e "dt >0, v>-1/2

A modositott Bessel-fliggvények aszimptotikus viselkedése

Ko () ~ \/2E (14 0(1/a))

4.3. A Bessel-fiiggvények gyokei

A
J(x) =0

egyenletnek végtelen sok megoldasa van:



J, aszimptotikajat felhasznalva, az origotol tavol fekvs gyokok értéke

L 1\ 7
Tym ~ NI vV——| =
2/ 2

v\n 1 2 3 4 5 6
0 240483 5.52008 8.65373 11.7915 14.9309 18.0711
1 3.83171 7.01559 10.1735 13.3237 16.4706 19.6159
2 513562 8.41724 11.6198 14.796 17.9598 21.117
3 6.38016 9.76102 13.0152 16.2235 19.4094 22.5827

Néhény gyok kozelits értéke

4.4. Egy fontos integral és az ortogonalitasi relacié

Amennyiben
J,(a) =0
akkor
¢ 2 a’? 2
z[L ()] dr = <[4 (a)]
0
Ortogonalitas:

a a2
/ dple,(a:,,np/a)J,,(xm/p/a) = ) [Jwrl(xl/n)]Q Onn
0

4.5. Hankel transzformacio

Ha végtelen félegyenest vesziink, azaz
a— 00

akkor az ortogonalitési relacié hataresete a kovetkezs lesz:

oo 1 ,
| depdutio) k) = 2ok = k)
0
Ha f-re igaz, hogy

/ dpp"'2 £ (p)|

0
véges, akkor a kovetkezd alakba irhato:

f(p) = /0 " Ak KE, ()7, (ko)

ahol az F, (k) Hankel-transzformalt

Fy(k) = / " dopf(0) . (kp)

Ez a Fourier transzforméacié megfelelgje a félegyenesen, és minden v > —1/2 esetére definialt.



5. Néhany hasznos formula Legendre- és Bessel-fliggvényekkel

1. A csiicshatashoz hasznaltuk, hogy
N
P,(cosB) ~ Jy ((2V + 1) sin 5)

ha 6 < 1, v nagy, P,(z) a Legendre-egyenlet x = 1-ben regularis megoldasa és
P,(1)=1
valamint azt, hogy amennyiben v a legkisebb olyan v, amire

P,(cos3) =0

SNES

2. A Cserenkov-sugarzas kiszamitasanal hasznaltuk, hogy

o) eist
/ ds—— =260l

akkor

ha m — (3 kicsi.

6. Tetsz6leges mozgast végzs ponttoltés elektromos és mag-
neses térerossége




