1. Variaciés elvek a molekulafizikaban

1.1. Hidrogén atom

A molekulak és atomok stacionarius allapotait leir6 Hamilton operator alulrél korlatos,
igy létezik variacios elv az alapéllapot hullamfiiggvényére és energidjara. A variacios
elv alapjan becsiiljik meg elGszor a hidrogén atom alapallapoti energiajat. A Hamilton
operatort a kdvetkezs alakban adhatjuk meg:
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energiajat minimalizalja a legoptimalisabb alapéllapoti hullamfiiggvény. Tekintsiik a kovetkezd
p = e~ probafiiggvényt, amelynek paramétere az a kitevs. Az optimalis valasztésnal az
energia paraméter szerinti derivaltja eltiinik:
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A derivalt kiszamitasdhoz szamitsuk ki a 4 szdmu egyenletben fellépé integralokat. Kezdjiik
a probafiiggvény normaéajaval:

(ole) = [ eertr = o = 1 )

A 4. egyenlet szamlalojanak kiszamitasahoz el6szor hatarozzuk meg a Hamilton operator
hatasat a probafiiggvényre:
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A Hamilton operator varhatoértékére a kovetkezs integralt kapjuk:
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A 2 szamu egyenlet energiajara a kovetkezd eredményt kapjuk az a optimalizacios paraméter

fliggvényében:
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Az optimaélis esetben az energia derivaltja eltiinik:
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Ha az optimalis a paramétert behelyettesitjiik 8 szamu képletbe, akkor a hidrogén atom
alapallapoti energidjara a pontos £ = —1/2 értéket kapjuk atomi egységben, vagyis
Hartree-ban. Az egyezés annak készonhetd, hogy a probafiiggvényt éppen a pontos alapallapoti
hullamfiiggvény alakjaval megegyez6 alakban kerestiik.

Miel6tt megvizsgalnank azt, hogy mi torténik
akkor, ha nem a legoptimélisabb alakban keressiik
az alapallapoti hullamfiiggvényt, tekintsiik at a
pontos  hullamfiiggvény néhany tulajdonsagat.
A potencidlis energidnak szingularitisa van az
r = 0 pontban, amelyet a kinetikus energianak
kell kompenzalnia. Koordinata reprezentacioban
a kinetikus energia operatora a Laplace operator,
amely a hullamfiiggvény gorbiiletét méri.Tehat a
hullamfiiggvénynek olyan alakiinek kell lennie, amely
gorbiilete szingularis - td hegyes - a potenciélis
energia szingularitdsdnak a helyén.

A ¢ = e @ fiiggvény éppen teljesiti ezt a feltételt. Nyilvanvaloan minden fiiggvény
gorbiilete szingularis az origdban, amely r-szerinti derivaltja nem tiinik el ugyanitt. Alta-
lanossagban megmutathato, hogy ha a potencialis energia Z/|r — r¢| szerint szingularis az
ro-pontban, akkor a hullamfiiggvény r-szerinti derivaltja Z kell, hogy legyen ugyanebben
a pontban. Ezt a feltételt hivjuk Kato féle cusp feltételnek.

A hidrogénatom alapdllapoti
hulldmfiiggvénye
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Vélasszuk most a probafiiggvényiinket ¢ = e™"

alakban. A Gauss filiggvény nem teljesiti a cusp A szamitasaink  sordan  a
feltételt, ezért elvrasaink szerint az exponens kovetkezs Osszefiiggest  fogjuk
varialasaval az alapallapoti energianal nagyobb hasznalni:

energiat kell kapnunk. ElGszor szamitsuk ki a
fliggvény normanényzetét:
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A kovetkezs 1épésben hatarozzuk meg a Laplace operator hatasat a probafiiggvényre:
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Ennek alapjan a kinetikus energia varhato értékét a kovetkezé integrallal hatédrozhatjuk
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Hatarozzuk meg a potencialis energiat is:
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Az el6z6 integralokat Osszefoglalva az anergiara a kovetkezd kifejezést kapjuk:
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Az energia derivaltjanak el kell tiinnie az optimumnaél:
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tehat a Gauss tipustt probafiiggvénnyel lényegesen nagyobb energiat kaptunk mint az

egzakt alapallapot energiaja.

1.2. Hélium atom
vénynek valasszunk exponencidlisan lecsengs Slater tipusi fiiggvényt. A szingulett a-

Hasonléan kaphatunk variacids becslést a helium atom alapallapotéara is. Probafiigg-
lapéllapoti fiiggetlen részecske hullamfiiggvényt, jelen esetben a probafiiggvényiinket, a
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kovetkezd alakban keressiik:
D(r1,m2) = p(r1)p(r2) = 4a
(16)

Irjuk fel helium atom Hamilton operatorat atomi egységekben:
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Az energia varhato értéke a 15 szami fiigvénnyel egyszertien szamolhato:
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Szerencsére az integralok jo részét mar a hidrogén atom esetében meghatéaroztuk:
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az egyediili komplikaciot az 17. szamu egyenlet utolsé tagjanak, az gy nevezett Coulomb
integralnak a kiszamitasa okozza. Az integralt tobbféleképpen is meghatarozhatjuk.

a. Az integral elvégzéséhez hasznaljuk az 1/|ry — re| multipol sorfejtését:
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ahol (r, v, ¢) a r vektor gombi koordinatai, r- és r~ rendre a kisebb és a nagyobb az
r és r' koziil. Miutan a ¢(r) gdmbszimmetrikus csak az [ = 0 tagoknak lesz jaruléka
az 19. kifejtésbdl.
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Az integréalas soran elGszor az r < r’ félsikra integralunk, majd a maésik félsikra. A
szimmetria miatt a két integral megegyezik, innen szérmazik a kettes faktor az 20.
integral elején.
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b. Az integral kiszamitasahoz meghatarozhatjuk a Hartree potenciélt is a Poisson
egyenlet megoldéaséaval:
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ahol a 47 faktort mindkét oldalrol elhagytuk. Irjuk fel a Laplace operatort gémbi

koordinata rendszerben:
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Az el6z6 egyentletben a parcialis derivaltakat helyettesithetjiik egyenes derivaltakkal
is
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ahol bevezettiik az U(r) = rVy(r) jelolést. A differenciél egyenletet kétszeres integralassal

egyszertien megoldhatjuk:
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A két szabad paramétert a hatérfeltételek szabjak meg. A végtelenben egységnyi
toltést latunk, ezért a potencialnak 1/r szerint kell eltiinnie, vagyis lim U(r) = 1,
r—00

igy C'=0 és B = 1. A Hartree potenciél tehat:
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A Coulomb integral a Hartree potencial matrixeleme:
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Most mar minden integral rendelkezésre all a 17 energia kifejezéshez és annak « szerinti
derivaltjahoz:
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Az optimélis o paraméter o = 5 és a hozzé tartozo energia F = — (%)2 = —2.847. A

pontos alapéllapoti energia —2.903 Hartree, amely néhany szézad Hartree-val alacsonyabb



mint a fiiggetlen részecske modellen alapulé variacios becslésiink, de ne felejtsiik el, hogy a
0.056 Hartree elektronvoltban AE = 1.52eV, amely hozzavetsleg 15000 K hémérsékletnek
felel meg! De miért nem megfelel§ a hullamfiiggvényiink alakja? Ha megvizsgaljuk a 16
hamilton operatort, akkor észrevehetjiik, hogy nem csak a magok potenciélis energiaja
szingularis, hanem az elektronok kozotti taszitas is. Ezt a szingularitast is a kinetikus
energianak kell kompenzélnia, ezért a relativ koordinatdkban felirt hullamfiiggvénynek is
teljesiteni kell egy cusp feltételt. A mi probafiiggvényiink nyilvanvaléan nem felel meg
ennek a kovetelménynek, ha viszont kiegészitjiik egy relativ koordinataktol fliged szorzo-
faktorral, 1ényegesen kozelebb kertilhetiink a pontos megoldashoz. A p(ry,79) = e~ e~ "2 (14
¢(|r; — ra|) hullamfiiggvénnyel az alapallapoti energia Ey = —2.891eV -nak adodik, amely
kevéssel tobb mint 1%-kal haladja meg az egzakt értéket.

2. Hartree-Fock egyenletek

1. Mutassuk meg, hogy He atom esetén a szingulett alapallapot szorzat hullamfiiggvény
varialasaval a Hartree—Fock egyenletet kapjuk!
megoldas:
Altalanossédgban a megszoritasos kanonikus Hartree-Fock egyenleteknek a kovetkezs
az alakja atomi egységekben:
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A He atom alapallapota esetében az egyrészecske allapotokat jelols indexek csak
egy értéket vehetnek fel, ezért ezeket el is hagyjuk. Ebben az esetben 30 szamu
Hartree-Fock egyenletben az utolsd, tgy nevezett kicserélddési tag éppen kiejti a
Hartree tag felét, tahat az alapallapot HF egyenlete He atomra a kiévetkezd alaku

lesz:
~586(0) = 2otr) [ A 0o 0) = et (31)

ahol feltételeztiik, hogy a He atom magja az origoban helyezkedik el.

Most irjuk fel az alapallapotot a variaciészamitas segitségével. A hullamfiiggvényt
a kovetkezd alakban keresstik:
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A He atom Hamilton operatora atomi egységekben:
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@lIe) = —{lale) -2 (p2lo) + (D@l lole ) (38

Varialjuk az alapallapoti energia 34 szamu kifejezését * szerint és mellékfeltételként
rojuk ki a ¢ egyrészecske fiiggvény normaltsagat: (p|p) = 1.
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kovetkezd egyenlet teljesiil:
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amely \ = 2¢ valasztassal éppen megegyezik a He atom 31 szamu HF egyenletével.

. Irjuk fel a Hartree-Fock egyenleteket az elsGrendii redukalt stirtiség matrix segitségével!

megoldas:

Ha a sokelektromos hullamfiiggvény {p; } kétszeresen betoltott egyelektron hullamfiiggvényekbdl
alkotott Slater determinans alakban adott, akkor az egyelektronos redukalt stirtiségmatrix

a kovetkezd alaki lesz:

PV ) =23 ¢ (r)e(r). (37)
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A 30 szamu Hartree-Fock egyenletben konnyen felismerhetjiik a fenti stirtiségmatrixot:
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. A Moshinsky atom esetében két harmonikus potencidlban mozg6 részecske harmonikus
potenciallal hat koleson egymassal. A probléma Hamilton operatorat a kovetkezéképpen
adhatjuk meg:
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Hatarozzuk meg az egzakt és a Hartree-Fock alapéllapoti energiat!

megoldas:
Egzakt megoldas:

Vezessiik be az r = r; —ry relativ és R = ry 4+ ro 0sszeg koordinatékat és a hozzajuk
tartozé impulzusokat: p = p; — po, .P = p; + po Irjuk fel az impulzusoperatorokat
az 1j koordinatak segitségével:
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A Hamilton operatort a kévetkezoképpen irhatjuk fel:
PQ p2
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A fenti operator nyilvanvaldéan szeparalhato két fiiggetlen harmonikus oszcillator
Hamilton operatoranak az Osszegére:
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A megoldéasokat szorzatalakban irhatjuk fel:

U, (r1,72) = Un(r1 + r2)om (11 — 12), (43)

ahol ¢ és ¢ a harmonikus oszcillator megoldasai.
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Szem elott tartva, hogy a teljes hullamfiiggvénynek antiszimmetrikusnak lenni, az
antiszimmetrikus S=0 spin részhez szimmetrikus térbeli rész tartozik, mig a szimmetrikus



S=1 allapothoz a térbeli résznek antiszimmetrikusnak kell lennie:
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Az allapotokhoz tartozd energiat a kdvetkezGképpen kaphatjuk meg:
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Hartree-Fock megoldas
Keressiik az S = 0 szingulet alapallapotot:
D(r1,2) = B(m)o(r2) (3 (D, *(2) = X, (X (2). (48)

Miutan szingulet allapotban a két részecskének ellenkezo spinje van, nincsen kézottiik
kicserélodés és a HF egyenletet a kovetkezdképpen irhatjuk fel:
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A HF egyenleteket 6nkonzisztens iteracioval oldhatjuk meg. Kezdo egyrészecske
hullamfiiggvénynek valasszuk a kolcsonhatas mentes megoldast. Ekkor

(|r|o) =0, ($|r?|p) = %, ahol zy = 1/-15. Helyettesitsiik be a HF egyenletbe:
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vagyis:
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Az elso iteracio utan konvergal az Onkonzisztens eljaras és egy olyan harmonikus
oszcillatoe Schrodinger egyenletét kaptuk, amelynek sajat frekvencidja wy = /€22 + w?
és az energidja eltolodot $mw?zd-tel.



