Szamitasi modszerek a fizikdaban 2. ZH

Név: Neptun kod:

1. Differencial operatorok

(a) Hatéarozzuk meg a kovetkezs skalar terek gradiensét Descartes koordinatakban:
O(r) = zyz ®(r) = (ar)(br)
(b) Hatarozzuk meg a kovetkezs vektortér divergencidjat és rotaciojat Descartes koordinatakban:

V(r)=axr
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Az el6z6 feladatokban a és b allando vektorok.

Megoldasok:
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O(r)=zyz, VO=| zz ®(r) = (ar)(br), V@ =a(br)+ b(ar)
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(c) Valasszuk a z tengelyt parhuzamosan az a vektorral:
r=pe,+ze,, a=ae,, V(r)=axr=(pe,+ ze;) x ae, = pae,, V,=ap

A rotécio kifejezésében csak a V-t tartalmazo tagokat kell figyelkembe venniink:
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divV =0, rotV =e, <V¢ + 8V¢> =e, (ap + 8ap> = 2ae,
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(d) Henger koordinatarendszerben:
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Vir)==1| =z = —pe,
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Valasszuk a z tengelyt parhuzamosan a b vektorral:

b
reP” = (pe, + zg)ebz
Gombi koordinatarendszerben:
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Vir)==1| =z = —rsin(d)e,
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A z tengely ismét parhuzamos b-vel:
I_ebr _ rerebrcos(ﬂ)

2. Vonal integralok:

(a) Egy spiralt az (z,y) sikban a kovetkez6képpen parametrizalhatunk hengerkoordinatakban:

r= ag02e9

Ha egy [ hosszusigu fonalat a spiral mentén (g
kezd&ponttal lefektetiink, milyen messze lesz a vége
az origotol?

(b) Mekkora lesz a magneses tér az origbban, ha az el6z6 spirdlban I nagysagu aram folyik?
Hasznaljuk a Biot-Savart torvényt:
dr xr

Megoldasok:

(a) Az ivelemet r ¢ szerinti derivaltjaval allithatjuk eld:
dr 9
dr = %dcp = (2ape, + ap”)e, dy
Az ivelem hossza: dl = \/4a?p? + a2p*dp = ap\/4 + p%dyp. Integraljuk po-t6l Qmae-ig:
Pmax a
l=/ apV/ A+ GPdp = 5 (4+@ha) 2 = 4+ 6)*?)
®
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Innen egyszertien kifejezhetjok ppq. négyzetét:

2 3l 213/2 23
Prmaz = g+(4+(p0) —4

A végpont tavolsaga az origtol: ryq, = a@?na;r'



(b) Hatarozzuk meg dr és r kerest szorzatat:
dr x r(2ape, + ap?)e, x ap’e,dp = —a*ple.dyp

Helyettesitsiik be a Biot-Savart térvénybe:
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3. Feliileti integralok és integral tételek:

(a) Egy haromszog cstcsainak a koordinatai a kovetkezéek: (0,0,0), (1,0,0), (1/2,/3/2).

Parametrizaljuk a haromszog feliiletét!

(b) Irjuk fel a haromszog felett l6vs z = z2 + 32
parabola feliiletét meghatarozé integralt!

(c) Paraméterezziink egy az origobdl indulo, egységnyi
magassagi,n /4 nyilasszogi kup korlappal lefedett
feliiletét és hatarozzuk meg a V(r) = 5 vektortér
fluxusat a zart feliiletre! Alkalmazhatjuk-e a Gauss
tételt?

(d) A Gauss tétel segitségével mutassuk meg, hogy egy
zart feliilet 4ltal hatarolt tartomény térfogata:

1
V:3?{rdA

Megoldasok:

(a) A haromszog egy lehetséges paraméterezése:

r(u,v) = (r3 —r2)uv + (ro —ry)u+r;
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(b) A parabola feliilete:
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A helyvektor paraméter szerinti parcialis derivaltjai:
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15 2 15 2
el AR |
2u(v? —v+1) u?(2v — 1)
A felilet elem: r
or Or guz(v ~2)
dA = — X —dudv = %vu2 dudv
ou Ov 7371

Aparabola darab feliilete:

A= /01 du/o1 dv\ég\/u4(v —2)%2 4+ 3utv? + u?
(c) Feltételeztem, hogy a kap nyilasszoge a palast fiiggslegessel bezart szogével egyezik meg.
Ekkor a kup feliiletének egy lehetséges parametrizacioja:
r(z,¢p) = ze, + ze, ,
ahol kihasznéaltam, hogy tg(m/4) = 1. A kupot lezaro korlap parametricacioja:
r(p,p) = peo + e

r
AV = — vektortér parhuzamos a kip palastjaval ezért nem ad jarulékot a fluxushoz,

r
elegendd azt csak a fedGlapon meghatarozni.
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Ezt az integralt a Gauss tétel segitségével is meg tudjuk hatarozni. Egészitsiik ki a kupot
lezaro korlapot egy /2 sugarti gomb megfelels darabjaval. A vektortér divergenciaja nulla
az origon kiviil, ezért a feliileti integral a gémb darabbal lefedett korlapon eltiinik, tehét
szamolhatjuk a fluxust a gémb darabon is:

o Ve
¢ = /0 dgo/o sin(9)dd = 27 (cos(0) — cos(w/4)) = 27 (1 — 7)

(d) Hasznaljuk a Gauss tételt:

V:;%rdA:;/divrdV:;/SdV:/dV:V

Gombi koordinata rendszer:
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Henger koordinata rendszer:
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