Szamitasi modszerek a fizikdban 1. ZH

Neptun koéd:

1. Els6rendi differencialegyenletek 35 pont

(a)

(b)

Hatéarozzuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet megoldasat az x(0) = 0 kez-
deti feltétellel:
Tt —r=1!

Egy tomegpontot nyugalomboél 7 ideig allandd Py teljesitménnyel gyorsitunk
sebességgel aranyos surlodasi erd jelenlétében. Hatarozzuk meg a sebességének
az 1d6fliggését!
mut + av? = Py (O(t) — O(t — 7))

Segitség: Esetleg érdemes az x = v? 1j valtozot bevezetni!
Hatarozzuk meg a kévetkezd differencidlegyenlet rendszer megoldasat az
z1(0) = 1, 22(0) = 1 kezddfeltételekkel:

[tl = T2

Z).’JQ = —I
Keressiik a megoldast x = AeMtuy + BeM?tu, alakban, ahol u; és uy az egyiitt-
haté matrix sajat vektorai!

Megoldasok:

(a)

i? — 2 =1, 2(0) = 0. Fejezziik ki = derivaltjat:
T=*V1+zx.

Ez egy egyszert, szétvalaszthato valtozoju differenciadlegyenlet, amelynek a
megoldasa:

dt + C' ,az integralt elvégezve 21 +x =t + C

\/1+x

A differencidlegyenlet megoldésa:

() = (é+0>2_1

A kezdeti feltétel akkor teljesiil, ha C' = 1:

() = (§+1)2—1

Bontsuk két részre a megoldéast. ElGszor targyaljuk a t < 7 esetet. Ekkor a
differencialegyenlet a kovetkezs lesz:

muo + av? = P, .

Tobbféleképpen is kereshetjiik a megoldast.

1



I. Vezessiik be az x = v? valtozot és irjuk fel a differencialegyenletet az 1j

valtozoval:
m . . 2« 25,
—t+oar=F, T+ —r=—
2 m m
Ez egy egyszeri els6rendi, inhomogén differencidlegyenlet, amelynek is-

merjik a megoldasi sémajat.

¢ 2ﬂt’2po
m’ —

u(t) =ewt | z(t) = e_Qn?t/ e dt' + Ce™ '
0

m
Ugyeljiink az integralasi hatarokra: a motort ¢ = 0-ban kapcsoltuk be és

t = 7 pillanatig mikodott, igy az alsd hatar 0 a fels§ hatar pedig t < 7
lesz. Elvégezve az integralt:

t = & <1 —e_%t>
0«

A kezdeti érték teljesitéséhez a C' allandot nullanak kell valasztanunk. A
sebesség ennek a kifejezésnek a négyzetgyoke lesz:

o(t) = @m

II. Hasznalhatunk mas stratégiat is a megoldashoz:
mot + av® = Py, V= ———0,

amely egy szétvalaszthato valtozoja differencialegyenlet:

d d
S /%:ﬁt(]

@
m m

Az integraléas elvégezve a kiovetkezd kifejezést kapjuk:

My (& — 2U2> =t+C

2a m m
PO [0} 2
———U2 :C/G_mt
m m

P
A kezdeti feltétel szerint ¢t = 0 pillanatban v = 0, ezért C" = “0 Az el6z6

m
egyenletbdl kifejezve a sebességet a kovetkezs eredményt kapjuk:

u(t) = \/%Vl —e !

Most vizsgaljuk meg a ¢ > 7 esetet. Ebben az esetben kikapcsoltuk a motort
és
mv +av =10



homogén differencidlegyenlet lesz a mozgasegyenlet. Ennek a megoldésa: v(t) =
De~mt. A megoldasnak folytonosnak kell lennie a t = 7 pontban:

PO\/l — e mT = De m"

«

Py
innen D = emT — 1.
«Q

Osszefoglalva a megoldasokat:

VR —mt ha 0<t<rt
@/PO\/ —le mt ha t>7

Hatéarozzuk meg a kovetkezs differencidlegyenlet rendszer megoldasat az
x1(0) = 1, 22(0) = 1 kezddfeltételekkel:

T1 = Tg

ig = —I

Irjuk fel a differencialegyenletet matrix alakban:

(2)=(500) ()

Keressiilk meg a matrix sajatértékeit! A maéatrix karakterisztikus polinomja:
A+ 1 = 0, amelynek a gydkei: Ao = +i. A sajatvektoroknak a kovetkezd
egyenleteket kell kielégiteni:

(S L)Cm)=o (L))

Két lehetséges, nem normalt sajat vektor:

() we()

A megoldas, tehat, a kovetkezs alakban irhaté fel:

x(t) = Ae” ( 21 ) + Be ™ ( 1_2 )

A kezddéfeltételeknek megfelelGen:
A+B=1, iA—iB=1,

l—i’le—i—i.
2 2

x(1) = 1;%“ ( 21 ) + 1;%—“( 1-@ ) = ( Ziiﬁiifiiﬁﬁg >
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Ha még szeretnénk szépitgetni az eredményt, felhasznalhatjuk, hogy cos(g) =
1
sin(2) = —.

47 V2
x(t) = ( cos(t) + sin(t) ) _ \/5( cos(t) cos(F) + sin(t) sin

cos(t) — sin(t)

~__
Il

()

2. Masodrendii differencialegyenletek 35 pont

(a) Hatérozzuk meg a kovetkezé homogén differencialegyenlet megoldasat az
z(0) =1, (0) = 0 kezdeti feltételek mellett:

T+20+5x=0

(b) Hatarozzuk meg az el6z6 differencidlegyenlet Green fiiggvényét valos térben és
adjunk meg egy partikularis megoldast a kovetkezs gerjesztésre:

i+ 24+ 5r = e 'O(1)

Milyen hatarfeltételeket kell kironunk a Green fligvény megszerkesztéséhez?

(c) Hatarozzuk meg az el6z6 egyenlet Green fliggvényét Fourier térben és adjuk
meg egy partikularis megoldas Fourier transzformaltjat a kovetkezs gerjesztés
esetén:

f(t)

0 T t
Mi lesz az f(t) fliggvény masodik derivaltja és hogyan hatarozhatjuk meg se-
gitségével a Fourier transzforméaltjat?

Megoldasok:

(a) Hatérozzuk meg a kovetkezé homogén differencialegyenlet megoldasat az
z(0) =1, £(0) = 0 kezdeti feltételek mellett:

T+20+5x=0

Irjuk fel az egyenlet karakterisztikus polinomjat: A>+4+2A+5 = 0. A masodrendd
polinom gydkei:

A homogén egyenlet megoldasat a gyokoknek megfelelGen kereshetjiik a kovet-
kez6 alakban:

x(t) = e " (Acos(2t) + Bsin(2t)) , z(0)=A
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A fiiggvény derivaltja:
i(t) = —e"(Acos(2t) + Bsin(2t)) + e (—2Asin(2t) + 2B cos 0(2t))
#(0) = —A+2B

A kezdeti feltételeknek megfeleléen: A =1 és B =1/2.
~ 1.
x(t) = e " | cos(2t) + 5 sin(2t)

Hatérozzuk meg az eléz§ differencidlegyenlet Green fiiggvényét valos térben és
adjunk meg egy partikularis megoldast a kovetkez§ gerjesztésre:

i+ 2%+ 5r = e 'O(t)

Milyen hatarfeltételeket kell kironunk a Green fiigvény megszerkesztéséhez?

A Green fiiggvényt masodrend, dllanddegytitthatos differencialegyenlet esetén
az

Gt,t)=g(t—11),  g(t) =yn(t)O()
alakban kereshetjiik, ahol y;(f) homogén megoldas kielégiti az y,(0) = 0,
yn(0) = 1 kezdeti feltételeket. Hasznéljuk fel az el6z6 feladat eredményeit:
yn(t) = x(t) = e " (Acos(2t) + Bsin(2t))

A kezdeti értékeknek megfeleléen: A = 0 és B = —1/2, ennek megfelelGen
1
g(t) = —ie’t sin(2t)O(t). A differencialegyenlet Green fiiggvénye:

Gt 1) = —%e(tt/) sin(2(t — )0t — )

A partikularis megoldast egy integrallal allithatjuk el6:

up(t) = / G(t,t)e " Ot )dt' = / G(t, et dt
. i

1 , , 1 ¢

= — —e VT /sin(2(t — ¢t t—te "dt = —e si(2(t —t t

| g s - et~ e ar = e [ sin(a(e — e))ar
0 0

= et cos(2(t — ) = —re (1 - cos(2)

Hatarozzuk meg az el6z6 egyenlet Green fiiggvényét Fourier térben és adjuk
meg egy partikularis megoldés Fourier transzformaltjat a kovetkezd gerjesztés

esetén:
t

0= (1-1) @l - et~ 1)

T



ftt)
Irjuk at a

G+2G+ 59 =06(t)

differencialegyenletet Fourier térbe (Fourier

transzformaljuk mindkét oldalat): 0

1 ft) , |
—wG(w) + 2iwG(w) + 5G(w) = o PO =20 +30) |
™ |
A Green fiiggvény Fourier transzformaltjat

konnyen kifejezhetjiik:

1 1
C2m—w? 4 2w+ 5 1z

G(w)

Egy partikuldris megoldds Fourier transzfor- .,
maltjahoz ezt a Green fiiggvényt kell beszo- 18 ©
roznunk a gerjesztés Fourier transzformaltja-
val. Ehhez hatarozzuk meg a Fourier transz-
formaltat:

1 /7 t .
F(w) = —/ (1 — —) e “tdt
271' 0 T -1/t

L[ AP 11 - 117
F(w) = _/ 1— - G_Zwtdt = —— (1 — e_le) — __/ te—zwtdt
21 Jo T 2mw 2r 1 Jo

Integraljuk parcidlisan a masodik tagot:

/ te—iwtdt — _i te—iwt“)' _ i/ e—iwtdt — _;e—in + i (e—in o 1)
0 0

w w w w?

Helyettesitsiik vissza a parcialis integral eredményét:

1 /1 , 1 1
F — — [ (] = gwT - —wT T
() 27 (z’w (1—e™7) + iw" Tw?

1 1 1 —wT
A GRETGE)

A partikularis megoldas Fourier transzforméltja tehéat:

(1)

) = ! 1 L, 1wy
w) = o (emiwT
U (27)? —w? + 2iw + 5 \iw  Tw?

Aki 6dzkodik az integral elvégzésétsl, az a gerjesztés Fourier transzforméltjat
a derivaltakra vonatkozo szabélyok segitségével is kiszamithatja. A fenti abran
az f(t) fiiggvény els6 és masodik derivaltjat abrazoltuk. Az f(¢) derivaltja



f'(t) =6(t) + g(t), ahol g(t) = = (0(t — 1) — O(t)). A g(t) fiiggvény derivaltja

1
-
két Dirac delta osszege lesz: ¢'(t) =

1( S(t—r)—d(t)). A ¢'(t) fiiggveny Fourier

transzformaltja —2—(e’i°” — 1) lesz, tahat g(t) Fourier traszformaltja
T 27

Flo(t)] = -5 (77~ 1)
Hasonloan f'(t) Fourier transzformaltja:
FIF(0)] = Flgft)] + FIO0] = =~ (7~ 1) +
WwT2m 2m
Végiil f(t) Fourier transzformaltjat iw faktorral valo osztés utan kapjuk:
A0 = 5 (- e 1) |
amely eredmény megegezik (szerencsére) az integralassal kapott eredménnyel.

3. Fourier transzformacio: 30 pont

Szamoljuk ki a kiovetkez§ fiiggvények Fourier-transzformaltjat!

(a) f(t) = _“t@()

(b) f(t) = D9t — )
(c) f(t) = ’M@()

(d) f(t) =e"O(t)e™"
Megoldasok:

(a)

1 [~ - 1 [~ - 1 1
F —at@ —at —zwtdt _ —(a+zw)tdt _ =
le ) = o / © 2 Jo ‘ 2m o+ iw

Itt felhasznaltuk, hogy thm e = 0.
—00

(b) f(t) = e " D(t — 1) az el6z6 fliggvény T-val valo eltoltja:

T ——

21T o+ ww

(c) Ez a fliggvény az eredeti atskalazott verzioja:

T —

227ra+ “5’

(d) Ebben az esetben az eredeti fiiggvény Fourier transzformaltja és az e™°! fiigg-
vény Fourier transzformaltjanak a konvolicidja lesz a megoldas:

Fle™' = §(w — wp)
FLf)] = i/_ OZ‘H'(;/&(W/ — wo)dw’

2 w—w)



Az integralas soran w’ helyére mindeniitt wq kertil:

1 1
O = S i)
Hasznos Gsszefiiggések:
FIf 1) / Flt)e i
FLft+7)] = Fw
Flf(at)] = ‘;|F<f>
sz( )

/f ] = —F(w)

Flft)g)] = /_ F(w—w)G(W)dw'

ult) = SO ale) = s [uaeyi + o

u(t u(t)

Kérem, hogy ne dolgozzanak gytirott, fiizetbdl kitépett lapon! A dolgozatot ne hajtsak
félbe!

J6 munkat!



