Szamitasi modszerek a fizikdaban 2. ZH

Név: Neptun kod:

1. Differencial operatorok

(a) Tekintsiik a kovetkezd 3 x 3-as matrixot:

1 1 2
A= .—-1 2 3
-2 -3 3

Hatarozzuk meg a ® = rAr skalar tér gradiensét!
Megoldas
A gradiens i-ik kompenese:

0
(V@); = B Z?“jAjm = Z (855 Ajkriri Ajkdik) = Z(Aij + Aji)rj .
Yk gk j

Behelyettesitve a métrixot:

(b) Hatarozzuk meg a V(r) = reX* vektortér divergenciajat, ahol k egy allando vektor!
Megoldas

divV = ; Eiinekr = ; <(5Z‘Z‘€kr + Tiaanekr>
Szamitsuk ki a méasodik tagot:

ekr _ kiekr
87“@'

A divergencia tehat:

divv =3 (5iiekr + rikiekr) = (3 + rk)e**

7
(c) Irjuk fel a V(r) =  vektortér V,, V,, és V. komponenseit henger koordinata rend-
szerben és hatarozzuk meg a rotaciojdVlegoldas

r _ pe,+ze, z

p
_ POy Py —0, Vo=
Y P+ 22 v N

Henger koordinata rendszerben csak a kozéps6, e, tag ad jarulékot:

ov, IV, pz Pz
rotV:ew<ap—a >:e¢ — - —F—5— | =0
z P \/p + 2 \/p +z

r
Egyébként — = Vr, mivel egy skalar tér gradiensének a rotacidja nulla, ezért ennek a
T

térnek a rotacioja is eltiinik.



(d) Hatarozzuk meg a vektortér divergenciajat gombi koordinata rendszerbeMegoldas
A vektortér gombi koordinata rendszerben:

r r
-=-e.=e€., Vp=1, Vy=uv,=0
roor

Csak az elsd tag ad jarulékot:

.r
div— =
,

9 5
8*(‘/)

2. Vonal menti integralok

(a) Egy logartimikus spiralt a kovetkezsképpen parametrizalunk:

a.)

b.)

~( ro(1+1t)cos(yp) B ‘
r(t) = <r0(1—|—t)sin(g0) > , ¢ =ualn(l+1), tel0:1]

Milyen hosszi a spiral?
Megoldas:

2
l:/dl:/ |¥|dt
0

Vezessiik be a henger koordinata rendszer két egységvektorat:

cos(¢p) —sin(p)
eg = . s e(P =
sin(yp) cos(p)
Hatéarozzuk meg a vektor derivaltjat:

I =roe, +ro(l+t)pe,

. a
L
igy
r_roeg+ro(1+t)1+t e, = 10€, + roae,

Az ivelem hossza:

=7roV 1+ a?dt

a drot hossza pedig | = rgv/1 + a?.

A spiral alaku huzalnak m a tomege. Hatarozzuk meg az origon athalado, a z
irdnnyal parhuzamos tengelyre vett tehetetlenségi nyomatékat! Egy kicsiny huzal-
darab tehetetlenségi nyomatéka A© = Amr?, ahol 7 a tengelytél mért tavolsag.
Megoldas:

A tehetetlenségi nyomaték a kovetkezd integrallal hatarozhaté meg a mi esetiink-
ben

di
0= /mr2 —/ S — 1—|—t 1+ a?dt = / mrg (1+t) 2dt = fmr
v RO ol !



3. Feliileti integralok
Az abran lathato feliiletet a kovetkezdképpen parametrizalhatjuk:

(a) Hatarozzuk meg a feliilet nagysagat!

Megoldas:
A feliilet elemet kifejezhetjiik a feliiletet meghatarohzo r(u,v) vektor parcialis deri-
valtjaival:
or Or
dA = — x —dud
Bu " Bt
or cos(v) or —usin(v)
— = | sin(v) , = ucos(v)
ou 9 v 0
o or —2u22 CQS(U) —2uZ c9s(v)
el i —2u* sin(v) = | —2u’sin(v)
Y v u cos?(v) + usin?(v) u

A feliiletelem és annak nagyséiga tehéat:

—2u? cos(v)
dA = | —2u’sin(v) | dudv, dA=u\/1+ 4u2dudv
u

A feliilet nagysagat a kovetkezd integréllal hatarozhatjuk meg:

2 1 1 1
A= / dv/ duun/1 + du? = 2m o (1 + 4u?)3?| = %(\/125 —1)
0 0

0

(b) Mekkora felhajto eré hat ra, ha a pereméig vizbe meritjiik?
Megoldas:
A feliilet pereme a z = 1 magassagban van. A hidrosztatikai nyoméas ennek megfele-
16en: p = pg(1 — z) lesz. u-val paraméterezve a feliileten: p = pg(1 — u?). Integrajuk
a hidrosztatikai nyomast a feliiletre:

—2u? cos(v)

2 1
F;= /pdA:/ dv/ dupg(1 —u2) —2u2 sin(v)
0 0

u

A felhajto ers = és y komponense eltiinik, hiszen cos(v) és sin(v) teljes periodusra
vett integralja nulla. A vartnak megfelelGen csak a z komponens nem tiinik el:

21 1 T
Fy, = / dv/ pg(1 — u?)udu = pg—
0 0 2



4. Integral tételek alkalmazasa

(a) Az alabbi abran lathato zart gorbét a kovetkezdképpen parametrizalhatjuk:

1

r(t) = < COS(Q) ) . te[0:2n] os |

sin
I.) Szamitsuk ki a gorbe altal hatarolt tertiletet
a Stokes tétel segitségével!

I1.) Paraméterezziik a gorbe altal hatarolt felii- °°[

letet!

-0.5 0 0.5 1

Megoldas:

I.) Irjuk fel a Stokes tételt a gorbe altal bezart feliiletre:

?{Vdr = /rotVdA

Vektortérnak valasszunk egy olyan teret, amely rotacidja egy z irdnyt egységvek-
tor.(Lasd a dolgozat végén szerepld vektorteret.)

, rotV =e,

Ebben az esetben a baloldalon szerepld integral a gorbe altal bezart teriiletet
adja. Természetesen a vektorteret a gérbén kell értelmezniink:

1Y 1~ sin3(t)
V = R == cos(t)
0 0

A vonalmenti integralhoz meg kell hataroznunk a dr vektort:

— sin(t)

dr = rdt = < 3 sin2(t) cos(t) )dt

Integralnunk kell V és dr skalérszorzatat:

2m
A= 3 /0 (sin®(t) 4 3sin?(t) cos?(t))dt

A dolgozat végén megtalaljuk sin?(t) kifejtését, csak a masik taggal kell kezdeniink
valamit:

: 3 . 3
3sin’(t) cos?(t) = 1 sin®(2t) = §(1 — cos(4t))

Az integralas soran a cos tagok nem adnak jarulékot: A = %7‘(.



II.) A gorbét kiilonbozoképpen parametrizalhatjuk. Egy lehetséges paraméterezés
soran kossiik Gssze az origdt a gorbe egy pontjaval egy egyenessel. Az egyenes
egyenlete r(u,t) = ur(t), amely egyuttal a feliiletet is paraméterezi.

(b) Helyezziink el egy ponttoltést a (0,0, —zp) pontban. Adjuk meg a ponttoltés keltette
elektromos teret henger koordinatdkban. Hatarozzuk meg a 3 feladatban szerepld fe-
lilletre az elektromos tér fluxisat a Gauss tétel segitségével!

Megoldas:

A ponttdltés elektromos tere:
r + zp€,

E=FLQ — 2%
|r—|—z0ez|3

Erdemes heger koordinata rendszerben szamolni:

E— kO p€o + 20€;

(vores)

Ennek a vektortérnek nulla a divergenciaja a ponttoltésen kiviil, ezért a korlappal
lezart feliiletre a fluxusnak el kell tiinnie. Elegendd, tehat a fluxust a lezard korlapra
meghatérozni. A korlapon a feliiletelem dA = pdpdye..

EdA = kQq——2L_dpdy

(7 )

A teljes fluxus:

1
Z0
=27kQ (1 — >
0 V1423

o
_kQ/ /dp p+z) ——ZWkQW

Segitség:
Go6mbi koordinéta rendszer:
10,4 1 0 1 9V,
divv = 20r (r=Ve) + rsin (9) 09 (Vosin (9)) + rsin (¢) Op
rotV — 1 Isin(9)V, 0V 1 1 9V, orVy 1/0rVy 0OV,
oY= eTrsin(ﬁ) oY Oy vy sin(d) dg or ror o

Henger koordinata rendszer:

oy, 1 av,\ v,
(V) (e OV (1, Ve 10T,
mtV_eQ(W 82>+e¢<3z 6p>+ez<pv“"+ dp  p oy
1 1
cos(a) cos(B) = §(cos(a —B)+cos(a+B)), sin(a)sin(f) = i(cos(a — B) — cos(a+ f))
Aoy = X (3 _ 1
sin” () 1 <2 2 cos(a) + 5 cos(4a))



V=—- x , rotV =e,

Kérem, ne hajtsédk 6ssze a dolgozatokat! J6 munkat!
' Udvardi Laszlo



