Gradiens, divergencia, rotacio

1. Gradiens

A sulyemels F* er6t fejt ki a sulyra. Egy ki-
csiny As tavolsaggal megemelve AW = As - F?
munkat végez a sulyon, amely a test potencialis
energiadjat noveli. Egyrészt:

AW = As - F* = As, Fy + AsyFy) + As, I},

masrészt:
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A két sort Osszevetve:
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A testre mg er6 hat, amely éppen minusz egyszerese a sillyemels altal kifejtett erének, tehét
a potencidlis energia hely szerinti parcialis derivaltjai a testre haté erd minusz egyszeresét adjak:
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Az el6z6 egyenletben szerepld differencial operatort gradiensnek hivjuk. Altalanossagban ha

van egy f R"™ — R fligvénny, akkor az n-dimenziés gradiensének az i-dik komponense e A
ri
gradiensre a kovetkezs jel6lések hasznélatosak:

grad v/, gradf, = 7. gradf, = 0,
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Tehat Vr? = 2r. Kiszamithatjuk indexes modon is:
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Tehat Vr = r/r. Hatarozzuk meg indexesen is:
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Hasznéljuk fel az el6z6 eredményeket:
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2. Divergencia

Tekintstink egy kicsiny, téglatest alakii tartoményt, amelyen allandé strtiségii folyadék folyik
keresztiil:

Szamitsuk ki az egyes oldalakon egységnyi id4

T A, (9, 42, 22) alatt atfoly6 folyaddk mennyiségét. Jeldlje

z | 2o Va(z,y, 2), Vy(z,y, 2), Va(z,y, 2) a folyadék sebes-
‘ ségét az(x,y, z) pontban:

-A, Ay Am
/y rrrrrrrrrrrr —ap = PValez,y, 2)dydz = Vi(e,y, 2))dydz

(z1, 91, 21) VA, X +  p(Vy(@,y2, 2)dydz — Vy(x,y1, 2))dwdz
+ p(Va(z,y, 22)dydz — Va(x,y, 21))dzdy

A sebességek kiilonbségét kozelitsiik a hely szerinti parcialis derivaltak segitségével:
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Am/A > 0V, - ) . L
ahol ((99/; = iiino mA/t V. A %‘; + (9yy + 88‘: mennyiséget a V vektortér divergencidjanak
nevezziik:
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Ha bevezetjik a j = pV aramsiirtiséget, akkor az el6z6 egyenletbdl az tgy nevezett kontinuitasi
egyenletet kapjuk:
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2.1. Példak
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A fenti szamoléas soran ki kell kotniink, hogy » # 0. Az r = 0 pontban valami érdekes
torténik, amelyre kés6bb még visszatériink.

3. Rotacido

Tekintsilink egy kicsiny haromszoget, amelynek egyik cstucs az rg pontban van, a csiccsal szom-
szédos oldali pedig Ar; és Ars kicsiny vektorok. Szamitsuk ki a munkéat abban az esetben, ha
korbe visziink egy tomegpontot a haromszog mentén!

Kozelitsiik a hdromszog 1, 2, 3 oldalai mentén a mun-

A r, A Mé kat a kovetkez&képpen:
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AVs AWy = (F(xo) + Flx + Ar)) Any
AI‘1 1
A VV, AWy = B (F(I’o + Arl) + F(I‘Q + AI'Q)) (AI‘Q — Arl)
1
r AW3 = ) (F(ro) + F(ro + Arg)) Ary

A harum jarulék Osszegére a kovetkes egyenletet kapjuk:
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AW = AW + AWy + AW3 = §F(I‘0) (AI‘l — AI'Q) + 5 (F(I‘O + AI'1>AI‘2 — F(I‘O + AI‘Q)AI‘l)



Hasznaljuk ki, hogy Ar; és Ars infinitezimalisan kicsiny vektorok és fejtsiik sorba az F(r) erst
ro koril:

 OF
Fi(ro + Ary) = Vi(ro) + jz::l 87737% ;

igy a munkat a kovetkezGképpen irhatjuk fel:
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Cseréljiik fel a masodik tagban az indexeket:
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Az el6z6 egyenletben a F(r) derivalt tenzoranak az antiszimmetrikus része szerepel. Tudjuk,
hogy egy 3 x 3-as antiszimmetrikus matrixszal valo szorzast felfoghatunk tgy is, mint egy alkalmas
vektorral valo kereszt szorzast:

Ar=axr.

Minden matrix felbonthato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix 0ssze-
gére:
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A= (A+AT)+ 5 (A-AT)

Ismételjiik at, hogy hogyan azonosithatjuk az a vektor komponenseit:
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Térjiink vissza a korintegralhoz! A derivalttenzor antiszimmetrikus részét a koévetkezSképpen
irhatjuk fel:
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Az antiszimmetrikus tenzorhoz tartozé vektor komponenseket hivjuk az F(r) erétér rotaciojanak:
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A héaromszog korbejarasa soran végzett AW munkat a kovetkezSképpen kaphatjuk meg
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AW = §(rotF X ry)ry = rotF§(r1 X ry) = rotFAA |

alaku lesz, ahol kihasznéaltuk a harmasszorzat tulajdonsagait. Az Ary, Ary keresztszorzata

éppen a haromszog teriiletével egyezik meg: i(rl x r2) = AA. Ha nincs surlodés, akkor a



munka nullaval egyezik meg — azt mondjuk, hogy az er6tér rotécié mentes. A rotaciot felirhatjuk
a Levi-Civita szimbo6lum segitségével is:
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3.1. Példak
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4. Gradiens rotaci6ja, rotacié divergenciaja

Alkalmazhatjuk a differencial operatorokat egymés utan is. ElGszor vizsgaljuk meg egy olyan
vektortér rotacidjat, amelyett egy skalar tér gradienseként kaptunk:
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A Young tétel értelmében a masodik derivaltban a derivalas sorrendje felcserélhets, vagyis a
masodik derivalt tenzor szimmetrikus. Irjuk fel az el6z6 egyenletet gy hogy felcseréljiik az
Osszegzés sorrendjét, vagyis felcseréljiik az k és [ indexeket:
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A két egyenlet szerint (rot(gradf(r))); = —(rot(gradf(r)));, ami csak akkor teljesiilhet, ha

(rot(gradf(r))); = 0. Tehat egy skalar tér gradiensének a rotacioja nulla.



Maésodszor vizsgéaljunk egy olyan vektortér divergenciajat, amelyet egy masik vektortér rota-
civjaként allitottunk eld:
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0 OF} 0*F,
div(rotF) g o kz_ €ijk o, %Eijk&“jari .
Az el6z6ekhez hasonloan cseréljiik fel az ¢ és j indexeket:
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div(rotF) = g;e”k@r ar, ZJ: ik D o o, = — EJ; zgkm = —div(rotF) ,

tehat annak a vektortérnek a diveregenciaja, amelyet egy masik vektortér rotacidéjaként kaptunk
eltiinik!



