Tobbdimenzios integralok

Integral téglalap alaki tartomanyon
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Példaként hatarozzuk meg egy téglalap tomegkozéppontjat, amelynek a striiségét a
kovetkezéképpen adhatjuk meg: p(x,y) = ax + pg. A téglalap két kiilonbozé oldaldanak
a hossza legyen a és b.
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Integral tetszoOleges alaku tartoméanyon

Tetszoleges tartomanyon is az elézéekhez hasonldéan, két egymas utani integrallal végezhetjiik el
a miiveletet, de ebben az esetben az els6 integral hatarai is fiiggeni fognak a masik valtoz6tol.

Ha el6szor az x valtozd szerint integralunk: Ha el6szor az y valtoz6 szerint integralunk:
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A két integralnak természetesen meg kell egyeznie!

Hatarozzuk meg egy ellipszis teriiletét!
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A kérdéses tertiletre fennill a kovetkezd feltétel:
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A tartomdny hataran az egyenldség teljesiil. Az y valtozdk nyilvanvaléan —b és b kozott
valtozhatnak, mig az x valtozé hatarara a kovetkezd egyenlet érvényes:
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az integral pedig a kovetkezo lesz:

T = 2ab

Az integral meghatédrozasahoz hasznéljuk a y = bsin () helyettesitést. Ekkor dy = bcos (),

cos? ()dp = abr .

Természetesen forditott sorrendben is elvégezhettiik volna az integralast, ekkor,
természetesen, azintegralasi hatarok is valtoztak volna, de a végeredmény valtozatlan marad.

3D integralok
A két domenzids integrdlokhoz hasonléan harom dimenzidban haromszor kell integralnunk az
egyes Descartes koordinatak szerint.

ahol a dr3 = dxdydz jelSlést hasznaltuk.

El6szor rogzitjik y és z értékét és integralunk
az x valtozo6 szerint:
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igy egy kétvaltozds fliggvényt kapunk, amelyet
az el6zbekhez hasonldéan integralhatunk. Ossze-

foglalva:
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Az eljarast kiterjeszthetjiik tetszéleges dimen-
ziéra! Egy tipikus példa hat dimenzids in-
tegrélra egy p(r) toltésfelhd energidjdnak a meg-
hatarozésa:
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Hatarozzuk meg két R sugari, egymaéasra merdleges tengelyli henger kozos részének a
térfogatat!

A hengerek tengelyei essenek egybe az y és z
temgelyekkel. Ebben az esetben a két henger
egyenlete a kovetkezo lesz:
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A két henger kozos részére a kovetkezd két
feltételnek kell teljestilnie.

2* +y* < R, 2’ +2° < R?

A térfogat meghatarozasahoz integraljuk az
f(z,y,z) =1 figgvényt!

Rogzitsiikk x és y értékeét ugy, hogy eleget tegyenek az elézé feltételeknek és integraljunk z
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Miésodik 1épésként integraljuk az I(x,y) fliggvényt az y véltozd szerint figyelembe véve a
hatarokra vonatkozé feltételt:
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Végil integraljunk —R-t61 R-ig:
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Tobbdimenzios integralok polar és gombi koordinata rendszerekben

Az integrédlokat gyakran kényelmesebb polar vagy gémbi koordindtakban szamitani, gondoljunk
csak pl. a kor teriiletének a kiszamitasara. Hogyan térhetiink at Descartes koordinatakrol
polar koordindtakra? Elészor vizsgdljuk meg a 2D polar koordindtak esetét! Ebben az esetben
az a feladatunk, hogy a kis dzx, dy, egymésra merdleges elmozdulasok altal kifeszitett négyzet
tertiletét meghatarozzuk az r, ¢ polar koordinatak segitségével.

x = rcos(p)

y = rsin(p)



A dx,dy elmozduldsokat a sebességekbol kaphatjuk meg:
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frjuk fel az el6z6 egyenletet az i, j « és y tengelyekkel parhuzamos egység vektorok és az e;, e,
az el6zbekben bevezetett egységvektorok segitségével:

ide + jdy = e;dr + e rdy

A dz, dy, egymésra merdleges elmozdulésok dltal kifeszitett négyzet teriiletét a polar koordinatak
segitségével egyszerden felirhatjuk:
dxdy = rdrdy .

Gombi koordinata rendszerben hasonléan jarhatunk el:

x = rsin(¥)cos(p)
= rsin(9)sin (p)

z = rcos(¥)

dx = drsin(9)cos(¢) + rcos () cos (p)dd — rsin (V) sin (¢)dp
dy = drsin(9)sin (@) 4 rcos (¢) sin (¢)dd + rsin (F) cos (¢)de
dz = drcos(¥) — rsin (¢)dd

Az el6z6 esethez hasonldan irjuk fel az infinitezimalis tartomanyt az egységvektorok segitségével:
ide + jdy + kdz = e, dr + eyrdd + e, rsin (9)dyp .
Az infinitezimalis térfogat elemet egyszerlien kifejezhetjiik a gombi valtozokkal:
dxdydz = r*sin (9)drdddy .

Altalénosségban ha az i-dik Descartes koordinatat az r;((1, (2, (3) fiiggvénnyel adjuk meg, amely-
ben (3, (s, (3 az 0j koordinatak, akkor a térfogat elemet kifeszité harom vektort ezek parcialis
derivaltjaival allithatjuk eld:
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térfogata lesz d(1d(od(s szorzattal beszorozva. A paralelepipedon térfogata nyilvanvaléan a
hérom vektorbdl képzett 3 x 3-as matrix determinansival, az gy nevezett Jacobi-determindnssal

egyezik meg.
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ahol a; = (a” Ory 8T3) . A térfogat elem az a; vektorok &ltal kifeszitett paralelepipedon



