Szamitasi modszerek a fizikdban 1. ZH

Név: Neptun kod:

1. Els6rendii differencialegyenletek 35 pont

(a) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet az y(0) = 0 kezdeti feltétellel:

ch(t)y +sh(t)y = e

Megoldas:
Hozzuk standard alakra az egyenletet és osszuk el mindkét oldalt ch(t)-vel.
e—t
)+ th(t)y = .
y+th(t)y ()

Az u(t) segédfiiggvény a kovetkezd lesz:
u(t) = e Stheya _ eln(Ch(t)) — ch(t)

A megoldast egy integrallal allithatjuk els:

1 t C et C
v = 5w / a0 G5 T " am T e

A C allandot a kezdeti feltételbdl hatarozhatjuk meg: y(0) = 0. A megoldas
tehat: . .
— e_
t) =
y(t) (D)

Gondolkodhatun masképpen is! Vegyiik észre, hogy a differencidlegyenlet bal
oldalat egy szorzat fliggvény derivaltjaként is felirhatjuk:

L (en(tyy) = e

ch(t)y + sh(t)y = %(

Ebbdl az egyenletbdl integralassal kaphatjuk meg a megoldést:
ch(t)y = /etdt +C=—e"+C,

vagyis




(b)

Mi lesz az el6z6 egyenlet Green fiiggvénye?

Megoldas:
Az els6rendii linearis differencialegyenletek Green fiiggvénét a kovetkezGképpen
allithatjuk els:

G(t,t/) — e—ft,tth(x)dx@(t . t/) _

- /t th(z)dz = In(ch(t)) — In(ch(t)) = In <f}11((ttl)))

o
Egy m témegﬁ részecske U = — alaki potencidlban mozog. Az energidja
x?

1
E = me —|— —. Fejezziik ki a sebességet a hely fiiggvényében és oldjuk meg
az igy adodo elso rendd differencidlegyenletet!

Megoldas:
Fejezziik ki a hely derivaltjat az energiabol:

o=V (- )

Ez egy szétvalszthato valtozoja differencialegyenlet:

Az integralés elvégzéséhez csempéssziik a szamléloba z-et:

dt +C
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Konnyen kifejezhetjiik a hely valtozot az elézé egyenletbdl:

2F o
t)=1/—@t+C
o(t) = )2+ O 4
Néhany megjegyzés a megoldéshoz:
Az eredeti mozgasegyenlet egy masodrendii differenciél egyenlet, amelynek két
kezdg feltétele van: xg és vg. Ezek az értékek maghatarozzak az energiat, amely



%mvg + 5. A C konstansot pedig a kovetkezd
0

_ M e
C= °F Ex§i—a

Az ¢ pontbdl elindulhatunk az origo felé és azzal ellentételesen is. Hogyan
vessziik ezt figyelembe a megoldasban?

szerepel a megoldasban: F =
egyenletbdl kaphatjuk meg:

2. Masodrendii differencidlegyenletek 35 pont

(a)

Egy csillapitott harmonius oszcillator mozgasegyenletét a kovetkezé differenci-
legyenletté alakithatjuk:

.. .9
yty+gy=0
A nyugalomban 1évé harmonikus oszcillatornak a ¢ = 0 pillanatban v kezd&se-

bességet adunk. Hatarozzuk meg a mozgésat!

Megoldas:
Irjuk fel a karakterisztikus egyenletet:

5
V+A+§=0

Az egyenlet két gyoke:
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272
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a homogén megoldést kereshetjiik a kovetkezs alakban:
—t/2 3 “t)2 . (3
y(t) = Ae cos(ét) + Be Sln(§t)

Miutan a tomegpont kezdetben nyugalomban volt és v kezdGsebességet kapott

y(0)=A=0, §(0) =SB =v

A megoldas tehat:

2
y(t) = §ve’t/2 sin(gt)

Az el6z6 differencidlegyenletnek hatéarozzuk meg a Green fliggvényét és adjunk
meg egy partikularis megoldast az f(t) = e_%t@(t) gerjesztés esetén!
Megoldas:

Hasznaljuk fel az el6z6 homogén megoldasokat!

3 3
yn(t) = Ae™t/? cos(ﬁt) + Be™'/? sin(ét)



A Green fiiggvény elGallitdasahoz a homogén megoldasnak a kévetkezd kezdGér-
tékeket kell teljesitenie:
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- — ZBet/? e _ Zeti2gipn(= =_-B=1
in(0) = 3B Peos(G0)| = Je e =3

A Green fiiggvény tehét

Gt t) = §e<tt’>/2 sin(%(t —NOt—t)

Egy partikularis megoldat a kovetkezé integrallal allithatunk elé:

o0

() = / Gt ¥)e 3 O )t — / 2@<tt’>/25m(§(t—t'>>@(t—t')eét’@(t'>dt'
) )

3
Y4, . (3t)
= —e — cos( =
. 9 2

Allitsuk els az el6z6 feladat Green fiiggvényét Fourier térben és az el6z6 ger-
jesztés esetén adjuk meg egy partikularis megoldas Fourier transzformaltjat!
Megoldas:

Vegyiik a Green fiiggvényt meghatérozo

o0

3 4 3
=3¢ t/Q/O sin(§(t —t'))dt' = §e_t/2 cos(§(t —t))

..
g+g+§g=5(t)

differencidlegyenlet Fourier transzformaltjat:

—w?G(w) + iwG(w) + gG(w) _ 1
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Innen
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A partikuléris megoldas Fourier transzformaltjidhoz hatarozzuk meg a gerjesz-
tés transzformaltjat:

1o, A 1 [ . 11
_ — /2(_) He @it = — —(1/2+zw)tdt -
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A partikularis megoldas Fourier transzformaltja a Green fiiggvény és a gerjesz-
tés transzformaltjanak a szorzata lesz:

1 1 1
Ar? —w? +iw + 3 1/2 +iw

Yp(w) =
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3. Fourier transzformacié 30 pont
Hatarozzuk meg a kévetkezd fiiggvények Fourier transzformaltjait!

(a) f(t)=e"'O(t)

(b) f(t) = e (Az €l626 Fourier transzformalt segitségiinkre lehet!)
(c) f(t)y=e1""

(d) f(t) = e M sin(wt)
Megoldas:

(a) f(t) =e"O()

1 1 1

Ol = — - —(t+iw)tdt _
FIH®)] 27r/0 c 2m 1 +w

(b) h(t) = "
Vegyiik észre, hogy e Il = e!@(—t)+e7*O(t) vagyis h(t) = f(t)+ f(—t)! Tehat

Flr®)] = FIf )] + FIf(—t)] = % (1 jm T3 _1M> - %1 +2w2

1 2
21 1 + w?

FIn(e) = e T Ff )] = e

(d) f(t) = e M sin(wot)
Tudjuk azt, hogy szorzat fiiggvények Fourier transzforméltja a Fourier transz-
formaltak konvoluci6ja. Hatarozzuk meg sin(wyt) Fourier transzformaltjat:

1, . , 1
sinwt) = o (€0 = =) Flsin(n)] = 5-(6( — wo) — 5w +wp)

i i
A Fourier transzformalt tehat a kovetkezd integral lesz:

fuun=§%/fIizfraﬁéw@/—wo—aw+wwmw
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C 4imn \1+ (w—wp)? 1+ (w+wp)?




Hasznos 0sszefiiggések:

FIf( / flt)e " dt

FUf(t+7)] = ¢ Pl

fmmnz—f@>

o "o
'wF(w)

/f ) = —F(w)

f’)mmz/:Fw—umwwu

—_

u — 6fp dt, T — 1 U / / / O
(@) =7 () = s [uayir + o
d _sh(z)

Kérem, hogy ne dolgozzanak gytirott, fiizetbdl kitépett lapon! A dolgozatot ne hajtsak
félbe!

Jo munkat!



