Szamitasi modszerek a fizikdaban 2. ZH

Név: Neptun kod:

1. Gradiens, divergencia, rotacié Descartes koordinatakban:

a.) Hatarozzuk meg a kovetkezs skalar terek gradiensét:
e(r)=r", @)= (ar)(br), @(r)=(axr)(bxr),

ahol 7 az r vektor hosszat jeloli, a, b pedig alland6 vektorok.

Megoldas:
4
vrt = dLV’I“ = 4r3£ = 47°r
dr r
0
(V(ar)(br))i = Z %ajrjbkrk = Z ajdijbkrk + ajrjbkdik = q; Z bj?“j + b; Z a;r;
gk " ik j j

V(ar)(br) = a(br) + b(ar)

<I>(r) = (a X I‘)(b X I‘) = Z Eijkajrkeilmblrm = Z (5j16km — 5jm5kl)aj7“k:bl7”m

ijklm Jkim
= Z ajbjriry — arjbgry = (ab)r? — (ar)(br)
jk
0
(V(ar)(br))i = Z ﬁaﬂjbkrk = Z (5ijajbkrk + (Ijijk(Sik) = Qa; Z bj?“j + bi Z a;r;
gkt ik j J

V(ar)(br) = a(br) + b(ar)
b.) Hatéarozzuk meg a kovetkezs vektortér divergenciajat és rotaciojat:
V(r)=rx(rxa),

ahol a alland6 vektor.

Megoldas:
Az el6zGekhez hasonléan kifejthetjiik a kettds keresztszorzatot:

V(r) =r x (r x a) = r(ar) — ar?
El6bb hatarozzuk meg a divergenciajat:

ij

div(r(ar) — ar?) = E 783 (riajr; — arjry) = E (diiajrj + riajdi; — 2a;0;57;5)
— Or;
ij

= Z(Saﬂ‘i + Ti; — 2a,~ri) = 2ar
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A vektortér rotacidjanak a kiszadmolésahoz elGszor hatarozzuk meg az els6 tag rotaci-
0jat:
0
(I“Ot r(ar))i = Z Eijkﬁrkalrl = Z €ijk (6jkalrl + rkal5jl) = Z €ijkTEOj
Gkl J Gkl gk
Hasonlban jarjunk el a mésodik tag esetén:
0
(rot ra); = Z €ijkﬁakrlrl = Z 2€;jka05m1 = Z 2€jkaxT;
ki J gkl gk
A vektortér rotacidja a két tag kiillonbsége lesz:
(rot r(ar) — ar?); = Z(eijkrkaj — 2€Kakr5) = 3 Z €ijk@iTk
ik ik
Vagyis:
rot (r(ar) —ar?) =3a x r
c.) Mutassuk meg, hogy a kovetkezs két vektortérnek ugyanaz a rotéacioja:
Vi(r)=rx(rxa), Vy(r) = r(ra) —r?(a+r)
Megoldas:

1
Az eléz6ek alapjan: Va(r) = Vi(r) + r’r. Az els6 feladat alapjan r’r = ZV?“4,

tehat a két vektortér csak egy skalar tér gradiensében kiilonbozik egyméstol. Tudjuk,
hogy egy skalar tér gradiensének a rotacidja eltiinik, ezért a két vektortér rotacidja
megegyezik!

2. Differencidloperatork gérbevonali koordinata rendszerekben:

a.) Irjuk fel henger és gémbi koordinata rendszerekben az ey, €y, €, &s e, ey, e, egység-
vektorok segitségével a kovetkezd mennyiségeket:

r= I = rXr= (rx1)? =

Megoldas:
Henger koordinata rendszerben:
r = pe, + ze,
r = ge, + ope, + ze,
rx = (e, + ze,) x (0e, + ope, + ie,) = o’pe, + (02 — 0f)e, — zope,
(0 x £)? = (¢"9)" + (02 — 02)” + (209)*
Go6mbi koordinata rendszerben:
r=re,
i = re, + rdey + rsin(v)pe,
r X I =re, X (re, + riey + rsin(9)pe,) = ride, — r?

(r x 1) = 9% 4 r* sin?(9)?

sin(¥) ey



b.) Irjuk fel az alabbi vektortereket henger és gémbi koordinata rendszerekben:

Tz

Y Vr2—z2
Vi(r) = z ) Va(r) = \/%

0 —/r2 — ;2

Megoldas:
Henger koordinata rendszerben:

Vi(r) = e, , V(r) = ze, — e,
Gombi koordinata rendszerben:
Vi(r) =rsin(d)e, , Va(r) =rey

c.) Hatéarozzuk meg V; vektortér divergenciajat és rotaciojat henger koordinata rendszer-
ben és Vo vektortér divergenciajat és rotacidjat gémbi koordindta rendszerben.
Megoldas:

A V(r) vektortérnek csak V,, komponense van, amely csak a o valtozotol fiigg, ezért
a divergenciaja eltiinik. A rotdcioja meghatarozasdhoz csak a V,, komponenst tartal-
maz6 tagot kell kiértékelni:
1 oV,
rotVi; =e, (Vso + w) = 2e,
P dp
Gombi koordinata rendszerben a Va(r) vektortérnek csak Vy komponense van, amely
csak az r valtozotol figg: Vy = r.
AV = D (rsin (4) = cta(0)
ivVg = ————— (rsin =c
>~ rsin () 09 &
A divergencidhoz hasonldéan a rotécié meghatarozasahoz is csak a Vi komponenst
tartalmazé tagot kell kiértékelni:

87”‘/19_8‘/} _618773_28
or o9 ) Pror T

1
rotV = ew; (
3. Vonalmenti integralok:

Egy logaritmikus spiralt a kdvetkezSképpen parametrizalhatjuk henger koordinatdkban:
10

8}

6 F
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a.) Egy [ hosszusagu drotot tekeriink fel a spirdl mentén. Milyen tévol lesz a fonal vége
az origotol?
Megoldas:

A vonalmenti integrél elvégzéséhez hatarozzuk meg az ivelemt:

d
dr = rdt = g(vteg) = ve, + vtpe,

SZamitsuk ki a ¢ sz0g paraméter szerinti derivaltjat:
. a
L

Az ivelem:

dr = (ve, + vaey)dt , dr = v\ 1+ a2dt

A spiral alakban feltekert fonal hossza:

T
l—/ vV 14 a?dt = (T — to)vV' 1+ a?
to

Tehat a paraméter maximalis értéke:

o
vV1 4+ a?

Helyettesitsiik be a tavolsag képletébe:

+ to

Tmaz = V1 = + vty

l
V1+a?
b.) A spiralban I nagysagu elektromos aram folyik. Hatarozzuk meg a méagneses teret az

origoban a Biot-Savart torvény segitségével!

_pol [drxr
drm r3

B

Megoldas:
Hatarozzuk meg a Biot-Savart térvényben szerepld kereszt szorzatot:

dr x r = (ve, + vae,) x vte,dt = vZate,dt

Helyettesitsiik be az integralba:
I [T v2at Ia (11 Ia (1 1
B—o 0l %dt:uoa/ Lgp=tola(l 1
. Jy, vit dr v Jy, t dr v \ty T
c.) Hol van a spirél tomegkozéppontja? Elegendd csak az integralt felirni! (Haszndlhatjuk

t
ap= aln(t—) helyettesitést! )
0



Megoldas:

Legyen a drot tomege m. Az egységnyi hosszra es6é tomege: n = m/l. Egy kicsiny
dr hosszusagu drot tomege m/ldr. Ennek a kis tomegnek a tévolsdga az origotol:

r = vte,. A tomegkozéppont koordinataja:
1 T

— mvtegdr = / tv1+ a’e,dt

mtol to

Nem szabad megfeledkezniink arrél, hogy e, is fiigg a paramétertdl a ¢ sz6gon keresz-

til: )
[ cos(p _ t
€, = ( sin (i) > ahol ¢ = aln(to)
Az integralban térjiink at a ¢ valtozoéra. Ekkor

t
t =toea ) dt = —Oeﬁdq)
a

Végezziik el az integralt:
2 T

Pmazx 20

2
t
r = UT t\v/ 14 a?cos(p)dt = v—\/ 14 a2 e cos(p)dy
a Jo

to

t Pmazx
\/1+a2 0/ e2¢fsm (p)dp ,

T
ahol Yy = aln () .
to

Pmazx 1 Pmazx . .
/ e cos(p)dp = 3 / (e(%Jﬂ)‘P + e(%_z)“p> dp
0 0

B 1 (e(z‘Fi)Sﬂmam N e(i_i)@maw> 1 ( 1 N 1 )
— 5 2 . 2 . Y 2 . 2 .
2 S+ =i 2\s+i 52—

2¢mazx
ae  a 2a

= it az (4 cos(Pmaz) + asin(Pmaz)) — it a

Gombi koordinata rendszer:

divv = (‘f (V2 rsii( )8819 (Vo sin (9)) + rsii(ﬁ)aa‘af;
otV = eﬁ«siiw) <6sina(g e %?) " eﬁi <sin1(z9) %Y;« - a?f) g <8§9Zﬂ
Henger koordinéta rendszer:
- ()
(g ey
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) , e, = ( cos(p)
0

—sin(yp)

cos (1) cos(
cos (1) sin(
— sin(9)
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