Szamitasi modszerek a fizikdban 1. ZH
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1. Fourier transzformacio6: (33 pont)
Szamoljuk ki a kovetkez§ fliggvények Fourier-transzformaltjat!
a.) f(t)=e M
by f(t) = el
c.) f(t) = e 2l
d.) f(t) = el giwot
Megoldas:
a.) f(t) =e M
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d.) f(t) = e~llgiot Ay 0t fijggveny Fourier transzformaltja:

Fle ' = 276 (w — wo)

Két fiiggvény szorzatanak Fourier transzformaltja a két Fourier transzformalt

konvolicidja:
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2. Feladat: Els6rendii differencialegyenletek (33 pont)

a.) Hatéarozzuk meg az alabbi elsérendii differencidlegyenlet megoldéasat y(0) = 1

kezds feltétel mellett:
V1+ 12 = ty?

Megoldas:
Ez egy szétvalaszthato differencidlegyenlet:

dy / t
= = dt + C
/y2 V1t

Végezziik el az integralasokat:
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Azért, hogy kielégitsiik a kezdeti feltételt, legyen C' = —

b1

b.) Hatarozzuk meg a kovetkezs elsérendii kozonséges differencidlegyenlet Green

fliggvényét:
1
——y=f(t
g+ v =70
Megoldas:
Els6rend, linearis differencialegyenlet esetén a Green fliggvény alakja a kovetkezs:
2 9 1
Gt t) = e~ Jop@d) gy ¢ t) = ——
(1) = e t=1), Pl =10

Végezziik el az integralast:
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Helyettesitsiik vissza az integralt a Grenn fliggvény képletébe:

1+¢
1+t

G(t,t') = ot —1t)



c.) Keressiik meg a Green fv. segitségével az el6z6 differencidlegyenlet egy partikuléris
1
megoldasat f(t) = ——O(t) esetén!

14+t
Megoldas:
A partikularis megoldast a kovetkezs alakban kereshetjiik:

) t 1
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A mi esetiinkben:
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d.) Keressiik meg a

1 1
Ity = 3P0
differencialegyenlet megoldaséat y(0) = 1 kezddfeltétellel!
Megoldas:
Keressiik meg a homég megoldast:
. 1
y+-——y=0

1+1

Ez is egy egyszeri szétvalaszthato differencidlegyenlet:

d
dy_ [ Ly
Y 1+1
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A megoldast y,(t) + Ayn(t) alakban keressiik. A partikularis megoldas eltiinik
nullaban, ezért a homogén megoldasnak kell egységnyinek lennie, vagyis A =

1):

(t) = 13 n 1
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3. Feladat: Méasodrendi differencidlegyenletek (34 pont)

a.) Mutassuk meg behelyettesitéssel, hogy a

ool

g(t) = 5

fiiggvény kielégiti a kovetkezd differencidlegyenletet:

G—alg=46(t).



Megoldas:

A szomszédos abran az g(t) fiiggvényt
és a derivaltjait &brazoltuk. a t = 0
pontban a derivaltnak ugrédsa van, igy a  °sf
masodik derivaltban megjeleni egy Dirac
delta. Bontsuk fel két részre a fliggvényt:

dy/dt
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Tehat a masodik derivalt g = —a22—e_a|t| + d(t) alaku lesz.
a

1
Sajnos a ZH-ban tortént eqy elirds: helyesen g(t) = —2—e_a|t| A differencialegyenletbe
Q

helyettesitve g(t)-t, a jobb oldalon Dirac deltat kapunk.

Hatérozzuk meg a differencidlegyenlet Green fligvényét!

Megoldas:

Az el6z6 feladatban tulajdonképpen egy allando egyiitthatos, masodrendii differencidlegyenlet
Green fiiggvényét adtuk meg:
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Git—t)=gt—t)= —Z—e—a“—t |
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Ebben az esetben az abszolut érték miatt jelenik meg a Dirac delta és nincs
sziikség a lépésfiiggvényre.

Keressiik meg a kovetkezé differencialegyenlet egy partikuléris megoldasat:
j—a’y=0()!

Megoldas:
A partikularis megoldast a Green fiiggvény segitségével allithatjuk eld:

y,(t) = /_OO Gt —t)f(tdt' = — /_OO —ie*““*t"@(t’)dt’
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d.) Oldjuk meg a differencialegyenletet y(0) = 0, § = 0 kezd&feltételekkel!
Megoldas:
A megoldast a partikularis megoldés és a homogén megoldasok Gsszegeként
kereshetjiik:

1 /1
y(t) = 2 (56_“ — 1) + Ae* + Be™*

érdemes az exponencialis fiiggvények helyett hiperbolikus fiiggvényeket hasznalni:

y(t) = % (%e‘o‘t - 1) + Csh(ax) + Dch(ax)

Az y(0) = 0 feltétel szerint:
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a derivaltra vonatkozo feltétel szerint:
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A megoldas tehat:
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Megjegyzés a Green fiiggvény egyértelmiiségéhez:

Az el6z6 feladatban keressiik meg a Green fiiggvényt az eladason hallottak alapjan!
Keressiik a Green fliggvényt a homogén megoldas és a 1épésfiiggvény szorzataként, ahol a
homogén megoldasnak a kovetkezd feltételeket kell kielégitenie:

yn(0) =0, Un(0) =1.

Esetiinkben a homogén differencidlegyenlet a kovetkezd: ij — o = 0, a karakterisztikus
egyenlet: A2 —a? = 0. A ) exponensek : A\ = a, \y = —a. Keressiik a homogén
megoldast y,(t) = Ash(at) + Bch(at) alakban. A hatarfeltételeket kielégité megoldas:

(1) = ~sha)

A Green fiiggvény
Gt — ) = Lsh(a(t — )0t — 1) .
(8



A feladat szerint a Green fliggvény:

1
Go(t — t/) = —%eialtl .

Hogyan viszonylik a két Green fiiggvény egymashoz? Bontsuk fel q Gy Green fiiggvényt
két részre:
Lealt=t) ha t <t/

Go<t—t’>={_2f Coftt
—5=€ ) ha t >t
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Irjuk fel a Green fiiggvényt a lépésfiiggvény segitségével:
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Osszefoglalva:

1 ;
Go(t—t)=G(t—1t)— %eo‘te_at

Vizsgéaljuk meg, hogy Go(t — t') kielégiti-e a differencidlegyenletet? Vegyiik észre, hogy
e éppen az egyik homogén megoldas:
Go(t —t) — Gyt —t') = G(t —t') — a*G(t — ') —

30¢ e (ijn(t) — Pya(t))

Az els6 tag §(t — t'), a masodik tag pedig eltiinik, hiszen kielégiti a homogén egyenletet,
tehat )
Go(t —t') — a?Go(t —t') =6(t - t)

vagyis Go(t — t') is Green fiiggvénye a differencidlegyenletnek. Ellendrizziik, hogy a
segitségével elGallitott partikularis megoldas is kielégiti-e az inhomogén egyenletet:

wot) = [~ Gult = np(eyar = [ Gle—enperar — o) [ e srar
—u(0)—Amlt) A= [ getr@ar,

vagyis az y,(t) partikularis megoldas csak a homogén megoldas szamszorosaval kiilonbozik
a G(t —t') Green fiiggvényhez tartozo partikulasis megoldastol.

Altalanossagban ha a G(t,t') Green fiiggvény elallitja a partikularis megoldast, akkor a
G(t, V) = G(t,t'") +yn(t) f(t') figgvény is Green fiiggvénye a differencidlegyenletnek, ahol
yn(t) a differencialegyenlet egy homogén m,egoldasa, f(t') pedig egy tetszsleges fiiggvény,
amelyre létezik a / f(t)dt integral.
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