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1.5. Sok (azonos) részecskébol allé rendszer vizsgalata
1.5.1. Az energia operatora és az allapotfiiggvény

Eddig csak egyetlen részecske kvantummechanikai tulajdonsdgait vizsgaltuk. A valésdgban azonban
szinte mindig tdbb azonos részecskébdl all6 rendszerrel van dolgunk (pl: atomok elektronszerkezete) Sziikség
van tehdt a kvantummechanika sokrészecskés kiterjesztésére. Mindezt az atomokon, mint egy konkrét redlis
példén, fogjuk bemutatni. Természetesen a kapott dltaldnos torvények mads, sok azonos részecskébdl allo
rendszerre is érvényesek. A szokdsos sémadt alkalmazzuk: "Klasszikus mechanika — Operdtorok — Sajétérték
egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés."

Tekintsiink N darab pontszert elektronbdl all6 klasszikus fizikai rendszert. A rendszer teljes dinamikai
lefrasahoz ismerni kell minden elektron helyét és impulzusat. Ezek lesznek tehat a dinamikai alapmennyiségek:

{71 Ty s Fysees Ty PisDys Pyseeos Dy } A rendszer Hamilton fiiggvénye (azaz az dsszenergidt megado fiiggvény)

tartalmazza a részecskék kozotti kolesonhatdst megads V (7,7, , 7, ..., 7y ) potencidlis energia kifejezését is.

A kvantummechanikdra a 2.axiéma szerint kell 4ttérni. Az alapmennyiségekhez rendelt operdtorok
definidldsa az egyetlen részecske esetén megtanultak mintdjara torténik. Azaz minden egyes elektron hely- és
impulzuskoordinétdjadhoz a szokdsos médon rendeliink operatorokat.

Hanyagoljuk el a spin-palya kolcsonhatast! A Hamilton operator most 3N fiiggetlen valtoz6t tartalmaz, igy a

(pélya)allapotfiiggvény is egy 3N viltozés fiiggvény lesz: ‘P(Fl 3Ty s Fyseees Py ). A részecskék (elektronok)

kozotti (Coulomb) kolcsonhatdst megadé potencidlis energia olyan, hogy a rendszer hullamfiiggvénye nem
szeparalhatd, azaz nem fejezhet0 ki egyrészecske hullamfiiggvények szorzataként:

lP(Fl’Fz’fé’"-’FN)i ‘/ﬁ(ﬁ)"/ﬁ(@)"/@(%)' ----- I/IN(;:N)'

Egyszert szamoldssal meggy6zddhetiink arrdl, hogy egy 3N valtozds fliggvény kiszdmitasa
gyakorlatilag megoldhatatlan feladatot jelent. Tekintsiik példdul a natrium atomot! Ennek 11db elektronja van.
Igy a dllapotfiiggvény 33 db valtozét tartalmaz. Ha minden valtozé csak 10 értéket vesz fel (ami eléggé pontatlan
szamoldst jelentene), akkor 10 adatot kell kiszamitani. Tegyiik fel, hogy egyetlen adatot 1 nanosecundum

(10”%secundum) alatt lehet meghatdrozni. Akkor ehhez 10** sec idé sziikséges. Tdjékozédasul az Univerzum kora
15 millidrd év, azaz kb. 5 10" secundum. Lathat6, hogy sokvaltozés dllapotfiiggvény egzakt kiszdmitdsa
lehetetlen. Szamolni csak szeparalt alakban megadott allapotfiiggvénnyel lehet. Ezért kozelitéseket fogunk
alkalmazni.

A részecske rendszer pdlya éllapot fiiggvényének a fizikai tartalma (az egyrészecske allapotfiiggvényhez
hasonldan) a részecskék megtaldlasi valészintiségével van kapcsolatban. Pontosabban a
. -2
|‘P(I‘l sy Fyseins by, )| dv,dV,dV;,...dV, kifejezés annak a valésziniiségét jelenti, hogy az az els§ részecskét

az r| pont dV| kornyezetében, ugyanakkor masodik részecskét az ro pont dV, kdrnyezetében, stb... ,az N-ik
részecskét az ry pont dVy kdrnyezetében taldljuk.
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1.5.2. A Hartree kozelités és az SCF modszer

A lehetd legegyszertibb, a valdsdgban is 6nélléan 1étezd "sok elektronos" rendszer a Hélium atom. Csak
két elektronnal rendelkezik ugyan, de ez mar elegend6 ahhoz, hogy a kvantummechanikai tobbrészecske
probléma kozelité médszereit bemutassuk rajta.

A tovédbbiakban a spin-pdlya kolcsonhatast elhanyagoljuk, igy csak a palyadllapot-fiiggvényt kell
meghatdrozni. A spint csak az dllapotok betoltésekor alkalmazandé Pauli elvnél vessziik figyelembe. Mint arra



mdr a bevezetOben utaltunk, az elektronok kozotti kdlcsonhatds miatt a palyadllapot-fiiggvény nem szepardlhato,
azaz az egzakt megoldds nem irhat6 fel két egyrészecske allapotfiiggvény szorzataként.

Kiinduldsul prébalkozhatunk a legdurvabb kozelitéssel, amikor is az elektronok kdzotti kolcsonhatést
elhagyjuk. Ekkor mindkét elektron csak az atommag elektromos terét érzékeli ugyanigy, mint a hidrogénszerfi
ion esetén. A rendszer hullimfiiggvénye most mér szepardlhatd. A két hullimfiiggvény mindegyikére ugyanazt a
(hidrogénszer(i ionndl mdr részletesen megoldott) Schrodinger egyenletet kapjuk, csak az egyikben az rq a
madsikban az ry valtozo szerepel. Matematikailag tehdt csak egyetlen egyenletet kell megoldani. Ennek az
Schrodinger egyenletnek a megoldésait mdr ismerjiik. Ezek szolgéltatjdk azokat a lehetséges dllapotokat,
amelyeket a két elektron a Pauli-elv szerint majd betolt Tulajdonképpen a mar megismert szemléletes
“blokkdiagram” mddszerhez jutottunk.
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A kisérleti eredmények azt mutatjdk, hogy a kolcsonhatds mentes elektron modell meglehetdsen
pontatlan. Sziikség van az elektronok kozotti kdlcsonhatds valamilyen médon torténd figyelembe vételére is! Két,
egymdsnak élesen ellentmond6 dolgot kell 6sszeegyeztetniink. Egyrészt szimolnunk kell a kdlcsonhatéssal, de
ugyanakkor a szepardlhatésdgot is valahogyan biztositanunk kell. Ezt a feladatot az tn. Hartree kozelitéssel
sikeriilt megoldani.

Az egyszerliség végett maradjunk tovdbbra is a Hélium atomnal! Mint mar emlitettiik, ezen a két
elektronbdl 4116 rendszeren az eljards 1ényege mar bemutathat6 és az eredmények majd igen szemléletesen
altalanosithatdk sok elektronbdl (sok azonos részecskébdl) allé rendszerre is.

A 3. és a 4.axi6émabdl l4thatd, hogy ha az elektronrendszer 4tlagenergidjat éppen valamelyik ‘P(?l R 172 )
"energia sajatallapotban"(!) szdmoljuk ki, akkor pontosan az ehhez az allapothoz tartozé E energiaszintet kapjuk
meg. Haa W egzakt dllapotfiiggvény helyett valamilyen P kozelitd fiiggvényt hasznilunk, akkor az igy ad6dé
A|¥)~E
Az eddigiekbdl kideriilt, hogy sokelektronos rendszerek esetén az egzakt (és ezért nem szepardlhat6!)
allapotfiiggvényeket nem ismerjiik és pontos meghatdrozasukra még csak reményiink sincsen. Ezért csak kozelitd

megolddsokra szoritkozhatunk! A kozelités "josdga" attdl fiigg, hogy a fentebb emlitett dtlagérték mennyire
kozeliti meg a kisérletekben mérhetd energia (sajat)értéket. Ez timpontot ad egy kozelitd eljaras kidolgozdsdra.

~

kvantummechanikai 4tlag csak kozelitdleg adja meg a valodi (mérhetd) energia értékét: E = <‘I’

Keressiik ugyanis azt a lehetd legjobb kozelitést, amely ‘1"(}71 5 )= @, (ﬁ 1) i (}72 ) szepardlt alakba
irhat6. Ezt nevezziik "egyrészecske, vagy egyelektron" kozelitésnek. A teljes rendszer, szorzat formdjdban felirt
allapotfiiggvényében szerepld @, (ﬁ ) & @; (?2 ) tényezoket pedig "egyrészecske (vagy egyelektron)
allapotfiiggvényeknek" hivjuk. Ezzel tulajdonképpen azt tételeztiik fel, hogy fizikailag is van értelme egy
elektron éllapotérol besz€lni egy elektronrendszeren beliil! Ekkor ezeket a @, , @, egyelektron allapotokat olyan
Schrodinger egyenletekbdl hatdrozhatjuk meg, amelyekben az elektronok kozotti kolcsonhatést is figyelembe
vessziik. Ez formdlisan ugy torténik, hogy az egyelektron Schrodinger egyenletekbe egy-egy 1j potencidlis
energia tagot {U | (7‘2 ), U, (71 )} frunk be, amelyik a mésik elektron hatdsat modellezi. Ennek a potencidlnak a

megaddsan miilik a kozelité médszer eredményessége. Létezik olyan szisztematikus (gorog sz6, szigordan
kovetkezetest jelent) eljaras, amellyel ez a potencidl egyre nagyobb pontossidggal meghatarozhaté. Mi, ehelyett
elsd kozelitésként, egy igen szemléletes médon megkonstrudlhaté potencidlt fogunk hasznalni. Ezt nevezziik
Hertree-kozelitésnek. A keresett potencidlhoz heurisztikus tton juthatunk el.

Vegyiik, tehat a Hélium atomot és hatdrozzuk meg a masodik elektron hatdsat az elsére! Tekintsiik a

mésodik elektront egy olyan O, (72 ) toltésfelhnek, amelyet az 8 @, (?2 ) egyrészecske allapotfiiggvénye

- ~\2
hatdroz meg a kovetkez0 (trividlis) médon 0 (r2 ) =—e- ‘¢ j (r2 )‘ . Azaz az elektron t6ltését a megtalaldsi
valdszintiségnek megfelelden fogjuk "elkenni" a térben. Ennek a toltésfelhdnek az elektromos terét fogja
érzékelni az els6 elektron. Igy a pozitiv toltésti atommag Coulomb kolcsonhatdsat megadé V. (ﬁ ) potencidlis

energia mellett fellép a masodik elektron ugyancsak Coulomb hatdsa 4ltal 1étrehozott
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- € ‘¢ j (7 )( . : . .
U, (rl ) = J’TCZV2 un. Hartree potencidlis energia tag is. Ezt a két potencidlfiiggvényt kell tehat
° 47, |r1 — r2|

beirnunk az elsd elektron Schrodinger egyenletébe:

h? - - - ~ -
{_%Al +Vc(r1)+U2(r1) qpi(rl): & '¢i(r1)~

Ugyanigy jarunk el a mdsik elektron esetében is.

n’ . BN T
)05 o )=, ),

Az igy kapott tn. “csatolt integro-differencidlegyenlet rendszer" megolddsa sem egyszerti, de legaldbb
egy elvileg kezelhetd modellhez jutottunk. Ezt a kozelitést “SCF modszernek™ hivjuk és mindig igy fogunk rd
hivatkozni. Az “SCF” egy betlisz6, a Self Consistent Field angol kifejezésbdl szdrmazik. Ennek jelentése kb.
“onmagaval 6sszhangban 1év6 mez6”. Az elnevezés valoban taldld, hiszen a (@ egyelektron allapotfiiggvények

éppen ezen @ -k éltal definidlt U Hartree potencidlok segitségével hatdrozhatok meg.

Az egyenleteket iterdciés modon (fokozatos megkozelitéssel) old(hat)juk meg. Azaz kiinduldsul
feltételeziink egy (0(0) megoldast. Ezekkel kiszdmitjuk a U (©) Hartree potencidlokat, és az igy ad6dé
Schrodinger egyenleteket megoldjuk. A kapott ¢(1) megoldasfiiggvények 4ltal meghatarozott Gj U " Hartree

potencidlok tjabb ¢(2) megoldasfiiggvényeket szolgéltatnak stb.... Az eljarast addig kell folytatnunk, ameddig a
két egymadst kovetd 1épésben kapott dllapotfiiggvények mér csak kevéssé térnek el egymadstol, azaz

o = )

nem fizikai hanem inkdbb numerikus szamit4si probléma.

. Sajnos ez az eljards nem mindig konvergél! Ekkor djabb "triikkoket" kell kitaldlni. De ez mér
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A Hartree moédszert kételektronos rendszerre mutattuk be, de természetesen tetszéleges N szdmu
elektront tartalmazé rendszerre is alkalmazhaté. Ekkor N db csatolt egyelektron Schrédinger egyenletiink lesz.
Mindegyik egyenletben a Hartree potencidl a tobbi (N-1 db.) elektron hatdsat foglalja magdba. Mar kis N-ek
esetén is a szdmol4asi nehézségek igen nagyok. Ezen egy djabb kozelitéssel segithetiink.

Ennek alapgondolata az, hogy minden elektron teljesen egyforma. Ezért feltételezhetjiik, hogy az adott
rendszer valamelyik elektronjanak a Hartree-potencidlja egy "bizonyos mértékig ugyanolyan (?)" lesz mint a
rendszer bdrmely mds elektronjdé. Azaz a rendszeren beliill minden egyelektron Schrodinger egyenlet
gyakorlatilag ugyanolyan. (Erezniink kell, hogy az Gvatos fogalmazds nem véletlen!) Igy tehit matematikai
értelemben ismét csak egyetlen Schrodinger egyenletiink lesz, amelyben a Hartree potencidlt egy valamilyen
kozelitd, kidtlagolt potencidlfiiggvény alakjdban adjuk meg. Ezt gyakran egybeolvasztjuk a kiilsd testek altal
produkalt potencidlokkal (pl.: az atommagok vagy iontorzsek hatdsdval) és ezt igy egyiitt valamilyen un.
"modellpotencidllal" kozelitjiik. Ezek a modellpotencidlok bonyolult rendszerek esetén nagy intuiciét kdveteld
elméleti meggondoldsok alapjan adhat6k meg. De ez mar az ezen a teriileten tevékenykedd fizikusok feladata.

Az igy kapott egyelektron Schrodinger egyenlet {(01 s Py Py, P, ,} sajatfiiggvény rendszere fogja

szolgéltatni a rendszer elektronjainak a lehetséges 4llapotait. Ezen dallapotok betoltése a Pauli-elv
figyelembevételével torténik. Itt ismét a mar tanult “blokk diagramra” kell utalnunk.

Egy ilyen intuitiv modellpotencidllal mi is taldlkozunk majd a fémek szabadelektron elméletének a
targyaldsa sordn. Ennek a 1ényege az, hogy a fémben 1év0 barmelyik vezetési elektronra a kristdlyt alkotd pozitiv
iontdrzsek és a nagyszamu tobbi elektron egyszerre hat. Ezek els6 kozelitésben semlegesitik egymadst és igy az
elektron a fém belsejében "nem észlel" eredd toltéseket, ezért "szabadon" (?) tud mozogni. A feliilet kdzvetlen
kozelében a fizikai viszonyok azonban megvéltoznak. Ezt mutatja az a tény, hogy az elektronok maguktdl nem
hagyjdk el a fémet, mert az iontorzs- és elektron-hattér ezt valamilyen médon megakaddlyozza. Ez az amigy



igencsak bonyolult hatds egy potencidldobozzal helyettesithetd. Ez lesz most a modellpotencidlunk. A térbeli
potencidloboz esetén kapott dllapotfiiggvények adjak a fémelektronok lehetséges dllapotait. A tovébbi részletekre
és a beldliik levonhato fizikai kdvetkeztetésekre még a késobbiekben visszatériink majd.
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1.5.3. A Pauli elv

Tekintsiink egy N db azonos részecskébdl all6 rendszert! Minden egyes részecskét most az 17;

helykoordinétdjaval és a f ; spinvéltozdjdval jellemziink . Ezt az (i’; R f ; ) koordindta négyest egy X,
szimbdlumba foglaljuk 6ssze A rendszer tejes spinpdlya édllapotfiiggvénye tehat most igy irhaté fel:
q)()_cl 3 Xy 3 Xy e Xy ) A részecskék legyenek egymast6l megkiilonboztethetetlenek. Ekkor, ha két részecskét

megcseréliink akkor a rendszerben semmiféle fizikai valtozast észlelni nem lehet. Ez azt is jelenti, hogy az

. . z z . 2 . .z z 2 7
allapotfiiggvény fizikai tartalmdnak sem szabad megvéltoznia. Azaz a |<1>| invaridns (véltozatlan) két részecske

megcserélésével szemben. Ez magdra a @ dllapotfiiggvényre nézve azt jelenti, hogyha a rendszerben két
részecskét megeseréliink, akkor a @ egy egységnyi abszoliit értékii komplex szdmmal fog szorzédni. Ugyanazon
két részecske kétszeres cseréje az eredeti sorrendet adja vissza. Ezért végiil is az adddik, hogy ha a rendszer
barmely két azonos részecskéjét megcseréljiik, akkor a P 4llapotfiiggvény (+1)-el vagy (-1)-el szorzédik, azaz
vagy eldjelet valt vagy nem. Ekkor azt mondjuk, hogy a rendszer 4llapotfiiggvénye szimmetrikus (+) illetve
antiszimmetrikus (-).

A kérdés marmost az, hogy a természetben vajon melyik eset valésul meg?
A tapasztalat azt mutatja, hogy mindkett6! Ezt a megfigyelésiinket az tn. “altalanos Pauli” elvben fogalmazzuk
meg. Eszerint:

“Fermionokbél” allé rendszer allapotfiiggvénye antiszimmetrikus mig a “bozonokbol” all6é
szimmetrikus.

A fermionok a feles spinii részecskék gyiijté neve. Azok a részecskék tartoznak ide, amelyeknek a S . spinje

1 3 5
{i 5 h,iz h,iz it } . A fermionok E. Fermi és P.A.M- Dirac altal kidolgozott kvantum-statisztikai

torvényeket kovetik. Innen van az elnevezésiik is. A bozonok az egész spinii részecskék gyiijtd neve. Azok a
részecskék tartoznak ide, amelyeknek az §_ spinje: {0,ih,i2h,i3h,i ..... } A bozonok kvantumstatisztikajat

Bose és A. Einstein dolgozta ki. Az elnevezés az 6 munkdssagukra utal. Az 4ltaldnositott Pauli elv tehét egy
alapvetd szimmetria kovetkeztében fellépd, igen dltaldnos és ezért nagyon fontos torvényt fogalmaz meg, amely
a vizsgéalt rendszert alkot6 azonos mikrorészecskék megkiilonboztethetetlenségébdl fakad. Ezéltal a
kvantummechanika axiémarendszerét sokrészecskébdl all6 rendszerekre is kiterjeszti.

A rendszer allapotfiiggvényének a szimmetridjdban jelentkezd latszolag “kis” (elgjel) kiilonbségnek
messzemend kovetkezményei vannak, ami miatt a kétféle rendszer makroszkopikus viselkedése 1ényegesen eltér
majd egymadstdl. Ennek oka viszonylag egyszeriien beldthato.

Tekintsiink egy, két fermionbdl all6 rendszert. Ha a rendszer @(551 , )?2 ) allapotfiiggvényét kozelitdleg a tanult

mddon C’f)(fcl , X, ) =¢, (7(1 )¢2 (762 ) szeparilt alakba frjuk, akkor az nem teljesiti az 4ltaldnos Pauli elvet. Azaz
nem vilt eldjelet, ha a két fermiont megcseréljiik. Mivel két fermion teljesen egyforma, igy barmelyik lehet
akdrmelyik ( ¢1 -el vagy ¢2 -vel jelolt) egyrészecske spinpdlya dllapotban. Ezért ezt is figyelembe kell venni,
amikor az egyes fermionokkal betdltjiik az egyrészecske 4llapotokat. A mi esetiinkben ez a kovetkezd lesz:

&)(’71’?2):%[@(’_ﬁ)¢2(F2)_¢1(’72)¢2(F1)]-

Az 1/ \/5 egyiitthat azt fejezi ki, hogy mind a kétféle részecske kiosztdsnak egyformdn Y2 a valészinfisége. A
fenti kifejezés matematikailag tomorebben egy determindns formdjaba is irhaté:



N IR
207)=7ls ) ¢2(7~2>"

Ezért az illy médoén megkonstrualt dllapotfiiggvényt, utalva annak matematikai alakjdra, “determindns
hullamfiiggvénynek” szoktuk nevezni. Hangstilyoznunk kell a kovetkezdt. Annak ellenére, hogy ez a
“determindnsos” felirds pusztan csak a tomorités céljat szolgélja, mégis (mint az mindjart kideriil) az dltaldnositas
sordn igen nagy konnyebbséget jelent majd.

Ha nem csak kettd, hanem pl. “N” db. (azonos) fermionbdl 4ll a rendszer, akkor is hasonlé médon

jarunk el kozelitd o allapotfiiggvény eldallitasakor. Vesziink N db egyrészecske spinpélya allapotot, és ebbe

elhelyezziik az N db. fermiont. Csak akkor kapunk antiszimmetrikus @ 4llapotfiiggvényt, ha egy spinpélya
allapotba maximum egy fermiont tesziink, és a rendszer allapotfiiggvényét az 6sszes lehetséges kiosztas
(permutécié) megfeleld szuperpozicidjaként allitjuk eld (1.axiéma). Az egyes permutdcidknak megfeleld
allapotfiiggvényeket gy kell szuperponalni, hogy az igy kapott ered6 allapotfiiggvény antiszimmetrikus legyen.
Az kétrészecskés esetbdl 1athatd, hogy a kozelitd dllapotfiiggvényt egy egyrészecske allapotokbdl felépitett
determindns alakjaban célszert felirnunk. Ugyanis a "determindns hullamfiiggvény" kifejtési definicija éppen
ugy valtogatja az egyes tagok eldjelét, hogy az antiszimetrikussa teszi magat az allapotfiiggvényt. Egyszertien
belathat6 az is, hogy a determindns hulldimfiiggvény eleget tesz az eredeti Pauli-elvnek, amely szerint nem lehet
két fermion (pl. elektron) ugyanabban a spin-palya allapotban.
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Vizsgéljunk most meg egy két bozonbdl 4all6 rendszert. Ha megint az egyszerli szorzat alakban felirt

&3(551 , X, ) =9, (551 )¢2 (552 ) szepardlt allapotfiiggvényt tekintjiik, akkor ez nem teljesiti ebben az esetben sem az

dltaldnos Pauli elvet. Azaz, ha a két bozont megcseréljiik, akkor nem kapjuk vissza magit a véltozatlan P
allapotfiiggvényt. A megoldds menete most is az, mint a fermionok esetén volt. Mivel a két bozon teljesen
egyforma, igy akarmelyik keriilhet barmelyik allapotba. Tehat a teljes rendszer hullaimfiiggvényében az Gsszes
olyan lehetséges elrendezést figyelembe kell venni, amelynek a Osszenergidja megegyezik. A szimmetria most
akkor is teljesiil, ha mind a két fermion ugyanabban a palyadllapotban van. Ez egy lényeges kiilonbség a fermion
és a bozon rendszer kozott. Ez akkor valik még jobban szembetlingvé, ha viszonylag nagyszdmu részecskébol
allé rendszerek alapallapotat hasonlitjuk 6ssze. Lathatd, hogy fermionrendszer esetén az dllapotok egy magas
energiaszintig be vannak toltve, ugyanakkor minden bozon a legkisebb energidju édllapotban van. Ez pedig
Iényeges kiilonbségre vezet a két rendszer makroszkopikus viselkedésében. A késdbbiekben majd latunk erre
példakat is.

Nagyon nagyszdmu részecskébdl dll6 rendszerek makroszkopikus viselkedésének a leirdsaval a
termodinamika foglalkozik. A rendszer dllapotdnak a jellemzésére (termodinamikai) allapotjelzoket hasznidlunk
(pl.: nyomas, térfogat, hdémérséklet, entrdpia, részecskeszdm = Ossztomeg, kémiai potencidl, stb...). Ezekrdl az
eddigi fizika targyakban (FizikaCl és C2) mdr részletesen tanultunk.

Az igen részletes, minden egyes részecskét nyomon kdvetd (és emiatt gyakorlatilag megvaldsithatatlan!)
mikroszképikus targyalds és a mikrofizikai héttérrdl teljesen elfeledkezd termodinamikai lefrds kozott a
"statisztikus fizikai" modell jelent egy kozbiilsd, athidalé megoldast. A tovébbiakban ezzel a mddszerrel fogunk
nagy vonalakban megismerkedni.
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1.5.4. Kvantumstatisztikak

Az el6zéekben mdr megbeszEltiik, hogy nagyszdmi azonos részecskébdl 4ll6 rendszerek
kvantummechanikai tdrgyaldsakor mindig az egyrészecske kozelitésben dolgozunk. Feltessziik, hogy a
rendszerben definidlhatok egyrészecske éllapotok. Tételezziik fel, hogy ezeket valamilyen mdédon a lehetd
legpontosabban sikeriilt mar meghatdroznunk. A statisztikus fizika azt vizsgdlja, hogy ezek az egyrészecske
allapotok hogyan vannak betdltve a rendszer egy, makroszkopikus édllapotjelzokkel j6l definidlt, termodinamikai



(makro) dallapotdban. Mint azt lattuk, a "betOltési szabdly" mds a fermionokra (egy spinpdlya &allapotban
legfeljebb egy fermion lehet) és megint mds a bozonokra (itt egy spinpdlya dllapotban akdrmennyi bozon lehet)
nézve. A két fajta rendszert egyszerre fogjuk targyalni. Az dltaldnos médszer ugyanis mindkét esetben ugyanaz.
Igy j6l lathatéak majd a kiilsnbségek is.

A rendszer egy gerjesztett (nem a legalacsonyabb energidji) allapotdt fogjuk vizsgdlni. Ez a
makroszkopikus skéldn (termodinamika) azt jelenti, hogy a rendszer hdmérséklete az abszolit nulla f616tt van.
Az egyrészecske dllapotok dltaldban degenerdltak, azaz tobb éllapot is van, amelynek az energidja ugyanakkora.

Legyen d ; azon egyrészecske allapotok szdma, amelyek ugyanahhoz az £; energiaszinthez tartoznak. Legyen az
&, energidju részecsk€k szdma a rendszerben 1, . Azaz a di lehetséges dllapotban Osszesen n; szdmi

részecske van. A feladat az, hogy kiszdmitsuk az n; (i= 1,2,3,..) szdmokat a T hOmérséklet fliggvényeként.

Magyarul az, hogy meghatdrozzuk, hogyan t6ltddnek be az egyrészecske dllapotok a T hdmérsékleten.

A megoldds elvi modszerével mar a klasszikus kinetikus gédzelmélet kapcsdn megismerkedtiink.
Ismételjik at az ott bevezetett fogalmakat! Ezek: a makrodllapot, a mikrodllapot és a termodinamikai
valdsziniség. A makrodllapot tulajdonképpen egy termodinamikai dllapot, azaz a rendszernek egy, a mérhetd
makroszkopikus 4llapotjelz6kkel meghatdrozott, dllapotat jelenti. A mikrodllapot a részecskék szintjén jelenti a
rendszer egy dllapotat, tehat ekkor minden egyes részecske dllapotdt ismerniink kell. Nyilvdnvald, hogy a
rendszer egy makrodllapotdhoz nagyon-nagyon sok mikrodllapot tartozik. Gondoljunk csak a kinetikus
gdzelméletre mint analdgidra! A termodinamikai valdszin{iség éppen az a W szdm , amely megadja, hogy egy
adott makroéllapotot hany mikroallapot valésit meg. Marmost a statisztikus fizika alapfeltevése (amit az éltala
kapott helyes eredmények sokasdga bizonyit) az, hogy a rendszer minden mikrodllapota egyforma
valdszintiséggel valésul meg. Azaz a Természet nem részesit elényben egyetlen egy mikrodllapotot sem a
tobbihez képest. Ezek utdn mar nyilvdnvald, hogy a valésagban az a makrodllapot fog megvaldsulni, amelyet a
legtobb mikrodllapot valdsit meg. Azaz amelynek a termodinamikai valdsziniisége a legnagyobb. (Innen ad6dik
az elnevezés is.)

A most vizsgdland6 modelliinkben egy makrodllapotot az {nl,nz,nS,...,ni,...} adatsor hatdroz meg.
Egy mikrodllapot pedig egy lehetséges részecske-betoltést jelent. A feladat tehdt azon n; (i= 1,2,3,...) betdltési

szamok meghatdrozdsa, amelyeknél a W("l’nz’"p---’nm---) termodinamikai valdszinliség maximalis

értékéket vesz fel.

A rendszer termodinamikai valdsziniisége az egyes energiaszinteken szdmithaté lehetséges betoltések
szorzata lesz. Hiszen bdrmelyik energiaszinten egy megadott konkrét betoltési elrendezéshez a tobbi
energiaszinten lehetséges Osszes elrendezés hozzarendelhetd. A feladat tehdt arra korlatozdédik, hogy

meghatdrozzuk azt, hogy d; éllapotot hanyféleképpen lehet 7, fermionnal illetve bozonnal betSlteni. Ismerve a

fermionokra és a bozonokra érvényes betoltési szabalyokat, az alabbi modellekhez juthatunk.

A W termodinamikai valésziniiség matematikai képlete mind a fermion, mind pedig a bozon rendszer
esetén egyszeril kombinatorikai modell segitségével megadhatd.

Fermionok esetén az ekvivalens kombinatorikai feladat a kovetkezd “Hanyféleképpen lehet d; darab

dobozba n; darab egyforma golydt elhelyezni tigy, hogy egy dobozba maximum egy golyd keriiljon?”.
Bozonok esetén az ekvivalens kombinatorikai feladat pedig a kovetkezé: “Hanyféleképpen lehet
(d P 1) darab egyforma falat s 7, darab egyforma goly6t egy sorban elhelyezni?”
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A feladat ezek utdn az, hogy mindkét rendszer esetén a W(n1 TNy, Ny, 1, ,) tobbvaltozos fliggvény

maximumdt megkeressiik. Azonban a folytonos (!) valtozoknak tekintett 7, (i= 1,2,3,..) betdltési szdmok most

nem fiiggetlenek egymastdl. Két "mellékfeltételt” kell kielégiteniiik. Ugyanis a rendszerben a részecskék N szdma
adott és a rendszer Osszenergidja a vizsgalt termodinamikai dllapotban szintén egy meghatarozott E érték. Tehat
egy un. "feltételes szélséérték” feladattal dllunk szemben. Az ilyen tipust feladatokat a Lagrange [kiejtése
“lagranzs”] altal kidolgozott moddszerrel oldjuk meg. Ennek az alapgondolata az, hogy a vizsgilandé
figgvényhez dgy "adunk hozzad zérust", hogy valdjdban az a mellékfeltételeket tartalmazza. Az igy kiegészitett



fiiggvénynek mdr a kozonséges (feltétel nélkiili) maximumat kell megtaldlni. A megjelend két dj paraméter (& és
,5 ) fizikai jelentését is tisztdznunk kell majd. A szdmolds sordn érthetdvé valé matematikai okok miatt nem a W-
nek, hanem az InW-nek fogjuk a maximumadt megkeresni. Mivel nekiink igazdbdl a maximum helye, azaz az n,

(i=1,2,3,..) betdltési szdmok, kellenek igy ez megtehetd. Ugyanis az “In” egy monoton fiiggvény!
A faktoridlisok logaritmusa az un. Stirling [kiejtése:”sztorling”] formuldval egyszerti, j6l viselkedd
folytonos fiiggvénnyé alakithatd, amelynek a derivéltja konnyen szdmithato.
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A maximum létezésének a sziikséges feltétele az, hogy az elsérendii derivalt zérus legyen. Mivel most
tobbvaltozds fliggvényrdl van szd, ezért ugyanez igaz a parcidlis derivéltakra is. A szdmolds eredményeként
megkaptuk azt, hogy az egyes (€;) energiaszinteken hdny darab részecskének kell lenni ahhoz, hogy az a
maximdlis termodinamikai valdsziniiségre vezessen. Ami azt jelenti, hogy egy tetszOleges termodinamikai
dllapotban meg tudjuk hatdrozni a részecskék energia szerinti eloszldsit. A 7, betdltési szdmok és a di
lehetséges dllapotszamok (degenerédcid) kozotti kapesolatot az f (€, ,0,B) tn. "eloszlasfiiggvény" teremti meg.

Ez azt mondja meg, hogy az adott €, energiaszinten 1€v0 n; részecskék szdma hdnyad része illetve hdnyszorosa
a lehetséges d ; dllapotoknak. ValGjaban ez volt a kitlizott statisztikus fizikai feladatunk. Hétra van még a két

szabad paraméteriink, az @ és a 3 fizikai jelentésének a tisztizdsa. Ezeket a két makroszkopikus éllapotjelzd

(N és E) dltal definidlt mellékfeltételeken keresztiil vezettiik be. Ezért tehat az /-t és a ﬁ-t a rendszer

termodinamikai dllapota egyértelmiien meg kell, hogy hatérozza.
Mivel a rendszerink nagyon nagyszdmi részecskét tartalmaz, igy a viszonylag magas (€;)

energiaszintek is be lesznek toltve €s az n; (i= 1,2,3,..) betdltési szamok (az esetek majd mindegyikében) szintén
nagyon nagyok lesznek. Ez azt jelenti, hogy a relativ kvantélds elhanyagolhat6 lesz (ldsd a potencidldoboz
példéjat a 18.oldalon), azaz kvazi-folytonos energiaskdldn dolgozhatunk. Ekkor a di degenerdcié helyett be
lehet vezetni a g(€) tn. spinpélya dllapot-siirliséget. Gyakran, ha ez nem okoz félreértést, egyszeriien csak
allapotstirtiséget mondunk. Ez azt jelenti, hogy a g(€)dE€ kifejezés megadja az (€, € + d€) tartomdnyba tartozé
spinpalya-dllapotok szdmat. A g(€)spinpalya allapotok szdma a d spindllapotok és az N(S) palyaallapotok

szamanak a szorzataként irhato fel.
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Ugyanigy a n(€)de kifejezés megadja azon részecskék szdmét , amelyeknek az energidja az
(€,€+de) energiatartomdnyba esik. Az eloszldsfiiggvény felhasznaldsdval ez az n(e) = g(&)- f (e, a, B)
modon szamithato ki.

A ﬁ paraméter meghatdrozdsa az E Osszenergidra vonatkozé mellékfeltételbdl torténik. Mivel a
rendszer Gsszenergidja a termodinamika szintjén a rendszer T hdmérsékleteként mérhetd, igy a 8 paraméter a T

hémérséklettel kell, hogy kapcsolatba legyen. Ez a kapcsolat legegyszertibben a korrespondencia elv segitségével
kaphat6 meg. Eszerint ugyanis nagy energiaszinteken, ahol a kvantdlds mar elhanyagolhatd, a kvantummechanika
statisztikus torvényének (Fermi-Dirac és Bose-Einstein) a klasszikus statisztika torvényébe (Maxwell) kell

atmennie. Ez akkor teljesiil ha a ﬁ paraméter a T hdmérséklet reciprokdval ardnyos, azaz ﬁ =1/kT (ahol “k”

a Boltzmann allando).

Az (¢ paraméter meghatdrozdsa az N 6sszrészecskeszdm dlland6sdgabol hatdrozhaté meg. Az elébbihez
hasonl¢ dltalanos megoldds most nincsen. Részleteket csak a g(é‘) allapotstirtiség konkrét ismeretében tudunk
mondani, hiszen az N elméleti titon torténd meghatarozasahoz kell az dllapotstirtiség. Az & paraméter helyett



bevezetjikk a {4 “kémiai potencidlt” az & = —/ kT definiciéval. A tovdbbiakban mindig ezt fogjuk hasznélni.
Mivel az & szerepét mostantdl a (4 veszi 4t, ezért ennek az értékét kell majd a rendszer részecskéinek a

szamabol meghataroznunk.
AZ eloszlasfiiggvényre kapott eredményeinket egy egységes matematikai forméba irhatjuk:

fleT)= [exp{ gk‘T”} R 5]1 |

ahol O = +1 esete a Fermi-Dirac, 0 = —1 pedig a Bose-Einstein statisztikt adja. Lathato az is, hogy a 0 =0
esetében éppen a klasszikus statisztikus mechanikdban tanult Maxwel-féle eloszldshoz jutunk. Ez azért
megnyugtatd, mert igy a statisztikdk teriiletén is teljesiil a korrespondencia el. Azaz a kvantumstatisztikdk
hataresetben (magas energiaszinteken) visszaadjdk a klasszikus fizikdban tapasztalt eredményeket.
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A W kémiai potencidl fizikai tartalmdnak a megértése nagyon lényeges a kvantumstatisztikdk

alkalmazdsa szempontjabol. Ezért ezt egyszerli modellrendszerek péld4jan keresztiil prébéljuk tisztdzni.

A Fermi-Dirac statisztika, mint azt lattuk, fermionokra érvényes. Az elektronok fermionok. Ezért a
szilard testek elektromos tulajdonsdgainak a tdrgyaldsdndl mindig ezzel a statisztikdval taldlkozunk. Tekintsiink

egy olyan elektronrendszert, amelynek az édllapotsiirliségét egy monoton novekedd g(é‘ ) fiiggvény irja le. Ha a
rendszer alapéllapotban van, azaz a hémérséklete T=0 Kelvin, akkor az dallapotok betdltottségét megadd
f b (8,T = 0) Fermi-Dirac eloszldsfiiggvény egy 1épcsofiiggvény lesz. Ez azt jelenti, hogy alapéllapotban az
elektronok egy bizonyos € . (0) energiaszintig minden éllapotot betdltenek azon feliil pedig minden éllapot iires

lesz. Ennek az energiaszintnek a neve “Fermi-szint” vagy “Fermi energia”. Lathatd, hogy éppen ez a Fermi
energia felel meg a 4 kémiai potencidlnak. Az €, (0) meghatdrozdsa abbdl a feltételbdl adédik, hogy az

allapotokat betolto elektronok szama N.

Ha novekszik a rendszer hémérséklete, akkor ez azt jelenti, hogy az elektronok az alacsonyabb
energidju allapotokbol magasabb energidju allapotokba ugranak. Ez tiikkrozédik az f b (6‘, T) eloszlasfiiggvény
alakjdban is. Fermi energidnak most azt az € F(T) energiaszintet hivjuk, amelynél az eloszlasfiiggvény 1/2

értéket vesz fel. Az eloszldsfiiggvény “szimmetrikus” a Fermi szint kornyezetében. Ez azt jelenti, hogy ha a
g(€) dllapotsiriiség 4lland6 volna, akkor a hdmérséklet emelkedésével az €, (0) Fermi szint alatt kiiiriil§

allapotok szdma éppen megegyezne az € (0) folstt betoltdds dllapotok szdméaval. Az elektronok N szdma tehat
nem valtozna, ahogyan annak lennie is kell. Ha a g(€) dllapotstiriség (mint a mi példdnkban is) egy monoton

novekvd fiiggvény, akkor a Fermi szintet csokkenteni kell ahhoz, hogy a kiiiriil6 és az tjonnan bet6ltddd
allapotok szdma megegyezzen. Azaz ahhoz, hogy az N Osszelektronszdm &dllandé maradjon az kell, hogy az
€. (T) csokkenjen az € (0) -hoz képest.

Tekintsiink most egy bozonokbdl 4116 rendszert! Legyen a g(€ ) (spinpdlya)allapotsiiriiség fliggvény

olyan, hogy az egy bizonyos €  érték alatt zérus, felette pedig monoton novekedd. Az € érték akdr zérusnak is

vélaszthat6. Hogyan t6ltddnek be ezek az allapotok? Vizsgiljuk meg eldszor az fBE (€,T) Bose-Einstein
eloszlasfliggvény matematikai tulajdonsdgait! Lathat6, hogy ha az £ energia a 4 kémiai potencidlndl kisebb,

akkor az eloszlasfiiggvény értéke negativ (!). Ez azonban az eloszldsfiiggvény fizikai jelentése miatt lehetetlen.
Negativ szdmu részecske ugyanis értelmetlen dolog! Mindebbdl kovetkezik, hogy a 4 kémiai potencidlnak

mindig kisebbnek (!) kell lennie mint az €  érték.

Tegyiik fel, hogy a bozonok szdma a rendszerben a T hdmérséklet csokkenésével nem véltozik. Ekkor a
M kémiai potencidl értékét novelniink kell ahhoz, hogy ezt a feltételt teljesiteni tudjuk. Tegyiik fel, hogy a
kémiai potencidl éppen a T, hOmérsékleten €ri el az € értéket azaz ,LI(TU ) = £, ! Mivel a kémiai potencidl nem
emelkedhet az €, f0lé, ezért a kémiai potencidl értékét tovabbra is az € értéken kell tartanunk azaz
W(T<T)=¢, Tehit a T, hémérséklet alatt a bozonszdm éllandésdgat matematikailag mar nem tudjuk
teljesiteni.



Ezek utdn a tovdbblépéshez két lehetdség kindlkozik.

Az els6 az, hogy keresiink olyan bozonrendszereket, amelyekben a bozonok szdma a hémérséklet
csokkenésével szintén csokken. Mint azt majd a kovetkezd fejezetekben részleteiben is l4tni fogjuk ilyenek
valéban léteznek, s6t a mindennapi életben taldlkozunk is veliik (bar eddig ezt még nem tudtuk).

A miésik lehetdség taldn még érdekesebb és kiilondsen az alacsony hdmérsékletli fizikdban van
jelentdsége. Tételezziik fel ugyanis, hogy a bozonok nem tlinhetnek el a rendszerbdl, azaz a szdmuk éllandé kell,

hogy maradjon. Ha most megvizsgiljuk az fBE (E,T) eloszlasfiiggvény viselkedését az € 2> € értékekre a
T 2T — 0 esetén, akkor azt latjuk, hogy az eloszldsfiiggvény az € pontban igen "élesen” a végtelenhez tart.
Ez a meredek novekedés az € ért€k igen kis kornyezetére korldtozodik. Tudjuk azonban azt, hogy a
kvantumstatisztikdkndl bevezetett folytonos energiaskdla haszndlata vdldjdban csak nagy energidkon indokolt.
Alacsony energidn az energiaszintek kvantdltsiga mar nem moshaté el. Ez igaz most is. Azaz az €,
kornyezetében vissza kell térniink a diszkrét energiaskdldra. Ez pedig azt jelenti. hogy ha a hdmérséklet eléri a 0
értéket, akkor minden bozon az €  energidjui alapdllapotba keriil (ahogyan azt a 77.oldalon taldlhat6 bevezetGben
mar emlitettik is). A 7, =27 — 0 folyamat sordn bozonok az € energidji alapallapotba kezdenek
felhalmozddni, tehét az 6sszmennyiségiik nem véltozik. A folyamat hasonlit egy fazisatalakuldshoz, ahol az egyik
fazist (pl. a folyadékot) az € energidji bozonok, a mdsik fazist (pl. a gdzt) az ennél nagyobb energidji bozonok
alkotjak. A jelenség neve Bose kondenzicié. A Bose kondenzicié alapjdn érthetd meg pl. az abszoliit zérus fok
kozelében fellépd szupravezetés, vagy a szuperfolyékonysdg jelensége.
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1.5.5. Bozonokbdl allé rendszer

A elektromdgneses hullimok és a kvantummechanikai foton fogalma azt sugallja, hogy barmilyen
klasszikus fizikai hullimjelenség a kvantummechanikdban bozonokbdl 4ll6 rendszerként irhaté le. Most arra
fogunk példdkat 14tni, hogy a sejtésiink valéban helytallénak bizonyul. Ezt a szilard testekben fellépd mechanikai
(ezen beliil is az akusztikus) hulldimok esetében fogjuk megvizsgédlni. Mind az elektromagneses, mind pedig az
akusztikus hullimok kozos jellemzéje az, hogy eleget tesznek az @ = ck diszperziés osszefiiggésnek. Ez
egyben azt is jelenti, hogy pontosan ugyanolyan tipusi hullimegyenletet elégitenek ki. Ezért (nagyrészt) ko6zos
mddon targyalhaték. A kiilonbségek az esetleg eltérd specidlis perem- illetve mellékfeltételekben lehetnek.
Tekintsiink egy kocka alakd zart rendszert, amelyben a fenti tulajdonsdgi &lléhullimok (in. moédusok)
alakulhatnak ki. Ez lesz a rendszer egy rezgési dllapota. A peremfeltételekkel megadjuk a "rezgd fizikai
mennyiség" (elektromos tér, vagy elmozdulds) értékét a kocka feliillete mentén. A diszperzids relacié és a
peremfeltételek egyiittesen meghatdrozzak azt, hogy adott frekvencidn hanyféle mddus lehetséges ebben a kocka

alakd rendszerben. Az adddik, hogy egy médust hirom nem negativ egész szdmmal az (nx NN )-vel tudunk
jellemezni. Ezért az {nx,ny,nz} koordinata rendszerben egy mddust egy pont reprezentdl. Bevezethetd az

N(w) (térbeli)dllapotsiiriiség  fogalma. Az N(@) dw  kifejezés megadja az (0, @+ da))
frekvenciatartomanyban 1év6 térbeli moédusok szdmét. Tekintsiik az ezeket a médusokat reprezentdlé pontok
halmazat az {nx,ny,nz} koordindta rendszerben. A diszperzids relacié kovetkeztében ezek a pontok egy

gombhéj nyolcadban fognak elhelyezkedni. Mivel az (nx,ny,nz) szamok csak nemnegativ egész szdmok

lehetnek, igy egy egységnyi térfogatban csak egy "moéduspont” taldlhaté. Ezért tehat az (a), -+ da))
frekvenciatartomanyban 1év6 térbeli médusok szdma pontosan a gombhéjnyolcad térfogatdval lesz egyenld. Ez
pedig éppen az N (@) (térbeli) allapotsiiriiséget hatirozza meg. Eredményiil azt kaptuk, hogy linedris
diszperzids torvény esetén az allapotsiirliség a frekvencia négyzetes fiiggvénye lesz, azaz N(a)) o« @’. Ez az

Osszefiiggés tehat mind az elektromigneses hulldmokra, mind pedig az makroszkopikus akusztikus mechanikai
hulldimokra érvényes. Minden térbeli mdédus még killonféle polarizdciéji is lehet (hiszen mind az
elektromdgneses tér, mind pedig az elmozdulds vektor mennyiség!) Ezért a tényleges g(®) éllapotsiirtiséget tgy

kapjuk meg, hogy az N (®) térbeli médussiiriiséget megszorozzuk a lehetséges polarizaciés allapotok

d  szdmaval.
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1.5.5.1. Fotongaz

Alkalmazzuk az eddigieket egy kocka alaku tiregben gerjesztett elektromédgneses alléhullamok
kvantummechanikai lefrasara! (A probléma a hdmérsékleti sugarzas elméleti vizsgalatandl mar szerepelt, ezért
ismerds kell, hogy legyen!)

Az elektromagneses tér kvantummechanikai targyaldsara vezettiik be a foton fogalmat. Eszerint az
elektromdgneses tér energidja csak /1w energiaadagokban véltoztathaté. Ezt az energiaadagot neveztiik el
fotonnak. A “T”” hémérsékletii falban @ frekvencidval rezg6 toltések (mint atomi sugarz6 “antenndk’) hatdsara,

az iiregben @ frekvencidju elektromigneses dlléhullimok (médusok) alakulnak ki. Egy @ frekvencidji médus
energidja attdl fiigg, hogy a kis atomi oszcilldtorok mennyi /@ fotont adtak 4t az iiregnek. Ezért az iiregben 1év6
médusok energidja kvantdlt és két szomszédos energiaszint kozotti kiilonbség i@ . Ha az @ frekvencidjd

1
mddus energidja Eh(D + nhi@, akkor ez azt jelenti, hogy a rendszerben “n” darab foton van jelen. Tehit az @

frekvencidji médusok energidjat a /i energidji fotonok szamdval fejeztiik ki.
Egy adott @ frekvencidn a lehetséges médusok szamat az N(a)) =< @’ allapotstirtiség hatdrozza meg.

A kvantumstatisztika szerint, a /i@ energidjd fotonok szdmat T hémérsékleten a Bose-Einstein féle
eloszlasfiiggvény adja meg. Az iiregbe fotonok Iépnek be, illetve tdvoznak el annak megfelelden, hogy az egyes
(elektromagneses hullim) médusok energidja csokken vagy novekszik. Tehat a rendszerben a fotonok szdima nem
allandd. Mint azt az el6z6ekben lattuk, igy a kémiai potencidlnak dllanddnak kell lenni. Az N(a)) =< @’
allapotstiriség miatt a kémiai potencidl értékét zé€rusnak kell valasztani. Kvantumstatisztikai fogalmakban
gondolkodva szemléletesen azt mondhatjuk, hogy az tiregben T hdmérséklettl, zérus kémiai potencidli fotongaz
van jelen, amelynek tulajdonsdgait a Bose-Einstein féle statisztikai torvények hatarozzdk meg.

Ezek utdn a rendszer Osszenergidja, azaz az @ frekvencidju moédusok energidja egyszeriien
meghatdrozhat6. Eredményiil a mdr jol ismert Planck féle dsszefiiggésre jutottunk, ahogyan az varhato is volt.
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1.5.5.2. Fonongaz

Tekintsiink egy kocka alakii merev fallal hatdrolt, rugalmas, szilard anyagot. Kiils6 gerjesztés hatdsara
az anyagban rugalmas &ll6hullimok alakulnak ki. A g(®) 4llapotstirtiséget gy kapjuk meg, hogy az

N(a))0< @* térbeli mobdussiiriiséget megszorozzuk ds =3 -al a lehetséges polariziciés allapotok szdmdval.

Ugyanis kétféle transzverzdlis és egyféle longitudindlis hulldm terjedhet egy szildrd anyagban. Ha a
kvantummechanikai tdrgyaldsra akarunk attérni, akkor mdr valahogyan figyelembe kell venni a szildrd test
atomos szerkezetét is. Ha a szildrd test N darab atombdl 4ll, akkor a mechanika szerint 3N féle rezgési dllapota
létezhet, hiszen egy 3N szabadséagfoku rendszerrdl van sz6. Ez azt jelenti, hogy a g(®) o< o’ allapotstirliségnek
egy maximdlis @, frekvencia felett z€rusnak kell lenni. Az @ ,, in. Debye [kiejt€se: ”dobdj”] frekvencia ért€két
ugy kell megadnunk, hogy az 0sszes lehetséges médusok szdma éppen 3N legyen. Azt, hogy kell 1éteznie egy
maximalis frekvenciaértéknek (azaz, hogy egy mddus frekvencidja nem lehet akarmekkora) fizikailag egyszertien
belathaté. Ugyanis, az atomi szerkezet miatt egy rugalmas hulldm fél-hullimhossza nem lehet kisebb az atomok
kozotti racstdvolsagndl (szemléletesen szdélva két atom kozott nincsen ami hullimzana). A lehetséges minimalis
hulldmhossz egy maximadlis frekvencidnak felel meg.

A rendszer kvantummechanikai tdrgyaldsianak a gondolatmenete ezek utdn teljesen megegyezik az
elektromédgneses hulldmokndl tanultakkal. Az egyetlen kiilonbség az, hogy most a rugalmas (hulldm) médusok
egy h@ energiaadagjat "fononnak" nevezziik.



Kvantumstatisztikai fogalmakban gondolkodva szemléletesen azt mondhatjuk, hogy T hémérsékletii
szilard testben, zérus kémiai potencidld fonongdz van jelen, amelynek tulajdonsigait a Bose-Einstein féle
statisztikai torvények hatdrozzdk meg.
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Ezek utdn a T hdmérsékletli fonongdz Osszenergidja kiszdmithat6. Az Osszenergia értéke fiiggeni fog a
g(m) dllapotstiriiségben megjelené @ ;, Debye frekvenciétdl is. Ezen frekvencia helyett inkdbb a 70 , = k0,

osszefiiggéssel definidlt O, Gn. Debye hdmérsékletet szokds hasznalni. Ha a T hémérséklet sokkal kisebb mint a
Debye hdmérséklet, akkor az 0sszenergia a T hémérséklet 4-ik hatvdnydval lesz ardnyos.
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Az eddigiek segitségével kiszamithatjuk a szilard testek fajhdjét. Az ilyen mdédon kapott elméleti
eredmények a kisérleti tapasztdlatokkal Osszehasonlithatok és igy szdmot adhatunk az elméleti modell
helyességérol.

Tekintsiink egy mélnyi mennyiségii szilard testet. Szadmitsuk ki ennek a testnek a moélhdjét (moldris
h6kapacitdsat) a klasszikus statisztikus fizika szerint. A szildrd test N, (Avogadré szdmnyi) iontorzsbél és (az
egyszerliség végett) ugyanennyi elektronbdl 4ll. Modellezziik a szildrd testiinket, mint az iontorzsek és az
elektronok egymdssal termikus egyensilyban 1év0 rendszerét. Az ekvipartici6 tétele (klasszikus statisztika!)
segitségével ki tudjuk szdmolni a teljes rendszer Osszenergidjat. Az iontdrzsek rezgd mozgast végeznek, tehit a
termodinamikai szabadsdgfokuk 6. Az elektronok kozel szabadon mozognak, igy a termodinamikai
szabadsigfokuk 3. A rendszer 0sszenergidjara igy 9/2 RT érték adodik. Az dllandé térfogaton mért mélhdre ezért
9/2R -et kapunk. A mérések szerint azonban ez az érték 6/2R. Ezt nevezik Dulong-Petit [kiejtése:”diilong-pit”]
torvénynek.

A Kklasszikus statisztikus fizika tehdt helytelen eredményt ad. De ez még nem minden! A termodinamika
harmadik fététele szerint minden fajhdnek az abszoliit zérus kozelében zérushoz kell tartani. Mindezt a mérések
is igazoljdk. Ugyanakkor a klasszikus statisztikus fizika szerint a részecskék szabadsdgfoka fiiggetlen a
hémérséklettdl és igy a fajhdnek is dllandonak kellene maradnia. Mindezek az ellentmonddsok mdr joval a
kvantummechanika megsziiletése eldtt ismeretesek voltak és jelezték azt, hogy valami itt nincsen rendben. A
helyes védlaszt mindkét kérdésre csak a kvantumstatisztikdk tudtak adni.

A szilard test molhdjét az iontdrzsekbdl 4116 rendszer mélhdjének és a szabadelektronok mélhdjének az
Osszege adja. Hatdrozzuk meg el8szor az iontdrzsek moélhdjarulékat. Az el6zd oldalon mar a kvantummechanika
segitségével kiszdmitottuk a rezgd rendszer Gsszenergidjat. Igy a molhd ennek a hémérséklet szerinti elsd
derivéltjaként szadmithat6. Az eredmény az, hogy az iontorzsek molhdjaruléka alacsony hémérsékleten T3
hatvany szerint valéban zérushoz tart. Magasan a Debye homérséklet f616tt pedig a klasszikus 6/2R eredményt
adja. Lathatd, hogy csak akkor kapunk a tapasztalattal egyezd eredményt, ha feltételezziik, hogy az elektronok
fajhdjaruléka elhanyagolhatd. Ezt a szildrdtestfizikai részben bizonyitani is fogjuk.

A szildrd testek fajhdjének a helyes kiszdmitdsa a kvantumstatisztikdk alkalmazdsdnak egyik igen szép
sikere.
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1.6. A kovalens kémiai kotés

A kovalens kémiai kotésrdl, mar a kozépiskolai (s6t az dltalanos iskolai!) kémia tantargyban részletesen
volt sz6. Ennek a fejezetnek az a célja, hogy megteremtse a kapcsolatot az eddig tdrgyalt preciz
kvantummechanikai ismereteink és a kémidban tanultak kozott.



1.6.1. A molekulapalyak
1.6.1.1. Egydimenziés modell

Két atom kozott 1étrejovo kovalens kémiai kotést mar egydimenziés modellen is szemléltetni tudjuk. Az
egydimenzids atomot egy potencidlgddorrel fogjuk modellezni. Legyen ebben az "atomban" az elektron energidja
E . Ha két atom egymdstol nagyon nagy tdvolsdgra van, akkor a két ¥, és W, elektronfelh nem zavarja

egymast, azaz két fiiggetlen atomunk van. Ha a két "atom" elegendden kozel keriil egymdashoz, akkor mér egy
kvantummechanikai rendszernek kell ket tekinteni. Egy kettds potencidlgddrot kapunk. Felrajzolhatjuk a kotott
allapothoz tartozé megoldédsokat. Az egydimenzids Schrodinger egyenlet dltaldnos matematikai tulajdonsdgainak
az ismeretében ez konnyen megtehetd.

Lathatd, hogy lesz egy olyan ‘PK kotott allapot amelynek az E, energidja egy kissé az E ald fog
esni. Ennek az oka a kovetkezd. Mivel E valamivel kisebb, mint E_, ezért a potencidl goddrben az elektron
impulzusa kisebb, tehdt a ‘PK hulldmfiiggvény lassabban fog véltozni. De ez azt jelenti, hogy a két godrot
elvdlaszté falban a W hullimfiiggvény a szabad atomi hullimfiiggvények (‘¥,,'¥,) felett fog menni. A
szimmetria miatt ¥ x apotencidlgdt kdzéppontjdra nézve egy pdros fiiggvény lesz.

Lathatéan lesz egy V', dllapot is, amelynek az E, energidja egy kissé az E folé fog keriilni. Ennek az

oka a kovetkezd. Mivel E, valamivel nagyobb, mint E , ezért a potencidl goddrben az elektron impulzusa
nagyobb, tehdt a W, hulldmfiiggvény gyorsabban fog véltozni. De ez azt jelenti, hogy a két godrot elvdlaszté
falban a ‘PL hulldmfiiggvény a szabad atomi hullimfiiggvények (‘¥ A> lPB) alatt fog menni. A szimmetria miatt
Y, apotencidlgat kozéppontjdra nézve egy paratlan fiiggvény lesz .
W, dllapot esetén az elektron felhd a két atom kozotti térben (a potencidlgdtban) véges értéki, ezért ez egy un.
“kots palya” lesz. A W, dllapot esetén az elektron felhé a két atom kozotti térben (a potencidlgat
kozéppontjaban) zérus értékil, ezért ez nem hozhat 1étre kotést. Ezt hivjak “lazité (vagy nem kotd) pdlydnak”.
Mivel mind a ¥, mind pedig a'¥, dllapot mind a két atomra kiterjed, ezért ezeket "molekula palydknak" is
hivjak.

Lathaté, hogy a molekula pélydk a molekuldt alkoté két atom W, és W, atompdlydibdl alkalmas
linedris kombin4cidval kozelitleg 1étrehozhatok.

Altalanosségban is elmondhatjuk, hogy két atom kozelitésekor a szabad atomi energiaszint két kozeli
energiaszintre hasad fel. Az alacsonyabb energidju a kotd pédlydkat, a magasabb energidju a lazité pélydkat adja.
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1.6.1.2. A hidrogén molekula ion

Most egy redlis fizikai feladat kapcsan bevezetjilk a kémidban gyakran haszndlt és a molekulapalyakkal
kapcsolatos, fontosabb jeloléseket és elnevezéseket. A lehetd legegyszertiibb, a természetben 1étezd molekula a

H ; hidrogén molekula ion. Ez két atommagot (jelesiil protont) tartalmaz (ettdl lesz molekula) de csak egyetlen

elektronja van (ezért tudjuk elvileg pontosan kiszdmolni). Az elektron két, egymadst6l R tavolsdgra 1évd proton
terében mozog. Kezdetben tekintsiik R értékét adottnak. Az elektron Hamilton operatora egyszeriien megadhat6.
Az ennek alapjan felirt Schrodinger egyenlet megoldasai lesznek a keresett molekulapalyak.

A feladat pontosan megoldhat6, ha tun. hengerszimmetrikus konfokdlis koordinita rendszerben
dolgozunk. Itt a koordinita feliilletek konfokélis (=azonos fékuszi) forgasi ellipszoidok illetve forgasi

hiperboloidok. A koordindtdkat pedig {V,,u, q)} betiikkel jeloljiik. Lathat6, hogy R—0 esetben a koordinita

rendszeriink a gombi koordindta rendszerbe megy at.
A hullamfiiggvény szepardlhaté és a Schrodinger egyenlet a polinom mddszerrel megoldhats. A

megoldds sordn harom kvantumszam jelenik meg, az (n, l,m, ) Ezek ugyanolyan értékeket vesznek fel mint a

hidrogén atom esetén és a fizikai tartalmuk is ugyanaz. Van azonban egy 1ényeges kiilonbség. Ez pedig az, hogy
amig a hidrogén atom gombszimmetrikus, addig a hidrogénmolekula ion egy hengerszimmetrikus molekula. A



két proton 4ltal definialt egyenes lesz a “z” tengely. Igy a perdiilet vektornak e tengely irdnydba szamitott vetiilete

lesz az L, komponens. Az |m,| =0,1,2,... kiilonbozd értékeinél fellépd allapotokat most betiijellel latjuk el,

ezek lesznek (sorrendben) a O, 7, o ,... palydk.

A kiilonboz6 molekulapélydk energidjat a R protontdvolsag fiiggvényében felrajzolva ellendrizhetjiik az
eredményeink helyességét. Ugyanis R=0 esetén a két proton egy helyen van, tehit egy hélium iont kapunk. Az

R — oo esetén pedig egy hidrogén atombdl és egy téle fiiggetlen protonbdl all6 rendszerhez jutunk. Mindkettd

megolddsait mar az el6z8ekbdl is merjiik. Ezeket kell, hogy visszakapjuk most is. A H ; molekula ion teljes

energidjat igy kapjuk meg, hogy az elektron energidjdhoz hozzdadjuk a két proton kozott fellépd taszitdsbol
szdrmaz$ potencidlis energidt is. Ezek utdn felrajzolhaté a rendszer Osszenergidja mint a protonok kozotti R

tdvolsdg fiiggvénye. A két legalacsonyabb energidju (1s0 és 2p o) dllapothoz tartozé jellegzetes gorbe az

R — oo esetén ugyanahhoz az energiaszinthez tart. Ennek a fizikai tartalma kénnyen megérthetd. Helyezziink el
egymadstol nagyon nagy R (kb. végtelen) tavolsagra egy hidrogén atomot és egy protont. Ekkor a két objektum
olyan tdvol van egymadstdl, hogy kozottiik nem 1€p fel kolcsonhatds. A rendszer energidja a hidrogén atom
alapallapoti energidjaval fog megegyezni. Ha csokkentjiik az R tdvolsagot, akkor az elektron érzékelni kezdi a
masik proton hatdsat is. A kezdeti szabad atomi energiaszint felhasad (ugyanigy, ahogyan azt az egydimenziés és
eléggé “mesterkélt” bevezetd modellben lattuk). Tovabb csokkentve az R tdvolsdgot az 150 kotdpdlya esetén a
rendszer egy minimadlis energia értéket vesz fel. Ez lesz a rendszer (stabil) alapédllapota. Ha megvizsgaljuk a két
palyahoz tartozé elektronfelhdt, akkor azt tapasztaljuk, hogy lazité palya esetén a két protont 6sszekotd egyenes
felezdsikjaban az elektronfelhd zérus lesz. Ugyanigy, mint az egydimenzids modell esetén.
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1.6.2. A molekulapalyak felépitése atompalyakbdl

A molekulapélydk kiszdmitdsa legtobbszor igen nehéz feladat. Ezért kozelitd mddszereket szoktunk
haszndlni. Mar az egydimenzidés modell esetén lattuk, hogy a molekulapdlydk atomi pélydkbol kozelitdleg
felépithetdk. Ezt szoktuk haszndlni a redlis molekula szamitdsok esetén is.

Az abran azt mutattuk be, hogy hogyan lehet atomi “s” és “p” dllapotokbdl kotd és lazité “ O~ és “7T”
molekulapalyakat 1étrehozni.

A lazité palydk jellegzetessége az, hogy a molekuldt alkoté két atom kozotti felezdsikban az

elektronfelhd zérus lesz.

Kémiai tanulményainkbdl ismeretes, hogy a “7f” kotés fontos szerepet jatszott a benzolmolekula
(szabdlyos hatszog alaki) szerkezetének a magyardzatdban.
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1.6.3. A hidrogénmolekula

A hidrogénmolekula szdmitdsdnal ismét felmeriill ugyanaz a stlyos nehézség, amely minden
tobbelektront tartalmazé rendszernél fellép. Nevezetesen az, hogy az elektronok kozotti kolcsonhatds miatt a
rendszer allapotfiiggvénye nem szepardlhat6. Ha az elektronok kozotti kolcsonhatdst elhanyagoljuk, akkor a
szeparalas ugyan végrehajthatd, de a szdmoldsunk igencsak pontatlan lesz.

Ha a spinpdlya kolcsonhatdstdl eltekintiink, akkor csak a pélyadllapotokat kell meghatdrozni. A
szeparalas sordn kiszdmolt egyelektron molekulapdlydkkal lehet a rendszer teljes (antiszimmetrikus)
allapotfiiggvényét megadni. Ez vagy a pdlyadllapot fiiggvényben, vagy pedig a spindllapot fiiggvényben lesz
antiszimmetrikus. A rendszer energidja akkor lesz minimalis, ha a legkisebb energidji molekulapalya allapotban
van mind a két elektron, de a spinjiik ellentétes (Pauli elv).



Az elektronok kozotti kdlcsonhatés kozelitd figyelembevételére a kvantumkémidban szdmtalan médszert
és eljarast fejlesztettek ki. Ezek segitségével bamulatos pontossigokat érnek el még viszonylag bonyolult
molekuldk esetén is.

A kvantumkémia ma az alkalmazott kvantummechanika kiillon tudomédnya. Az elmilt évtizedekben
hatalmasat fejlédott, koszonhetéen a hatalmas gydgyszergydrté cégek anyagi tdmogatdsdnak, amelyet
kvantumkémiai szdmitdsok igen sikeres gyakorlati felhaszndlhat6sdga motivalt.
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