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BEVEZETES
Klasszikus fizikai kiegészito

A klasszikus fizikdban gyakran taldlkozunk olyan jelenségekkel, amikor egy ”F” fizikai mennyiség a tér
minden ” 7 ” pontjdban és barmely "t idépillanatban valamilyen F (F,I) értéket vesz fel. Gondoljunk példaul

egy kozegben az anyag stirliségére, vagy a kozeg egy pontjdnak az elmozduldsdra, az akdr az elektromagneses
térre. A célunk ekkor legtobbszor az, hogy meghatarozzuk a kérdéses fizikai mennyiséget, mint a hely és az id6

fiiggvényét, azaz az F (7, t)fiiggvényt. Az ilyen (vektorvaltozés skaldr) fiiggvények szemléltetésére az tn.
szinfeliiletek hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy meghatdrozzuk a tér azon pontjainak a halmazat, amely pontokban
az "F” érték ugyanaz, azaz F (7 R t) = F,. Ez a térben egy adott "t” id6pillanatban egy (vagy tobb) feliilet lesz.

Az id6 mulasaval ez a feliilet véltoztathatja a helyét és az alakjat. Ez szemlélteti a jelenség dinamikajat. Magat a
jelenséget adott fizikai hullamok gerjesztésének illetve ezen hullamok terjedésének nevezziik.

A vizsgdlt redlis fizikai rendszerekben a tér egyes pontjaiban megvalésulé fizikai dllapotok nem
fiiggetlenek egymastdl. Ezért terjedhet a hulldm a kozegben. Ekkor a rendszer dinamikai lefrdsa altaldban egy
(linedris) hullamegyenlettel torténik. Ezt kell megoldanunk az adott kezdeti és peremfeltételek ismeretében (ezek
adjdk meg, hogy milyen médon gerjesztjiik. A megolddsok matematikai leirasara az elkovetkezOkben komplex
figgvényt fogunk haszndlni. Ennek az az oka, hogy a komplex fiiggvényeknek kellemes matematikai
tulajdonsagai vannak, amelyek megkonnyitik a veliik valé szdmoldst. Fizikai tartalma természetesen csak valds
mennyiségnek lehet. Ezért mindig meg kell mondanunk azt, hogy az elméleti targyaldsban hasznalt komplex
figgvénybdl hogyan kapunk egy olyan valds fiiggvényt, amely a vizsgélt fizikai jelenség lefrdsara szolgal. A
klasszikus fizikdban legtobbszor ez a komplex fiiggvény valds, vagy képzetes része szokott lenni.

A lehet6 legegyszeriibb megoldds lehet egy a kozegben halad6é sikhullim. A sikhullim esetén a
szintfeliiletek sikok lesznek (innen van az elnevezés is). Ezeket a szintfeliileteket most “hullamfront(ok)nak”
vagy “fazisfeliilet(ek)nek” is nevezik. Specidlis sikhullim az in. harmonikus sikhulldim. Ekkor mind térben, mind
pedig id6ben egy “szinuszos” periodicitdst tapasztalunk. A (harmonikus) sikhulldmot jellemzd adatok az ®
korfrekvencia (az idébeli periodicitast megadé mennyiség) és a A hullimhossz (a térbeli periodicitast megadd

mennyiség). Ez utébbi helyett a k hulldmszam vektort fogjuk haszndlni, amely megadja a sikhulldm terjedésének
az iranyat is. Ez a vektor ugyanis merdleges a hullimfrontok sikjara. Nagysdga pedig a hulldmhossz reciprokaval
aranyos. Célszerti. Célszerti olyan Descartes koordinatarendszerben dolgoznunk, amelyben a sikhullim az x

tengely mentén halad, azaz ]g = (k,O,()). Ekkor ugyanis a hullam lefrdsdra egy egydimenzids F(x,t)
hullamfiiggvényt lehet hasznalni.
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Ha a vizsgilt fizikai rendszer “linedris”, akkor kiilonb6zd o (kor)frekvencidju sikhulldmok linedris
kombindciéja szintén megolddsa a hullimegyenletnek. Ezt a megolddst szemléletesen hullimcsomagnak
nevezziik akkor, ha az egy térben lokalizdlt (véges kiterjedésli) (hullim)jelenséget ir le. Az Osszetevd “k”
hulldimszdmu sikhulldmok amplitiddinak Osszességét a hulldmcsomag “c(k)” spektrumdnak nevezziik. A
matematikai nehézségek elkeriilése végett egy olyan hullimcsomagot vizsgdlunk meg, amelynek a spektruma

“négyszdg alakd”. Ez azt jelenti, hogy egy ko hullimszam =+ Ak kornyezetében 1évé minden sikhulldamot

egyforma “’cy” amplitidoval dsszeadunk. Ez a hulldimcsomag a specialitdsa ellenére mar rendelkezik azokkal az
altaldnos tulajdonsdgokkal, amelyekre most rd szeretnénk mutatni. Ha a spektrum elegendden keskeny, akkor az

a)(k) fliggés a spektrum ko + Ak tartomdnyéban linedrisnak tekinthet. Ezzel a kozelitéssel a hullimcsomag

térbeli alakja egyszer(i integraldssal megkaphat6. Az eredményt megvizsgdlva azt lathatjuk, hogy minél jobban
lokaliz4lt egy hullimcsomag, anndl szélesebb spektrummal rendelkezik és viszont. Ez 4ltaldban (azaz tetszdleges
alaki de véges szélességli) spektrum esetén is igaz! A hullimcsomag, mint egységes objektum haladdsi sebessége
az un. csoportsebesség. Ezt legtobbszor a hulldimcsomag egy pontjdnak (pl. a maximumdnak) a haladési
sebességét jelenti.



A hulldmcsomagok harmonikus hulldmokra valé felbontdsat, (illetve a hullimcsomag felépitését)
“Fourier analizisnek” nevezziik. Az ennek megfelel6 matematikai miivelet a "Fourier integrdl” illetve “Fourier
transzformdaci6”.
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A fizika és ezen belill a kvantummechanika is (mint a természettudomanyok 4ltaldban) az elméleti
modellek és a kisérleti eredmények allandé kolcsonhatdsdnak eredményeképpen fejlédik. Minden elméleti 4llitas
kisérleti igazoldst kovetel és minden kisérleti eredmény elméleti magyardzatot igényel. A “Kisérlet” (azaz a
"Valésaggal valé szembesiilés") ebben a kapcsolatrendszerben teljes "vét6"-val rendelkezik. A tudomdny nagy
tragédidja, ahogyan egyetlen rusnya tény lemészdrol egy gyonyori elméletet" irta Thomas Huxley. A
“lemészarolt, gyonyort elméletek” torténetébdl valdszinlileg egy, a mai fizika konyvnél sokkal érdekesebb és
vastagabb konyvet lehetne {rni. Bar manapsag a feltdmadas és a tilélés szép példanyaival taldlkozhatunk az

dltudomanyok miiveldinek egyre hangosabb és kovetel6zObb tdbordaban. Nem art, ha odafigyeliink!

A kvantummechanika kialakuldsét és torténeti fejlddését, a kisérleti eredmények ( jeldli) és az elméleti
modellek (e jeloli) egymdsrahatasat a kozolt halédiagram szemlélteti.

A régi” kvantummechanika 1900. december 14-én sziiletett. Ekkor hangzott el a német Fizikai
Tarsasag iilésén az akkor 42 éves (!) Max Planck el6éaddsa, amelynek a cime: ”A normdlspektrum energia-
eloszlasi torvényének az elmélete” volt. Ekkor ismertette a fekete test hdmérsékleti sugarzdsiara vonatkozd
elképzeléseit (a részleteket a kovetkezd oldalakon ismertetjiik). Ennek a legfontosabb megéllapitdsa az volt, hogy
egy n frekvencidju (rezgésszami) rezgd atom (Un. “atomi oszcilldtor”) energidja (sz6é szerint idézve:)
“meghatdrozott szdmi kicsiny egyforma részbol dll. Erre a h természeti dllando szolgdl, amelyet a
rezgésszdmmal megszorozva az emlitett energiaelemet kapjuk.” Ez volt a “kvantumhipotézis” elsd
megfogalmazisa.

Rutherford mérései alapjan kideriilt, hogy egy atom atommagbdl és a koriilotte “keringd” elektronokbdl
all (1911). Ettél kezdve beszélhetiink “elektronfizikdr6l” és “atommag fizikar6l”. A kvantummechanika
elsdsorban az elektronok viselkedésének a vizsgdlata sordn fejlédott. De a neutron felfedezése (Chadwick 1932)
utdn az elmélet megfeleld A4ltaldnositdssal alkalmas volt az atommag modellek megalkotdsira is. A
kvantummechanikai elmélet és a kisérletezés O0sszhangjanak diadala volt az elsé atomreaktor megépitése (E.
Fermi, 1942) és a tranzisztor megalkotdsa (Bardeen, Shockley, Brattain 1947). Egyik sem sziilethetett volna meg,
a kvantummechanika elmélete nélkiil. "Semmi sem olyan gyakorlati, mint egy jo elmélet" mondotta Boltzmann. A
mai mindennapjaink bizonyitjak, hogy a kvantummechanika egy j6 elmélet!

Tudnunk kell azonban, hogy a kvantummechanika fogalmi rendszere és szemlélete nagyon eltér a
megszokott klasszikus fizikai gondolkoddsunktdl. Ezért a hétkoznapi nyelvre “leforditott” allitasait a ”j6zan ész”
képtelennek és lehetetlennek (abszurdnak) {téli.

Létezik azonban egy olyan univerzalis “formalis rendszer” egy egzakt nyelv, amellyel az igen absztrakt
allitasainkat egyértelmiien kifejezhetjiik. Ez a ’nyelv” a matematika.

Igen komoly filozéfiai kérdés az, hogy mi lehet az oka annak, hogy a matematika ilyen j6l haszndlhat6 a
természetben tapasztalhaté jelenségek leifrdsdban és megértésében. Tény azonban, hogy szinte egyetlen mdd a
természeti torvények pontos megfogalmazasara az, ha azt a matematikai allitdsok (egyenletek) formajaban adjuk
meg. A hétkdznapi szemlélet hidnya miatt a Kvantummechanikdban erre kiilonosen nagy sziikség van. Bar a
Fzika nem matematika, de nem lehet meg a Matemetika nélkiil. Ahogyan azt eldszor G. Galillei megfogalmazta
”A Természet a matematika nyelvét beszéli.” (ekkor a XVII. szdzad elejét mutatta a naptar.)
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1. KVANTUMMECHANIKA

Bevezeté (Torténeti attekintés)



A hoémérsékleti sugdrzds jelenségét a hétkdoznapokban is mindenki tapasztalhatja. Minden T
hémérsékletli test elektromdgneses hullimok formdjdban energidt sugdroz. Ennek oka a testet felépit atomokban
1év6 elektromos toltések (gyorsuld, pl. rezgd) mozgasa. Abszolit fekete testnek azt a testet nevezziik, amely a
rdesd elektromdgneses sugarzast teljes egészében elnyeli. Ez a “test” egy tetszOleges anyagi mindségli szildrd
anyagba vijt, tetszdleges alaku iireg elegendden kicsiny kivezetd nyildsdval modellezhetd. Ugyanis a nyildson
bejuté fény (elektromdgneses sugdrzas) elvileg végtelen sok reflexi6 utdn érné el ismét a lyuk kivezetd nyildsat.
Ekkorra azonban (az egyes reflexi6kndl elnyel6dott energidk kovetkeztében) az intenzitisa gyakorlatilag a
zérusra csokken. Igy a nyildson belépett fény teljesen elnyelédott. Pontosan ez a fekete test definicidja.

Valamely “T” hOmérséklet esetén az iireg faldban az elektromos toltéssel rendelkezd atomok (a
statisztikus fizikdban tanultak szerint) termikus mozgést végeznek. Ezek a ”v” frekvencidval rezgd atomok, (dn.
atomi oszcillatorok) mint piciny (atomi) antenndk elektromdgneses hulldmot bocsitanak be az iiregbe.
Ugyanakkor (az tiregbdl) rdjuk esd elektromdgneses sugdrzast el is nyelik. Egyenstily esetén az atomok altal
elnyelt és kisugarzott energia egymdssal megegyezik. Mindezek ereddjeként az iiregben elektromagneses
alléhullamok formdjaban p, homogén energia siirliségli elektromdgneses tér van jelen. A nyildson keresztiil
eltdvozé energia evvel ardnyos kell, hogy legyen. Méréssel megallapithaté a kisugarzott EV energia frekvencia

szerinti eloszldsa. (Ezt nevezték el “normal spektrumnak”. Lasd 3. oldal.) Ez egy jellegzetes, “harang alakd”
gorbe.

A XIX. szdzad végén a fizikusok sikerteleniil prébdlkoztak avval, hogy elméleti szamitdsokkal
megadjdk a gorbe matematikai alakjat. A Maxwell egyenleteket, a termodinamika és a statisztikus fizika ismert
torvényeit alkalmazva rendre rossz eredmények sziilettek (pl. J.W.S. Rayleigh és J.H. Jeans vagy W.Wien). A
sikeres megoldds Max Planck (1900) nevéhez fiizédik. Elképzelése a kovetkezd volt. Termikus egyensuly 1évén,
a falban 1év6 tetszdleges v frekvencidju atomi oszcilldtorok atlagenergidja egyenld kell, hogy legyen az iiregben
kialakult v frekvencidju elektromégneses alléhullamok 4tlagenergidjaval. Ebbdl kifoly6lag nyilvanvald, hogy a
rezgd atomok energidja fogja meghatdrozni az iiregben 1év6 majd onnan tdvozd (és igy a mérhetd)
elektromédgneses sugdrzds energidjat. Elméleti szamitdsokkal kimutatta, hogy csak akkor kaphat6 meg a
kisérletekben tapasztalhatd6 (“harang alakd”) emisszidés spektrum, ha feltételezziik azt, hogy az atomi
oszcilldtorok “€” energidja nem lehet tetszéleges. Pontosabban, egy atomi méretli v frekvencidval rezgd
tomegpont (mechanikai oszcilldtor) energidja csak a “hv” energia adag (“energiakvantum”) egész szami

tobbszorose lehet, azaz £, =n-hv (n=0,1,2,..). Bgy oszcillitor energidja tehdt “kvantdlt” azaz nem

folytonosan véltozik. Elvileg ez igaz kell, hogy legyen egy makroszkdpikus tomegli rezgd tomeg esetén is. A ”h”
kicsi értéke miatt azonban a szokdsos energidkndl ez a kvantdltsdg olyan kicsi, hogy a klasszikus mechanikai
mérésekkel nem mutathatd ki.

A kezdetben pusztdn csak egy paraméternek tekintett, "h” értékét ugy kell megadni, hogy az igy
meghatdrozott gérbe visszaadja a kisérleti eredményeket. A késdbbiek sordn, éppen maganak Plancknak az ez
irdnyd erdfeszitései sordn deriilt ki az, hogy a “h” (amit el6bb “hatdskvantumnak”, majd késébb “Planck
dllandénak™ neveztek el) nem csupdn csak egy egyszeri paraméter, hanem egy Uj természeti dlland6. Ugyanis
nem fejezhetd ki a mar ismert klasszikus természeti dllandékkal. Maga Planck ezt irta err6l visszaemlékezésében:
"Rovidesen probdlkozni kezdtem, hogy a h hatdskvantumot valamiképpen bekényszeritsem a klasszikus elmélet
kereteibe, de ez minden ilyen kisérletnek makacsul ellenszegiilt. Hidbavalo fdaradozdsaim tobb éven dt elhiizédtak
és igen sok munkdmba keriiltek. Néhdny kollegdm valami tragikust ldtott ebben . Nekem mds a véleményem.
Szdmomra értékesebb volt a nyereség, amelyet ez az alapos feltdirds hozott. Ma mdr tudom, hogy a h
hatdskvantum a fizikdban sokkal jelentosebb szerepet jdtszik, mint ahogy kezdetben gondoltam. Ldtom, milyen
elkeriilhetetleniil sziikséges, hogy atomi problémdk tdrgyaldsdndl teljesen iuj szemléletet, teljesen Uj szdmitdsi
modszert vezessiink be. "

A "h" (mint a fizika dj természeti dlland6ja) mindig megjelenik az elméleti modelljeinkben, ha azok
atomi szinten lezajlé jelenségeket irnak le.

Az 1918-as fizikai Nobel-dijat Max Planck kapta a ,hatdskvantum felfedezéséért”.

Megsziiletett tehat a Kvantummechanika, amely a XX. szdzad legnagyobb és legsikeresebb szellemi
alkotdsdnak bizonyult. Megjelenésével egy teljesen Uj természetszemlélet és a hétkdoznapi eszkdzok soha nem
sejtett sokasdga jelenik majd meg. Mindezt azonban akkor még senki nem sejthette.

A tovibbiakban az ad6dé matematikai dsszefiiggések egyszertisitése miatt a 71 -t (kiejtése: h4d vonds”)
fogjuk hasznalni, amelynek értéke h/2z. Ez az un. redukélt Planck allandé.
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A kvantummechanika kialakuldsdnak fontos dllomdsa volt az Un.”fényelektromos jelenség”. Ezt a tobb
mint sz4z éve ismert effektust hétkoznapjainkban is gyakran hasznéljuk, valahdnyszor egy fotocella vezérelt ajton
atmegylink.

A XIX. szdzad utolsé harmaddban a szikra- illetve gézkisiilések vizsgalata (kiilonb6z6é mindségii illetve
kis nyomdsi) gdzokban igen érdekes és ugyanakkor egy kisérleti fizikus szdmdra izgalmas kihivédst jelentd
tudomdnyos kutatds volt. 1888-ban Hallwachs (is) azt tapasztalta, hogy ha a negativ toltésii elektrédat ultraibolya
fény éri, akkor a szikrakisiilés ,.konnyebben” jon 1étre. Ebbdl ¢ arra a kovetkeztetésre jutott, hogy bizonydra az
elektr6dabdl a fény hatdsdra negativ toltések 1épnek ki. Mindez még kozel 10 évvel az ,.elektron” felfedezése
eldtt tortént.

Ma maér tudjuk, hogy a fémekben konnyen mozgé elektronok vannak, amelyeket onnan ki is lehet
»szabaditani”. A kisérleti tapasztalatok szerint tehdt, ha egy fémlapra fény (elektromagneses hullam) esik, akkor a
fémbdl elektronok 1épnek ki.

A Maxwell-féle elektrodinamika torvényei szerint, ha a fény kolcsonhatdsba 1ép a pontszerlinek
feltételezett elektronnal, akkor a fémbdl kilépd elektron kinetikus energidja a fény intenzitdsdval lesz ardnyos.
Mindez konnyen beldthatd. Az elektromagneses hullimban oszcilldlé ”E” elektromos térerdsség hatdsara gyorsul
fel az elektron. Minél nagyobb ez a térerdsség, az elektron anndl nagyobb sebességre tesz szert, azaz anndl
nagyobb mozgisi energidval fogja elhagyni a fémet.

A mérések azonban azt mutattdk, hogy a tdvozd elektron kinetikus energidja a beesd fény
frekvencidjaval ardnyos. SOt, ha a fény frekvencidja egy (az illetd fémre jellemzd) frekvencia értéknél kisebb,
akkor nincsen elektronkilépés. Mindezen tények szoges ellentétben alltak a klasszikus fizikai elképzelésekkel.

Az Annalen der Physik neves, nivos fizikai folydirat (volt). A 17. kotete (1905-6s év) kiilondsen
érdekes! Ebben a kotetben ugyanis (a 132-ik., az 549-ik és a 851-ik oldalon) harom igen fontos cikk jelent meg.
Mindegyik a kialakuléban 1évé modern fizika egy-egy kulcsfontossdgu alapkovét tette le.

Az egyik a ,,Brown-mozgis elméletét” targyalta és igy a statisztikus fizika fejlddéséhez jarult hozz4.

A masodik a ,,mozgé testek elektrodinamikdjarél” szélt és a modern tér-id6 fogalmunk megsziiletését
jelentette.

A harmadik a fényelektromos jelenség igen Otletes magyardzatit adta, hozzdjarulva ezzel a
kvantummechanika kialakuldsdhoz ugyanakkor mér a , kvantumelektrodinamika” csirdjit is magéba rejtette.

Mir az sem mindennapi (még egy ily’ neves tudomdnyos folydirat életében sem), hogy egyetlen
kotetében (alig tobb mint 700 oldalon beliil) ennyi zsenidlis és djszerli gondolat jelenjen meg. De sokkal
meglepdbb a helyzet, ha figyelembe vessziik, hogy mindhdrom cikk fejlécén ugyanaz az (addig gyakorlatilag
ismeretlen) név szerepelt. A név viseldje egy akkor 26 éves fiatalember, a berni szabadalmi hivatal kezdd
alkalmazottja volt. Neve ma madr szinte a ,,legismertebb tudés név’ még a kbzember szdmadra is.

O volt Albert Einstein!

A fényelektromos jelenség magyardzatdt tehdt A.Einstein adta meg (1905). Feltételezte, hogy a V

frekvencidji fény az elektronnal val6 kolcsonhatds sordn az elektronnak csak ” 2V~ nagysagi energidt adhat 4t.
Ezt az energia adagot ("fénykvantumot") fotonnak nevezte el. Ha ez az energia kisebb, mint az elektront a
fémfeliilethez kitd maximalis energia (ezt a @, “kilépési munkdnak” nevezik.) akkor az elektron nem tud
kilépni a fémbdl.
Alkalmazva a relativisztikus mechanika 6sszefiiggéseit Einstein a fotonhoz egy impulzust is rendelt. igy a fotont
egy részecske tulajdonsdgaival ruhazta fel (aminek a nyugalmi tomege zérus). Megsziiletett a hires (és azéta is
gyakran félreértett) “hullam- részecske kettds természet” idedja. A "foton" fogalma nem egyszeri. A hétkéznapi
értelemben vett szemléletes képet igen nehéz alkotni réla. Kezdetben Einstein véges hosszisagu igen keskeny
hullimvonulatnak képzelte. Ezt szemléletesen a fény "tlisugarzds" elméletének nevezték. Azonban 1911-ben a
magyar Selényi P4l elsoként kisérletileg bebizonyitotta, hogy az atomi fénykibocsatds gombhulldm formdjaban
torténik. Ezt a "hullam képet" igen nehéz Osszeegyeztetni a foton "részecske" képével. Nem véletleniil mondta
Debye:" A fizikusok nagy szerencséje, hogy Selényi a kisérletét nem néhdny évvel kordbban végezte el. Akkor
taldn meg sem sziilethetett volna a fénykvantumok elmélete.” A T. Huxley josolta "mészarlas" (3.oldal) ezittal
elmaradt. A foton furcsa fogalmdnak a fogadtatdsdra Planck mondatai is jellemzdek, eszerint:" Einstein
nagysdgabol mit sem von le az a koriilmény, hogy mds tanulmdnyaiban kalandos és megalapozatlan
hipotézisekbe bocsdtkozik. Egyik ilyen hipotézise fénykvantumok létezésének a feltételezése ". Ekkor 1914-et
irtak.

Az 1921-es fizikai Nobel-dijat Albert Einstein kapta:"érdemdiis matematikai-fizikai kutatdsaiért,
kiilonos tekintettel a fényelektromos -jelenség torvényének a felfedezésére "



A fotonimpulzus (mint részecske tulajdonsig) kozvetlen bizonyitékat A.H.Compton mérései szolgéltattdk 1923-
ban. A réla elnevezett ,,Compton-effektus” felfedezéséért 1927-ben Nobel dijat kapott.

Ettdl kezdve a "foton" fogalma végleg meggyokeresedett a fizikdban. A kvantummechanika majd a
(relativisztikus-)kvantumelektrodinamika fejlédésével egyre bonyolultabbd valt de mara mar a mindennapi fizikai
gondolkoddsunk szerves része.

»A kozvélemény Einsteinrdl alkotott képét nagyrészt kozepes tehetségli emberek alakitottdk ki. Az
Ujsagirok orokké interjuért zaklattdk, konyveket irtak életérdl és eredményeirdl, tigy tettek, mintha megértenék
azokat a problémdkat, amelyekkel birkézott. Az igy 1étrejott kozvéleménykép messze éllott a valdsagtol. Elég
nehéz dolog egy olyan géniuszt értékelni, aki ilyen egyediildllé adottsdgokkal rendelkezik és ilyen egyediili
helyet foglal el a tudomanytorténetben....” Irta réla a magyar szdrmazasi Lanczos Kornél, aki hosszii éveken at
Einstein kozvetlen munkatdrsa és igy személyes j6 ismerdse volt. Nyilvan vald, hogy a”Térr6l” és az ,Idérdl”
mint alapvetd fogalomr6él mindnydjunknak van valamilyen (a hétkdznapok tapasztalatidn alapuld) elképzelése.
Annyira megszoktuk mdr ezeket a fogalmakat, amelyek a maguk mddjan beépiiltek a szemléletiinkbe, hogy
minden ettdl eltérd 4llitds mélyen meghokkent minket. Nem meglepd tehét, hogy az einsteini Téridd fogalom
forradalmian 4j struktirdja és a hozza kapcsolddo specidlis relativitdselmélet volt az, amely Einsteint kozismertté
tette. Pedig a valoban eredeti alkotdsa a ’foton” fogalma volt!

A kiilonc, tudds professzor sztereotipidja” Einsteinben latszott testet olteni. Sok személyéhez kot6dd
»story” €l és terjed rola, amelyeknek nagy részét éppoly meghokkentd ,legenddva” alakitotta a szdjhagyomany,
mint amilyen elméletének furcsasdga volt. Ezek egy része nélkiilozi a valdésdgos alapokat, de ahogyan mondani
szokds ,.ha nem is igaz, j6l ki van taldlva”!

»~Nem volt csodagyerek, bar a természet titkai mar igen hamar érdekelni kezdték. Az 6téves kordban
ajandékba kapott irdnyti rendkiviili médon lenyligdzte és erésen hatott rd az az elemi geometriai kézikonyv, ami
tizenkét éves kordban keriilt a kezébe. Az iskoldk nemigen feleltek meg Einstein vérmérsékletének, és tandrai
gyakran fegyelmezetlennek taldltdk. Egyik elkeseredett tandra egyszer meg is joésolta nem tdl taldldan:
>>Finstein, Einstein, maga semmire sem fogja vinni az életben!<<”- irta Laczos Kornél.

Késdbb, egyetemi évei alatt sem tlint ki a tdrsai koziil. ,,Egyik matematikaprofesszora az a Hermann
Minkowski volt, aki késébb a specidlis relativitdselmélet geometriai értelmezésének uttdrdje lett. Amikor
elolvasta Einstein 1905-6s tanulmdnydt, igen meg volt lepve. >>Ez ugyanaz az Einstein lenne —kérdezte egyik
baratjatol - , aki néhdny éve a didkom volt? Akkor gy latszott, hogy nagyon keveset tud!<<” (L.K.)

A tarsadalmi 4tlagra tervezett intézményes oktatds és a kiilonlegesen gondolkod6 Einstein konfliktusa
sziikségképpen végig kisérte az életét. Nem volt ,,j6” didk és egyetemi tandrsidga idején nem szeretett tanitani
sem. Bdr mindez igen izgalmas lehet az utca emberének, de a ,zsenidlis bukott didk” legenddja csak a
kozépszerliség 6ndmitdsanak tekinthetd.

Mint mér az el6z8ekben emlitettiik a gazkisiilések és ezen beliil az tin. a katédsugdrzas vizsgélata a XIX.
szdzad végén érdekes tudomdnyos munka volt. Lassan kialakult a sejtés, hogy taldn a katédsugarakban addig
ismeretlen, elektromos toltéssel rendelkezd részecskék dramlanak. J.Stoney 1890-ben ezeknek a (hipotetikus)
részecskéknek az ,.elektron” nevet adta.

1897-ben J.J.Thomson a katédsugarak elhajldst vizsgilta elektromos térben. Sikeriilt bebizonyitania,
hogy a katédsugdrzds valoban negativ toltések (tehdt elektronok) dramlasabdl 4ll. Meghatédrozta a katédsugarban
repiild elektronok tdmeg-tdltés ardnyat. A kisérlet részleteibdl azt a kdvetkeztetést vonta le, hogy az elektronnak
univerzdlis és elemi részecskének kell lennie. Az elektron 1éte fizikai realitdssd valt.

Valésziniileg még senki nem sejtette azt, hogy a felfedezett elektron, a XX. szdzad alapvetd objektuma
lesz és egész ipardgak épiilnek majd rd. 1906-ban a fizikai Nobel-dij nyertese az els6 elemi részecske felfedezdje
J.J.Thomson volt.

J..J. Thomson joggal feltételezhette, hogy a katédsugdrcsében mozgé elektronok csakis az elektréda
anyagit felépité atomokbdl szdrmazhatnak. Igy az addig ,.oszthatatlannak” (ez az ,atom” sz6 eredeti jelentése)
gondolt atom valéjdban egy, elemibb részletekkel biré objektum, azaz valamilyen szerkezete van. A XIX-XX.
szdzad forduldjara (az addigi tapasztalatok alapjan) megsziiletett az in. Thomson-féle atommodell. Eszerint az
atom egy kb. 10" m 4tmér6jii gomb alakii egyenletes pozitiv toltéseloszlds, amelyben pontszerii elektronok
uszkalnak.

Ernest Rutherford angol fizikus kdzvetlen mérésekkel szerette volna ellendrizni a modell helyes voltat.
Ezért elektronjuktdl megfosztott He (hélium) atomokat 168tt vékony fémfolidra. A visszapattand és a f6lidn szinte
akaddlytalanul 4thatolé He 16vedékek ardnya azt mutatta, hogy a Thomson-féle atommodell nem helyes (1907,
1911). A széraskisérletek eredménye szerint, az atomban a pozitiv t6ltés csak egy ,kicsiny” térrészbe, egy kb. 10
" 'm 4tmér6jii gombbe koncentrlédik. Ezen kisérleti tény alapjan Rutherford egy tj atommodellt alkotott.
Eszerint az atom egy kb. 10™° m atmér6jii pozitiv toltésti atommagbol és koriilotte mozgd elektronokbdl all. A
tovabbra is pontszerlinek képzelt elektronok, a Coulomb vonzis kovetkeztében, az atommag koriil keringenek
egy kb. 10" m sugart péalyan. A hidrogén atom a periédusos rendszer els6 eleme. Ha megfosztjuk az egyetlen



elektronjatol, akkor egy még elemibb objektumot kapunk, amelyik igy az "elsd eltt 4116" (gordgiil protosz) lesz.
Rutherford a hidrogén atom magjét "protonnak" nevezte el.

Rutherford atommodellje a kvantummechanika fejlédésének egyik gerjesztdje volt, és mint ilyen fizika-
torténeti jelentdsége Oridsi. Megalkotdja a kémiai Nobel-dijat (nem ezért, hanem még kordbban) 1908-ban, a
radidaktivitdssal kapcsolatos kutatdsaiért kapta (tobbek kozott az ,alfa” és a ,béta” sugirzds azonositdsa és
elnevezése is tole szarmazik).

OROSZ L. Kvantummechanika 6. oldal

A Rutherford féle atommodell megfelelt ugyan a korabeli kisérleti tényeknek, de alapvetd elméleti
hidnyossdga is volt. Ugyanis, ha az elektron kering az atommag koriil, akkor centripetélis gyorsuldssal
rendelkezik. Ekkor azonban, az elektrodinamika torvényei szerint, elektromigneses hulldmot kellene gerjesztenie
és igy energidt kellene dllanddan kisugdroznia. Az elektron (az energia-megmaradds elve értelmében) dllandéan
veszitene az energidjabdl és rovid idé alatt beleesne az atommagba (elméleti becslések szerint ez kb. 10™'* sec).
Azaz az atom nem lenne stabil. Ugyanakkor igaz viszont az is, hogy a spektroszképiai megfigyelések szerint az
atomok bizonyos koriilmények kozott elektromdgneses hullimot bocsdtanak ki. A kisugérzott energia frekvencia
szerinti eloszldsa minden fajta atomra (s6t molekuldra) kiilonbozd. K6zos jellegzetességiik a diszkrét frekvencia
eloszlés. Ezt "vonalas spektrumnak" hivjuk.

A legegyszerlibb atom a hidrogén atom. Ezért célszeri, ha el6szor a hidrogén atom spektrumét
probaljuk megérteni. Kezdetben csak a négy lathaté vonal (frekvencia illetve hullimhossz érték) volt ismeretes.

Az 1860-as évektdl a spektroszkdpia megfigyelések sordn hatalmas mennyiségii kisérleti adat gyiilt
Ossze. A hidrogén atom lathaté négy spektrumvonaldt igen nagy pontossdggal Anders Angstrém mérte meg.

A kisérleti spektroszképia fejlédése lehetdvé tette, hogy a megfigyeléseket kiterjesszék mind az infravords, mind
pedig az ultraibolya tartoményba is. fgy ,l4thatévd valt” a hidrogén atom t6bbi (rendkiviil sok) spektrumvonala
is.

Az 1Q tesztek egyik kozkedvelt feladata, amikor szabdlyossdgot kell felfedezni egy adott szdmsor elemei
kozott. Példaul az (1,2,3,5,8,.....) feladatot az emberek dontd tobbsége konnyedén megoldja. Valamivel
nehezebb lenne a kdvetkezo (1, 7/2, 7, 23/2, ....). Erdekes feladatnak mutatkozik a (1,9/8,5/4, 4/3, 3/2, ...)
szamsor is. Erre csak akkor tudunk konnyen vélaszolni, ha ,,segitségként” felirjuk: (c, d, e, f, g, a, ....). Szinte
rogton felismerjiik, a C-dur hangsor alaphanghoz viszonyitott frekvencidit.

Mindezen el6készités azt a célt szolgdlta, hogy kelléen felmérjiik annak a feladatnak a nehézségét,
amelyben szabdlyossagot kell felfedezni a (6562.1, 4860.74, 4340.10, 4101.20, ....) szdmadatok kozott. Az
elsd ranézésre a megoldds meglehetdsen komplikdltnak igérkezik. Hacsak nem taldlunk valamiféle vezérfonalat,
(hasonléan a C-dur skéldhoz) a megold4s szinte reménytelennek tlinik. Pedig ezt a feladatot mir megoldotta
valaki. Az illetd Johann Jacob Balmer svdjci kozépiskolai tandr volt. A meglepden egyszerli megoldas a bazeli
lednyiskola évkonyvében latott elészor napvildgot, majd 1885-ben egy rovid kdzlemény formdjaban az ,,Annalen
der Physik”-ben, a kor vezetd eurépai tudomdnyos folydiratdban is megjelent. A kézlemény cime:
“Megjegyzések a hidrogén atom szinképvonalaihoz”. A megadott szdimsor ugyanis a hidrogén atom éltal
kibocsitott l4thaté fény hullimhosszait jelenti 107" m egységben.

J.J.Balmer dbrdzol6 geometridt tanitott. A geometria nemcsak onmagdban érdekelte, de foglalkoztatta
annak épitészeti és milvészeti vonatkozdsa is. Szertedgazo érdeklddési kore tette 6t alkalmassa arra, hogy igen
egyszerll formulét kapjon a hidrogén atom fent megadott spktrumvonalainak a megadasara. A fizikatorténet
bizonyitja, hogy egy dj tudoményteriilet kezdeti szakaszaban els@sorban a széleskorli ismerteken alapuld
analdgiaérzék lehet igen gyiimolcsozo, természetesen csak akkor, ha mindez logikai igényességgel is tarsul. Ez
tortént Balmer esetében is. Filozofiai bedllitottsagat tekintve ,,Pithagoras” kovetdi kozé tartozott, aki hitt abban,
hogy a vildg jelenségei 0sszefiiggd harmonidt alkotnak és ez a harmdnia egész szamokkal kifejezhetd.
Feltételezte ezért, hogy hasonldan a C-dur skdldhoz a hidrogén atom spektruma is egész szdmokkal megadhatd.
Maga a médszer, ahogyan Balmer a végs6 felismeréshez eljutott igen eredeti és intuitiv, de most nem fontos. A
Iényeg az, hogy végiilis a hidrogén atom 14that6 frekvencia spektrumadra a kovetkezd osszefiiggést kapta:

1 1 c
V= R[Z ——zj (n=3,4,5,6), ebbél a keresett hullimhosszak a 4 =— hanyados segitségével
n Vv
megkaphatok.
Balmer formuldja és neve csaknem 20 évre feledésbe meriilt. Csak akkor fedezték fel djra, amikor
Rydberg (1890) és Ritz (1906) munkassaga kovetkeztében nyilvanvaléva valt az, hogy kelld altaldnositassal, a



képlet segitségével az 6sszes (ultraibolya és infravords tartomédnyban 1€v6 ,,végtelen sok™) frekvenciaérték is
kiszamithat6.

A Balmer-formula megadta ugyan a hidrogén atom teljes sugdrzasi spektrumadt, de azt megmagyardzni
nem tudta.

Végiil is Niels Bohr dan fizikus volt az, aki hdrom egyszer(i posztuldtum (alapfeltevés) segitségével
matematikai levezetését adta a Balmer formuldnak (Koppenhdga, 1913. d&prilis). A Bohr-féle modell
alapfeltevései a kovetkezok.

1.) Az elektron a hidrogén atomban csak meghatdrozott energidji palydkon tud sugédrzds nélkiil keringeni.
Ezek a (kor)pdlydk tehat stabilak.

2.) Ha az elektron egy magasabb energidju palydrdl egy alacsonyabb energidji palydra "ugrik", akkor az
energia kiillonbséget egy hn energidju foton kibocsatdsaval leadja.

3.) Csak azok a (kor)pélyak stabilak, amelyen az elektron pdlyamozgasb6l adédé perdiilete, a ,, 7 7-nak
egész szamu tobbszorose.

A korpdlyan torténd mozgashoz sziikséges centripetdlis gyorsuldst az elektron és a proton kozott fellépd
Coulomb er6 biztositja. A 3. posztuldtumban rogzitett kvantalasi torvény segitségével a diszkrét energiaszintek
kiadédnak. A 2. posztuldtum alapjan pedig a Balmer formula egyszertien megkaphat6.

Késébb megsziiletett a modell egy tovdbbfejlesztett valtozata is, amelyben az elektron (az
altalanosabbnak tekinthetd) ellipszis palyakon is mozoghat. Ez volt a Bohr- Sommerfeld modell.

N.Bohr a fizikai Nobel-dijat 1922-ben kapta meg, az indoklas szerint:”Az atomok szerkezetének és az
azokbdl eredd sugarzdsoknak a vizsgdlataiért.” Modelljének merész djdonsdga dontd 1épés volt abba az irdnyba,
amely szakitast jelentett a megszokott klasszikus fogalmakkal. Bohr ennek tudatdban volt, szavait idézve: ,,...az
eléadott gondolatok merev ellentétben allnak a fogalmaknak azon csodédlatra mélt6, Osszefiiggd rendszerével,
mellyet joggal >>klasszikus<< elektrodinamikdnak neveziink”

A fizikusok feltételezték, hogy minden atom szerkezete a hidrogén atoméhoz hasonlé.

A diszkrét energiaszintek kozvetlen mérését J.Franck és G.L.Hertz val6sitotta meg (1913-ban, hat
hénappal a Bohr modell megsziiletése utan!). A mérés elve az volt, hogy megmérték a higany atomokkal titk6z6
elektronok iitkozés utani kinetikus energidjat. A higany atom tomege kb. nyolcvanezerszer nagyobb, mint az
elektron tomege és a kisérletben az dtlagsebessége az elektronokéhoz képest elhanyagolhat6. Ha az {itkdzés sordn
az 1itkozd elektron kinetikus energidja lecsokken (azaz az {itkozés rugalmatlan), akkor ez azt jelenti, hogy a
higany atom valamelyik elektronjdnak az energidja megnovekedett. Ha az atomban az energiaszintek diszkrétek,
akkor az 1itk6z6 elektronok energiacsokkenése nem lehet akarmekkora.

1926-ban a fizikai Nobel-dijat megosztva J.Franck és G.L.Hertz kapta ,,az elektronok és az atomok
egymads kozotti iitkozés torvényeinek a felfedezésért”.

OROSZ L. Kvantummechanika 7. oldal.

A linedris oszcillatorra vonatkozé Planck-féle és a kormozgésra vonatkozé Bohr-féle kvantélasi torvény
formailag nagyon kiilonbozik egymdstdl. Mi lehet az az altaldnos kvantdldsi torvény, amely minden esetben
érvényes? A valaszt Bohr és Sommerfeld adta meg 1916-ban. Az altaldnositds alapja az, hogy egy tetszoleges,
(egydimenzids) periodikus mozgast végzdé tomegpont mozgasat az impulzus és a koordindta éltal definidlt un.
fazissikban egyetlen fazispontnak zart trajektoridn torténé mozgédsival adhatjuk meg. A kvantdlasi torvény az,
hogy ezen zart gorbe altal hatarolt teriilet a ,,2” Planck 4lland6 egész szamu tobbszorose lehet csak. A torvény
dltalanosithaté tetszéleges szabadsdgfoki mozgds esetére is. Ekkor az Osszetartozé (édltaldnos) koordindta és
(altalanos) impulzus parokra kell alkalmazni az emlitett 6sszefiiggést.

OROSZ L. Kvantummechanika 8. oldal.

Louis de-Broglie 1923-ban (majd az 1924-ben megvédett doktori dolgozatiban) egy igen furcsa
hipotézist dolgozott ki. Arra gondolt, hogy ha az elektromagneses tér hullimszert tulajdonsagot (pl. diffrakcio,
interferencia, stb...) és részecske jellegli tulajdonsdgot (foton!) is mutat, akkor ez a “kettdsség,, esetleg az
elektronokra is igaz. Azaz az elektron mozgasdhoz egy valamiféle hulldm rendelhetd.

Késobb igy emlékezett vissza azokra az iddkre:



,...nem konnyii szivvel, hanem vonakodva és kényszer hatdsdra hagytam el a klasszikus fizika
hagyomdnyos pozicidit, ez a megdllapitds taldn megmutatja a hitetlenkeddknek, hogy a hagyomdnyos
poziciok mennyire védhetetlenekké vdltak.”

... aki egy uj elmélet alapveté gondolatait kifejti nem mindig veszi észre rogton annak minden
kovetkezményét. Személyes megldtdsai alapjdn irdnyitva, a matematikai hasonlosdgok belsé ereje dltal
indittatva, szinte onmaga ellenére kényszeriil uj iitra, amelyrél maga sem tudja, hogy tulajdonképpen
hova vezet...” ,,Lassanként olyan értelmezésekre kényszeriil, amelyekre eredetileg nem is gondolt...”

,Minthogy a fényelmélet keretében oOssze kellett hdzasitani a megfeleléen értelmezett hulldm- és
részecske-fogalmat, sziikségszertien felmeriilt a kovetkezd kérdés: Vajon az elektronnak, akdrcsak a
fénynek, a jol ismert korpuszkuldris természeten kiviil nincsen-e hulldm természete is, amely a
hulldmoptikdhoz hasonlo jelenségekben nyilvanul meg?” 1923-ban ,,ennek a kérdésnek a felvetése igen
merész dolog volt, mert akkor még semmi sem mutatott arra, hogy az elektronnak hulldmtermészete is
van. De ha az ember elgondolkozott a kvantumelmélet dltal bevezetett 1ij fogalmakon, akkor lehetett
taldlni néhdny bizonyitékot, amely az elgondolds helyessége mellett szolt.” Példaul: ,,...Planck, Bohr és
Sommerfeld dltal bevezetett kvantumfeltételekben egész szdmok szerepelnek, ami az anyagi pont
dinamikdjdban még sohasem fordult eld, de egészen megszokott olyan problémdkban, amelyekben
hullamokrol van szo (interferencia, rezonancia, stb...)”

L. de-Broglie ezt a hullimot igen taldléan "vezérhullim”-nak nevezte el és meglehetds dvatossdggal fogalmazott:
Az anyagi részecskék lehetséges megnyivdnuldsainak térbeli eloszldsdt ekkor a részecskékhez tdrsulo
hulldm terjedése kell, hogy leirja... ”

A mindennapokban a fizikusok ezt a vezérhulldmot ,.elektronhulldmnak” szoktdk hivni. Ez azonban azt a hamis
képet sugallja, mintha ,,az elektron maga hullimzana”. Mint az majd késobb ki fog deriilni, ez nincsen igy.
Mindenesetre a félreértések elkeriilése végett mi az elkdvetkezOkben a ,,de-Broglie hullim” elnevezést fogjuk
haszn4lni.

De Broglie feltevése szerint, az dltala bevezetett hulldm frekvencidja és hulldmhossza az elektron
energiajabdl és impulzusabél szamithat6 ki (E =ha , p = hk ), hasonlé médon, mint ahogyan azt a foton
esetében lattuk.

Ennek az igen furcsa hullim-modellnek a meghtkkentd eredménye az volt, hogy segitségével a Bohr
féle harmadik (kvantdldsi) hipotézis igen szemléletes jelentést kapott. Nevezetesen csak azok a pdlydk stabilak,
amelyeken az elektronhoz rendelt ”vezérhullim” 6nmagdval interferdlva 4lléhulldmot alakit ki.

Az 1929-ben kiosztott fizikai Nobel-dij tulajdonosa Louis de Broglie lett ,az -elektron
hullimtermészetének a felfedezéséért”.

Az elektron hulldmtulajdonsigdnak a kozvetlen kimutatdsa C.J.Davisson és munkatdrsa L.H.Germer
(1927) amerikai fizikusok nevéhez fliz8dik. Nikkel kristdly feliiletér8l sz6r6dé elektronnyaldb intenzitds-
eloszldsat vizsgaltdk. Ez olyan volt, hogy az csak az elektronokhoz rendelt de-Broglie féle hullimoknak a
kristdlyatomokon torténd diffrakcidjdval volt magyardzhat6. Hasonléan a rontgen sugirzds Bragg-féle
reflexidjdhoz. Ez azt jelenti, hogy egy kristdly rontgendiffrakcids és elektrondiffrakcids képe megtévesztden
hasonlé. Téliik fiiggetleniil G.P.Thomson (Aberdeen, 1928) arany, platina és aluminium filmeken &4thaladé
elektronnyaléb diffrakcids képeit hozta 1étre.

Mivel ezek a kisérletek alapvetden hozzdjarultak a kvantummechanikai gondolkoddsméd fejlédéséhez
igy az 1937-es fizikai Nobel-dfjat megosztva C.J.Davisson és G.P.Thomson kapta.

Tudomdnytorténeti érdekesség, hogy G.P.Thomson aki az ,elektron hullim” kisérleti kimutatdsaért
nyerte el a legnagyobb tudomanyos dijat, annak a J.J.Thomsonnak a fia, aki 31 évvel eldtte az ,.elektron mint
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elemi részecske” kimutatdsaért kapta meg ugyanezt a tudomédnyos elismerést.

Joggal meriil fel a kérdés: valéjadban mi is az, ami ,,hulldmzik”?!

Erre a nyilvanval6 kérdésre azonban még nem volt vdlasz! De Broglie szavait idézve:

”A hulldm-részecske dualitds helyes értelmezését azonban nem ldttam vildgosan és tovdbbra is
foglalkoztatott a kérdés.” Tegyiik hozza: ebbéli gondjaiban nem volt egyediil!



A 24 éves(!) Werner Heisenberget (aki ekkor Gottingenben magédntanarként dolgozott) nagyon zavarta
az, hogy a Bohr-féle atommodell til szemléletes. Olyan sajitossdgokat tulajdonit az elektronnak, amit
kozvetleniil még soha senki nem mért meg (pl.:a pontszerli elektron az atomban kering). Ezért kigondolt egy
olyan szamitdsi médszert, amely kiinduldsul csak a hidrogén atom megmérhetd adatait tartalmazta (a Balmer-féle
frekvencidkat) Ezeket az adatokat tablazatokba rendezte €és a tdblazatokkal fura, dltala definidlt miiveleteket
kellett végezni. Mint utébb kideriilt ezek matrix miiveletek voltak. Megsziiletett az tin. "métrixmechanika"
(1925), egy eredeti médszer, amit senki sem értett meg igazan!

Amigy W.Heisenberg a XX.szdzadi fizika egyik nagy egyénisége. A Kvantummechanika egyik
kidolgozdja aki a szildrdtestfizikdban (ferromdgnesség elmélete) és az atommagfizikdban (atommagmodellek) is
sokat és maradandét alkotott. Késobb még taldlkozunk a nevével! A fizikai Nobel-dijat 1933-ban kapta meg.
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1.1. HullAmmechanika
1.1.1 A Schridinger egyenlet és a hullamfiiggvény

Az anekdota szerint a kvantummechanika axiomatikus kiépitésének a torténete a Ziirichi Egyetem egyik
elméleti fizika szemindriumén elhangzott, 4rtatlannak tiind kérdéssel vette kezdetét. Ebben az id6ben (1925, 26)
Peter Debye a ziirichi Miiszaki Fdiskola tandra volt. Rendszeresen szervezett kozos szemindriumokat az Egyetem
fizikusaival. O javasolta (az ott elméleti fizikat tanitd, akkor 39 éves) Ervin Schrodingernek, hogy egy ilyen
kozos szemindrium keretében ismertesse Louis de Broglie (1924) doktori dolgozatit. Az a feltételezés, hogy az
elektron valamiféle “hulldim jellegli tulajdonsdgokkal” is rendelkezik nem kis meglepetést okozott a kor
fizikusainak. A fiatalsdg (mint mindig) most is nagy érdeklddéssel fordult az tj és igencsak “furcsa” elmélet felé.
Az omindézus szemindrium végén Pete Debye feltette a kérdést az eldaddnak:

”Ha van hullam, akkor hullamegyenletnek is lennie kell! Milyen ez az egyenlet?”

Természetesen az azonnali vdlasz elmaradt, hiszen de Broglie publikdlt dolgozatdban errdl nem esett sz6.
Schrodingert azonban elgondolkoztatta a feltett kérdés és maga prébalt véalaszolni rd. Par hét milva megsziiletett
az un: “Schrodinger egyenlet”, amely a (nemrelativisztikus) kvantummechanika egyik axiémdja lett (A mi
besoroldsunk szerint ez az 5.axiéma).

Az Annalen der Physik (1926 janudr, februdr, majus és juniusi szdmdban) 6sszesen négy cikk jelent meg
(gyors egymdsutdnjaban) amely a témadval foglalkozott. Schrodinger eldszor egy relativisztikus egyenletet (a
késobbi tn. Klein—Gordon egyenletet) konstrudlta meg, de ez nem adta meg j6l a “prébakdnek” tekintett
Hidrogén atom spektrumat. Végiil is ennek egy nemrelativisztikus kozelitése vezetett a helyes eredményre.

A késbébbiekben ezt az egyenletet nevezték el Schrodinger egyenletnek és megalkotéjat az 1933. évi
fizikai Nobel-dijjal tiintették ki.

Mivel a Schrodiger egyenlet a kvantummechanika egyik alapfeltevésének (azaz axiomdjanak) bizonyult,
igy az nem vezethetd le mds ismert torvényeinkbdl! Intuitiv 1épések nyomdn kimondott hipotézisrol
(feltételezésr6l) van sz6é, amelyet majd a gyakorlat “bizonyit” vagy cafol. Tdl hosszd lenne, hogy
tudomanytorténeti hitelességgel kovessiik az egyenlet megsziiletésének minden részletét. Erre nincs is sziikség,
mert ma mdr szdmtalan visszaemlékezés és onélatrajzi irds jelent meg, amely a “fizika djkori” forradalmaval, a
modern fizika megsziiletésével foglalkozik.

Mi egy olyan gondoltmenetet mutatunk be, amely lényegét tekintve hasonlé ahhoz, mint amit
Schrodinger kovethetett. Az el6tanulmanyaink hidnyos volta miatt azonban ez sokkal egyszeriibb, mint az eredeti
volt (Iehetett).

Tudjuk, hogy egy szabadon mozgd tomegponthoz (a tovabbiakban legtobbszor elektront fogunk
mondani) egy sikhullam rendelhet6 a de-Broglie altal definialt médon.

A szabadon mozgd, tomegpontnak képzelt elektron energidja és impulzusa kozotti kapcsolatot a newtoni
mechanika hatdrozza meg (energia megmaradas tétele). Ez az osszefiiggés egyértelmiien megadja az elektronhoz
rendelt sikhullam frekvencidja és hullimszama kozotti kapcsolatot is (ennek neve diszperzids Osszefiiggés).

Elsé 1épésként tehat egy olyan differencidlegyenletet kell keresni, amelynek a megolddsa olyan
sikhulldm, amely kielégiti a diszperziés Osszefiiggést. Ez egyszeriien hely és id6 szerinti derivaldsokkal
megkaphatd.
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Az igy kapott masodrendll (négyvaltozos) parcidlis differencidlegyenlet még csak a szabadon mozgé
elektronhoz rendelt sikkhulldmot adja meg.

Axiéma rangjéra akkor emelkedett ez az egyenlet, amikor Schrodinger feltételezte azt, hogy ugyanez az
egyenlet érvényes tetszOleges mozgds esetén is. Ekkor a potencidlis energia a hely és az id6 tetszOleges
fiiggvénye lehet. Az egyenlet megolddsa pedig komplex alakban felirhaté helytdl és id6tdl fiiggd valamilyen

‘P(I_; 1 ) fiiggvény lesz. Ennek neve: "dllapotfiiggvény" vagy "hullamfiiggvény”. Megsziiletett az tn. ,,id6fliggd

Schrodinger egyenlet”,.egy egyenlet, amit minden fizikus r6gton hasznélni tudott.

De a kérdés tovabbra is valasz nélkiil maradt: "Mi az, ami hullamzik?”’!

Az id6fiiggd Schrodinger egyenlet formdlisan igen egyszerli alakba irhat6 fel, ha bevezetjiik az un. "operatorok"
fogalmdt. Operdtoroknak nevezziik jol definidlt matematikai mfiveletek egyiittesét. Ha egy operdtor egy
fiiggvényre hat, akkor ez azt jelenti, hogy a fliggvényen végre kell hajtani azokat a miiveleteket, amelyeket az
illetd operdtor eldir. Az operdtor tehét egy fiiggvényt egy mdsik fliggvénybe transzformal

(egy fliggvényhez egy mésik fiiggvényt rendel.)

Az idéfiiggetlen Schrodinger egyenletben szerepld operdtort Hamilton operdtornak nevezik.

A parcidlis differencidlegyenletek megoldasa 4ltaldban igen bonyolult matematikai feladat.

Csokkennek a nehézségek, ha a tobbvaltozés differencidlegyenlet egyvéltozés un. "kozonséges"
differencidlegyenletekké alakithat 4t. Ezt a miiveletet szepardldsnak (a valtozok szétvalasztdsanak nevezziik.). A
keresett tobbvaltozods fiiggvény ekkor egyviltozos fiiggvények szorzataként irhaté fel.

Ha az elektron potencidlis energidja nem fiigg az id6tdl, akkor az elektron Osszenergidja dllando, azaz
konzervativ rendszerrél van sz6. Ebben az esetben (tetszéleges helyfiiggd potencidlis energia esetén is) a
megoldds felirhaté egy (csak a helykoordinatakt6l fiiggd) hdromvéltozds és egy (csak az id6tdl fiiggd)
egyvaltozos fiiggvény szorzataként. Azaz a helykoordinitdk és az id6paraméter szeparalhatok.
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A szepardlas milveletét a késObbiekben sokat fogjuk haszndlni. Fébb 1épései a kovetkezdk:

A megoldasfiiggvényt a feltételezett szeparalt alakba irjuk.

Végrehajtjuk a differencidlegyenletben eldirt derivaldsi miiveleteket.

A diffegyenlet mindkét oldalat elosztjuk a szeparalt alakban felirt megoldésfiiggvénnyel

Az egyenletet Ugy rendezziik, hogy az egyenlet egyik oldaldn csak az egyik valtozo6tdl fiiggd
kifejezések szerepeljenek.

5. Ezutdn mind a két oldalt ugyanazzal az 4llanddval tessziik egyenldvé.

NS

A kozolt médszerrel az idofiiggd Schrodinger egyenlet szepardlhaté. Az iddfiiggd fiiggvényre vonatkozd
kozonséges diffegyenlet egyszerlien megoldhatd. A helyfiiggd fiiggvényre az tun. iddfiiggetlen Schrodinger
egyenlet adodik. Ezt megoldani csak a potencidlis energia ismeretében lehet. A szepardlds sordn bevezetett ,E”
un. szepardldsi dlland6 fizikai jelentését egy Ujabb axiéma (a 3.axiéma) alapjin tudjuk majd megmondani.
Fogadjuk most el mintegy kijelentésként, hogy az E a rendszer 6sszenergidjat adja.

Hétra van még annak a kideritése, hogy mi a hullimfiiggvény fizikai jelentése, azaz "Mi az, ami
hulldmzik!?"

Fizikai jelentése csak valés mennyiségnek lehet. Mivel a ‘P(F,t ) allapotfiiggvény komplex, ezért

valami médon egy P (7,1‘ ) valds fiiggvényt kell hozzarendelni. Mint miden fizikai tartalommal rendelkez6 r
helyvektortdl fiiggd térfiiggvénynek, igy ennek a fiiggvénynek is ki kell elégitenie néhdny altaldnos feltételt. Ezek
alapvetd fizikai meggondolasokb6l adédnak. Ezek szerint tehat P (7 ,1 ) fiiggvénynek egyértékiinek,

folytonosnak és végesnek kell lennie. Beldthatd, hogy a ‘P(f,t ) allapotfiiggvény is ugyanezen tulajdonsagokkal

kell, hogy rendelkezzen. Ezeket a tulajdonsidgokat (feltételeket) regularitdsi feltételeknek (regula = szabdly)
nevezzilk. A késdbbiekben mindig igy fogunk rd hivatkozni. Mint az majd kideriil erre mindig sor kertil,
valahdnyszor megoldjuk a Schrodinger egyenletet. A fontossdga miatt célszer(i ismét dsszefoglalni:



A ‘P(?,t) fiiggvény reguldris, ha: 1. egyértékd,
2. folytonos,
3. véges (ez utobbit kés6bb még kiegészitjiik).

Mair csak az a kérdés, hogy mi médon kell a komplex allapotfiiggvény ismeretében a valés P(r,t) fiiggvényt
megadni és mi lesz ennek a fizikai jelentése?
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El6szor maga Schrodinger is arra gondolt, hogy létezik valamiféle "anyagi kozeg, (az elektron anyaga),
amelyben a létrejovo és tovahaladé jol lokalizalt gerjesztést, mint egy elektront érzékeljiik. Azonban ez az amuigy
tetszetosnek tiind elképzelés tarthatatlannak bizonyult. Ennek oka a kovetkez6:

Mint azt a bevezetésben lattuk minden lokalizalt gerjesztés hullimcsomagként is felfoghat6, azaz elemi
sikhullimok szuperpoziciéjaként eléallithat6. Altalanos esetben ezen elemi sikhullimok fizissebessége fiigg a
sikhulldm frekvencidjatdl, igy a kezdetben jol lokalizdlt hullimcsomag “szétfolyik". Az Aéltalunk végzett
szamitdsokban ez azért nem jelent meg, mert egy igen keskeny spektrumot vizsgdltunk, amelyen beliil

(kozelitésként) minden Osszetevd elemi sikhulldm fazissebességét ugyanakkordnak vettik azaz az ,,a)(k )-t

linearizaltuk™

Elektron esetén a hullimcsomag szélessége (azaz az elektron ,mérete”) kb. 10" secundum alatt
megdupldzédik. Azaz, ha a Schrodinger-féle elképzelés ,igaz” volna, akkor az elektron nem lenne stabil
részecske.
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Végiil is a hullamfiiggvény fizikai értelmezésére vonatkozd, mindent kielégité megoldast Max Born
taldlta meg (1926). Javaslata rendkiviil szokatlan, a klasszikus fizikai szemléletiinkkel és ismeretelméleti
elképzelésiinkkel nehezen Osszeegyeztetehetd volt. Nem véletlen, hogy a kvantummechanika ,,nagy oregjei”
koziil j6 néhdanyan nem tudtdk elfogadni és azéta is sok fejtorést okoz szdmunkra. Mara mar a sok kisérleti
tapasztalat egyértelmiien igazolta a borni hipotézis helyességét és ennek kovetkeztében beépiilt a fizikusi
paradigmarendszeriinkbe. Mindez megvéltoztatta a vildg megismerhetdségére vonatkoz6 fizikai elképzeléseinket.
Ugyanakkor sokszor filozéfiai félremagyardzasok és hamis kovetkeztetések kiindul6pontjava is valt.

- - \2
Legyena P (r, t ) = |‘P(r, t )| az allapotfiiggvény abszolit értékének a négyzete!.

P (7 ,1 )dV annak a valdszinliségét adja, hogy a pontszerii elektron az r helyvektor dV kornyezetében

van (azaz ott megtaldlhato).

Tekintsiik most ezt az intuitiv kijelentést egy axioma jellegli éllitdsnak, azaz minden kiilondsebb
indoklds nélkiil fogadjuk el! Kisérleti eredmények sokasdga vélik ezzel értelmezhetdvé, amely igazolja majd
feltevésiink helyességét. A kovetkezOkben kelld dltaldnositdssal a 4.axiomdhoz jutunk el (induktiv szemlélet!).
Ugyanakkor 14tni fogjuk, hogy a , Kvantummechanika axiomarendszerének™ az ismeretében a hulldimfiiggvény
Born-féle értelmezése a 4. axiomabdl egzakt matematikdval levezethetd (deduktiv szemlélet!).

Az el6zéekben emlitett hulldimcsomag szétfolyds tehdt a megtaldldsi valosziniiség iddbeli szétteriilését
jelenti, ami pedig fizikailag igen szemléletes és érthetd. Ezzel egy csapdsra megsziint a "hullim-részecske
kettdsség,, feloldhatatlannak tiind ,misztikus” Onellentmonddsa. Pontszerli részecskék vannak é&s a
kvantummechanika ezen pontszerli részecskék megtaldldsi valdszinliségét hatdrozza meg az id6éfiiggd
Schrodinger egyenlet segitségével. Ezt a fizikai interpreticiot tdmasztja ald az a szords-kisérlet is, amikor vékony
fémfélian egyenként elektronokat 16viink 4t. A f6lia mogott elhelyezett felfogd ernydn lehet a sz6r6dé elektronok
becsapdddsat detektdlni. A kezdetben szabdlytalanul elhelyezkedd becsapdddsi pontok nagyszdmi egyedi
elektron-becsapddds utdn szabdlyos interferencia gyliriikké olvadnak Ossze. Az adott helyre beérkezd elektronok
szdma az ottani megtaldldsi valdszinliséggel lesz ardnyos.

Max Born (1882-1970) széleskorti matematikai ismeretekkel rendelkezo fizikus volt.



A ,matematikusok Mekkdjdban”, Gottingenben olyan nagyhirii ,,profétdk™ el6addsait hallgatta, mint: Felix Klein,
David Hilbert és Hermann Minkowski. A doktori munk4jit a neves elméleti csillagdsz K. Schwarzschild vezetése
alatt irta. Valdszinlileg ennek a matematikai tuddsdnak koszonhette, hogy a ,hullimfiiggvény valdsziniiségi
értelmezése” éppen az 0 Gtlete volt.

Mindezekkel kapcsolatban a kovetkezdket irja:
2
Schrodinger ,,az elektront nem részecskének, hanem az dltala felirt hulldmfiiggvény |l//| négyzetével

meghatdrozott siiriiségeloszldsnak tekintette....En azonban naponta ldttam, hogy Franck atomi és molekuldris
litkozési kisérleteiben milyen termékeny szerepet jdtszik a részecske fogalom és meg voltam gydzédve, hogy a
részecskéket nem lehet egyszeriien kiebrudalni. Modot kell taldlni a részecskék és a hulldmok osszebékitésére. Az
osszekoté  ldncszemet én a vlosziniiség fogalmdban ldttam....A hipotézist sikeriilt igazolni az iitkozési
Sfolyamatoknak hulldamok szoréddsdval valo leirdsdval és mds eljdrdsokkal....A Y fiiggvény dltaldban adott

statisztikus értelmezése csupdn az elso lépés volt az atomfizikdban a részecskék és a hulldmok kozotti kapcsolat
megértésében....Noha ezeket az elgondoldsokat a fizikusok donté tobbsége elfogadta, mindig volt néhdny kivétel,
kozottiik olyan nagy nevek, mint Planck, Einstein, de Broglie és Schrodinger. Ez a magyardzata, hogy miért
tartott huszonnyolc esztendeig amig munkdssdgomért megkaptam a Nobel-dijat.”

Az 1954-es fizikai Nobel-dij atvételekor M.Born 72 éves(!) volt, az inoklasban ez dllt: ,alapvetd
kvantummechanikai munkdssagaért, kiilonos tekintettel a hullamfiiggvény statisztikus interpretacidjara.”

Planck akkor mar 7 éve halott volt. De Broglie 62, Einstein 75, Schrédinger 67 éves volt.

., Valamely tudomdnyos igazsdg nem oly modon szokott érvényre jutni, hogy ellenfeleit meggydzik és azok
meggyozotinek jelentik ki magukat, hanem inkdbb tigy, hogy az ellenfelek lassanként kihalnak és a kovetkezo
generdcio kezdetektol fogva ezt az igazsdgot ismeri meg.” E Kkijelentés igazsdga szépen igazolddott a
kvantummechanika fejlédése sordn, a hatdskvantum bevezetésétdl egészen a borni interpreticidig. Az idézett
sorok {réja Max Planck volt.

A felsorolt ,,nagy nevek” is mutatjdk, hogy a kvantummechanika alapjdban valdsziniiségi szemlélete

nem tartozik a konnyen elfogadhaté fizikai interpretidcidk kozé. Einstein kozkedvelté valt monddsat szabadon
idézve: nehezen elfogadhaté, hogy az ,Isten kockajiatékos”. M. Born kedvelte a filozéfiat és megfeleld
alapképzettséget is szerzett benne. Atérezte hipotézisének természet-filozéfiai vonatkozasait is. Nem véletleniil
irta a kovetkezoket:
. »Még ha figyelmen kiviil hagyjuk is a filozofiai szempontokat, a fizikdban a sugdrzds korpuszkuldris és
hullamtulajdonsdgai kozotti ellentmondds a statisztikus nézopont nélkiil nem oldhato fel. ...Noha az uj elmélet
kisérletileg jol megalapozottnak ldtszik, mégis felvetheté a kérdés, vajon az elmélet nem teheto-e ismét
determinisztikussd a jovoben, tovdbbi kiterjesztéssel vagy finomitdssal? Erre ezt vdlaszolhatjuk: egzakt
matematikai szdmitdsokkal bebizonyithato, hogy a kvantummechanika ma elfogadott formalizmusa nem tesz
lehetségessé ilyen kiegészitést. Ha tehdt meg akarjuk érizni a reményt, hogy a determindcio egy napon visszatér,
igy a mai elméletet alapvetéen tévesnek kell mindsiteniink. Vagyis az elmélet egyes dllitdsait kisérletekkel
kellene megcdfolni. A deterministdnak tehdt nem tiltakoznia, hanem kisérleteznie kell, ha meg akarja tériteni a
statisztikus elmélet hiveit.”

Tudoménytorténeti érdekesség, hogy a ,kvantummechanka” elnevezést eldszor Born haszndlta egy
1924-ben megjelent dolgozatdban. Személyében tehat a , keresztapat” is tisztelhetjiik.
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1.1.2. A hullamfiiggvény matematikai tulajdonsagai

29

Az idofiiggetlen Schrodinger egyenlet egy linedris (differencidl) egyenlet. Azaz, ha a ¥/
allapotfiiggvény megolddsa az egyenletnek, akkor a ,,c- ¥ ” szintén megoldas, ahol ,.c” egy komplex szdm. A

2
hullamfiiggvény fizikai jelentésébdl kovetkezik, hogy a |l//| (pszi abszolut értéke négyzetének) az egész térre

vett integrdljdnak egynek kell lennie. Az ilyen fiiggvényeket "négyzetesen integrdlhatonak,, hivjuk. Ez mar (egy
egységnyi abszolit érték{i komplex szdm erejéig) meghatdrozza a ,,c” komplex szdm értékét.

Az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet egy un. "sajatérték egyenlet". A Hamilton operator ugyanis a ¥/
dllapotfiiggvényt Snmaga dllandGszoroséba, azaz E - I/ -be kell, hogy transzformalja. A linedris (vektor) tereknél
taldlkozhattunk mdr hasonlé feladattal. Az ott haszndlatos elnevezések analdgidjara a Y dllapotfiiggvényt
"sajatfiiggvénynek” , az E-t "sajatért€knek " hivjuk.



Az aldbbiakban megvizsgaljuk I‘AI W =E-y differencidlegyenletnek az dltaldnos matematikai
tulajdonsagait. Az egyenletben két ismeretlen mennyiség van, ezek a ¥/ fiiggvény és az E éllando6.

A megoldds menete a kovetkezd.
1.) Tetszdleges E (valos) esetére meghatdrozzuk a lehetséges I/ (matematikai) megolddsokat.

2.) A kapott matematikai megolddsok koziil kivélasztjuk azokat, amilyek eleget tesznek az eléz6kben
definidlt regularitasi feltételeknek. Ezeket a reguléris megolddsokat fizikai megolddsoknak is mondhatjuk, hiszen
csak a reguldris ¥ fiiggvényekhez rendelhetiink fizikai d4llapotokat. Bizonyos esetekben ezen

megoldasfiiggvényekhez tartozé E sajatértékek megszdmldlhaté halmazt alkotnak. Azaz az energiaszintek
kvantaltak. Az ilyen dllapotokat kotott dllapotnak nevezziik.

A kotott dllapotokhoz tartozé dllapotfiiggvények matematikai jellegzetességeit egy ,.egydimenzids vildg” esetben
vizsgaljuk meg. Ez elég egyszer(i ahhoz, hogy mdr az elemi analizis médszereivel boldoguljunk, ugyanakkor az
eredményeink kelld éltaldnositassal a ,,redlis, hAromdimenzids” vildgra is atvihetdk.

A Kklasszikus newtoni mechanika szerint egy (az ,,x” tengely mentén mozgd) tomegpont csak olyan
tartomdnyban mozoghat, ahol a potencidlis energidja kisebb, mint az E dsszenergidja. EzErt azt a tartomdnyt, ahol
a részecske potencidlis energidja nagyobb, mint az Osszenergidja, "klasszikusan tiltott" tartomédnynak nevezziik.
"Visszaforduldsi pontnak" hivjuk azokat a helyeket, ahol a potencidlis energia éppen egyenld az E
osszenergidval. Egy részecske kotott dllapotban van, ha a klasszikus mozgdsi tartomanya véges nagysagu.

Ennek legegyszeriibb esetét fogjuk targyalni..

Ebben az egydimenzids vildgban a kotott dllapot Y/ dllapotfiiggvénye valds fliggvény.

A valés dllapofiiggvény masodik derivéltjdnak az eldjele (l//” >0,p "<0) meghatarozza a fliggvény

alakjat (az ,,x” tengely felol nézve konvex vagy konkav).

A regularitési feltételek miatt a hullimfiiggvénynek a végtelenben zérushoz kell tartania, hiszen csak igy
lehet az allapotfiiggvény négyzetének az integrdlja egységnyi. Ez pedig a valdszinliségi értelmezéshez
elengedhetetlen.

A vizsgilat eredménye szerint a hullimfiiggvény a klasszikusan tiltott tartomanyban monoton eltiing,
mig a klasszikus mozgds tartomdnydban oszcilldl az ,x” (helykoordindta) tengely koriil. Inflexidja van a
figgvénynek a visszaforduldsi pontokban és ott, ahol a fiiggvény értéke zérus. Minél magasabb energiaszinthez
tartoz6 allapotfiiggvényt tekintiink, anndl tobb oszcillacidval rendelkezik.

OROSZ L. Kvantummechanika 15. oldal.

A kapott eredmények alapjan megmondhatd, hogy az egyes energiaszintekhez milyen hullamfiiggvény
tartozik (,,egypupu”, ,kétpupu” stb...)

Mivel a klasszikusan tiltott tartomdnyban a hullamfiiggvény csak a végtelenben tinik el igy a
megtaldldsi valdsziniiség ebben a tartomdnyban nem lesz nulla. Arra a meglepd eredményre juthatunk, hogy a
kvantummechanika szerint a részecske véges valdszintiséggel tartézkodhat abban a térrészben is, ahol a mozgasi
energidja negativ(!). Ahhoz, hogy ennek az allitdsnak redlis fizikai tartalmat tulajdonithassunk, szakitanunk kell a
hagyomanyos tomegpont modellel.

Gyokeresen 4j szemléletet kell kialakitanunk magunkban!

EZ PEDIG A KVANTUMMECHANIKA SZEMLELETE.
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1.1.3. Egyszerii példak kotott allapotokra
1.1.3.1. Az egydimenzios potencialvolgy.

Az abrabdl lathatd, hogy kotott allapotrél akkor beszélhetiink, ha a részecske energidja pozitiv, és
nagysdga kisebb, mint a potencidlvolgy (potencidlgddor) magassdga. A klasszikus mozgds tartomanya az L
hosszusagu szakasz. Az altaldnos ismereteink alapjan fel tudjuk rajzolni a hullamfiiggvények varhaté alakjat.
Pontos matematikai kifejezésekhez a Schrodinger egyenlet megolddsdval juthatunk.

Ennek menete a kovetkezo:



1. A potencidlis energia szakaszonként van megadva (V €s zérus) ezért a differencidlegyenlet
megolddsat is szakaszonként keressiik meg.
2. Tetszbleges, pozitiv, de V-ndl kisebb E energia esetén az dltaldinos matematikai megolddsok
egyszerlien megkaphatdk. Ezek exponencidlis, szinusz vagy koszinusz fiiggvények.
3. A regularitasi feltételek teljesitésével a lehetséges matematikai megolddsok koziil kivalasztjuk a
fizikai megolddsokat.
Jelen esetben a regularitasi feltételek a kovetkezok:
-a hulldmfiiggvénynek a végtelenben el kell tlinnie,
-a potencidlvolgy hatarpontjaiban (0 és L)  a hulldimfiiggvénynek és
a derivéltjanak is folytonosnak kell lennie.

Ezeknek a feltételeknek csak bizonyos E,, E,, Es, ....stb.... energidkhoz tartozé hullamfiiggvények tesznek eleget.
Ezek elemi matematikai (grafikus) eljarassal egyszeriien meghatarozhatdk.

A 'V, nagysagatél fiiggben mindig véges szami kotott dllapotot kapunk. Es (ebben az egy dimenzi6s esetben)
barmilyen alacsony is legyen a potencidlvolgy mélysége, egy kotott dllapot mindig lesz.

OROSZ L. Kvantummechanika 17.oldal.
1.1.3.2. A potencialdoboz

Az egydimenzids potencidlvolgyben mozgéd elektron kvantummechanikai tdrgyaldsa elég egyszerfi
feladatnak bizonyult. Tovdbb egyszerlisodik a matematikai munka, ha az tn. (egy dimenzids) "potencidldoboz"-
ba bezart részecskét targyaljuk.

A potencidldoboz a potencidlvolgybdl kaphat6 a Vi, — oo hatédrdtmenettel.

Mivel a klasszikusan tiltott tartomdnyban a potencidlis energia végtelen nagy, ezért itt az
allapotfiiggvénynek azonosan nulldnak kell lennie. Reguldris megolddst ebben az esetben csak a (0O,L)
tartomdnyban kell keresniink. Lathat6, hogy ebben a térrészben a potencidlis energia zérus. A Schrdédinger

egyenlet dltaldnos matematikai megoldsa elemi médon megkaphaté: W(x)= A-sin(kx)+ B-cos(xk). A

regularitasi feltételek szerint a tartomdny hatdrain a hullimfiiggvénynek folytonosnak kell lennie. A derivaltak
folytonossdgat most nem kell megkdvetelni, mert végtelen magas potencidlvolgyrdl van sz6. Ennek megfelelden
tehdt a hullamfiiggvény a 0 és L pontokban zérus kell, hogy legyen.

Végeredményiil azt kapjuk, fizikai megoldds csak olyan szinusz fliggvény lehet, amely esetén a
potencidldoboz L hossza a ¥ éllapotfiiggvény fél-hullimhosszdnak egész szdmu tobbszorose. (Hasonldan a két

végén rogzitett hdr lehetséges rezgési modusaihoz). A reguldris (fizikai) megoldédsfiiggvényekhez tartozé
energiaszintekre egy matematikai kifejezés adédik: E = E -n”. Eszerint tehat a diszkrét energiaszintek értékei

egy egész szdm (n = 1, 2, 3,...) négyzetével ardnyosak. Azaz a lehetséges energiaszintek kvantdlasi szabdlya egy
E(n) zart matematikai képlettel fejezhetd ki. Altaldban is igaz, hogy vannak olyan fizikai feladatok, amelyek
esetén a kvantdldsi torvény zdart matematikai kifejezés alakjdban megfogalmazhat6. Az itt megjelend egész
szdmot (ill. szdmokat) kvantumszdmoknak nevezziik. Mindig meg kell adni a kvantumszamok lehetséges értékeit
is, mert ezek mindig az illetd fizikai feladattél fiiggnek.
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A Kklasszikus mechanika szerint a potencidldoboz belsejében, ahol a potencidlis energia dllandd
(nevezetesen zérus), a részecskére nem hat erd. Ezért a sebessége dlland6. Ebbdl az kdvetkezik, hogy mindenhol
ugyanakkora valdsziniiséggel taldlhaté meg.

Az dllapotfiiggvény (W hulldimfiiggvény) ismeretében a részecske megtaldldsi val6szintisége is
meghatarozhaté. Eredményiil azt kapjuk, hogy a kvantummechanikai valdszinliségstrtiség a klasszikus koriil
oszcilldl méghozzd anndl nagyobb térfrekvencidval, minél nagyobb a részecske energidja. Ez az észrevételiink
ltalaban is igaznak fog bizonyulni.

Az egydimenzids potencidldobozban mozgé részecske klasszikus targyaldsban két fal kozott pattogd
tomegpontnak felel meg. Az imént kapott kvantummechanikai eredmények elsé pillantdsra meglehetdsen
idegenek a klasszikus szemléletiink szdmdara. A makroszkopikus vildgban a newtoni fizika eredményeit



tapasztaljuk, ezért azt varjuk, hogy a kvantummechanika makroszkopikus hatdresetben vissza kell, hogy adja a
klasszikus mechanika eredményeit. Erdemes tehdt ezt megvizsgilni ebben az igen egyszerii és szemléletes
esetben. A klasszikus hatdreset a mikroszkopikus energiaszintekhez képest nagy(?) energidt jelent. Ez azt jelenti,
hogy a klasszikus mechanikdval targyalhat6 részecske energidja sokkal nagyobb, mint az alapallapoti energia (az
elsd energiaszint!). Azaz az ,,n” kvantumszdm sokkal nagyobb, mint egy.

Minden makroszkopikus mérés csak valamilyen véges relativ pontossiggal végezhetd el. Ez a mérémiiszerek
tulajdonsdga. A makroszkopikus fizika szerint egy mérdmiiszer pontossdga elvileg tetszélegesen csokkenthetd,
de mindig véges marad. Ennek pusztan technikai okai vannak.

Az energiaszintek vonatkozdsdban azt kapjuk, hogy a makroszkopikus energiamérés esetén nagyon sok

kvantilt energiaszint esik a mérémiiszer pontatlansgi tartoményaba. Igy makroszkopikus esetben az energia
kvantaltsdga kimérhetetlen lesz, azaz folytonos energiaskalat tapasztalunk.
Az dllapotfiiggvények szempontjdbol a nagy kvantumszdm nagyon siirQl térbeli oszcilliciét jelent. Ekkor a
makroszkopikus helymérés pontatlansagi tartomdnyaban a hullimfiiggvénynek igen nagyszadmi oszcillacidja esik.
Igy a kvantummechanikai megtallasi valésziniiség erre a tartomanyra vett 4tlaga éppen a klasszikus értéket adja.
Azaz a klasszikus mechanika eredményeit fogjuk a makroszkopikus hossziisag skilan is tapasztalni.

Azt a kivdnalmat, hogy az éltaldnosabbnak és alapvetébbnek tekintett kvantummechanika hatdresetben
adja vissza a klasszikus mechanika eredményeit a ,korrespondencia elvének" hivjuk, és gyakran haszndljuk
eredményeink globdlis ellendrzésére. Azaz egy mikrofizikai modell helyességének ez sziikséges feltétele.

OROSZ L. Kvantummechanika 19. oldal.

A hiromdimenziés potencidldoboz az egydimenziésnak a kézenfekvd A4ltaldnositdsa. Egy L
élhosszusdgi kocka alaki tartomédny belsejében a potencidlis energia zérus, azon kiviil pedig végtelen. A
Schrodinger egyenlet most egy hdromvaltozés parcidlis differencidlegyenlet. Ennek a megolddsa a mdr

részletezett szepardldssal végezhetd el. Feltételezziik tehat, hogy a l//(x, v, Z) hidromvaltozés hullimfiiggvény
felirhaté hdrom egyvaltozés fiiggvény szorzataként g//(x, v, Z) =X (x) Y (y) Z (Z) Mindhérom fiiggvényre
ugyanaz a kozonséges differencidlegyenlet adddik, mint amit az egydimenzids esetben kaptunk. A regularitdsi
feltételek is ugyanazok, mint az egydimenzids esetben voltak. Mivel hirom egyvéltozds fiiggvényt kell
meghatdrozni {gy harom kvantumszdm fog az eredményeinkben megjelenni. Ezek egymastdl fiiggetleniil pozitiv
egész szamok lehetnek. A lehetséges energiaszintek értékére az egydimenzids dobozhoz igen hasonld formula
adddik:
E:EO-(nx2+nf+nf), {nx,ny,nz:1,2,3,...JL
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A hiromdimenzids potencidldoboz targyaldsa sordn egy uj fogalommal a degenerdltsdg fogalmaval
ismerkedhetiink meg. Mint azt lattuk egy allapotot egy kvantumszam hdrmas (hdrom kvantumszdm egyiitt)
hatdroz meg. Kiilonb6zé kvantumszdm harmasok kiilonboz¢ éllapotfiiggvényeket adnak meg. Ugyanakkor
lehetnek olyan kiilonb6zd kvantumszdm harmasok, amelyek ugyanakkora energia értéket eredményeznek.. Azaz
eléfordulhat, hogy egy energiaértékhez (energiaszinthez) tobb dllapotfiiggvény tartozik. Ezt nevezzik
degeneracionak.

Az elektronallapotok degeneracidja a vizsgélt rendszer (térbeli) szimmetridjanak a kovetkezménye. Ez a
kapcsolat olyan szoros és jellegzetes, hogy a rendszer szimmetridjdnak az ismeretében kovetkeztetni lehet az
allapotfiiggvények matematikai alakjara is. Ez a fontos észrevétel a magyar szarmazasi Wigner Jend érdeme.

Wigner Jend a kvantummechanika kozismerten nagy egyénisége. A szimmetria meggondoldsai annyira
alapvetOnek bizonyultak, hogy a kidolgozott médszere a késdbbiek sordn a kvantummechanikai szdmitasok (az
atomi elektronhéj és az atommagok) alapvetd eszkozévé valt.

A szimmetria tulajdonsdgok matematikai targyaldsa az un. ,,csoportelmélet” segitségével torténik. A
csoportelmélet alapjait az 1832-ben, a 21éves kordban, parbajban megolt zsenidlis francia matematikus Evariste
Galois [ejtése: GALOA] tette le. A csoportelméletet E.Galois az 6tdd- és magasabbfokd egyenletek algebrai
megoldhatatlansdgdnak a problémadja vizsgalatdhoz teremtette meg, amely azutdn hamarosan nélkiilozhetetlenné
vélt a matematika egész teriiletén és a XX.szdzadi modern fizikdban is. A wigneri felismerés a csoportelmélet
tovabbfejlddésénk az 6sztonzdjévé valt. Mara mdr egy igen hatékony matematikai apparatust sikeriilt kiépiteni.

Napjainkban a ,,szimmetriacsoportok™ haszndlata az elemi részek fizikdjanak alapvetd eszkozévé valt.



Az 1963.-évi fizikai Nobel-dijat Wigner Jend kapta, indoklésul: ,, az atommagok és az elemi részek
elméletének fejlesztéséért, kivalt az alapvetd szimmetriaelvek felfedezéséért és alkalmazdsdért.”

A kovetkezOkben az allapotfiiggvény és a rendszer szimmetridjanak a kapcsolatat fogjuk szemléltetni a
jelenlegi ismereteinknek megfeleld, lehetd legegyszeriibb szinten.

Tekintsiik a hdromdimenzids, kocka alaku potencidldobozban 1év6 elektron (részecske) esetét.
A rendszer szimmetridja azt jelenti, hogy ha egy geometriai transzformicidval (forgatds, tiikrozés) a kockét
onmagéba transzformdljuk, akkor ez semmiféle fizikai vdltozdst nem eredményez. Meg fogjuk nézni, hogy mi
torténik egy allapotfiiggvénnyel a szimmetriatranszformaciok sordn.

2
Egy adott energiaszinhez tartozé ¥ hullamfiiggvény ismeretében a részecske P = |§VI megtaldlasi

valdszinliség stirtisége meghatarozhaté. A P(x, y,z) haromvaltozés fliggvény dabrazoldsara az 1n.
szintfeliileteket hasznaljuk. Szintfeliiletnek nevezziik azon térbeli pontok Osszességét amelyek kielégitik a
P(x, y,z)z P, egyenletet. Ezek a pontok egy térbeli felilletet adnak. Médrmost a ¥ dllapotfiiggvény

dbrazoldsa esetén felrajzoljuk azt a szintfeliiletet, amelyen belill az elektron ,kozel egy” (pl.: 0.95)
valdszintiséggel taldlhaté meg.
A potencidldoboz esetén a ¥ hullamfiiggvények matematikai alakja jol ismert. Ezek vizsgélata alapjan

a kovetkezdket vehetjiik észre:

. . . L p 2 . " " p
Alapéllapotban minden szimmetriatranszformacié sordn a |l//000| szintfelillet 6nmagéba

transzformalodik.

A midsodik energiaszinthez tartoz6 hdarom (degenerdlt) 4allapotfiiggvény olyan, hogy minden
. . sz 2z z 2 2 2 . .. z

szimmetriatranszform4ci6 sordn a |lﬂ211 AWl s ‘//112| szintfeliiletek egymdsba

transzformaldédnak.
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1.1.3.3. A harmonikus linearis oszcillator

A (egydimenzids) harmonikus linedris oszcilldtor esetén a potencidlis energia az egyensulyi helyzettdl
valé eltérés (legyen x) négyzetével ardnyos. A klasszikus mechanikai tulajdonsdgai mar jol ismertek. A
mechanikdban széles korben hasznaljuk. Ennek oka a kovetkezd. Barmely két test kozotti kdlcsonhatds taszitd és
vonzd erdk egyiittes fellépésének a kovetkezménye. E két erOhatds eredményeként a két test kozott stabil
egyenstlyi dllapot johet 1étre. Ebben az esetben a potencidlfiiggvénynek az egyensulyi helyzetben minimuma van.
Az egyensily helyzettdl val6 kis kitérések esetén, a potencidlfiiggvény egy paraboldval kozelithetd. Azaz a
rendszer egy oszcillatornak tekinthetd.

A kvantummechanikai tdrgyalds esetén az iddfiiggetlen Schrodinger egyenletet kell megoldanunk. A
potencialis energia helyére egy parabolikus (x*- t6] fiiggé) fiiggvényt kell beirnunk. Ismeretlen az E energia és a
Y dllapotfiiggvény. Alkalmasan bevezetett 4dllandok segitségével elsd pillanatra egyszeriinek t{ind

differencidlegyenletet kapunk. Bar a differencidlegyenlet egyszertinek latszik, megolddsaval eddig még nem
taldlkoztunk.
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Az egyenlet megolddsa pusztdn eddigi matematikai ismereteink alapjan igen nehéz lenne.
Téamaszkodhatunk azonban arra, amit a Schrodinger egyenlet altaldinos matematikai vizsgdlata sordn
tapasztaltunk. Azaz tudjuk, hogy kotott dllapot 1évén az energiaszintek kvantdltak, és az allapotfiiggvények
"egypupt”, “kétpipd”, “harompipud", stb.. (valés)fiiggvények lesznek. Mivel a potencidlis energia szimmetrikus
(péros fiiggvény), konnyt beldtni, hogy az 4llapotfiiggvények pdros és paratlan fiiggvények lesznek. A

all

legalacsonyabb energiaszinthez (az alapallapothoz) tartozé Y/ fiiggvény tehat egy "egypupu" paros fiiggvény

kell, hogy legyen. Keressiik ezt egy x>-t6] fiiggé exponencidlis fiiggvény alakjdban (in. Gauss fiiggvény).
Kozvetlen behelyettesitéssel igazolhatjuk, hogy a feltételezésiink helyes volt.
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Ugyancsak megkapjuk az alapallapot energidjit. Ennek értéke 7@ felével (1) egyenld. Tovébb is
prébédlkozhatunk az allapotfiiggvények felirdsdval. Hiszen, ha az alapéllapothoz tartozé Gauss fliggvényt egy
alkalmas (péros vagy pdratlan) polinommal megszorozzuk, akkor mind szimmetridjat, mind pedig alakjat tekintve
a vart tulajdonsdgd hullamfiiggvényeket (dllapotfiiggvényeket) kapjuk. Keressiik tehdt a megolddst egy
ismeretlen polinom és az ismert Gauss fiiggvény (alapéllapot) szorzatdnak a form4jdban.
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A feltételezett Y/, fiiggvényt beirva a Schrodinger egyenletbe (némi manipuldcié utdn) az ismeretlen

polinomra egy ujabb differencidlegyenlet adédik. Ez elsd pillantdsra bonyolultabb, mint a kezdeti, ¥/, -re

vonatkoz6 egyenletiink. Nagy elénye azonban az, hogy a megolddsai ismeretesek. Ez ugyanis egy Hermite-féle
differencidlegyenlet €s a megoldésai Hy, az un. Hermite polinomok. Az egyenletben van még egy ismeretlen, ez

az 1], . Ez tartalmazza a meghatdrozand6 E energidt.
n

A késObbiekben sokszor kell majd megkeresniink a Schrodinger egyenlet megoldésait. Ekkor
természetesen mar nem fogjuk a matematikai részleteket tdrgyalni, hanem majd csak hivatkozunk arra a
matematikai mddszerre, amely alkalmazdsidval a megolddsok magkaphatok. Ennek a neve az aldbbiakban
elmondandé tn. "polinom médszer”. A médszert ezen a feladaton keresztiil mutatjuk be.

A polinom médszer f6bb 1épései tehdt a kovetkezok:

1.) A differencidlegyenlet megolddsit egy hatvdnysor alakjdban keressiik, tehdt meghatdrozanddk a
hatvédnysor egylitthat6i.

2.) A hatvanysorba felirt keresett fiiggvényt beirjuk a differencidlegyenletbe és elvégezziik a sziikséges
derivéldsokat.

3.) Az igy ad6do, nulldra redukdlt egyenletben az azonos hatvdnykitevdjii tagokat 6sszevonjuk, igy
egyetlen hatvdnysort kapunk.. (Ennek oka az, hogy egy hatvdnysor derivdltja ismét hatvanysor és
hatvdnysorok 6sszege ugyancsak hatvanysor)

4.) Mivel egy hatvanysor csak akkor azonosan egyenld nulldval, ha minden hatvdnytag egyiitthatéja
nulla. fgy az egyiitthatékra egy tn. rekurziés sszefiiggést kapunk.

5.) Megkeressiik az egyenlet polinom megolddsait. Azaz azokat, amelyeknél a hatvdnysor egy véges
fokszdmu polinom lesz.
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A harmonikus linedris oszcillatorra kapott megolddsok jellegzetességei tehat a kovetkezok.
1
Az energiaszinteket az E, =h@- (n +Ej ,n=0,1,2,3,... sszefiiggés adja meg.

Az alapadllapoti energia (n=0) nem nulla, hanem véges érték. Ezt nevezik nullaponti energidnak. Mivel ez a
legalacsonyabb energia, ezért ez az oszcillitorb6l nem vonhat6 el. Ez azt is jelenti, hogy az oszcilldtor soha
nincsen nyugalomban. Kis tn. alapallapoti (nullaponti) rezgést mindig végez.

Az energiaszintek egymdstol egyenld tdvolsdgra helyezkednek el. Ez a tdvolsdg éppen i@ . Tehat az
oszcilldtor csak, /1@ nagysdgu energidt tud leadni, vagy felvenni.
A kvantummechanikai megtalaldsi valdszintiség stirtiség a klasszikus eredmény koriil ingadozik.
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1.1.4. Nem kotott allapotok targyalasa
1.1.4.1. A valésziniiségi aramsiiriiség

Lattuk azt, hogy az elektron behatol a klasszikuson tiltott tartoményba is. Igy ha ez a tartomany véges
szélességl, akkor az elektron ezen a tartomdnyon véges valdsziniiséggel at is tud jutni. Ennek a jelenségnek a
neve "alagit effektus". Az effektus azért kapta ezt a nevet, mert nem arrél van sz6, hogy a részecske "atugorja " a
potencidlgitat. Az dsszenergidja ugyanis mindvégig dlland6 marad.

Ha a klasszikusan megengedett tartomdny mérete "végtelen nagy", akkor ebben az esetben Un. nem
kotott allapotok alakulnak ki. A hulldmfiiggvénynek a (kotott allapotok esetén definidlt) valdszinliségi
értelmezése ekkor, minden tovabbi nélkiil, mar nem lehetséges. Ugyanis a hullimfiiggvény nem lesz négyzetesen
integralhaté. A hullaimfiiggvény fizikai jelentésének az dltaldnositdsdhoz Uj fogalmat kell bevezetniink. Azaz meg
kell szabadulnunk a négyzetesen integrdlhat6sagtdl. Ez az dj fogalom a "valdszinliségi dramslirliség”.

Az egyszeriisités miatt egydimenziés modellbdl fogunk kiindulni. Tekintsiink egy id6t6l fiiggd allapotot.
Ekkor a részecske megtaldldsi valdszinliségsiirlisége idoben valtozni fog. A teljes térre vett valosziniliség azonban
alland6 (kotott allapotok esetében éppen egy). Ez azt jelenti, hogy ha egy véges térrészben a megtalalasi
val6szinliség, pl. csokken, akkor azon kiviil nénie kell. A jelenség tgy modellezhetd, hogy a valdsziniiség
mintegy "kidramlik" az adott térészbdl. Hasonléan egy adott mennyiségii kozeg zart térben torténd dramldsihoz.

Bevezethetd a valdszinliség dramldsi stirlisége (,,J”). Egydimenziés modell esetén egy dx nagysdgui
tartomdnyban a megtaldldsi valoszinliség idébeli megvaltozdsa egyenld a "bedramlé" és a "kidramld"
valészinliségek dsszegével. Az igy ad6do egyenlet az tin. kontinuitasi egyenlet.
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Tudjuk, hogy a részecske dllapotdt a hullimfiiggvény egyértelm{ien meghatdrozza. Tehdt, az imént
bevezetett ,,J” valésziniiségi dramsiiriiséget is a hullimfiiggvény fogja megadni. Azaz ki kell deriteni a ¥
allapotfiiggvény és a J valészintiségi aramsiiriség kapcsolatdt. Tudjuk, hogy a W -t az idéfiiggd Schrodinger
egyenlet hatdrozza meg, a J-t pedig a kontinuitdsi egyenlet definidlja. Tehat ha sikeriil az id6fiiggd Schrodinger
egyenletet egy kontinuitdsi egyenlet alakjdba dtirni, akkor ebbdl az utébbibol ki lehet olvasni a J-nek a ¥ 4ltal
definidlt alakjat. A szdmolds elvégezhetd. Eredményiil azt kapjuk, hogy a valdszinliségi dramstiriiség egy valds
mennyiség (ahogyan az kell is!) és nagysdgit a ¥ hullimfiiggvény és Y’ annak helyszerinti derivéltja
hatdrozza meg.

h
J=—(¢ @ _p.g)
2myj
Mint azt lattuk, egydimenzids kotott allapot esetén a I/ valds fiiggvény, igy a J a valdszinliségi dramsiiriiség
zérus
Az eredmények szemléletesen éltaldnosithaték haromdimenzids esetre.
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Szemlélteté példaként kiszamithatjuk egy szabadon mozgd részecske esetén a valdszintiségi
dramsfiriiséget. A W dllapotfiiggvény most egy sikhulldém lesz Az 4ltala definidlt (valészintiségi) dramsfirtiség
egyszerlien meghatdrozhatd.

A kapott eredmény igen szemléletes. Az dramsilirliség ugyanis ardnyos lesz a részecske (De-Broglie éltal

definidlt) impulzusdval és igy a "V" sebességével, valamint a megtaldldsi valdszinliség stirliséggel, azaz

J=v- |‘P| . A valészintiségekre tehat pontosan a klasszikus fizikabdl ismert dramstiriiség kifejezést kaptuk.

1.1.4.2. Athaladas potenciglgaton (kozelitd szamits)

////// ”

A val6szinliségi dramslirliség bevezetése lehetdvé teszi annak kiszdmitdsédt, hogy egy (az ,.x” tengely
mentén mozgd) ,,E<V,” kinetikus energidju részecske mekkora valdsziniiséggel jut at egy ,,V,” magassiagu és



oL =X, —x,” szélsségii tn. "négyszogletes potencidlgton”. A feladat értelemszeriien egydimenzids. Az étjutds

valésziniségét T "transzmisszids tényezdnek" nevezziik. Ez természetesen egy O és 1 kozé esdé valds szdm.
Definici¢jadhoz egyszeri fizikai meggondoldsok alapjan jutunk.

A potencidlgétra balrdl beesd részecske bizonyos valdsziniiséggel dthalad illetve visszaverddik a
potencidlgiton. A beesd, a visszaver6dd és az 4tjutds utdn eltdvozd szabadon mozgd részecske
kvantummechanikai lefrdsa a megfeleld valdsziniiségi dramstirliségekkel torténik. A transzmisszidt az eltdvozd
»JEL” €s a beesO ,Jpg” valdsziniliségi dramsiirliségek hdnyadosaként defi}niéljuk. A potencidlgdt szimmetrikus

alakja miatt a gat mindkét oldaldn a részecske sebessége ugyanakkora. Igy az a szdmitds sordn kiesik. A ¥

hullaimfiiggvény folytonossdga miatt a transzmissziét a gdton belill szdmitott, exponencidlisan csokkend
hulldmfiiggvény hatdrozza meg. Mivel a hullamfiiggvény derivéltjara (a git széleinél) semmiféle kikotést nem
tettiink, ezért az eredményiink csak egy kozelitd érték lehet. Neve Gamow -féle kozelités.

A Gamow kozelités matematikai alakja a kovetkez6nek adédott: T, = exp{— all-\|V, - E - L}

Lathatdan, a potencidlgét ,,L.” szélességének a novelésével az atjutds valdszinlisége exponencidlisan csokken.
Annak egyik jele, hogy a kapott 6sszefiiggés csakis egy kozelités lehet tobbek kozott az, hogy E=0 esetén Tg>0.
Az az allitas, hogy (szemléletesen szélva) egy 4ll6 részecske is dtjuthat a giaton, még a kvantummechanikai
szemléletiink szerint is hamis kell, hogy legyen.
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A négyszogletes potencidlgatra kapott Gamow-féle eredmény segitségével kozelitéen meghatdrozhatjuk
egy tetszOleges alaku potencidlgaton valé dthaladas valészintiségét is.

A tetszOleges alaku potencidlgat ugyanis ige kicsiny ,,dx” szélességli négyszogletes gatak egyiitteseként
foghat6 fel. Feltételezziik, hogy az egyes elemi gatakon val6 ,,dT” é4thaladasi valészintiségek 6sszeszorzédnak
(1asd val6szinlis égszamitds: fiiggetlen események egyiittes bekovetkezése!). Mivel az ,,dT” elemi valdszintiségek

exponencidlis kifejezések, a T,; = H dT szorzatuk is exponencidlis kifejezés lesz. A kitevok 6sszeadédnak és

az eredd kitevd a gat alakjitdl és a részecske Osszenergidjatol fiiggd integral lesz.
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Az alagiteffektus egyik legszebb példdja a hideg -(vagy tér-) emisszié jelensége, amikor
elektrosztatikus tér hatdsdra a fémbdl elektronok lépnek ki. A fém feliiletére merdleges, homogén, sztatikus
elektromos tér potencidlja a fémen kiviil linedris lesz. A fémen beliil az elektromos tér nulla. A fotéeffektusnal
bevezetett potencidllépcsd ennek megfeleléen fog médosulni. A transzmisszids tényezd az el6zdekben targyalt

Ez az 4n. Fowler-Nordheim formula. A szdmitdsok megegyeznek a mérési eredményekkel.

Az alaguteffektus a klasszikus fizikai szemlélet szdimdra értelmezhetetlen és paradox jelenség. A mérési
eredmények fényesen igazoljak a kvantummechanikai szemléletiink helyességét. Létezése ma mdr trivialitds.
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1.1.4.3. Athaladas potencialgaton, potencialvolgyon

Térjiink rd a négyszogletes (egydimenzids) potencidlgaton torténd transzmisszidé pontos targyaldsara.

A hullamfiiggvény kiszamitdsdra a mar ismert moédszert haszndljuk. Azaz elészor meghatarozzuk a
Schrodinger egyenlet dltalanos, matematikai megolddsait, majd ezekbdl (a regularitdsi feltételek segitségével)
kivalasztjuk a fizikailag értelmezheté megoldasokat. A véges potencidlugrdsok (1épcsdk) a teret (az ,,x” tengelyt)
harom részre bontjdk. Az egyes tartomdnyokon beliil a Schrodinger egyenlet altaldnos megolddsai egyszertien
megkaphaték. Mivel most nem kotott allapotrél van szd, ezért a végtelen tavoli pontokban a J valészintiségi
aramstiriségnek kell végesnek lenni (a négyzetes integralhatésdgot csak kotott dllapotban kell teljesitenie az
allapotfiiggvénynek!). A regularitasi feltételeket a potencidlugrasok helyén (x; és x, pontokban) is teljesiteni kell,



azaz a Y -nek folytonosan derivalhaténak kell lennie. A Gamow-féle kozelitésben csak a ¥/ folytonossagat

koveteltiik meg!
A transzmisszids tényez6t a mar definidlt médon hatdrozzuk meg.

A T transzmisszids tényezd értéke fiigg a beesd részecske ,,E” energidjatol. A T(E) fiiggvény jellegzetes
alakjanak fébb fizikai tartalma a kovetkezd:
1.) Ha a beesd részecske energidja a potencidlgat magassdgandl kisebb (E<Vy), akkor a részecske alagtit
effektus révén véges valdsziniiséggel dtmehet a gaton. (Klasszikus esetben biztosan nem jut 4t!)
2.) Ha a beesd részecske energidja a potencidlgdt magassdgdndl nagyobb (E>V,), akkor a részecske csak
bizonyos E; energidkon képes biztosan dthaladni a gdton (Klasszikus esetben minden ilyen energidn
atjut!) A T(E;) = 1 egyenlet megolddsa egyszert, és az eredmény igen szemléltetésen értelmezhetd.

OROSZ L. Kvantummechanika 32.oldal

A 'V, mélységli négyszogletes potencidlvolgy kotott allapotd megolddsaival médr foglalkoztunk.
Lithatéan vannak nem kotott dllapotd megolddsok is. A T(E) transzmisszids tényezd szdmitdsa ugyanigy
torténik, mint a gt esetében. Az eredmények is nagyon hasonléak az ott kapottakhoz.

A modern mikroelektronikdban ma mér hasznaljdk az tn. rezondns alagiteffektus jelenségét. Ekkor az
elektronok két, egymdshoz "kozel 1évd", V, magassagi (egyforma) négyszogletes potencidlgdton haladnak 4t.

A kvantummechanikai szdmitdsok szerint vannak olyan E, <V, energiaszintek, amelyekre T(E ; )= 1, azaz

biztosan dtmennek a két giaton. Ugyanakkor ezen energiaszintek esetén az elektronok viszonylag "sokdig"
maradnak a két git kozott. Mintha ott ideiglenesen kotott dllapotba keriilnének. Innen van a ,rezondns
alaguteffektus” elnevezés is.

Mindez tiikr6zddik az elektronok (j6l mérhetd) makroszkopikus viselkedésérben is, amely az
elektronikus eszkozokben keriil felhaszndldsra. A szildrd testben mozgd elektronok szdméra az effektushoz
sziikséges potencidlugrdsokat (az un. epitaxidlis rétegnovesztés technolégidjaval) ma mar él6 tudjdk 4llitani. A
hidnyz6 részletekkel a szildrdtestfizikai fejezet végén taldlkozunk majd.

VEGE AZ ELSO FUZETNEK



