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1.2. A kvantummechanika axiomatikus felépitése

A kvantummechanika a fizika egyik axiomatikusan felépitett rendszerének tekinthetd. Azaz ismeretesek
azok az alaptorvények (gorogiil axiomadk, latinul posztuldtumok), amelyeket kozvetlen bizonyitds nélkiil el kell
fogadnunk és amelyekb6l minden mads allitds levezethetd. Az axiémarendszer helyességét az igazolja, hogy az
eddig tapasztalt valamennyi jelenség a segitségével értelmezhetd, st az éltala elére megjosolt jelenségeket a
mérések utébb igazoljak.

A kvantummechanika axiémadit mi 6t db torvénybe foglaljuk 6ssze. Ne zavarjon meg senkit az, hogy az
irodalomban madshol esetleg ezekkel a torvényekkel részletesebb bontdsban taldlkoznak. A 1ényeget ez nem
érinti! Ahol az lehetséges volt, ott mi a "lényegileg Osszetartozé" allitdsokat egy axidmdba foglaltuk 6ssze. Ezen
elvek szerint a kvantummechanika 6t axiémdja két csoportba valaszthat6 szét. Az els6 két axioma rogziti azokat a
matematikai fogalmakat (eszkozrendszert), amelyeket a fizikai fogalmainkhoz rendeliink. A maradék harom
axioma pedig Iényegében a mérhetd fizikai mennyiségekre vonatkozé éllitdsokat fogalmazza meg.

Elészor az lesz a feladatunk, hogy az axidmakat "kitaldljuk”. Ez dgy torténik, hogy az egyedi mérési
tapasztalatainkat altaldnositjuk. Ez a kvantummechanika kialakuldsa sordn is igy tortént. Sok hibas altaldnositas
csapddin és zsdkutcdin dtvergddve jutottak el a fizikusok a mai "letisztult" dllapotig. Az, hogy ez mennyire "tiszta
és érthetd" illetve, hogy vajon ez-e a "végsd" helyzet, az mds kérdés. A vélasz val6észinién mindkettdre
nemleges. De ez mar kiviil esik a vizsgaléddsunk teriiletén.

1.2.1. A kvantummechanika matematikai eszkozei

Eldszor csak (az eddigieknek megfelelden) egyetlen részecske mikrofizikai tulajdonsdgainak a
meghatarozdsdval foglalkozunk. Ekkor a kdrnyezetnek a részecskére gyakorolt hatdsat az (4ltaldnositott) V(F 1 )

potencidlis energia fiiggvény fejezi ki. (Az éltaldnositas az idéfiiggésben van!) A “’tobb részecskés rendszerek”
vizsgalatdra kés6bb keriil majd sor, amikor mér kelld jartassdgot szereztiink az “egyszeriibb” jelenségek
megértésében.

A Schrodinger egyenletek targyaldsdndl mar bevezettiik az in. Hamilton operdtort. Eddig ez azt a célt
szolgélta csupdn, hogy egyenleteink formalisan egyszeriibbnek tiinjenek. Altaldban a matematikdban az ilyenfajta
egyszerlsités valgjdban valamilyen lényeges struktira felismerését jelenti. Ez pedig mar nem iires formai jaték,

mert magdban rejtheti az altaldnositds lehetdségét. Mint kideriilt most is errdl van sz6. A Hy =E-y

idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet formailag egy sajatérték egyenlet, amely, a mérési tapasztalatok szerint, az
elektron (vagy valamilyen mds részecske) energidjanak a meghatdrozaséra szolgdl. Az ,E” energiit az egyenlet
sajatértéke adja meg. Ezen (egyedi tapasztalatot kifejezd) egyenlet dltaldnositdsdval juthatunk el az axiémaék egy
részéhez. Azaz tételezzilk fel, nem csak az energia, hanem minden mds esetben is hasonlé matematikai
szamitdsokkal kaphatjuk meg egy keresett fizikai mennyiség szamértékét! Kiinduldsul megfogalmazhatjuk tehit a
harmadik axiomat. Eszerint:

""Minden fizikai mennyiség lehetséges mérheto értékeit, az illeté fizikai mennyiségre jellemzo
sajatérték-egyenlet sajatértékei adjak meg.".

Ezekben az egyenletekben operatorok, sajatértékek és sajatfiiggvények szerepelnek. Meg kell tehdt mondani,
hogy milyen operdtorokat kell haszndlnunk, illetve azt, hogy mit jelentenek a sajatfiiggvények? Ez irdnyu
tapasztalatainkat az els6 két axiémdban foglaljuk ossze.

Kimondhatjuk tehdt, a masodik axiéma késdbb még kibOvitésre keriil6 egyszerii valtozatit, azaz, hogy:

"A fizikai mennyiségekhez (jelen esetben mechanikarél lévén szo ezeket dinamikai valtozéknak
fogjuk nevezni) operatorokat kell rendelni."

Eddig annyit tudunk, hogy az Osszenergidhoz a Hamilton operdtor tartozik. A tobbi operitor-hozzirendelést
ebbdl fogjuk kitaldlni és azt ugyancsak a mdsodik axiémdba fogjuk rogziteni. Induljunk ki abbdl, hogy a
dinamikai véltozok kozotti kapcsolatokat a klasszikus mechanikdbdl mar ismerjiik! Tételezziik fel, hogy ezek a
kvantummechanikdban is érvényben maradnak! Ezek szerint egy tomegpont (részecske) minden dinamikai



tulajdonsdga megmondhatd, ha a helye (7 ) és az impulzusa ( P ) ismeretes. Tehat minden dinamikai véltozé az
7 vektor és a p vektor fiiggvényeként definidlhaté. A klasszikus mechanikdban a W, kinetikus és a V/

potencidlis energia dsszegét a H (7, 13) =W, ( ]3) +V (7 ) Hamilton fiiggvénynek nevezik A feladatunk tehdt az,
hogy kitaldljuk azokat az operatorokat, amelyeket a helykoordinatdkhoz (x,y,z,) és az impulzus koordinatdkhoz

(Px Py ,pz) kell rendelniink tigy, hogy azok a jol ismert H Hamilton operdtort adjak vissza.

OROSZ L. Kvantummechanika 34.0ldal

A H (px, Dy>Ps% Y, Z) Hamilton fiiggvény és a Schrodinger egyenletnél bevezetett H operator

Osszehasonlitdsdval egy kézenfekvd lehetdség kindlkozik a hely(koordindta) és az impulzus(koordinata)
operatorok megkonstrudlasdara. Mi a Schrodinger éltal javasolt megolddst fogjuk haszndlni. Eszerint a
hely(koordinata)-hoz rendelt operdtornak a “helykoordindtidval valé szorzast” feleltetjik meg és az
impulzus(koordindta)-hoz rendelt operator a megfeleld “helykoordindta szerinti derivalds” matematikai
miiveletével hozhat6 kapcsolatba.

Azaz X = x - valamint f)x = —— és a tobbi komponens is esetén hasonlé médon jdrunk el.
J ox

Az (x,y, z, px ,py »P,) dinamikai alapmennyiségekhez rendelt operdtorok ismeretében egy tetszleges

F ( p,r )dinamikai véaltozéhoz rendelt ﬁ' operator a Hamilton operator mintdjira kaphaté meg.
Ezek szerint, egy tetszéleges F dinamikai valtoz6hoz oly médon rendeliink operitort (2.axiéma!), hogy

eldbb felirjuk a dinamikai véltozé F DPosPysPs %Y, Z) klasszikus definici6jat, majd ezutdn a koordinéta és

impulzuskomponensek helyébe beirjuk a Schrédinger féle operatorokat, azaz ﬁ' =F ( f)x R ]3}, R f) e X, )AI, 2)

Az eddigiek alapjan méar megfogalmazhatjuk azt az altaldnos matematikai médszert, amelyet mindig
alkalmazunk majd valamely ismert dinamikai valtozé kvantummechanikai targyaldsa soran. El6szor felirjuk az

illetd dinamikai véltozé klasszikus mechanikai definici6jat (F(p,7)). Utdna a 2.axiéma szerint
megkonstrudljuk a dinamikai valtozéhoz rendelt operatort (ﬁ' ) . Majd ezutan felirjuk a sajitérték egyenletet és
megoldjuk (ﬁ' o, =F, '¢i). A 3.axiéma szerint igy megkapjuk a széban forgé dinamikai véltozé mérhetd

értékeit FI,FZ,F3,...,E,...}. A Kapott szdmitdsok a kisérletekkel Osszehasonlithaték, azaz (€s ez nagyon

lényeges!) a haszndlt elméleti modell fizikailag kdzvetleniil vagy kozvetetten értelmezhetd. A hasznélt médszer
egyszerlsitett sémdja tehat a kdvetkezd:

"Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés”.

A tovadbbiakban mindig igy fogunk hivatkozni ra!

Az imént elmondottak a természettudomdnyos gondolkoddsmdd (paradigmarendszer) alapsémdjinak az
alkalmaz4sat jelenti a kvantummechanikaban.

Ez a séma (az “egzakt” tudomdnyok esetén) leegyszerlisitve a kovetkezd:

”Elmélet”—’Matematikai modell”’—”’Kvantitativ eredmények”—"’Kisérlet”

Ez a természettudomdnyos gondolkoddsmoéd (a “régi gorogoktdl” napjainkig) tobb ezer év sordn szerzett
ismeretek és tapasztalatok sordn alakult ki és bizonyult sikeresnek. Ennek nyoman az Emberiség egy “technikai
civilizaciét” hozott létre annak minden oromével és kesertiségével egyiitt. Lehet filozofdlgatni azon, hogy ez a
civilizacié az “Embert” boldogabba tette—e vagy sem (J.J. Rousseau 6ta sokan és sokat gondolkodtak mar el ezen
az “orokzold” téman). A tény azonban tény marad: az Emberiség ezt az utat vélasztotta a ’bolcseleti civilizacié”
helyett, j6llehet ennek csirdi is megvoltak féleg a tdvolkeleti gondolkoddsi sémak mélyén.

A kisérletekkel (a tapasztalattal) valé szembesiilés azt a “természetes igényiinket” fejezi ki, hogy a
fizikdban hasznalt modelljeink “redlisak” legyenek (azaz legyen “valdsdgtartalmuk™). Nem redlis modellek
lehetnek nagyon szépek, izgalmasak, emberkozeliek és “1élekemeldek” (a valldsi mitoszoktdl kezdve a szamtalan
ezoterikus tanon at a hétkoznapi babondkig) de ezeknek az “objektiv’ valdsdgtartalma a természettudomanyos

szemlélet szerint (diplomatikusan fogalmazva) “erdsen vitathat6”. Igy ezek haszndlata kiviil esik a Fizika (mint



tudomdny) korein. Napjainkban az 4ltudomdnyok (média 4ltal “felkapott™) egyre hangosabb (és népszeriibb)
képviseldi miatt néha rdkényszeriiliink ilyen irdnyd tudomdnyos vizsgdlatokra is. De (a tobb szdzéves
tapasztalatok szerint) ennek ’jézanitd” hatdsa az dltudomdnyokra nézve enyhén szélva is kétséges és igy egy
“fizikus szdmdra” elveszett erdfeszités. Taldn ezért hallgatunk akkor is, amikor szdlni kellene?! (Pl. “az
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0rokmozg6” évenkénti feltaldlasa kapcsan.)

Mivel az operdtorok kulcsfontossdgui szerepet toltenek be a kvantummechanikai szdmitisokban, ezért
sziikség van az altalunk gyakran hasznélt matematikai szabdlyok és tételek rovid dsszefoglaldsara. Itt elsGsorban
a matematikdban a "linedris terek" elméletében tanultakra alapozunk.

Rovid matematikai osszefoglalé.

A haromdimenzids fizikai teriink geometriai tulajdonsagait mar régéta kutatja a gondolkodé Ember. A
geometria a régi gorog természetfilozéfia egyik alapja volt. Az évszdzadok sordn felgyiilemlett geometriai
ismertek rendszerbefoglaldsa Euklidesz nevéhez fliz0dik. Az alapfogalmakra és axiomdkra épiilé logikai
konstrukcié a gorog tudomanyos gondolkodas csticsteljesitménye volt. Allitasai (matematikardl 1évén sz6) azéta
is érvényesek.

Az éltalanositds lehetdsége tobb oldalrdl is kindlkozott, egyrészt a haromndl tobb dimenzd, masrészt a
komplex szamok irdnydba. Igy alakult ki aztdn a Funkciondlanalizis, mint a matematika egyik fontos részteriilete.

A linearis tér (= vektor tér)

Adott "= {a,b, C,..... } komplex (vagy valds) szdmok halmaza, amelyeket “skaldroknak™ neveziink.
Legyen adva L = {)_C 3 Vs Zyeeens } »absztrakt” elemek halmaza ezeket “vektoroknak” nevezziik. Itt most nem kell
semmiféle konkrét algebrai, vagy geometriai objektumra gondolni, ezek legyenek valéban ,,absztrakt” elemek. A
,.felill vonds” ()_C ) jelolést azért vezettiik be, hogy egy ,,vektor” lathatdan is kiilonbdzzon egy ,,skaldrtol” (a) A

vektorok ,,.L.”” halmazdn értelmezziik a vektorok osszeaddsa (jelolése:“+7) és a skaldrral valé szorzas (jelolése ,,”)
miiveletét. Ez utébbit gyakran nem jeldljiik (azaz a ,,pontot” elhagyjuk).

Az ”’L” halmaz linedris tér (vagy vektortér), ha teljesiilnek a kdvetkezd axidémdk:
(,,Ha A akkor B” logikai kifejezést ,,A—B”-vel fogjuk jel6lni)

1.) x,yeL - x+yelL

2) xelLésael —» axelL

3.) X+y=y+Xx [a vektorok 6sszeaddsa , kommutativ”’ miivelet.]
4. x+yY)+z=x+(+2) [a vektorok Osszeaddsa ,,asszociativ”’ miivelet]

5) 3 6, X+0=Xx [van ,,nulla vektor”, jelolés O = 6]

6. d(—x), x+(-Xx)= 0 [van ,inverz” elem, jelolés: X+ (—=y)=Xx—1y.]

7)  lel, 1-x=X%
8.) a,beTl, a(bx)=(ab)x
9. (a+b)x = ax +bx
10)  a(xX+y)=ax+ay

Ha a skaldrok valdsak, akkor “valés linedris térr6l”, ha komplexek, akkor “komplex linedris térrél” beszEliink.
Bevezethetd a skaldr szorzds miivelete, amely a tér két tetszbleges ,, X,y “ eleméhez egy ()_C , y)

komplex szamot rendel a kovetkez6 axidomdk szerint:

L (®&y)=0G.x



A normaélt terek
A linedris (vektor) tér normdlt tér, ha létezik egy “léképzés”, amely az L vektortér minden “X ”

eleméhez egy valos ”)_C ” szamot rendel a kovetkez6 axidmak szerint:

o [x=0
2)  |ax|=|d|- ||
3 [ +3] <7+

A metrikus terek
Metrikus egy vektortér, ha létezik egy olyan leképzés, amely a tér barmely két “ X,y ” eleméhez egy

¢ r()_c , y) ” valds szdmot rendel a kovetkezd axidmdknak megfelelen:
o r(%y)=r(3.%)
2) r(x,x)=0
B (x5 y)+r(52)2(x7)

Euklideszi tér

Euklideszi a vektortér (,,E”), ha a normét a skaldr szorzéssal definidljuk (azaz. L = E = {)_C, Vo Zpennes })

pmz |7 =GR e A5 5)=[7-7]

Hilbert tér

Hilbert térnek (,,H’) nevezziik a komplex Euklideszi teret. Azaz H = E = {x Yy Zyeenn }

A fentiekben nem kellett megmondani, hogy az absztrakt vektor tér L = {)_C 3 Vs Zyeeens } elemei milyen konkrét

matematikai objektumokkal Val(’)sitjuk meg

szez

A kvantummechanika megalkotédsa soran kideriilt, hogy az elméleten beliil olyan fiiggvényekkel kell
dolgozunk, amelyek Hilbertet alkotnak.
Azaz meg kell ismerkedniink a Hilbert tér egy adott fliggvényreprezenticidjaval.

A H= {)_C, Vs Zyennn } absztrakt Hilbert tér egy fiiggvényreprezentdcidjat a kdvetkezoképpen fogjuk

jelolni:: H = {0!, ,3, Voeeis @, l//,...}. A halmaz &, %, 7,....sl‘b... elemei adott tulajdonsagu (a Hilbert tér
axiomarendszerét kielégitd) komplex fiiggvények.

Legyen tehat megadva, (a késébbiekben még részletezendd) ismert tulajdonsagu "fiiggvények"
= {0!, ,3 3 Voo @, l//,...} halmaza! A matematikai 6sszefoglaléban mar lattuk, hogy ezek a tulajdonsagok

nagyon hasonlitanak egy véges dimenziés Euklideszi vektortér tulajdonsdgaira. Ezért az elnevezéseket is onnan
vettiik at.
Ezen a fiiggvényhalmazon értelmezhetiink kiilonb6z6 transzformacidkat. Ezeket a transzformdcidkat

mésként operdtornak nevezziik. Altaldban egy transzformécié (operator) a halmaz egy pl. ﬁ elemét a halmaz

egy masik pl. @ elemébe visz at. Ezt igy jeloljik: @ = AIB .



Egy A operitor linearis, ha eleget tesz az dltaldnos linearitési feltételnek. Az operétorok tehat
tulajdonképpen a H  (fiiggvény)halmazon értelmezett linedris transzformaciék, amelyek a halmazt 6nmagéra
képezik le.

Az operdtorok kozott két miiveletet definidlunk az "Osszeaddst" (A +B ) és a "szorzast" (AB )

A H halmazon értelmezziik a "skaldr szorzast”. Ez a halmaz barmely két (&,  fiiggvény) eleméhez

egy <0( | ,3> komplex szdmot rendel a megadott (integraldsi) definici6 szerint.
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Egy & fiiggvény 6nmagéaval vett <0! |0!> skaldr szorzatit "normanak" nevezziik. Ez a skalar szorzat

definici6jabél fakadéan mindig egy valés szam. A H halmaz olyan fiiggvényekbdl 4ll, amelyek normija véges
mennyiség. Ezeket normdlhat6 fiiggvényeknek nevezziik.

A normat definiciészerlien egynek valasztjuk, <aa> = 1‘ .
Két fiiggvény, @ és B "ortogondlis", ha a skaldr szorzatuk zérus, azaz <a' | ,3> =0.

A skaldr szorzat felhasznaldsaval minden A operétorhoz hozzi tudunk rendelni egy mdsik A™ tn.

"adjungalt" operatort a kdvetkezd képpen: <¢|A l//> = <fl+(o l//> .

Egy operdtor Onadjungdlt, ha adjungdltja megegyezik Onmagdval A= fA\Jr . Azaz
(pldy)=(Agly)

Az 6nadjungélt operdtoroknak kiemelt szerepe van a kvantummechanikai alkalmazasokban. Ennek oka
az, hogy az 6nadjungalt operatorok sajatértékei valosak (1.Tétel).
Azaz,ha A" = A és Aad=A -, akkor A" = A

Igy (a mar kozolt harmadik kvantummechanikai axiéma értelmében) a dinamikai valtozékhoz
onadjungélt operdtorokat kell rendelni, hiszen minden mérési eredmény csak valés szam lehet.

Az onadjungélt operdtorok masik, a fizikai alkalmazdsok szempontjdbdl igen fontos tulajdonsiga az,
hogy a kiilonboz0 sajatértékihez tartozé sajatfiiggvényei ortogondlisak egymasra (2. Tétel).

OROSZ L. Kvantummechanika 36.0ldal

Az ortogonalitds igen fontos tulajdonsdg. Gondoljunk példdul arra, hogy segitségével elemi mddon,
szemléletesen értelmezni tudjuk az egy, két és a haromdimenziés (geometriai) terek egymadsra-épiilését. Az,

hogy az altalunk ismert fizikai tér a tapasztalataink szerint hdromdimenziés, ez més kérdés! Mint l4ttuk, a konkrét
geometriai (hdromdimenzi6s) teriink egyfajta dltaldnositas kiindulépontjanak tekinthetd. Matematikai
absztrakcionk képes arra, hogy tetszdleges, haromtol kiilonb6zé dimenzids, absztrakt tereket is lefrjunk és
hasznaljunk.

Egy fliggvényrendszert ortonorméltnak hivunk, ha az elemei linedrisan fiiggetlenek, a normdjuk egy és
az elemek paronként ortogondlisak egymdsra. A H  fiiggvénytér fontos tulajdonsdga az, hogy mindig
kivélaszthaté belSle egy B ortonormalt fiiggvényrendszer. Ezt a B fiiggvényrendszert a tér bazisanak mondjuk

és az ; elemeit bazisfiiggvényeknek nevezziik azért, mert a H figgvénytér barmelyik y eleme felirhaté az

O, bazisfiiggvények linedris kombindcidjaként. Erre azt mondjuk, hogy a H fiiggvénytér "teljes tér”, mert

elemei egy bazis szerint sorbafejthetok. A bazisfiiggvények szdma éppen a tér dimenzidszamat adja. (Lathatéan
helyzet, és ezért a széhaszndlat is, ugyanaz mint a mar megszokott és ezért szemléletes haromdimenzids tér

esetén.) Mivel (jelen esetben) a H fiiggvénytér ¢, bazisfiiggvényeinek a szdma végtelen (i = 1,2,3,...00), igy
a H egy végtelen dimenziGju euklideszi tér. Mint ismeretes, a "végtelen" a matematikdban nem mennyiség,
hanem mindség! Igy a "végtelen dimenziés euklideszi" tér néhdny tulajdonsdga kissé eltér a véges

dimenzi6sokétdl. Ez azt jelenti, hogy van néhdny olyan tulajdonsdg, ami a véges dimenzids euklideszi terekben
trividlisan teljesiil de a végtelen dimenziés térben mar nem (pl. egység élhosszisdgu kocka “atlés csucspontja”



nem eleme a térnek). Ezért bizonyos kikotéseket kell tenniink annak érdekében, hogy a tér tovabbra is
"euklideszi" maradhasson.

Mindenesetre azokat az euklideszi tereket, amelyekben a “szdmok” a “komplex szdmokat” jelentik
Hilbert térnek nevezziik (fiiggetleniil annak dimenzidjatl). A matematikusok azt mondjdk, hogy a Hilbert tér
nem mads, mint a "komplex szdmtest felett értelmezett euklideszi tér”.

Mivel a H tér minden @ clemének a normdja egy, ezért ez a B bvézis szerinti aj sorfejtési

egyiitthatokra nézve egy megkotést jelent. Az a; sorfejtési egyiitthaté a ¢ fiiggvénynek és az &, bazisfiiggvény

<a'i |¢J> skaldr szorzataval egyenld. A B bézis a H -n értelmezett barmelyik operétor sajatfiiggvény-rendszere

lehet.
Ezen rovid és kordnt sem teljes matematikai 6sszefoglalds utdn kimondhatjuk a kvantummechanika elsé
axiomajat is :

Egy részecske (pl. egy elektron ) allapotaihoz a H Hilbert tér elemeit rendeljiik.

Ez azt jelenti, hogy a (fizikai) elektronallapotokat a szdmitdsaink sordn (matematikai) fiiggvények reprezentaljk,
azaz jelenitik meg.

Ebben az axiomdban (is) egy igen fontos tapasztalati tény fogalmazédik meg. A mikrofizikai
jelenségeknek ugyanis van egy (a klasszikus jelenségeknél nem tapasztalt és ezért a hétk6znapi szemléletiink
szamdra egydltalin nem szemléletes) sajatossdga, amit az un. “szuperpozicié elvében” fogalmazunk meg.
Eszerint, ha egy mikrofizikai objektum felvehet két kiilonbozd dallapotot, akkor felveheti ezen dllapotok
“valamiféle vegyiilékét” is. Ezt nevezziik a két dllapot “’szuperpozicidjanak”, amit a matematika nyelvén az
allapotokhoz rendelt hulldmfiiggvények linearis kombindciéjaval adunk meg. (Ne felejtsiik el, hogy most a
szamok komplex szamokat jelentenek!) Lathatd, hogy a “szuperpozicié” ténye matematikailag a Hilbert téren,
igen egyszerlien megfogalmazhatd, ugyanakkor nehezen tudjuk (s6t szinte lehetetlen is) ezt a jelenséget
hétkoznapi fogalmainkkal képszertien leirni. Ennek ellenére (mint azt majd 14tni fogjuk) a klasszikus szemmel
nézve furcsa tapasztalatok sokasdga bizonyitja ezen els6 axidma realitdsat.

”Hidba, a Kvantummechanika megértéséhez csak a Kvantummechanikan keresztiil vezet az ut!” (O.L.)
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1.2.2. Az operatorok felcserélési torvényei

Az altalunk haszndlt Schrodinger féle kvantummechanikai modellben (ezt Schrodinger féle
reprezentdcionak is szoktdk nevezni) mar meghatdroztuk a helykoordinitikhoz és az impulzus komponensekhez
rendelt operatorokat. Erdemes megvizsgalni azt, hogy ha két operétor (egymds utdn) hat egy fiiggvényre, akkor
szadmit-e az operdtorok sorrendje. Lattuk azt, hogy ha két operdtor egymds utdn hat egy fiiggvényre, akkor azt az
"operdtorok szorzdsi" miiveletével fejezziik ki. Az operdtorok kozott definidltuk az Osszeadds (kiilonbség)
miiveletét is. A két operdtorbdl ennek a két algebrai milveletnek a kombinécidjdval egy djabb operator képezhetd,
amelyet a két operdtor un. "kommutdtordnak" hivunk. Ha a kommutétor(operator) zérus, akkor ez azt jelenti,
hogy a két operdtor egymds utdni alkalmazasakor a sorrendjiik felcserélhetd. Roviden azt mondjuk, hogy "a két
operdtor felcserélhetd". Mint azt majd latni fogjuk a kommutitoroknak igen fontos szerepe van a
kvantummechanikai méréselméletben. Emiatt val6jdban nem is az a fontos, hogy az alapmennyiségekhez
(koordindta és impulzus) milyen operdtorokat rendeliink, hanem az, hogy ezeknek a kommutdtorai mivel
egyenldek. Ezeket "felcserélési torvényeknek" vagy " kommutécios reldcioknak” nevezziik.

A masodik axiomankat ki kell tehat egésziteniink avval, hogy megadjuk a koordinata és

impulzuskomponensek kozott fennallo felcserélési torvényeket.
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Fontos tétel a kovetkezo:
Ha két operator felcserélhetd, akkor a sajatfiiggvény-rendszeriik megegyezik.
Két esetet kiilonboztethetiink meg.



Az elsd esetben a két (fliggvény)operdtor olyan, hogy kiilonb6zd véltozéju fiiggvényekre hatnak. Ekkor
a kozos sajatfiiggvény-rendszer a két operator sajatfiiggvényeinek a szorzatdbodl 4ll.

A midsik esetben a két operdtor olyan, hogy az egyik operdtor a masiknak egy hatvdnysorba fejthetd
fiiggvénye. Ez 1étezhet, hiszen az operdtorok 0sszeaddsa és szorzdsa j6l definidlt miiveletek. Ekkor a két operdtor
sajatfliggvényei ugyanazok lesznek és a sajatértékek mintegy 6roklik az operdtorok kozotti fiiggvénykapcsolatot
is.
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1.2.3. A kvantummechanikai méréselmélet alapjai

Lattuk azt, hogy a ‘P(F 1 ) allapotfiiggvény Born féle fizikai értelmezése egy olyan intuitiv kijelentés

volt, amelyet a mérési tapasztalatok igazoltak.(Intuicié: a dolgok 1ényegének 6sztonds felismerése)

Az elektronra (mikro részecskékre) vonatkozé valdsziniiségi kijelentések csak a méréseken keresztiil
értelmezhetdek. Ezért sziikség lesz majd a "mérés" fogalmanak a preciz definidldsara. Addig is a "mérésen" a
klasszikus fizikdban mdr megszokott eljarast fogjuk érteni. A mérést magat egy mérdrendszer végzi. Ez egyrészt
tartalmaz egy olyan berendezést, amely egy adott dllapoti elektron (vagy egyéb részecske) eldallitdsara alkalmas,
mdsrészt egy mérémiiszert, amelyik az ezen az elektronon (részecskén) végrehajtott mérés eredményét kijelzi. A
mérdrendszert egy blokk diagrammal szemléltethetjiik. A mérérendszer mindkét része igen bonyolult lehet.
Gondoljunk csak azokra a hatalmas részecskegyorsitokra, amelyekkel a f6ldi koriilményekhez képest igen
kiilonleges dllapotd részecskéket lehet "gydrtani”. Valamint azokra az igen bonyolult szdmit6gépek altal vezérelt
detektorokra, amelyek a mérémiiszer szerepét toltik be. A funkcié a lényeg, nem a bonyolultsdgi fok! Egy
mérdmiiszer természetesen csak egyféle dinamikai véltozé mérésére alkalmas (hiszen egy adott méréskor csak
egyféle eredményt jelezhet). Igy beszélhetiink, pl.: helyméré, impulzusmérd, energiamérd, stb... miiszerekrol.

/////

juthatunk el, a kovetkezOképpen. Legyen adva egy ¢ dllapotd elektron (1.axiéma)! Az egyszeriiség végett

tételezziink fel egy egydimenzidés modellt, azaz ¢(x) allapotfiiggvény csak az x koordindtinak legyen a
fiiggvénye! Legyen ebben az dllapotban az elektron energidja E (3.axiéma)! Ez azt jelenti, hogy ha valahdnyszor

megmérnénk a @ 4allapotu elektron energidjdt arra mindig E értéket kapnank.  Ezért az energiamérés étlaga is E

lesz. Ezt az E értéket, mint az energiamérés 4tlagit, a (D(X) allapotfiiggvény ismeretében a Schrodinger

¢J>. Ugyanekkor a qJ(x)

allapotfiiggvény ismeretében, a Born-féle valdszinliségi értelmezés felhaszndldsdval ki tudjuk szdmitani a

egyenletb6l egy skaldr szorzat segitségével ki tudjuk szamitani: <E>¢ =<¢|A

helymérés varhaté értékét (a helymérés atlagit) is: <)C>¢ = <¢|)AC| (0>. Azt tapasztaljuk, hogy mind az
energiamérés, mind pedig a helymérés varhatdé(atlag)értékére formailag ugyanolyan tipusi matematikai kifejezést
kapunk. Ezek utdn az eredményeink éltalanosithatéak. Azaz kimondjuk a negyedik axiémat, amely szerint:
"Egy tetszéleges ¢ allapoti dllapoti elektron (részecske) esetén, egy tetszéleges " A " dinamikai
valtozo mérésének a varhato (atlag) értéke a <(D|A| (0> skalar szorzat segitségével szamithato
ki."
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Mielé6tt tovabb mennénk, iktassunk be "pihentetének" illetve "kedvcsindlénak" egy kis "Filozofikus Kozjatékot™:

Az eddigiekben megalkottuk a kvantummechanika axiomarendszerét. Az axiomarendszer
helyességét a mérési eredmények igazoljdik. Mi ezt (a szakmai érdeklodéstinknek és a céljainknak
megfelelden) az elektron(ok) viselkedésének a leirdsdra fogjuk felhaszndlni. Igy az alkalmazott
matematikai egyenleteink is ennek felelnek majd meg. Ez azonban nem azt jelenti, hogy a
kvantummechanika kozolt axiomdi csak az elektronokra érvényesek. Ugyanez az axiomarendszer, de



egy dltaldnosabb és absztraktabb formdban, alkalmas a ma ismert valamennyi mikrofizikai jelenség
leirdsdra is. Mi ezzel a tanulmdnyaink sordn nem tudunk foglalkozni. De j6 az, ha tudjuk, hogy a felirt
axiomdkkal egy olyan szemlélethez és paradigma rendszerhez (gondolkoddsi sémdk rendszeréhez)
jutottunk, amellyel a ma ismert (majdnem!) valamennyi fizikai jelenség (a gravitdciot kivéve!)
targyalhato. A fizikusok vdgya az, hogy az ismert négy kolcsonhatds (iigy, mint az erds, gyenge,
elektromdgneses és gravitdcio) egyetlen egy kolcsonhatdsbol levezethetd legyen. Eddig a gravitdcio
még kicsiszott a kezeink koziil, de a mdsik hdrom mdr valamiféle egységbe vonhato. Az iiton tovdbb kell
haladni, bdr az elméleti nehézségek oridsiak.

Azt neve a "GUT = Grand Unification Theories = Nagy Egyesitési Elméletek".

Az eddigi kisérleti és elméleti részecskefizikai ismereteink lehetdvé teszik, hogy megbizhatoan
reprodukdljuk az univerzum dllapotdt a nagy robbandst koveto 10718 (!!!)mdsodperctol kezdve
napjainkig. De még sejtelmiink sincsen arrol, hogy milyen meglepetéseket tartogat a Természet, ha
sziiletésének kordbbi titkait kutatjuk. Az eddigi iton (GUT) mindvégig azt a kvantummechanikdt
haszndltuk, amelynek egyszeriisitett vdltozatdt az elozéekben "kitaldltuk”.

Joggal mondhatjuk, hogy a KVANTUMMECHANIKA az emberiség szellemi alkotdsainak a
csiicsa. Teljesitoképessége (az Univerzum titkainak a feltdrdsa) és gyakorlati haszndlhatosdga (mai
modern technolégidk) minden eddigi szellemi alkotds filé emelik OT ! .
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Ezen kis kitér6 utdn térjiink vissza a kvantummechanikai méréselmélet kidolgozasahoz.

Lattuk azt, hogy a 3. és a 4.axiéma a részecskék dinamikai jellemzdinek a mérésével kapcsolatosan tesz
alapvetd kijelentéseket. Sziikség van tehdt annak a pontos definidldsdra, hogy mit is kell érteniink "mérésen" a
kvantummechanikdban.

Induljunk ki a trividlis esetbdl! Ekkor az elektron egy olyan allapotban van, amelyet egy olyan «;

fliggvény reprezental (1.axiéma), amelyik a mérendé A dinamikai valtozéhoz rendelt A operétor (2.axiéma) i-
edik sajétfiiggvénye, azaz flai = A, - ¢,. Ekkor, valahdnyszor "megmérjiik" az A dinamikai véltozot,
mindannyiszor az A; sajatértéket kapjuk (3.axiéma). A mérendd dinamikai véltoz6 szempontjabol azt mondhatjuk
tehdt, hogy az elektron a mérés eldtt egy “’sajatallapotban” volt és a mérés soran mindvégig abban is maradt. Ezen
hosszi €s bonyolult mondatok helyett roviden azt szoktuk mondani, hogy az elektron egy ¢; "sajdtdllapotban"

volt és a mérés "sajatallapotban” tortént.
Bonyolultabb az eset akkor, amikor az elektron olyan dllapotban van, amelyet egy olyan @ fiiggvény

reprezentdl (1.axidma), amelyik nem tartozik a mérendd A dinamikai valt6hoz rendelt A operator (2.axiéma)
sajatfiiggvényei kozé. Ekkor pongyolan, de roviden azt mondjuk, hogy a mérést “nem sajatallapotban” végezziik.
Mi lesz ekkor a mérés eredménye? Keressiik meg azt az axiémat, amelyik kozvetleniil valaszt adhat erre a
kérdésre! Ez csak a 4.axiéma lehet, hiszen a 3.axiéma kozvetleniil csak a sajatillapotban torténd mérésre
alkalmazhaté. Azaz a széban forgé esetben a megmérendd A dinamikai viltozé varhat6(atlag)értékét tudjuk
csak elére kiszdmitani. Sziikség van tehdt arra, hogy precizen megmondjuk, hogy mit is jelent a
kvantummechanikai mérés sordn a vdrhat6(atlag)érték méréssel torténd meghatdrozdsa. Ezen (egydltaldn nem
trividlis) kisérleti kiértékelési moéd megaddsa igen szemléletessé vdlik, ha elébb néhdny, egyszerli elméleti
meggondoldst tesziink.

Elemi szdmoldssal és az axiéomdk felhaszndldsdval a kérdéses varhaté értékre (az atlagértékre) egy igen
fontos matematikai kifejezést kapunk. A levezetés sordn felhaszndltuk azt, hogy az A dinamikai véltéhoz

rendelt A operétornak az A; sajitértékeihez tartoz6 ¢, sajatfiiggvényei a Hilbert tér egy bazisat adjak és igy a

@ dllapotfiiggvény ezen bdzisfiiggvények szerint sorbafejthetd. A sorfejtési egyiitthatokat a; jeloli. Eredményiil
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az adddik, hogy a mérés atlagértéke (a varhato érték) az A; sajatértékeknek |a;| —el silyozott 6sszege lesz, azaz:
- 2

(A)q) ='|a|" A, . A silyozdsi egyitthat6k az aj sorfejtési egyiitthatkkal fejezhetd ki. A @ dllapotfiiggvény

i



normdja miatt az |ai|2 stilyozdsi egyiitthatok Osszege egy: Z|ai|2 =1. Az eredmény az elemi val6szinliség
1
szamitasban tanultak alapjan matematikailag konnyen értelmezhetd.

A fizikai értelmezéshez tovabbi meggondolasok sziikségesek.

A mondandénk jobb kifejthetdsége végett finomitsuk a széhaszndlatunkat és vezessiik be az "elemi
mérés" és a "mérés" fogalmat. Ez a két fogalom némileg hasonlit a valdszinlis égszamitdsban hasznalt "elemi
esemény” és "esemény" fogalmakhoz. Bevezetésének didaktikai célja van. Az irodalomban nem !! talalhato
meg, mert ott mindkét fogalomra ugyanazt a "mérés" sz6t haszndljak. A szovegkornyezetbdl kovetkezik, hogy
pontosan melyik fogalomrdl van éppen sz6.

Elemi mérésnek fogjuk nevezni azt, amikor egy valamilyen &llapotban 1év6 elektron (részecske)
kolcsonhatdsba 1ép a mérOmiiszer detektordval és ennek hatdsdra az egy adott “értéket jelez”. Pongyoldn, de
roviden azt fogjuk mondani, hogy a mérédmiiszeriinket “rdkapcsoltuk™ az adott dllapoti elektronra (részecskére)
A 3.axiéma értelmében egy elemi mérés eredménye csak egyetlen egy sajatérték lehet. Ha egy adott éllapoti
elektronon ugyanazon dinamikai véltozénak sok elemi mérését hajtunk végre, akkor a dinamikai véaltozé
mérésérdl beszéliink.

Nézziik meg, hogy az imént bevezetett fogalmak segitségével a targyalt méréseket hogyan tudjuk
értelmezni (interpretdlni).

A 7sajétallapotban torténé” mérés soran A dinamikai valtozé mérését egy &, sajatdllapotban hajtjuk
végre, akkor minden elemi mérés eredménye ugyanaz az A; sajitérték lesz A mérés eredménye tehdt az A;
sajatérték maga.
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Mint azt lattuk, a "nem sajitdllapotban torténd mérés" esetén a mérés varhatdé értéke a mérendd
dinamikai véltozé sajdtértékeinek silyozott dtlagaként szadmithatd ki. A valdszinliség szadmitidsban tanultak

2 A
értelmében az |a ;| silyozé egyiitthatékat valészintiségekként kell értelmezniink. Ez most az aldbbi médon

teheté meg:
Tekintsiink egy @ allapotu elektront! Mérjilk meg ennek az elektronnak azt a fizikai tulajdonsagat,

amelyet az A dinamikai véltozéval jellemziink! Ha ezen a ¢ dllapoti elektronon egy elemi mérést
végrehajtunk, akkor ennek eredménye a 3.axiéma szerint csak valamelyik A; (i = 1,2,3,...) sajatérték lehet.
Végezziink el N db elemi mérést, de tigyeljiink arra, hogy minden elemi mérés eldtt az elektron ugyanabban a ¢

allapotban legyen. A mérés tehat most N db elemi mérésb6l all. Minden egyes elemi mérés eredménye
(véletlenszertien!) valamelyik sajatérték lesz. Most a mérés eredményének azt a hisztogramot tekintjiik, amelyik
az elemi mérések sordn adodd A; (i = 1,2,3,...) sajatértékek relativ gyakorisdgat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy
N db elemi mérés koziil N; esetben adddott A; sajatérték. A valdszinliségszamitdsban tanultak alapjdn N—> oo
esetén az A; sajatérték Ny/N relativ gyakorisdga annak a valdszinliségét adja, hogy egy elemi mérés eredménye
éppen A; lesz.

A kvantummechanikdban a mérés tehdt az aldbbi mddon interpretdlhatd. A mérés eldtt az elektron
valamilyen @ allapotban van. Az, hogy ismerjiik-e ezt az 4llapotot vagy sem most nem lényeges. A gyakorlatban

mind a két eset eléfordul. Egyszeriien tekintsiik adottnak ezt a ¢ 4llapotot. Meg akarjuk mérni az A dinamikai

véltoz6t. Rikapcsolva az A dinamikai valtoz6t méré miiszert a rendszerre (egy elemi mérést végrehajtva) a
miiszer valamelyik A; sajatértéket fogja mutatni. De ez egyben, a 3.axiéma szerint, azt is jelenti, hogy az

elektronunk éppen ¢; dallapotban van. Azaz az elemi mérés sordn az elektron a kezdeti @ dllapotbdl a
mérémiiszerrel valé kolcsonhatds kovetkezt€ben az ¢¥; éllapotba ment dt. Az elemi mérés eldtt csak azt tudjuk

megmondani, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy az elektron ¢ dllapota pl. &, allapotra fog véltozni. Azt

mondjuk erre, hogy “elemi mérés pillanatdban(!)” ddl az el, hogy melyik 4llapot fog 1étrejonni (realizdl6dni).

Tehat egy elemi mérés kimenetelére (altalaban az események bekovetkezésére) a
kvantummechanika ”ab ovo” (eleve azaz mar az axiomak szintjén!) csak valésziniiségi kijelentéseket tud
tenni.



Ez alapvetéen mds, mint az, amit a klasszikus fizikdban (mechanikdban) tapasztaltunk. Ott a
valdszinliségi kijelentések mogott mindig egy szigortan kauzdlis (ok—okozati) “alvildg” hiizédott meg.
Gondoljunk pl. a statisztikus fizikdban tanultakra, ahol a gdzmolekuldk mindegyike az egzakt Newton térvények
szerint mozgott, azaz barmelyik molekula mozgdsa elvileg determinisztikus volt. Praktikus okokbdl (a 107
nagysagu, hatalmas részecskeszdm miatt) tértiink rd a statisztikus tidrgyaldsra. Mindez azonban az elméleti, elemi
alapokat nem érintette.

Mindez azért izgalmas dolog, mert a kvantummechanikdban a Természet (jelenlegi ismereteink szerinti)
legalapvetébb torvényeit fogalmaztuk meg. A klasszikus fizika szigord kauzalitisdn nevelkedett szemléletiink
szamdra nagyon meghokkentd kijelentés az, hogy a Természet alaptorvényei véletlenszer{iek. Azaz nincsen egy
kauzdlis alvildg” a kvantummechanikai események mogott (hiszen, ha lenne, akkor az axiomdink nem lennének
alaptorvények). Legaldbb is eddig még ilyet senki soha nem tapasztalt! Ez az “okok nélkiili véletlen” nehezen
emészthet6 fogalom. Nagyon tigy néz ki, hogy Einstein kétkedése ellenére az Uristen mégis csak kockajatékos!

Az elmondottak filozoéfiai kovetkezményei belathatatlanok.

Kiilonosen ismeretelméleti vonatkozdsai izgalmasak, ezért 6vakodnunk kell az elhamarkodott és

feliiletes kijelentésektdl!
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1.2.4. A koordinata és az impulzus kvantummechanikai targyalasa

Mint azt lattuk, a 4. axidmdhoz a hulldimfiiggvény Born féle értelmezésének az éltaldnositasaval
jutottunk el. Most nézziik meg azt, hogy a 4. axiémabo6l hogyan jon ki a Born féle értelmezés! Mint az ismeretes,
ebben az esetben azt tudjuk megmondani, hogy mekkora val6szintiséggel taldlhaté meg az elektron a tér egy
tetsz6leges pontjaban. Tehdt helymérésrdl van sz6. Az egyszerliség végett egydimenzidés modellen fogunk
dolgozni. A bevezetett sémdnk szerint a mérdrendszeriink most egy qJ(x) allapotud elektronbdl és egy

helykoordindta méré miiszerbdl all. A helymérés eredménye a tapasztalatok szerint barmekkora lehet. Azaz az
X dinamikai véltozéhoz rendelt X operitor sajatértékei folytonos spektrumot adnak. Ez némi nehézséget jelent
a tovdbbi matematikai 1épésekben. Azért, hogy ezt kdonnyebben elviseljiik, mindent a mar megtanult diszkrét
spektrum mintéjara fogunk csindlni. Igy pontosan tudni fogjuk azt, hogy honnan hova akarunk eljutni. Mint azt
emlitettiik, az X operdtor x sajatértéke barmilyen valés szam lehet, ezért a sajatértékek és igy a sajatfiiggvények
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halmaza "kontinuum szdmossdgud”. Ez azt jelenti, hogy a sajatértékek ill. a sajatfiiggvények nem szdmldlhatok
meg. Ezért nem alkalmazhatunk egy i=1,2,3,.. szdmldl6é indexet. Ehelyett bevezetiink egy folytonosan véltozé
paramétert, amely dtveszi a szdmldl6 index szerepét, és a sajdtfiiggvények megkiilonboztetésére szolgal. Célszerli

ennek az azonosité paraméternek magit a (folytonos) sajatértéket valasztani. Igy tehat a ,’{’(x, x')

sajatfiiggvényben az x betii a véltozét az x” szimb6lum pedig az azonosité paramétert jeloli. Ez azt jelenti, hogy
az x” sajétértékhez tartozé, x viltoztdl fiiggs fliggvényrdl van sz6. A levezetés menete mindenben koveti a mar
jol ismert diszkrét spektrumu esetet. Annyi csak a kiilonbség, hogy a (diszkrét) szummazdsok helyett most
(folytonos) integrdlokat kell haszndlni. A levezetés célja meghatdrozni azt, hogy mi annak a valészinlisége, hogy

a kezdetben ¢(x) allapotu elektron az elemi helymérés hatdsara a ,((x, x') dllapotba megy 4t. Ez mads
szavakkal azt is jelenti, hogy meghatdrozzuk annak P(x”) valésziniiségét, hogy a helymérés eredménye X lesz,
azaz, hogy az elektront az x” helyen taldljuk. Hasonl6an a diszkrét esethez ez a valdsziniiség most is a <X| (p>

skalar szorzattal kapcsolatos.
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A P(x”) val6sziniiség meghatdrozasihoz ismerniink kell az X operatornak a X (x, x') sajatfiiggvényeit.
Mi a Schrodinger féle operatorokat hasznaljuk, ezért az X operdtor az x-el vald szorzést jelenti. A sajatérték
egyenletbdl latszik az, hogy a Y/ (x, x') sajatfiiggvény nem tartozhat az eddig hasznalt H  fiiggvénytér elemei

kozé. Val6jdban nem is tekinthetd a hagyomdnyos értelemben vett fliggvénynek. A fiiggvényfogalom
altaldnositdsdval kaphat6 un. disztribicidok kozé tartozik és Dirac-deltdnak hivjdk. A nevét P.A.M. Dirac-rél



kapta, aki eldszor oldotta meg ezt a sajitérték problémat. Ezek utdn mdr meghatarozhaté a <X| (p> skalar szorzat

és igy a keresett valdszinliség is. Eredményiil a vart Born-féle kifejezést kapjuk.
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Az eldzbekben meghatdroztuk a helykoordindta operdtor sajatfiiggvényeit. Oldjuk most meg a mésik
alapmennyiségre, az impulzusra vonatkozé sajatérték problémat is. A py, py €s p, impulzus komponensékhez
tartoz6 operatorok egymadssal felcserélhetk és egymdstdl fiiggetlen valtozokra hatnak. Ez azt jelenti, hogy k6z6s
sajatfiiggvény-rendszeriik van, ami a kiilonb6zd valtoz6ju sajétfiiggvények szorzatabdl all. (Lasd a 38.oldalon
elmondottakat.) Eredményiil azt kapjuk, hogy az impulzus sajatértékei és sajatfiiggvényei éppen a jol ismert, a
de-Broglie 4ltal intuitiv médon bevezetett sikhullimok. Ez pont 6sszhangban van az eddigiekkel.

Lattuk tehat, hogy sem a helykoordindta operator sajatfiiggvényei (Dirac delta disztribicidk) sem pedig
az impulzus operdtor sajatfiiggvényei (nem normalhaté sikhullimok) nem tartoznak a H  Hilbert tér elemei
kozé.

Beldthaté azonban, hogy ezek az dallapotfiiggvények eld4dllithatok a Hilbert tér elemeinek
"hatarértékekként". Ezért (egy lehetséges médszerként) ezeket a "allapotfiiggvényeket" is hozzdvessziik a H

halmazhoz, és az igy kiegészitett H * téren fogjuk értelmezni az 1.axiémat.
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1.2.5. A hatarozatlansagi relacio

A helyes kvantummechanikai szemléletiink kialakitdsdnak egyik igen fontos dllomdsdhoz érkeztiink. A
kapott Osszefiiggések alapjan végérvényesen szakitanunk kell a megszokott klasszikus fogalmainkkal és egy
masfajta gondolkoddsmédot kell 6nmagunkban kialakitanunk. Mindez nem nélkiilozhet némi filozéfiai kitérét
sem.

Tekintsiink egy ¢ 4llapoti elektront és mérjiink ezen két dinamikai véltozét (legyen ez A és B))! Vigydzzunk

most is arra, hogy minden elemi mérés eldtt az elektronunk ¢ 4llapotban legyen! A mérés eredménye két

hisztogram lesz, amely a két dinamikai valtozé sajatértékeinek relativ gyakorisdgait tartalmazza. Az axiémak
segitségével elére meghatdrozhaték a két hisztogram jellemzd adatai. Ezek a véarhat6 értékek (atlagértékek) és a
négyzetes szorasok. A varhaté(atlag) értékeket a 4.axiéma alapjan kozvetleniil kiszamithatjuk. Nézziik meg van-e
valamiféle kapcsolat a két szords (AA és AB ) kozott? A kérdés indokolt, hiszen a két mérést ugyanabban a @

allapotban 1év§ elektronon torténik.

A szérasok kiszdmitdsdndl is a kvantummechanikai médszereit kell kdvetniink. El8szor is a szérds
klasszikus definicigjat leforditjuk a kvantummechanika "nyelvére", majd az axiémdk felhaszndldsdval elvégezziik
a sziikséges szamitdsokat.

A sz6érds matematikai definiciéja a kovetkezd: "az atlagtol vald eltérés négyzetének az atlagdbdl vont
négyzetgyok." A kvantummechanikai szdmitdsokban az "4tlagot" a 4.axiéma eldirdsa szerint kell képezni. Ehhez

pedig sziikség van az "4tlagtdl vald eltérés" (AA illetve AB) operdtordra. Ezt az operdtort a 2.axiéma szerint
kell képezniink. Azaz el6szor megadjuk a klasszikus definiciét, majd utdna a dinamikai valtozék helyébe
operatorokat frunk. Az 4tlagérték nem dinamikai valtoz6, hanem egy skalar érték, ezért a hozz4 rendelt operétor
az ezzel a szammal val6 szorzés lesz. A két dinamikai valtoz6 kvantummechanikai v1szonyat a hozzdjuk rendelt

A esB operdtorok cserereldcidja adja meg. Egyszeriien blzonylthato hogy a AA és AB operdtorok kozott is

ugyanez a cserereldcié érvényes. Képezzik a é= g 'AA+ Jj 'AB operdtort, ahol g tetszéleges valds

A

paraméter. G nem reprezentdl semmilyen dinamikai valtozét, mert nem oOnadjungdlt. Egyszerlien egy

matematikai segédmennyiségnek kell tekinteniink. Képezziik a G¢ fliggvény normdjat, amelyik definici6 szerint

egy nem negativ valés mennyiség. Jeloljiik ezt I(g)-vel. Az adédik, hogy I(g) a valdés g paraméter négyzetes
figgvénye.
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[P

Ahhoz, hogy I(g) ne legyen negativ, az sziikséges, hogy a “g” paraméter megfeleld egyiitthat6ibdl
képzett "diszkrimindns" ne legyen pozitiv. Ebbol a feltételbdl a AA és AB szérdsokra egy egyenldtlenség
adddik. Ez az dn. Heisenberg féle hatdrozatlansagi relaci6. Eszerint ha a két dinamikai véaltozéhoz rendelt két
operator nem cserélhetd fel, akkor a szérdsok szorzata nagyobb, mint egy pozitiv szdm. Ez azt jelenti, hogy nem
létezik olyan éllapot, amely esetén mindkét dinamikai valtozoé "egyszerre" nulla szérdssal mérhetd.

Tekintsiik az x és a py kozott fenndll6 hatdrozatlanségi reldciot Eszerint az elektron lehet példaul egy
olyan éllapotban, hogy a helye kozel nulla szérdssal mérhetd. Azaz az elektron tér egy meghatarozott pontjanak
nagyon kicsi kornyezetében taldlhaté. Ekkor azonban az impulzusmérés szérdsa nagyon nagy lesz, azaz errdl
semmi biztosat nem tudunk mondani. Ugyankkor viszont, van olyan dllapotu elektron is, amelynek az impulzusa
egy jol meghatdrozott érték. Ekkor viszont az elektron helymérése lesz nagyon bizonytalan.

Eddig mindig azt mondtuk, hogy egy @ dallapoti elektronon N (sok) elemi mérést végziink. Ezt azonban

nem lehet megvaldsitani! Ennek az oka a kovetkezd. Amikor az elemi mérés sordn az elektron a mérémiszer
detektoraval kolcsonhatdsba 1ép, akkor ott mindig redlis (mikro)fizikai objektumokkal taldlkozik (atomokkal,
ionokkal, elektronokkal, elektromdgneses térrel, stb...), hiszen a mérémiiszer is az anyagi vildgunk része. A
kolcsonhatds sordn a mérendd elektron mintegy "elkeveredik" a mérémuszert alkoté elektronok kozott. Mivel
minden elektron teljesen egyforma, igy 6t onnan mar visszavenni nem lehet. Azaz egy elemi mérést csakis egy
elektronon és csak egyetlen egyszer lehet elvégezni. Akkor hogyan lehet értelmezni az N (sok) elemi mérésbol
allé mérést? A valasz egyszerli, ha figyelembe vessziik azt, hogy minden elektron tokéletesen egyforma, azaz
nem lehet 6ket egymastdl megkiilonboztetni. Eszerint nem egyetlen ¢ éllapotd elektronon mériink N (sok)-szor,

hanem N (sok) azonos ¢ dllapoti elektronon mériink egyszer. Az eredmény nyilvdn ugyanaz lesz. A két
dinamikai véltozé "egyszerre" torténd mérése is hasonldan torténik. Ekkor a sok azonos ¢ dllapotd elektron

felén megmérjiik az egyik, a masik felén megmérjiik a masik dinamikai valtoz6t. Az igy kapott szérasok kozott a
Heisenberg féle hatdrozatlansigi relacié fog fenndllni. Az elektronok egyformasidga miatt a sok fiiggetlen
elektronon torténd mérésbdl adédd fizikai kovetkeztetéseinket egy elektron (helyesebben: "az" elektron)
tulajdonsagainak tekintjiik. Ilyen médon alakitottuk ki szemléletiinket. Ezért beszélhettiink az elézéekben mindig
"egy (!) elektron "-rél.

A fontossdga miatt foglaljuk Ossze a hatdrozatlansagi relaciérél hallottakat. A kozépiskoldban azt
tanultuk, hogy "egy elektron helyét és impulzusat nem lehet egyszerre pontoson meghatdrozni". Ez a
megfogalmazas konnyen félreérthetd, mert nem tisztazza az "egyszerre" sz6 jelentését. A most tanultak szerint a
preciz 4llitds az, hogy: "Nincsen olyan éallapot, amelyben 1év elektronok sokasdgin elvégezve a hely- és az
impulzusmérést, mindkét mérés szdérdsa tetszélegesen kicsinek adédik." Az "egyszerre" sz6 tehat szigorian véve
nem egyidejliiségre utal, hanem az ugyanabban az allapotban torténé mérést jelenti. Kvalitativ szemléletiinkben,
egyetlen elektron dinamikai tulajdonsagainak jellemzésekor, mégis joggal asszocidlunk az egyidejiiségre. Hiszen
egy objektum (elektron) a tulajdonsdgaival minden iddpillanatban egyszerre rendelkezik. De ezzel ismét a
filozéfia (az ismeretelmélet) teriiletére tévedtiink és ez mar nem tartozik ennek a tantargynak a témadjaba.

A hatdrozatlansagi relacié alapvetd szerepet jatszott a kvantummechanikai szemléletiink kialakuldsaban.
A mikrofizikai modelljeink kvalitativ értelmezésekor dlland6an hasznaljuk.
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1.2.6. A Kklasszikus mechanika és a kvantummechanika kapcsolata
1.2.6.1. Az Ehrenfest tétel

Az eddigiekben a megmérendd elektron ¢ dallapota nem fiiggott az id6tdl. Most a ‘P(l‘) idofiiggd

allapotban torténé mérést fogjuk megvizsgalni. Mivel az elektron dllapota dllandéan véltozik igy a dinamikai
tulajdonsagai is pillanatrél pillanatra valtozni fognak. Sz6 sem lehet tehdt arrél, hogy egy dinamikai valtozé
mérését (ami sok elemi mérést jelent) egy elektronon egy adott idopontban elvégezhessiik. Ennek ellenére a
tovabbiakban is mindig az "egy részecske - sok elemi mérés" szemléletet fogjuk haszndlni az elméleti
szamitdsainkban. De tudnunk kell azt, hogy a mérések szempontjabol ez valéjdban mit is jelent.



Legyen az elektronunk a lP(I_;,t ) id6fiiggd dllapotban. Ekkor az A dinamikai véltozé mérésének a

véarhat6 értéke is fog fiiggni az id6tél. Ezt az id6fliggést az 4tlagérték idd szerinti elsé derivéltja (a valtozas
sebessége) jellemzi. A varhatd érték a 4.axiéma alapjan kiszdmithaté, az 4llapot idofiiggését az S5.axiéma
hatdrozza meg. Eredményiil az adédott, hogy az A dinamikai véltozé varhaté értékének a véltozasi sebessége, a

H energiaoperitor és az A operator kommutétoratdl fiigg:

<(a),, = (vl Ale)

Ez az altalanos Ehrenfest tétel.
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1.2.6.2. A klasszikus mechanika mozgdsegyenlete

Az Ehrenfest tétel alkalmazdsaként elsOnek vizsgdljuk meg az impulzus védrhat6 értékének az id6beli
véltozdsat. A tételt alkalmazva az adddik, hogy az impulzus varhaté értékének id6 szerinti elsé derivaltja a
potencidlis energia negativ gradiensének az atlagdval egyenld:

2 (py=te (-2 )

A kapott eredmény fizikai értelmezésekor két esetet kell megvizsgélnunk.

Elészor tekintsiink azt amikor az elektron potencidlis energidja nagyon nagyot véltozik abban a
térrészben ahol az elektron nagy valdszinliséggel megtaldlhaté. Ez a helyzet pl. atomokba kotott elektronoknal.
Ekkor az impulzusatlag idéderivéltjanak a kiszdmitdsdhoz sziikség van a hullamfiiggvény ismeretére is. Ez pedig
csak a kvantummechanika alkalmazédsdval kaphat6 meg.

A miésik esetben a potencidlis energia térbeli véltozdsa elhanyagolhat6an kicsi abban a térrészben, ahol
az elektron egy adott idOpillanatban nagy valdszinitiséggel van. Ez a helyzet 1ép fel, amikor az elektront
makroszkopikus tartomdnyban valtoz6 elektromdgneses térbe helyezziik (pl. egy kondenzdtorba) .Ekkor a
potencidlis energia gyakorlatilag dllandénak tekinthetd az elektron "helyén”. A kvantummechanikai atlagképzés
sordn a hullamfiiggvény az Osszefiiggéseinkbdl eltlinik:

d oV
w5,

Tehat a mozgastorvényt a kvantummechanika haszndlata nélkiil is meg tudjuk fogalmazni, azaz eljutottunk a
klasszikus mechanikdhoz. Lathaté tehat, hogy Newton mdasodik axiémdjat le tudtuk vezetni a
kvantummechanikabdl. Tehat a kvantummechanika magéban foglalja a klasszikus mechanikat, azaz (ahogy annak
lennie is kell!) a korrespondencia elv teljesiil.
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Most mér vélaszolhatunk arra a kérdésre is, hogy hogyan alakult ki a klasszikus tomegpont fogalmunk.
Egy makroszkopikus méretli objektum mérése sordn a klasszikus mérdmiiszeriinkben egy idépontban (ami a
mikroszkopikus skdldn mindig egy véges idGtartam) nagyon nagy szamu kvantummechanikai elemi mérés zajlik
le. Ennek az atlagat jelzi ki a miliszeriink mint a klasszikus mérés eredményét. A hatdrozatlansagi relaciét nem
érzékeljiik, hiszen a szérdsok bdven beleesnek a klasszikus mérémiiszer pontatlansagi tartomanydba. Azaz a
klasszikus mechanikai mérések szerint egy részecske egy adott "id6pillanatban" a tér egy adott "pontjdban" lesz
és adott impulzussal fog rendelkezni. Ennek alapjdn alkottuk meg a részecskék tomegpont modelljét.

Maisodik példaként vizsgaljuk meg a helykoordindta atlaganak az iddbeli valtozasat! Az Ehrenfest tétel
eredményeként tulajdonképpen a sebesség kvantummechanikai definiciéjahoz jutottunk:

d 1
—\X) = A\Ps
Lig=Lip)
Az eddigiekb6l mdr lesziirheté az az éltalanossdgban is igaznak bizonyuld kovetkeztetésiink, mely
szerint a kvantummechanikai atlagok kozott éppen a klasszikus mechanika Osszefiiggései édllnak fenn. Ez



tulajdonképpen az dltaldnos Ehrenfest tétel verbdlis megfogalmazdsa. Igy részletes szamitasok nélkiil is
felirhatjuk péld4dul a munka-tétel Ehrenfest szerinti alakjat. Ez a szilardtest-fizikdban nagyon fontos szerephez jut
majd.
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1.2.6.3. Az energia és az id6 kozotti hatarozatlansagi relacio

Az “1d6” fogalmunk taldn a legérdekesebb és bolcseleti szempontbdl a legizgalmasabb fogalmaink kozé
tartozik. A “Mi az id6?” kérdésre bizony nehezen tudnank kapasbdl valaszolni.

A sziiletéstink utdn atélt sok szubjektiv élmény hatdsa kovetkeztében, lassan érlelddott benniink az id6
szubjektiv érzete, majd ennek kapcsan a fogalma. Kisgyermek korunkban a tér-fogalmunk hamarabb alakult ki,
mint az id6é. El6bb értettiik meg azt, hogy mit is jelent az “itt” és az “ott”, mint a “most” és a “majd”. “Hényat
kell még aludni Kardcsonyig?” kérdeztiik. “Addig kell itt iilnod, amig a nagymutat6 legfeliilre nem érkezik!”
mondtédk a felndttek. Mindkét esetben az “id6r6l” illetve annak “muldsardl” volt sz6. Emlékezziink csak vissza
arra, hogy mikor tanultuk meg azt, hogy “mennyi idét mutat az 6ra”! Ez kb. 8-9 éves korunkra tehetd. A hosszi
évek soran kialakult szubjektiv id6érzetiink igen csaléka. Egy fogorvosi székben iilve a percek is éraknak tiinnek,
a szeretteink korében szinte “repiilnek az évek”. Az absztrakt id6 fogalmunk kialakuldsa még csak ezek utdn
kovetkezett.

Mi tehat az id6? Pusztan csak egy szubjektiv fogalom, vagy téliink fiiggetleniil 1étez6 “valami”. Vajon
az Univerzumban is “telik az id6?” A Nagy Bumm ~el6tt is 1étezett az id6?” vagy az is “csak akkor keletkezett,
mint amikor az Univerzum maga?”’. A kozmolégia modern elmélete prébél vilaszolni ezekre e kérdésekre (is). A
természettudomany (jelesiil a fizika) vdlaszait azonban a “szubjektiv iddérzettel terhelt elménkkel” kell
értelmezniink és ez egyéltalan nem egyszerli. Nem véletlen, hogy minden filozéfiai és valldsi rendszer sarkalatos
pontja az “id6éhoz, mint olyanhoz” fiiz6dé viszonya. Gondolhatunk a “lélekvandorlds” ciklikus idéfogalmara,
vagy a kereszténység linedris idészemléleten alapulé tanaira, amely szerint az “Orokkévalé” az “orok élettel”
kecsegteti vagy riasztja a mulandé embert. “Mi tehét az id6?” Ervényes-e itt is az ismert paradoxon: “Hasznalni
jol tudom, de megmagyardzni nem!”. Einstein ezt igy fogalmazta meg:

“Tudjuk, hogy mi az dra és mi a méter, nem tudjuk azonban, hogy mi az ido és mi a tér.”
Emlékezetiinkbe idézhetjiik Madach Imre szavait az id6r6l és annak muldsardl:

“Minden mi él az egyenl6 soka él,

A szazados fa, s egynapos rovar.
Eszmél, oriil, szeret és elbukik,

Middn napszdmaét s vagyait betolté.
Nem az idé halad: mi vdltozunk,

Egy szdzad, egy nap szinte egyre megy.

Ezen kis, lirai kitér6 utdn, térjiink vissza a kvantummechanikahoz!

Ismereteink mar elegenddek ahhoz, hogy a kvantummechanika egyik leginkabb félreérthetd és ezért legtobbszor
valdban félre is értett tételét precizen megfogalmazzuk.

Tekintsiink egy ‘P(? ,t) id6fiiggd éllapotban 1évo elektront és merjitk meg egy adott idépontban az

energidjat és egy masik A dinamikai véltozéjat is! Az adott pillanatban a mérés eredménye két hisztogram lesz,
értelemszertien az egyik az energidra, a méasik az A dinamikai véltozéra vonatkozik. Mivel az elektron 4llapota
idében valtozik, igy a mérés eredményét szemléltetd hisztogramok is pillanatrdl pillanatra valtozni fognak. Az
Ehrenfest tétel segitségével kiszdmithaté a varhatd(atlag)értékek valtozasi sebessége.

2 (a)=L e[ Ale).

A Heisenberg féle hatdrozatlansagi relacié pedig megadja a szérasok kozotti kapcsolatot.



AA-AE 2%‘<‘PHHA}P>‘

Vezessiink be egy Af mennyiséget (karakterisztikus idStartamot), amelyik a rendszerben lezajlé idébeli
valtozdsokat jellemzi, az aldbbi definici6 szerint:

J
AA=—(A)-A
5 \A) A

Azért, hogy jobban megértsiik ennek a sziikségességét tegylink ismét egy kis filozofélgaté kitérot:

Az "id6t", mint olyat mérni nem tudjuk. Mérni csak valamilyen dinamikai mennyiséget (valtozot)
tudunk. A dinamikai mennyiségek megvaltozdsa kelti benniink az "id6 muldsdnak" a képzetét. Minden, a
Természetben meglévd, vagy az ember 4ltal konstrudlt 6ra "miikodésének" is ez az alapelve (pl.: a Hold sarléja
megvdéltozik, a Nap felkel és lenyugszik, a homokszemek leperegnek, az éramutaté elmozdul, a kvarckristaly
alakja eltorzul, az elektromdgneses térerésség megvaltozik, stb.) Ha a valtozdsok a testiinket felépitd sejtek
fiziol6giai tulajdonsagait jellemzik, akkor az "idé muldsat" bizony mdr sajat bOriinkon is tapasztalhatjuk. (“Nem
az idd halad: mi vdltozunk...””) Ezért alakult ki benniink az az érzés, mintha az "id6" mint olyan 6nalléan létezd,
abszolut valami lenne. Ezt a képzetet az einsteini relativitdselmélet mar meg kellett, hogy renditse benniink
(egyidejiiség, id6dilatacid, ikerparadoxon) .A kvantummechanika remélhet6leg a maradék illtiziénkat is eloszlatja
majd. Ez persze nem megy konnyen! Beidegzett gondolkoddsmédunkhoz, megszokott szemléletiinkh6z sokszor
irraciondlis makacssidggal ragaszkodunk. Néha "jobban hisziink a szemiinknek, mint az esziinknek”. Minden
esetre mindez vitdra késztet! Mint azt a bevezetében elmondottak is sugallhatjdk, az idérdl, mint olyanrdl
folytatott vitdink és elmélkedéseink nagyon messzire vezethetnek. Fontos filozo6fiai kategoéridrdl van szd, amellyel
kapcsolatos gondolataink a tiszta racionalitdstdl, a benniink szunnyadé miszticizmus gyokeréig {velhetnek.
Mindez azonban nem tartozik e tantdrgy keretei kozé.

Ott tartottunk tehat, hogy bevezettilk a At mennyiséget. Ennek fizikai jelentése igen szemléletes. A At
az az idétartam, ami alatt az A dinamikai valtoz6 4tlaga éppen egy szérasnyit véltozik. Ez tehdt egy olyan

karakterisztikus, mérheté iddtartam, amellyel a lP(l‘) iddbeli valtozasat jellemezhetjik. Az allapotfiiggvény
ugyanis kozvetleniil nem(!) mérhetd, igy annak idébeli megvéltozdsa sem. Az el6z6ekben elmondottak szerint
tehat az A dinamikai viltozé az 6ra szerepét tolti be. Ha a At kicsi, akkor ez azt jelenti, hogy az elektron az
dllapotdt gyorsan véltoztatja. Ha a Af nagy, akkor ez a valtozds lassi. Ezek utdn a fenti egyenletek
kombindcidjabdl egy igen fontos és érdekes Osszefiiggésre juthatunk, nevezetesen:

AE-AtZﬁ.
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Léthatéan a szdmoldsunk eredményeképp egy hatdrozatlansagi relaciét kapunk a Af karakterisztikus
id6tartam és az energia AE szérdsa kozott.

Az elmondottak szemléltetésére nézziink egy példat. Tekintsiik a Hidrogén atom energiaszintjeit. Az
alapallapotban az elektron végtelen hosszd ideig tartézkodhat (At — o) ezért az alapdllapoti energia egy
pontos érték (AE — 0). Ha az elektron egy magasabb energiaszintre keriil, akkor egy id6 milva visszaugrik az
alapdllapotba, azaz az dllapota megvaltozott ( Af = véges). Ezért a gerjesztett dllapot energidja nem egy pontos

érték, hanem véges szérassal rendelkezik (AE = véges). A legerjesztédéskor kisugérzott energia sem lesz egy
meghatdrozott érték, és ez elmondhat6 a kisugdrzott foton frekvencidjardl is. Azt mérjik, hogy az atom éaltal
kisugérzott fotonok frekvencidja nem egy meghatdrozott érték, hanem egy keskeny frekvenciatartoményba esik,
amelynek a “szélességét” AE =T - AV osszefiiggéssel definidljuk. Azt mondjuk erre, hogy a spektrumvonal
elmosédik, kiszélesedik. Ezt a spektroszkdpidban tapasztalt jelenséget a spektrumvonalak dn. "természetes
vonalszélességének" nevezziik.

Ezzel befejeztik a kvantummechanikdval kapcsolatos 4altaldnos vizsgdldéddsainkat. Megtanultuk az
alaptorvényeket (axiomdkat) és a beldliik fakadé azon kovetkeztetéseket, amelyek mar elegendéek ahhoz, hogy
megértsiik a kvantummechanikai gondolkoddsméd 1ényegét. Az egyéni szemléletet azonban mindenkinek
magdnak kell kialakitania dnmagdban. Természetesen még nagyon sok igen érdekes részlet van, amirdl nem
hallottunk. Ez azonban mir nem tartozik azon ismeretek kozé, amelyek feltétleniil elvarhatok lennének egy
mérnoktol.



Ezek utdn az eddigiek alkalmazdsdval fogunk foglalkozni. A végsd célunk azon mikrofizikai folyamatok
alapelveinek a megértése, amelyek az elektronikus eszkozokben lezajlanak.
Elétte azonban még meg kell érteniink azt, hogy egyetlen atom hogyan épiil fel és hogyan “miikodik”.

FOLYTATAS:  “FIZ32Mb.*#+”



