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2. SZILARDTESTFIZIKA

2.1. A fémek szabadelektron elmélete

A fémek jol vezetik az elektromos dramot. Tehat az elektromos dramot alkoté elektronok viszonylag
konnyedén” tudnak mozogni a fém belsejében. A fémes kotés ugyanis ugy alakul ki, hogy a fématomok
egyesiilésekor a vegyérték elektronok ,,k6z0ssé vilnak”. Ez azt jelenti, hogy nincsenek a fémet alkoté atomokhoz
kotve, hanem azokrél mintegy ,leszakadva” a fém teljes makroszképikus térfogatdban mozoghatnak. Elsd
kozelitésként azt mondjuk, hogy a fém elektronjai dn. ,,szabadelektron gazt” alkotnak.

Az elkovetkezOkben a nagyszdmu, N>>1, elektront tartalmazé szabadelektron gdz kvantummechanikai
targyaldsaval foglalkozunk. Ezt a modellt par évvel a Schrodinger egyenlet felfedezése (1926) utdn Sommerfeld
mdér kidolgozta (1928). Egyszerii volta ellenére valaszt tudott adni egy-két olyan mérési tapasztalatra (kontakt
potencidl, fémek fajhdje, stb...), amelyek magyardzatanal a klasszikus fizika cs6d6t mondott.

2.1.1. A Sommerfeld fémmodell

A fém vezetési elektronjai a fémréacsot alkoté iontdrzsek terében mozognak, ugyanakkor egymadssal is
kolcsonhatdsban vannak. Ezt az igen bonyolultnak tind kvantummechanikai problémat alkalmas
modellvélasztassal, egyszeriien meg lehet oldani.

Mint azt mar tanultuk, sokelektronos rendszerek esetén mindig egyelektron kozelitést alkalmazunk. Az
egyelektron allapotokat meghatarozé Schrodinger egyenletben figyelembe kell venniink az elektronok kozotti
kolcsonhatast is. Jelen esetbe ennek a legegyszertibb médja a kovetkez6. Barmelyik fémelektron egyrészt az
iontorzsekkel, masrészt a tobbi elektronnal van kolcsonhatdsban. Vegyiink egyszertiségképpen egy egy-
vegyértékii fémet! Ekkor az iontorzsek szdma megegyezik a fémes kotést 1étrehozé elektronok szamaval. Tehat
barmelyik elektront tekintve a pozitiv toltésti iontorzsek és a tobbi, negativ toltést elektron szdma gyakorlatilag

megegyezik (N = N —1, N >> 1), ezért semlegesitik egymast. Tehdt az elektron szabadon mozoghat az egész

fém belsejében. Ugyanakkor tapasztalati tény, hogy normdl koriilmények kozott az elektron nem 1ép ki a fémbdl
Ezt dgy fogjuk modellezni, hogy az elektront egy potencidldobozba tessziik. A doboz mérete a fém
makroszkopikus méretével egyezik meg és az egyszerliség végett kocka alaku. (2.fiizet, 75.oldal.)

Az egyelektron palyadllapotokat tehdt egy dobozba zart elektron Schrodinger egyenlete hatdrozza meg.
A kvantummechanikai tanulmdnyaink sordn ezt az egyenletet mar megoldottuk (1.fiizet, 19-20.oldal). Eszerint

egy pélyadllapot harom kvantumszdmmal az \n,,7n,,n, [-vel jellemezhetS. Az energiaszinteket pedig e hirom
kvantumszadm négyzetdsszege hatdrozza meg. A pdlyadllapotok degeneraltak.

Ezeket a pdlyadllapotokat kell, a Pauli-elv szerint, az N szdmu elektronnal betolteni. Mivel az N nagyon
nagy (Avogadro szdmnyi!) ezért a betoltott dllapotok majd mindegyike relative magas energiaszintekhez fog

tartozni. Ez azt jelenti, hogy az €; kvantalt energiaszintek relativ tdvolsdga igen kicsi lesz. (1 fiizet, 18.o0ldal.)
Azaz folytonos energiaskdldra térhetiink at. Ekkor a ,,d;” degenerdcié helyett bevezetjilk az g (8 ) allapotslirliség
fogalmét. (2. Fiizet, 80.oldal.) Eszerint a g(é‘ )dé‘ azon allapotok szdmdt jelenti, amelyek energidja az

(8 ,E+de ) tartomdnyba esik. A Pauli elv szerint minden palyadllapothoz két spin-éllapot is tartozik.

Tehat a teljes (spinpélya) g(é‘ ) allapotsiiriiség az N (8 ) palyadllapot stirliség kétszerese lesz.
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Hatdrozzuk meg az N(€ ) palyadllapot siirliséget! Minden pdalyadllapotot hdrom kvantumszdm az
(nx,ny,nz) hatdroz meg. Ezért az {nx,ny,nz} koordinatarendszerben egy pont egy pdlyadllapotot fog

reprezentdlni. A kvantumszdmok értéke csak pozitiv egész szdm lehet. Egy adott dllapothoz tartoz6 energiaszint
‘s _ 2 2 2
éricke €, = E, (nx +n, +n; )



Tekintsiik azokat az dllapotokat, amelyek energidja az (8 ,E+de ) tartomdnyba esik! Ezen allapotokat
reprezentdlé pontok az {nx,ny,n Z} koordindtarendszerben egy gombhéj nyolcadban vannak. Mivel az n,

kvantumszdmok csak pozitiv egész szdmokat vehetnek fel, ezért minden egyes egységnyi térfogatban csak egy

reprezentdns pont van. Ezért az (8,8 +d€) tartomdnyban 1évé allapotok szdma megegyezik az emlitett

gémbhéj-nyolcad térfogatdval. Igy meghatdrozhat6 a pélyadllapot siiriség, amelyre az adédik, hogy N(€ )

o e

Az dllapotok betdltését az f b (S,T) Fermi-Dirac eloszlasfiiggvény hatarozza meg. Bevezetjiik az
elektronok energia szerinti eloszlasat megad6 n(é‘) figgvényt. Eszerint az n(é‘)dé‘ megadja azon elektronok

szamat, amelyeknek az energidja az (6‘, E+ d€) tartomdnyban van.

Az alapdllapoti (nulla Kelvin hdmérsékletii) elektrongdzban az €, Fermi-energia szint alatt minden
allapot be van toltve folotte pedig minden allapot iires. A betdltott dllapotok szdma tehdt éppen N kell, hogy
legyen. Ez a feltétel a Fermi szintet egyértelmilen meghatdrozza. Eredményiil az adodik, hogy az €, értéke az
illetd fém térfogati elektronstirtiségétol fiigg.

4 OROSZ L. Szildrdtestfizika 3.oldal

Erdemes megvizsgélni azt, hogy az imént kapott € ro 6rték a "hétkodznapi" energidkhoz képest mekkora?
Az Osszehasonlitdst azonban nem az energia skédldn, hanem a néla sokkal szemléletesebb hdmérséklet skélan
fogjuk elvégezni. Erre szolgal a T}, az Gn. ,Fermi hdmérséklet” fogalma. Ismeretes, hogy a klasszikus idedlis géz
atlagenergidja, az ekvipartici6 torvénye szerint, a gdz hdmérsékletével ardnyos.

A T, Fermi hémérsékleten értjiik annak az idealis gaznak a hémérsékletét, amelynek az
atlagenergiaja megegyezik a nulla Kelvin fokos elektrongaz atlagenergiajaval.

A fémek esetén a TF kb. 10 000 Kelvinnek adédik. (Osszehasonlitdsul, a napkorona hémérséklete kb.

6000 Kelvin). Tehat a Pauli elvbdl ad6dé Fermi energia a klasszikus fizikai energiaskdldn meglehetdsen nagy
érték. Ez azt is jelenti, hogy ha a fém hOmérséklete (par szdz fokkal) megemelkedik, akkor a vezetési
elektronjainak az 4tlagenergidja relative alig véltozik. Tehdt a szobahOmérsékletii fém vezetési elektronjait nulla
Kelvin fokos elektrongaznak lehet tekinteni. (Ugyanis a 300 Kelvin sokkal kisebb mint a 10 000 Kelvin!)
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2.1.2. A szabadelektron modell alkalmazasai

A Sommerfeld féle szabadelektron modell mai szildrdtestfizikai ismereteinkhez képest nagyon
primitivnek tinhet. Megsziiletése (1928) mégis rendkiviil nagy jelentdségii volt. Eldszor sikeriilt ugyanis
segitségével olyan jelenségeket megmagyarazni, amelyekkel szemben a klasszikus fizika tehetetlennek bizonyult.

2.1.2.1. A szabad elektrongaz fajhdje

Az elektronok n(8 ) energia szerinti eloszlasat a 2N(€ ) allapotsiirliség fiiggvény és az fFD (€,T)
Fermi-Dirac eloszlasfiiggvény szorzata adja meg. Az el6z6ekbdl kovetkezik, de a részletes szamitds is azt
bizonyitja, hogy a T hOmérsékletii szabad elektrongiz & (T) Fermi energidja a "hétkdznapi" hémérsékleti
tartomdnyban gyakorlatilag €, értékiinek vehetd. A Fermi Dirac eloszldsfiiggvény nulla Kelvinen egy

1épcsdfiiggvény. A T hémérsékleten ez kissé "lekerekedik". A véltozds azonban az € j, értéknek csak koriilbeliil

a 4kT nagysdgu kornyezetére korldtozodik. Ez fizikailag azt jelenti, hogy csak azok az elektronok keriilhetnek
magasabb energidju dllapotba (azok gerjesztddnek), amelyeknek a kezdeti energidja a Fermi szint kozelében volt.
A T hdmérsékleten a gerjesztett elektronok N ¢ Szama az N Osszelektron szamnak csak a toredéke, kozelitdleg a



T/ T, hinyada. A T hdmérsékletii elektrongdz energidja tehdt az alapéllapoti energiatol csak kevéssé (N KT -

vel) tér el. Ez azt is jelenti, hogy fémekben az elektronok fajhdje elhanyagolhat6 az iontdrzsek fajhdjéhez képest.
A Dulong-Petit torvénynek tehdt ez a kvantummechanikai magyarazata.( IL. fiizet 87.oldal)

2.1.2.2. A kontakt potencial

Két azonos hoémérséklett, de kiilonboz6 fém szoros Osszeillesztésekor a két fém kozott
potencidlkiilonbség (az tn. kontakt potencidl) 1ép fel.

A két fém kilépési munkdja (I. fiizet 5.oldal) legyen kiilonb6z6: @, > P, . Amig a két fém egymdstol
tavol van, addig két kiilon rendszerr6l beszélhetiink. Ha a fémeket "szorosan" Osszeillesztjiik, akkor az atomi
skélan a két fém elektronjait csak egy "keskeny" potencidlgét fogja elvalasztani egymastdl. Ezen a potencidlgaton
keresztiil, alaguteffektus révén a két elektrongdz kapcsolatba 1ép egymadssal. Azaz a két fém egyetlen
kvantummechanikai rendszert alkot. A fémelektronokat nulla Kelvin fokos elektrongdznak lehet tekinteni.
Kezdetben, az egyik fémben (abban, amelynek a kilépési munkdja a kisebb) magasabb kinetikus energidju
elektronok is lesznek mint a masikban. Igy AN szdmd, nagyobb energiju elektron 4tmegy az egyik fémbdl a
masikba. Ezért az egyik fémben elektron hidny a masikban elektron felesleg 1ép fel. Ennek hatdsara a két fém
kozott egy (elektrosztatikus) potencidlkiilonbség 1ép fel. Mivel a AN sokkal kisebb mint a fémelektronok teljes

szdma, ezért a még betdltdtt maximalis energiaszintek (€, és &, , a fiiggetlen Fermi szintek) helyzete egy-egy

fémen beliil gyakorlatilag nem véltozik meg. A két fém kozott fellépd potencidlkiilonbség hatdsdra az eredeti
Fermi szintek egymashoz képest eltolédnak. Eppen annyi AN elektron fog dtmenni az egyik fémbél a masikba,
hogy a két Fermi szint egyenld legyen. Egy kvantummechanikai rendszerben ugyanis csak egyetlen Fermi szint
van, amit a rendszerben 1év6 Osszes elektronok szdma hatdroz meg.

1
A két fém kozott fellépé kontakt potencidl tehdt AU = —(®, —® )
e
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2.2. Szilard testek energiasav elmélete

A fémek szabadelektron modellje til egyszer(i ahhoz, hogy a szildrd testek elektromos tulajdonsigait

részleteiben is leirja. Lattuk, hogy a fémelektronok dinamikai viselkedése csak az € Fermi-szint kornyezet€ben
szdmit. Szabadelektron gazrél 1évén sz6 konnyen meghatdrozhat6 a Fermi szinthez tartozé elektrondllapotok k 7

Fermi-hulldmszdma és igy a ﬂF Fermi-hulldmhossz is. Ez utébbira az adddik, hogy gyakorlatilag az atomi

racstavolsaggal egyezik meg. Ugyanakkor ismeretes az is, hogy a fémek fizikai tulajdonsdgait éppen a Fermi-
szint kozelében 1évd elektronok dinamikai tulajdonsdgai hatdrozzak meg. Ez pedig azt jelenti, hogy pont ezen
elektronok szempontjabol nem hanyagolhaté el az atomi ricsszerkezet jelenléte. Ezért tehat a szabadelektron
modelliinket tovdbb kell fejleszteni. Ennek egyik lehetséges mddja az, hogy valami mdédon figyelembe vessziik
azt is, hogy a szildrd test atomjai szabdlyosan (kristalyracsot alkotva) helyezkednek el térben.

Ennek a szabdlyos rendnek az elektronokra gyakorolt hatdsa mar egydimenziés modellben is megnyilvanul.
Minden, e jelenségkorrel kapcsolatos fogalom madr itt is megjelenik. Nagy elénye ugyanakkor az, hogy
matematikailag konnyen kezelhetd és igy a modell viszonylag egyszerlien végigszdmolhaté. Ezért a
targyaldsunkat ezzel a modellel kezdjiik. Az alapfogalmak tisztdzdsa utdn tériink 4t a redlisabb (hdromdimenzids)
modellekre.

2.2.1. A periodikus potenciali tér egydimenziés modellje

Egy szabad atom (a kémiai tulajdonsagait tekintve) atommagbdl, torzselektronokbdl és vegyérték
elektronokbdl all. Mint lattuk, torzselektronoknak a teljesen betoltott (zart) (al)héjakon 1évo elektronokat
nevezziik. A atommag és a torzselektronok egyiitt alkotjdk az iontorzset. Kémiai kdlcsonhatdsok sordn
(vegyiiléskor) az iontorzsek nem véltoznak. A kémiai kotések 1étrejotte sordn csak a be nem toltott (al)héjakon
1évé vegyérték elektronok allapota valtozik meg (mint azt lattuk, molekulapédlydkka alakulnak). Célszerti ezért az
iontorzset egységesen kezelni, és a vegyérték elektronokra kifejtett hatdsit egy egyszerti modellpotencidllal lefrni.
Elsé kozelitésben ez egy alkalmasan megvalasztott potencidlgodorrel lehetséges.



Helyezziink el az x tengely (mint egyenes) mentén ,,N-db”, nagyon nagy szdmu atomot, egymdastol
(atomnyi) "a" Un. racstdvolsagra. Ezzel egy L=Na hosszisigu "egydimenzios kristdlyt" kaptunk. A vegyérték
elektronfelhSk 4tfedik egymdst, azaz "kollektivizalédnak". Igy a vegyérték elektronok az egész kristalyhoz, nem
pedig csak egy iontorzshoz fognak tartozni. Ezeket a kollektivizdlédott, (volt) atomi vegyértékelektronokat
kristalyelektronoknak fogjuk nevezni. Az iont6rzsek eredd potencidlja (a kristdly belsejében) egy egydimenzids
V(x) periodikus potencidl lesz. Ez a térbeli periodicités a kristdly két végének a kornyezetében (a kristdly
"feliileti" rétegében) elromlik.
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A feliileti réteg mérete elhanyagolhat6 a kristdly teljes térfogatahoz képest. Igy az elektron kristalybeli
tulajdonsdgait els@sorban a periodikus potencidld tartomdny fogja meghatdrozni. Ezért egy olyan modellt fogunk
kidolgozni, amelyik a kristdly feliiletének a hatdsait elhanyagolja. Tehat egy véges méretli (geometriai feliilettel
biré), de fizikai feliilettel nem rendelkezd kristdlymodellt kell konstrudlnunk. Ennek mddja igen egyszert.
Rakjunk szorosan egymds mellé az x tengely mentén végtelen sok ,,L=Na” hossziisdgu kristdlyt. Ennek a
végtelen atomsornak barmelyik L hosszisidgd szakasza fogja modellezni a vizsgdlandé egydimenzids
kristdlyunkat. Ezzel elértiik azt, hogy a feliilet kdzelében ugyanazok a fizikai viszonyok uralkodjanak, mint a

kristaly belsejében. A kristalyelektronok l//(x ) allapotfiiggvényének minden L hosszu szakaszra ugyanannak kell
lennie, hiszen minden L hosszi szakasz ugyanazt a kristdlymodellt valdsitja meg. Azaz teljesiilnie kell a
l//(x + L) = l//(x ) un. Born-Kédrmén féle periodikus hatarfeltételnek .

A kovetkezOkben olyan 4ltaldnos eredményekre foguk jutni, amelyek fiiggetlenek a kristalyracs egyedi
fizikai tulajdonsdgaitdl, példaul att6l, hogy konkrétan milyen atomokbdl all a kristdly. Pusztdn a kristalyrdcs
geometriai tulajdonsdgainak az ismerete alapjdn nagyon alapvetd és jellegzetes fizikai kovetkeztetésekre
juthatunk. Az egyik ilyen fontos tulajdonsdg éppen (a félvezet8k elektronikdjidban alapvetden fontos) dn.
"energiasdvok" 1étezése lesz.

A kristdlyban fellépd V(x+a) = V(x) atomi periodicitdsnak az a kovetkezménye, hogy minden
iontorzs kornyezetében ugyanolyan fizikai viszonyok uralkodnak. Mindezt masképpen ugy szoktuk mondani,
hogy a kristdly "transzlaciés" szimmetridval rendelkezik. (transzlacié=4tvitel) Hiszen a kristdlyt egy "a" atomi
racstdvolsdggal eltolva az Onmagdba megy 4t, azaz fizikailag semmiféle véltozds nem kovetkezik be.
Mindezekbdl az kovetkezik, hogy egy kristdlyelektron minden iontdrzs kornyezetében ugyanolyan
valdszinliséggel lesz jelen. Azaz a kristdlyelektronokhoz rendelt (valosziniiségi) elektronfelhd is periodikus lesz,

2 2
tehat |lﬂ (x + a)| = |lﬂ (x)| . Magédra a hullamfiiggvényre nézve ebbdl csak az kovetkezik, hogy
l//(x + a) =c l//(x) , ahol |C| =1. Azaz egy ,,a” rdcstdvolsdggal arrébb menve a hullimfiiggvény egy egységnyi

abszolit értékii komplex szammal (c) szorzédik. Igy ,.L=Na”val arrébb menve a hullimfiiggvény c" el fog
szorzddni. De a l//(x + L) = l//(x) periodikus hatarfeltétel miatt ennek éppen egynek kell lennie. Mint az a
matematikai tanulményainkbdl ismeretes, a =1 egyenletnek N darab komplex megolddsa van, amelyek a
komplex sikon egy egységsugaru koron helyezkednek el. Ezen komplex szdmok jellemzésére a ¥ Euler szog

i ik
IV = plka

helyett a ¥ =ka Osszefiiggéssel definidlt k mennyiséget fogjuk haszndlni. A ¢ =e komplex

egységvektorra vonatkozd periodicitds (ej (re27) — e’ '7) tehat ,k”-val is kifejezhets. Eppen ,N” darab

kiilonboz0 ,,k” érték van.
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Az eddigi eredményeinket matematikailag tomoren az un. Bloch tételben fogalmazhatjuk meg:

plx+a)=e™ ylx).
Tehat a kristdly transzlaciés szimmetridjanak a kovetkezményeként a kristdlyelektronok
allapotfiiggvényeinek ki kell elégitenie a Bloch tételt. A Bloch tételt kielégitd fiiggvények egy altaldnos osztélyat
Bloch fiiggvényeknek (illetve Bloch éllapotoknak) nevezziik



l//(x) = u(x) e’™  ahol u(x + a) = u(x)
Lathatéan ezek olyan ,,k” hullimszdmu sikhulldmok, amelyek amplitidéja racs-periodikus fiiggvény.
Ezért roviden csak "amplitidé-moduldlt sikhullimnak" hivjuk 6ket. A Bloch allapotfiiggvények fizikailag igen
szemléletesen tiikrozik egyrészt a kristdly nagyléptékli homogenitdsat (ezt jelenti a sikhullim rész) mdsrészt
pedig az atomrécs jelenlétét (ezt az amplitid6é moduldcidja fejezi ki).

A Bloch édllapotok bevezetése matematikailag is igen nagy el6nnyel jar. Ennek oka a kovetkezd.

Prébaljuk meg a l//(x) allapotfiiggvényt kozvetleniil (numerikusan ) kiszdmolni a (0,L) teljes kristdly
tartomdnyban. Azokata 0 < x; < L {xi|i =123,..,.N 0} pontokat, amelyekben a hullamfiiggvényt ki akarjuk

szamolni "osztépontoknak" nevezziik. Ahhoz, hogy a szdmolds valdban tiikr6zze a V(x) potencidlmenetet, az
osztépontok tdvolsaganak sokkal kisebbnek kell lennie, mint az ,,a” rdcstidvolsag. Azaz az osztépontok ,,N,’
szama sokkal nagyobb kell, hogy legyen mint a racsban 1év6 atomok szdma. Avogadro szdmnyi racsatom esetén a
feladat megoldhatatlan.

Ha ugyanezt a feladatot a Bloch éllapotok halmazan akarjuk megoldani, akkor csak az u(x) amplitidé-
figgvényt kell meghatarozni. Mivel azonban, az u(x) egy racs-periodikus fiiggvény, ezért elegendd azt csak a
(0,a) tartomanyban kiszamitani. gy a numerikus szamitdsokhoz sziikséges osztépontok szdma (pl.) 100-1000-re
csokken.

Ha a W(x) allapotfiiggvényre vonatkozé Schrodinger egyenletbe beirjuk a Bloch-féle alakot, akkor

megkapjuk az u(x) amplitidé-fiiggvényre vonatkozé egyenletet. Az igaz ugyan, hogy ezt csak a (0,a)
tartomdnyban kell megoldani, de ezeket a megolddsokat minden egyes ,.k” értékre meg kell keresniink. Ezek
szama pedig éppen a racsatomok szdmaval egyezik meg. Latszdlag tehat ,,nem nyertiink semmit”! Val6jdban
azonban, mint az a kovetkezdkben ki fog deriilni, a numerikus szamitdsokat egyaltaldn nem sziikséges minden
lehetséges ,k-értékre elvégezni. Eppen ebben rejlik a Bloch-allapotok bevezetésének az egyik nagy (praktikus)
elénye.

4 OROSZ L. Szildrdtestfizika 9.oldal

Valéjdban minket az érdekel, hogy egy elektron mekkora energidval rendelkezhet a kristdlyban. Ezek az
egyelektron energiaszintek az u(x) amplitidé-fiiggvényre vonatkozé egyenlet sajatértékei. Az egyenletben

paraméterként szerepel a Bloch 4dllapotok ..k hullimszdma is. Mint lattuk ez a (0,27[ / a) tartoményban N
kiilonboz6é diszkrét értéket vehet fel. Mivel az N nagyon nagy szdm igy a keresett egyelektron energia a k
hulldmszamnak S(k) (kvazi)folytonos fiiggvénye lesz. Ugyanekkor egy adott k érték esetén a sajatérték
egyenletnek az &, (k) megolddsai diszkrét V =1,2,3,...energiaszintek lesznek Ha az elsé (V = 1), a mésodik
(v =2), a harmadik (V =3), ..stb. energiaszintekhez tartoz6 energidkat a ,k” paraméter fiiggvényeként
felrajzoljuk, akkor elegendden sima gorbéket kapunk. Ez azt is jelenti, hogy egyéltaldn nem sziikséges minden
egyes k értékre a szdmoldsokat elvégezni. Mar viszonylag kevés pontbdl a &, (k) gorbék megrajzolhaték. Ez
pedig 6ridsi szamoldstechnikai elény ! (8.oldal)

Megkaptuk tehdt a kristdlyrdcsban mozgé elektronok lehetséges energidit. Azt tapasztaljuk, hogy az
energiaskdldn az energiaszintek egymadstdl jol elkiiloniild csoportokba rendezddnek. Egy csoporton belill az
azonos V indexhez tartozé energiaszinteket taldljuk. Ezeket hivjuk energiasdvoknak. Egy ilyen energiasdvon
belil N szdmid (kiillonbozd k értékhez tartozd) energiaszint van. A V indexet sdvindexnek nevezzik. Az
energiasavokat elvalaszté tartomanyokat "tiltott saivoknak" hivjuk.

Mint azt lattuk (7.oldal), definicié szerint, a "k" az M miivelet eredményével van kapcsolatban. Azaz a

2
"k" és a "k+b" (ahol b = —) ugyanannak a komplex egységvektornak az Euler szogét hatdrozza meg. Ezért a
a

2
(0,b) azaz a (0, — | tartomdny ugyanazokat a Bloch dllapotokat meghatdrozé ,,k” paramétereket tartalmazza,
a

T T
mint a (——, +—j tartomdny. Tehdt az €, (k) gorbék ez utdbbi tartomdnyban is felrajzolhaték. Ennek az
a a



dbrazoldsnak az az el6nye, hogy tiikrozi a kristdlyrdcs egy mdsik szimmetria tulajdonsdgét is. A transzldcids
szimmetridn kiviil ugyanis a kristalyrdcs rendelkezik egy tn. "pontszimmetridval" is. Ide tartozik minden olyan
tilkkrozés vagy forgatds, amely a kristdlyrdcsot 6nmagéba viszi 4t, de a kristdlyrdcs egy pontjit helyben hagyja.
Egydimenzids kristdly esetén egyetlen ilyen transzformécié 1étezik. Ez pedig egy (a ,,0” indexiinek nevezett)
récspontra val6 tiikrozés. Ekkor az "na" rdcspont a "-na" racspontba megy at és viszont (n = £1,+2,+3,...). Ez
azt is jelenti, hogy a (—71' la+x/ a) tartomédny a (+ wla—7x/ a) tartoményba, azaz ©nmagiba
transzformdlédik. Mivel a pont-transzformacié semmiféle fizikai valtozast nem jelent, ezért valtozatlannak kell

maradnia az €, (k) gorbéknek is.

A (— wlaArw/ a) tartoményt Brillouin zén4nak hivjuk. Fontos tulajdonsdgai a kovetkezok:

- egyrészt csak kiilonbozd Bloch allapotokat meghatarozé, N darab "k" pontot tartalmaz,
- masrészt a kristalyracs tilkr6zésekor 6nmagdaba transzformalodik.
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2.2.2. Az energiasavok és az atomi energiaszintek kapcsolata

Az energiasdvok 1étezése kétségteleniil a szildrd testek egyik érdekes és a makroszkopikus viselkedésiik
szempontjdbol fontos tulajdonsdga. Meg szeretnénk mutatni, hogy ez azonban kordntsem olyan meglepd!
Ugyanis igen szoros kapcsolat van az atomi energiaszintek és a kristdlyokban fellépd energiasdvok kozott.
Nevezetesen, a sdvszerkezet gyokereit a szabad atomok kvantdlt energiaszintjeiben kell keresniink.

A kovalens kémiai kotés egydimenziés modelljénél 1attuk (II. fiizet 88.oldal), hogy ha két atomot kozel
visziink egymdshoz, akkor az atomi energiaszintek két, egymdshoz kozeli szintre hasadnak fel. Kézenfekvd a
feltételezés, hogy ha 3.4,.... vagy N darab azonos atomot kozelitiink (pl. egy egyenes mentén) egymashoz, akkor
az atomi energiaszintek 3.4,... illetve N kozeli szintre hasadnak fel. Megmutatjuk, hogy a sejtésiink igaznak
bizonyul. Az &tlet megvaldsithat6 és az egydimenzids modell viszonylag egyszerlien végigszamolhato.

Az egydimenzids V(x +a) = V(x) periodikus potencidl a szabad atomok vegyérték elektronjainak
W (x) modellpotencidljdbél épiil fel. A récspontokba helyezett iontdrzsek 4ltal 1étrehozott eredd potencidl a
szabad atomi W(x +na ), (n =0,12,....,N — 1) potencidlok 6sszege lesz. Ebbdl a kristilyelektronok H
Hamilton operétora definici6 szerint felirhat6.

Az energidra vonatkoz6 I‘AI\|! = €Y sajatérték egyenletet most nem oldjuk meg. Helyette a kristdlyban
1évé kristdlyelektronok delokalizdlt (az égész kristdlyra Kkiterjedd) g//(x) allapotait egy 1/7()6)
allapotfiiggvénnyel kozelitjiik. Ezt a kozelitd fliggvényt a rdcspontokban 1évé atomok ¥ (x - na) szabad atomi

allapotfiiggvényeibdl épitjiik fel. Az otlet a kovalens kotés molekulapdlydinak az atompdlydkbodl valé
eldallitdsandl tanultakbdl adodik (II. fiizet 90.oldal) és a kvantumkémidban LCAO mddszernek hivjak. (Linear
Combination of Atomic Orbitals = Atompélydk linedris kombindcidja)

Az egzakt g//(x) egyelektron allapotfiiggvényt tehét a 1/7()6) LCAO fiiggvénnyel kozelitjiik.
wlx)=plx)= A3 ™ y(x—na)

Az ;{(x—na) atompdlydk egyiitthatéit ugy kell megvalasztanunk, hogy a 1/7()6) az elézékben tanultak
értelmében teljesitse a Bloch tételt, azaz egy normalt Bloch allapot legyen.
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A teljes kristdlytérfogatra normalt kozelit6 LCAO-Bloch l/7(x) allapotfiiggvények ismeretében a
kristdlyban mozgé kristalyelektronok energiaszintjei a 4.axiéma alapjan kozelitdleg meghatdrozhaték. Ennek



értelmében ugyanis a V(x + a) = V(x) potencidlis energidval rendelkezd, 1/7()6) allapotu kristdlyelektronnak

az energidjat a megfeleld I‘AI Hamilton operatornak a 1/7 (x) -val vett <l/7|fAI l/7> kvantummechanikai tlaga adja.

A szdmolds sordn el@szor a I‘AI 1/7()6) fiiggvényt hatdrozzuk meg. Ennek kapcsdn kihaszniltuk azt, hogy a

X (x - na) atomi allapotfiiggvény az ,,na” helyen 1év0 atom ,,szabad atomi” dllapotfiiggvénye, azaz:
2

B s na)+Wls—na) x=a)=e, - 2l=na)

Ezutan képezziik a H 7 (x) -nek a /! (x) -val vett skaldr szorzatat.
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A <\TJ‘ ﬁflf> skaldr szorzat szdmitdsakor egy djabb kozelitést alkalmazzuk. Ennek fizikai tartalma az,

hogy (feltételezziik!) az atomok kozelitése sordn egy atomi &llapotra csak a kozvetlen szomszédos atomok
vannak hatdssal, a tdvolabbiak nem. Eredményiil ad6dik, hogy:

<fp‘ I:I\TI>=€(k) =g, +E, +E, cos(ka)

A kapott végeredmény szépen igazolta a vdrakozdsunkat. Azaz a kezdeti £, atomi energiaszint, a

koszinuszos tagnak megfeleléen, ,,N” szintre hasadt fel. (Mint az ismeretes ugyanis, a ,.,k” N-féle kiilonb6z6
értéket vehet fel.)

Azaz a kristdlyelektronok energidjdnak ,,sdvos szerkezete” az atomi energiaszintek N-szeres felhasaddsdbol
szarmazik, és mint ilyen, természetes kovetkezménye az atomi kotott dllapotok energia kvantalasdnak.

A szdmolds eredményeként olyan &, (k ) v =1,2,3,...gorbék adédtak, amelyeket az el6zekben
(9.oldal) altaldnos elvek alapjan megsejtettiink. Most az energiasav szélessége is szemléletes fizikai taralommal
bir, hiszen éppen a szomszédos }/ (x) atomi dllapotok "atfedésének" a mértékétdl fiigg. Ez azt jelenti, hogy adott

a" racstavolsag esetén a magasabb energidji (azaz a magasabb sdvindexii) energiasavok szélesebbek. Ugyanis a
magasabb energidji atomi dllapotok kiterjedtebbek (az elektronfelhd mérete nagyobb) és igy a szomszédos

X (x) allapotfiiggvények atfedése nagyobb mérték.
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2.2.3. Az energiasavok és a szabad elektrongaz kapcsolata

A Bloch 4llapotban 1év8 récselektronokat sokszor Bloch elektronoknak hivjuk. A Bloch elektronok
lehetséges energidit magadé &, (k) v =1,2,3,...g6rbék egyiittesét "sdvdbranak" nevezziik. A sdvabra tehét a
(—7[ la+m/ a) Brillouin zénédn értelmezett tobbértékil fiiggvény. Ezt a fliggvényt az értelmezési tartomdny
kiterjesztésével egyértékiivé tehetjiik. Erre az ad lehetdséget, hogy a "k" és a "k+2 77 /a" hulldmszdmok pontosan

ugyanazt a Bloch dllapotot adjdk meg (7.oldal). Ezért az els6 (V =1) energiasidvhoz tartozé &, (k ) gorbét
tovdbbra is a (—ﬂ' laA+7x/ a) tartomédnyon értelmezziik, de a mdsodik (V =2) energiasdvhoz tartozé &, (k)

gorbét a nem Osszefiiggd (— 2wla,—x /a)U(+7[ la 27 /a) tartoményon fogjuk definidlni. Konnyen

belathatd, hogy ez az utdébbi tartomdny is rendelkezik a Brillouin zéndkra kotelezen eldirt tulajdonsdgokkal
(9.oldal). Ezért ezt masodik Brillouin zéndnak nevezziik, mig a kiinduldsul hasznalt koz€psd tartomany neve elsdé
Brillouin zéna lesz. Az eljards a V =34,... esetekre értelemszertien folytathaté. Eredményiill végiil is egy

egyértékll £ (k) fiiggvény adddik, amelynek értelmezési tartomanya az egész "k" tengely és szakaddsa (ugrdsa)



van a Brillouin zéndk hatdrain, azaz a {nﬂ' / a| n= il,i2,i3,...}pontoknél. Ennek az eljdrdsnak a neve a

"kiterjesztett Brillouin z6nds" dbrazolés.
Az S(k ) sdvabranak a "kiterjesztett Brillouin z6nds" dbrazoldsa nem pusztdn formdlis matematikai

jaték volt, hanem mélyebb fizikai tartalommal is bir. Lehet6ségiink nyilik ugyanis arra, hogy matematikailag is
preciz kapcsolatot teremtsiink a bevezet6ben targyalt szabadelektron modell és a Bloch modell k6zott. Ennek az
alapja az, hogy az egydimenziés L hosszisdgu kristaly szabadelektron modelljében a feltételezett, azonosan zérus

z

potencidl is rendelkezik a transzlaciés szimmetridbol ad6édé "periodicitassal". Ugyanis a V(x) = V(x + a) =0

minden x-re teljesiil. Ezt fizikailag ugy lehet elképzelni, hogy geometriai pontokkal kijeloljiik a racsatomok
helyét, de iontorzseket oda nem tesziink. Ezaltal a transzlaciés szimmetria pusztidn "geometriai" tulajdonsdg lesz,
a potencidl mindenhol azonosan zérus marad. A modellt taldl6an "iires rdcs modellnek" nevezik. A transzlacids

szimmetridt tiikrozd l//(x) Bloch édllapotok amplitidéja most u(x) = U, =4alland6 lesz. Azaz maguk a Bloch
allapotok egyszerti sikhullimok lesznek. Ennek megfelelden a sdvdbra (természetesen) a szabadelektronokra
jellemzd jol ismert S(k) o k? parabola. A "sdvok" Osszeérnek, ezért nincsen tiltott energia tartomany.

A racsatomok jelenléte médositani fogja ezt a paraboldt. Az S(k ) a Brillouin zéna hatdrain mintegy

"megszakad és kitoredezik". Mindez elvezet a mdr jOl ismert £, (k ) figgvényhez.
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2.3. Az effektiv tomeg kozelités
2.3.1. Az effektiv tomeg fogalma

A kristalyracsban 1év6 elektronok kvantummechanikai tdrgyaldst rendkiviili médon megkonnyiti az,
hogy a periodikus potencidl miatt az elektron lehetséges édllapotai Bloch féle allapotok. Az ezekhez az dllapotok

tartoz6 energiaszinteket a savdbra adja meg. Mivel a sdvabra S(k ) figgvénye eléggé sima gorbe, ezért a konkrét

szamitdsokat elegendd csak "néhdny" "k" pontban elvégezni.

Az elektronok kristdlybeli dllapota 6nmagdban nem til érdekes. Sokkal izgalmasabb annak a vizsgalata,
hogy mi torténik akkor, ha a kristalyelektronokkal kolcsonhatdsba 1épiink? Példaul a makroszkopikus szilard
testre elektromos vagy mégneses teret kapcsolunk. Az elektronikus eszkdzokben pontosan ez torténik. Igy
gyakorlati szempontbdl a kérdés igencsak indokolt. Hiszen az erre adott vdlasz alapjan értheték meg a félvezetd
alkatrészekben lezajlé azon alapvetd fizikai folyamatok, amelyek a makroszkopikus elektromos tulajdonsagokat
hatdrozzak meg. Ez pedig minden leendd és gyakorl6 villamosmérnokok szamadra fontos dolog.

Ha egy egydimenzi6s kristalyra kiilsé homogén (makroszkopikus) elektromos teret kapcsolunk, akkor a
kristalyelektronok V(x) periodikus potencidlja megvéltozik. A V(x) atomi és a W(x) kiilsé (csak

makroszkopikus 1éptékben valtoz6) potencidlok szuperpondlédnak. Az eredd potencidl mar nem periodikus.
Elvész az ebbdl szarmazé elény és a megfeleld Schrodinger egyenlet (a 8.oldalon részletezett okok miatt)
gyakorlatilag megoldhatatlannd valik.

A kiutat az a felismerés adja, hogy amig a kristdlyatomok okozta potencidlvaltozas atomi tdvolsdgokon
beliil torténik, addig a kiilsé potencidl nagyon lassan (csak makroszkopikus tavolsdgokon) valtozik meg. Ez pedig
lehetOséget nyujt arra, hogy a kétféle hatast egymastol elkiilonitve (de nem egymadstél fiiggetleniil!) kezeljiik. A
rdcsatomok hatdsat tovdbbra is a megtanult médon (Bloch &llapotokon keresztiil) targyaljuk, mig a kiilsé
potencidl hatdsit az Ehrenfest tétel alkalmazasaval vessziik figyelembe. Mint azt lattuk ez a tétel adja meg az
atmenetet a kvantummechanikabél a klasszikus mechanikdba (II. fiizet 49.-50.0ldal). Ezért tehdt igen alkalmas
arra, hogy a makroszkopikus 1éptékii mechanikai jelenségeket kvantummechanikai fogalmakkal irhassuk le. A
kristalyelektronok fent vazolt dinamik4jandl pontosan ez a helyzet.

A klasszikus mechanikai "munka tételt" kell adaptdlnunk a jelenlegi problémadra.

(Adaptal=alkalmassa tesz.)

Az (altaldnositott) munkatétel szerint, egy mechanikai rendszer energidjdnak a megvaltozdsa a

rendszeren hat6 kiilsé er6k munkdjival egyenld. Mindez tetszéleges kicsiny ,,dt” idOtartamokra is érvényes!

Tekintsiik most "rendszernek" a V(x + a) = V(x) periodikus potencidld térben mozgé kristdlyelektront. Ennek



az £ (k) energidjat az elézéekben a kvantummechanika segitségével mar meghatdroztuk. A munkatétel szerint a

kristalyelektronnak ez az € (k ) energidja fog a kiilsd elektromos tér hatdsdra megvaltozni.
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Az Ehrenfest tétel szerint a dinamikai valtozok kvantummechanikai 4tlagai kdzott pontosan a klasszikus
mechanikdban érvényes Osszefliggések dllnak fenn. A kvantummechanikdban a potencidlt, a klasszikus fizikdban
az er6t haszndljuk a részecskék dinamikai viselkedésének a targyaldsdndl. Littuk azt is, hogy az Ehrenfest tétel
segitségével az erd fogalmdt csak lassan valtozd potencidlok esetén lehet bevezetni (II. fiizet 49.oldal). Ezért
most a kristalyelektron dllapotat nem (az egész kristdlyra kiterjedt) Bloch fiiggvényként fogjuk megadni, hanem e
helyett Bloch fliggvényekbdl dsszerakott (lokalizélt) hullimcsomagokkal fogunk dolgozni. Ez azért tehetd meg,
mert a Kvantummechanika 1.axiémédja szerint, ha a Bloch dllapotok lehetséges dllapotokat adnak meg, akkor
azok linedris kombinécidja (ezek a hullimcsomagok) szintén lehetséges dllapotok lesznek. Mivel pedig ezek e
,hullimcsomag” dllapotok (az adott esetben) sokkal kényelmesebben kezelhetOk, igy célszerli ezek segitségével
megismerni a kristalyelektronok dinamikai tulajdonségait. Egy ilyen hullimcsomag olyan, hogy a Ax kiterjedése
az L makroszkopikus testméretnél sokkal kisebb (szinte "pontszerii"), de ugyanakkor az "a" racstdvolsignal
sokkal nagyobb (azaz a hullimcsomag nagyon sok radcsatomot fed le). Ezzel az eljardssal a kristalyelektron olyan
modelljéhez jutottunk, amely makroszkopikus viselkedésében pontszerli, atomi skdldn azonban a
kvantummechanika torvényeit koveti.

A pontszer{i kristdlyelektron sebessége nyilvdnvaléan a Bloch csomag csoportsebességével lesz

egyenld. Az 8(k )= ha)(k ) ismert Osszefiiggés felhaszndldsdval a csoportsebesség az dltaldnos hulldmtani

N ) do _1lde _ R
definicié alapjdn szdmolhato, azaz v = =——— . Emiatt az € (k ) fiiggvényt "diszperzids reldcidénak" is

dk  hdk

nevezik

A Bloch csomag spektrilis tulajdonsigai ugyanazok, mint amit e tdrgyunk bevezetdjében a
hulldimcsomagokrol éltaldban elmondtunk (I.fiizet 2.0ldal). A Bloch csomag spektrumdt most természetesen a
Brillouin z6énén kell értelmezniink. A fentiekben megkivant lokalizacidval rendelkezé csomag spektruma (hédla a

sdvdbra simasdgnak) mar elegendden keskeny ahhoz, hogy azon beliil az £ (k) gyakorlatilag mir ne véltozzon.

Igy a kristdlyelektronhoz egy maghatarozott €(k ) energiaértéket lehet rendelni. Valdjdban ez az energia fog
véltozni a kiilsd tér hatdsara.

A Bloch csomaggal szamolt Ehrenfest tétel szerint a (makroszkopikusan pontszeriinek tekintett)
racselektronra hato kiils (makroszkopikus) erd a hullimcsomag spektrumét fogja mozgatni.

A keskenynek tekinthetd Ak szélességli spektrum kozepe kegyen "k". A Ak értékének a
megvalasztdsat két célszerti szempont hatdrozza meg. Az egyik az, hogy Ak legyen elegendden kicsi a Brillouin

T
z6na méretéhez képest (azaz Ak << —). Bz azért kell, hogy a (,,pontszeriinek™ tekintheté) spektrum helyzetét a
a

z6ndban a ,k” vektorral lehessen azonositani. A mésik szempont az, hogy a Ak legyen elegendéen nagy ahhoz,
hogy az igy eldallitott hullimcsomag mérete (lokalizaltsdga) sokkal kisebbnek adédjék, mint a kristély

makroszkopikus mérete (azaz Ax << L). Ugyanakkor fontos az is, hogy a hullimcsomag mér sok racspontot

fedjen le (Ax >>a) azért, hogy azok hatdsa mintegy kidtlagolédjék. Mindezek eredményeként a
makroszképikus skéldn egy ,,pontszeri” elektron kvantummechanikai modelljéhez juthatunk.

Végiil is a munkatételben szerepld kiilsé F er6 ismeretében az F = hk egyenlet adédik. Azaz, mintha
dinamikai szempontb6l a Bloch hulldmcsomag spektrumdnak a kozepéhez rendelt /ik "impulzusra" felirt
newtoni mozgastorvény lenne eldttiink. Ennek hatdsa a hullimcsomag térbeli mozgasdban dgy nyilvdnul meg,

hogy a hullimcsomag gyorsulni fog. A hulldimcsomag a,, gyorsuldsa €s a kristdlyelektronra hatd kiilsd erd
kozott egy linedris kapcsolat van. Ez pedig az tn. effektiv tomeg (m") fogalmdnak a bevezetését teszi lehetdvé:
F=m-a,.

Végezetiil ide kivankozik egy fontos megjegyzés. Az F = hk egyenletben szerepld ,,7ik ” kifejezés
szabadelektron esetén valdban az elektron impulzusit adnd. Most azonban a ,k” a Bloch allapotot meghatarozé



hulldmszdmot jelenti. A Bloch allapot pedig nem elégiti kia pW¥ = p- W impulzus sajitérték egyenletet. Ezért

Bloch éllapotok esetén a ,, hk ” kifejezést , kvaziimpulzusnak” nevezziik.

4 OROSZ L. Szildrdtestfizika 16.oldal

Az m*(k ) effektiv tomegnek szemléletes jelentése van. Definici6 szerint ugyanis a (pontszert)

kristalyelektronra haté kiilsé erének és a (csoport)gyorsuldsnak a hdnyadosdval egyenld. Tehdt a gyorsuldst
egyedill a kiilsé erének tulajdonitjuk. Ugyanakkor az elektron a kristdlyraccsal is kolcsonhatdsban van. A

kristalyracs hatdsat az effektiv tomegben az S(k ) diszperzids relacion keresztiil vettiik figyelembe.

Az S(k ) ismeretében az m*(k ) effektiv tomeg kiszdmolhat6. Latszik, hogy ez negativ értéket is

felvehet. Ez azonban a fizikai jelentése ismeretében, mar nem meglepd. Azt jelenti ugyanis, hogy vannak olyan
hullimcsomag allapotok, amely esetén a hullimcsomag a kiilsé F erével ellentétes irdnyban gyorsul. Azaz az
elektronra a rdcsatomok olyan hatdst fejtenek ki, hogy az a kiils6 erével szembe fog gyorsulni.
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2.3.2. Szilard testek savszerkezete és az elektromos vezetési tulajdonsagok kapcsolata

Lattuk tehdt, hogy a kristdlyelektronok lehetséges energiaszintjei sdvokba rendezddnek. Minden sdvban
N darab (azaz éppen racsatom szdmnyi) kiilonbdzd Bloch 4llapotnak megfeleld energiaszint van. A Pauli-elv
miatt minden Bloch (pdlya)dllapotban maximum két elektron lehet. Ezért egy energiasdvban 2N elektron szdmara
van hely. Mint ismeretes az "N" a kristdlyrdcsot felépitd atomok (iontdrzsek) szdmit jelenti. Ezeket az
elektrondllapotokat kell a kristdlyelektronokkal ( azaz a kollektivizaloédott vegyérték elektronokkal) betolteni. Ha

noon

a kristdly "v" vegyértékii atomokbdl épiil fel, akkor a kristalyelektronok szdma "vN" .

Egydimenziés kristdlymodell esetén , ha a "v" pdratlan szdm, akkor lesz olyan sdv, amelyik csak félig
lesz betdltve . Az ilyen kristdly elektromos vezetd lesz. Ennek az az oka, hogy ha a kristédlyra kiils6 elektromos
teret kapcsolunk, akkor a félig toltott sdv elektronjai a tér hatdsdra a sdvon belill magasabb energiaszintekre
tudnak keriilni. Azaz a térben az elektron gyorsulni fog (15.0ldal). Ezt a félig betoltott savot "vezetési sdvnak"
hivjuk.

Ha a "v" péros szdm, akkor alapallapotban ( 0 Kelvin hdmérsékleten) minden sdv teljesen be van toltve.
(Egydimenziés modellr6l van most sz6!) Ha a tiltott sdv "nagy" (5-10 eV), akkor az elektronok, normadlis
koriilmények kozott, nem tudjdk a tiltott sdvot "dtugrani”. Tehdat kiilsé elektromos tér hatdsdra az elektronok
allapota nem fog megvaltozni. Ezek a kristalyok elektromos szigeteldk lesznek

Ha a "v" pdros szdm és a tiltott sdv "elegendden" kicsi (kb. 1 eV), akkor O Kelvin hdmérsékleten a
kristdly az el6z8ek szerint elektromosan szigeteld lesz. Szobahdmérsékleten azonban, a Fermi-Dirac eloszldsnak
megfelelden, a keskeny tiltott sdvot dtugorva, elektronok keriilnek az eddig tires sdvba. Ennek a sdvnak "vezetési
sav" (konduktancia sdv) a neve, mig az alatta 1évSt "vegyérték sdvnak" (valencia sdvnak) hivjuk. A vegyérték sav

legmagasabb € energiaszintjét a ,vegyérték sdv tetejének” nevezziikk. A vezetési sdv legalacsonyabb &,

energiaszintjének a megnevezésére a ,,vezetési sdv alja” kifejezést hasznaljuk.

A kristalyra elektromos teret kapcsolva a vezetési sav elektronjai a tér hatdsdra magasabb energiaszintre
tudnak jutni. A kristaly elektromos vezetd lesz. A hdmérséklet novelésével n6 a vezetési savban 1évo elektronok
szdma és igy a vezetdképesség is .Mindez elmondhat6 a vegyértéksav elektronjairdl is. Ezeket az kristdlyokat
"félvezetOknek" hivjuk.

A vezetési sdvba felkeriilt elektronok a sdv aljdn helyezkednek el. A sdv aljan az 8(k ) diszperzids
Osszefliggésnek minimuma van és igy ott k* -el kozelithetd. Az € (k) =~k* parabolikus kapcsolat pedig olyan,

mintha m’ tomegll szabad elektronok mozognédnak a térben. Sikeriilt tehdt a klasszikus fizikdbdl jol ismert
"tomegpont" modellt, kissé "atlényegiilt " formdban, visszacsempészni a kvantummechanikai targyaldst igényld



szilardtestfizikdba. Ez a megszokott szemléletesség nagy elény, de vigydzni kell, nehogy elaltassa
kvantummechanikai gondolkoddsunkat.

Nyilvdnval6é fontossdguk miatt a félvezetok elektromos tulajdonsigaival az elkovetkezOkben még
részletesebben is fogunk foglalkozni
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2.4. Pozitiv toltéshordozok szilard testekben: a "'lyukak"
2.4.1. A Hall effektus

Tekintsiink egy téglatest alaku kristdlyt! Rogzitsiink az éleihez egy {x,y,z} koordinéta rendszert!

"nn nyn

Tegylik a testet egy "z" irdnyd B mdgneses térbe! Kapcsoljunk a rendszerre egy "x" irdnyd I dramot hajtd

nen

aramgenerdtort! Ekkor a testnek az "y" irdnyra merdleges két szomszédos lapja kozott egy U potencidl kiilonbség
mérhetd. A jelenség neve Hall effektus. A mért U fesziiltség ardnyos az dtfoly6 I drammal, azaz U = R, - I .

Az ardnyossagi tényez6t R, -val jeloltik és Hall dllandénak hivjuk. A jelenség a klasszikus "pontszerii

toltéshordoz6 modellel” egyszeriien értelmezhetd. Az "x" irdnyban mozgé ,,q” ponttoltésre, a homogén magneses
tér hatdsdra, "y" irdnyd Lorentz erd hat. Ennek kovetkeztében valamennyi ,,q” toltéshordozé halmozdédik fel a test
egyik oldaldn. Mivel a test semleges kell, hogy maradjon, ezért ugyanennyi (-q) toltéshordozé "hidny" 1ép fel a
szemkozti oldalon. A felhalmozddott ellentétes toltések a test belsejében egy homogén elektromos teret hoznak
Iétre. Ez az elektromos tér a magneses Lorentz erdvel ellentétes erdt fejt ki a mozgé toltéshordozdkra. Ha a két
er6 egyenld, akkor bedllt az egyensilyi dllapot. Az U és az I id6ben dllandé marad.

Az R, Hall dlland6 a "q" toltéstél fiigg. Ezért adott B mdgneses tér és I dram esetén, a mért U
fesziiltség polaritdsdbdl a toltéshordozok eldjelére lehet kovetkeztetni. Ha a Hall dllandé negativ, akkor ez
elektronok dramldsat jelenti a szildrd testben, és ez természetes is. Vannak olyan anyagok (un. ,,félfémek”, pl.:
Berillium, Kadmium, Cink, Olom ) amelyek esetében a Hall 4llandé pozitivnek (!) adédik és ez pozitiv
toltéshordozok jelenlétére utal. Az eredmény azért meghokkentd, mert tudjuk, hogy szilard testekben csak az
elektronok képesek elmozdulni és igy dramot produkalni.

A jelensége csak kvantummechanikai modellel magyardzhat6

2.4.2. A lyukak

Egy egydimenzids kristalymodellt fogunk vizsgalni. A Bloch éllapotokat illetve az ezekbdl felépithetd
Bloch-csomag allapotok rendszerét adottnak tekintjilk. Ugyancsak adottnak vesszilk az energiaszintek

sdvstruktirdjat megads £, (k) fuiggvényeket is. Az energiasdvokhoz tartoz6 dllapotokat a kristalyelektronok a

Fermi-Dirac statisztikdnak megfelelden toltik be. Roviden (de pongyolan!) azt szoktuk mondani, hogy: "a sdvban
elektronok vannak" vagy "elektronok mennek 4t egyik savbdl a masikba".
Egy sav betoltottségének a mértékét két adattal fogjuk jellemezni. Ezek a sdv betoltott dllapotait

definidl6é "k" hulldmszamok Zk Osszege és a sdvban 1évo elektronok zg(k) Osszenergidja. A sdvban 1évd

elektronok kollektiv (egyiittes) elektromos viselkedésére az altaluk l1étrahozott ,,;” dram(stirliség) és annak idébeli
véltozdsa a jellemzd. Egydimenzids esetben az dram és az dramsiiriiség fogalma dsszemosddnak, hiszen nincsen
értelme "egységnyi keresztmetszetli feliiletr6l" beszélni. Ezért, az egyszer(isités végett, némi formalis
pongyolasig itt és most megengedhetd. Majd a hdromdimenzids 4ltaldnositdskor mindent pontositani fogunk.
Ennek értelmében az dramsiirliség, definicié szerint, a (betoltdtt Bloch-csomag allapotokban 1€vd)

kristélyelektronok (csoport)sebességeink az 0Osszegébdl szdmolhat, azaz j = —ez v(k ) A kiilsé ,,E”
k
elektromos tér hatdsara bekovetkezd dramstirtiség valtozds pedig a sdvban 1évé elektronok effektiv tomegének

PR

(pontosabban azok reciprokanak) az dsszegével fejezhetd ki i j= +e’ - E- z
dt T m
Tekintsiink tehat egy egydimenzids modellkristdlyt. Legyen a vegyérték sdv teljesen tele, és a vezetési
sdv teljesen iires. Az iires vezetési sidvban fenti adatok értelemszerlien mind zérussal egyenlék. A teljesen
betoltott vegyérték sdvban a szimmetria miatt az dsszenergidn kiviil a tobbi hdrom jellemzd adat szintén zérus
értéki lesz.
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Vigylink 4t egy elektront a vegyérték savbol a vezetési sdvbal

Hatarozzuk meg eldszor a vezetési sdv eldbb definidlt tulajdonsagait! Egyetlen vezetési elektronrol
1évén sz6 a sdvot jellemzd négy adat megegyezik maganak a vezetési elektronnak a megfeleld adataival.

Azaz: a hulldmszamra Z k =k, az energidra z (k) =€(ke ), az dramsiirtiségre

j= —ez v(k ) = —ev(ke ), az dramsiiriiség idébeli megvaltozdsara pedig a

+ €2Ezm*;(k) = eZE#ke) érték adodik.
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Térjiink 4t a vegyérték savra! A vegyérték sadvban egy hijan minden dllapot be van toltve. A sziikséges
Osszegezések formdlis végigszdmoldsa igen nehéz lenne, és a savabra pontos ismeretét kovetelné meg. A feladat
ennek ellenére igen egyszertien megoldhaté. Ennek 1ényege az, hogy matematikai atalakitdsokkal elérjiik, hogy az
osszegezésekben a teljesen betoltott sav adatai jelenjenek meg. Igy azutdn ezek (ha nulldk) az 5sszegzésbdl
kiesnek. Ezt ugy érjiik el, hogy a megfeleld 0sszeghez hozzdadjuk és le is vonjuk a betoltetlen dllapotnak
megfelel6 adatot.

Az egyszerli szamolds végiil is ugyancsak egyszerti eredményre vezet. Az egy hijan betoltott sav
minden jellegzetes tulajdonsdgaban ugy viselkedik , mintha egyetlen toltéshordozot tartalmazé vezetési sdv
lenne.

Azaz: a hulldmszdmra z k =—k,, az energidra z (k) =£,— € (ke ). az dramstiriségre

j= —ez v(k)= +ev(ke ), az dramstiriiség idbeli megvaltozdsara pedig

1 -1
2 2
+e'E —— = e” E————— értéket kapunk.
20 )

Lathatd, hogy ennek a ,.fiktiv”’ toltéshordozénak a toltése pozitivnak(!) adddik, hiszen ] = +€V(ke ) .

Ezt a fiktiv toltéshordoz6t taldldéan "lyuknak" nevezziik. Alkalmas definicidkkal konzekvens médon megadhatjuk

a lyukakra jellemzé k Iy hulldmszamot, az € Iy (k Iy ) energia fliggvényt, a Viy (k Iy ) sebesség fliggvényt és az

m; (k Iy ) effektiv tomeg fiiggvényt. Ennek megfelelden példaul az adédik, hogy a lyuk effektiv tomege az 6t

generdl? iires elektrondllapotban szamithat6 effektiv tomeg negativ szorosa.

Vigyazzunk azonban, a lyuk NEM(!) azonos a be nem toltott iires dllapottal (ez kiillonben minden
jellemzd adatébdl is latszik). A lyuk egy olyan "fiktiv" részecske, amely minden tekintetben egymaga
reprezentdlja (képviseli) az egyetlen allapot hijan betoltott siv nagyon nagyszamu elektronjdnak egyiittes
viselkedését. Azaz fizikai viselkedésében a lyuk és az altala reprezentalt elektronegyiittes semmi mérhetd
kiilonbséget nem mutat. Paradox médon a lyuk "létezésében fiktiv" ugyan, de fizikai megnyilvanuldsaiban igenis
valédinak tekinthetd.

Mivel a félfémek vezetési sdvja "majdnem" teljesen betoltott, ezért a vezetési elektronok egyiitt ugy
viselkednek, mintha kevés szamu pozitiv toltéshordozé vezetné az dramot. A t6ltéshordozdk viszonylag kis
szdma miatt nem j6 elektromos vezetdk €s tobbek kozott ezért is hivjdk dket félfémeknek.

A félvezetdk elektromos vezetési tulajdonsdgainak a targyaldsa a lyuk fogalménak a bevezetésével
némileg leegyszertisodik. A vegyérték sav nagyszamu elektronja helyett az itt definidlhaté kevés szamu lyukakkal
lehet szamolni. Tehat a félvezetdkben negativ elektronok és pozitiv lyukak vezetik az elektromos aramot, jéllehet
a valésdgban(?) csak elektronok mozognak!



Mivel (egydimenzids modellben) a vegyérték sdv keskenyebb, mint a vezetési sdv (12.oldal), ezért itt az
& (k ) gorbe laposabb, és igy az effektiv tdmeg nagyobb mint a vezetési sivban. Ezért a vezetésben résztvevd
lyukak (vegyértéksav alapjdn szamitott) effektiv tomege nagyobb, mint a vezetésben résztvevd elektronok

(vezetési sdv alapjan szamitott) effektiv tomege. Egydimenzids modellben a lyukak mindig lomhédbbak, mint az
elektronok. A valésdgot jobban kozelité haromdimenziés modellben ez nincsen egészen igy.
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2.5. Az elektromos vezetés fizikai alapjai szilard testekben, az Ohm torvény

Az eddigi modellben a kristdlyelektronok egy teljesen szimmetrikus hibamentes "merev" ricsban
mozogtak. A Bloch dallapotok tokéletesen alkalmazkodnak a kristdly transzlicidés szimmetridjahoz és ezt
Iényegében ,,6roklik” a Bloch-csomagok is. Kiils6 elektromos tér hatdsdra a kristalyelektronok akadaly nélkiil
mozoghatnak. A kristdlynak nincs elektromos ellendlldsa. Ez a védlésdgban azonban egyaltaldn nincsen igy.
Sziikség van tehat (az egydimenziés) modelliink tovébbfejlesztésére.

2.5.1. A relaxacios idé kozelités

Tekintsiik egy egydimenzids fém vezetési savjat. Mint azt mar megbeszéltiikk a fémelektronok esetében
mindig 0 Kelvin fokos betoltottséggel szdmolhatunk (3.oldal) Tehat az adllapotok a Fermi szintig be vannak

toltve. A sdvabrat tekintve ez azt jelenti, hogy a Brillouin zéna (— k F 4k F) tartomdnydba tartozé N, szdmu

allapot van betdltve. A betoltott Bloch csomag dllapotok v(k) csoportsebessége adja meg (a kristalyelektronok
dinamikai modelljében) az elektronok makroszkopikus 1éptékben definidlhaté sebességét. Ez pedig a

makroszkopikus dramsiirtiséget hatdrozza meg. Ezért meg kell vizsgdlnunk a v(k ) sebességek "betoltottségét” is.
Célszerli ezért az fFD (€,T) Fermi-Dirac eloszldsfiiggvényt a "k" fiiggvényének tekinteni, azaz a Brillouin

z6nan értelmezni. Az igy kapott fo (k) eloszldsfiiggvény adja meg formdlisan azt, hogy mely "k" hulldimszdmu

Bloch(csomag) 4llapotok vannak betoltve. Ha kiils6 elektromos tér nincsen jelen, akkor ugyanannyi
kristalyelektron megy jobbra, mint balra. Az eredd dram(slirliség) tehat zérus. Ahogyan annak lennie is kell.
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Kapcsoljunk a kristdlyra egy homogén E elektromos teret. Ennek hatdsdra (15.oldal) a betdltott
allapotok az egyik irdnyba eltoléddnak. A kezdeti betoltottség szimmetridja megsziinik. Az egyik irdnyban haladé
kristalyelektronok szdma a masik irdnyban haladdk rovdsara megnd. Az eredd aramsiiriség mar nem lesz nulla.
Tokéletes kristdly esetén a betoltott dllapotok ilyen értelmii eltolédésa tovabb folytatédna. Azonban a valésdgban
tokéletes és merev kristdly nincsen . Mindig vannak jelen kiilonféle tipust racshibdk, idegen atomok
(=szennyezOdések) , egyéb racstorzuldsok. Ugyanakkor (adott hdomérsékleten) a rdacsatomok folytonos
rezgébmozgast is végeznek, amelynek kovetkeztében a rdcs minden pillanatban eltér egy kissé az idedlis
geometriai kristalyszerkezetét6l. Ennek kovetkeztében megbomlik a harménia a Bloch allapotok és a kristalyracs
kozott. A Bloch hulldmok szérédnak a szabdlytalan kristadlyon. A kristalyelektronok szempontjabdl ez azt jelenti,
hogy az elektronok a kiilsd térbdl nyert energidjukat dtadjdk a racsatomoknak (Joule hé formdjaban). Az
elektronallapotok szintjen ez ugy nyilvdnul meg, hogy a betoltott elektrondllapotok fent emlitett ,.eltolédasa”
megall és az elektronrendszer felvesz egy tun. ,,staciondrius” (azaz az idében mdr nem valtozo) allapotot.

Az tj f(k) egyensilyi eloszlds Ggy adédik, hogy a kezdeti f, (k) eloszlds egy Ak értékkel eltolodik.
A v(k) sebesség fiiggvény és az f(k) ismeretében az eredd j dramstirtiség kiszamithat6. Nyilvanval6, hogy a

Ak eltol6dds mértéke a kiilsé E térerésségtdl fiigg és ezért az dramsiirliség az elektromos térrel lesz aranyos (ez
az un. differencidlis Ohm t6rvény).



Az f(k) eloszlas dinamik4jét (és igy a Ak eltoléddst) az tin. Boltzmann egyenlet hatdrozza meg. Mi

ennek most az egyszeriisitett, egydimenzids valtozatit fogjuk haszndlni. Az egyenlethez a kovetkezd
gondolatmenettel juthatunk el.

a
Az f(k) idébeli megvaltozasat két hatds okozza. Az egyik a kiils6 elektromos tér {—f , a masik az
s

ezzel ellentétes "visszaszorodas" [—} . Ez utébbi adja meg az elektronrendszer és a kristdlyrdcs (fent
o

részletezett) termikus kodlcsonhatdsit. Ha a két effektus éppen kiegyenliti egymdst, akkor bedll a kivant (termikus)

egyenstilyi (staciondrius) dllapot és az f(k ) az idében mar tovabb nem valtozik, azaz

2] 13-
or |ot], |ot],

Mivel a kiilsé elektromos tér a betoltott dllapotok halmazit tolja el a Brillouin zéndban, ezért az
eloszlsfiiggvény iddbeli valtozdsa a "k"-kon keresztiil érvényesill. Azaz az f(k) eloszlas az f(k(r)) alakba
frhat6.

A sz6réddst megadd idéderivélt csak formdlisan jelolhet ki. Részletes szdmitdsa tilhaladja e tirgy kereteit,

szamunkra elegendd lesz egy globadlis (4tfogd, részleteket nem tartalmazd) leird jellegili kozelités haszndlata is.
Ennek a neve a "relaxdcids id8" kozelités.
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A relaxécios 1d6 fogalmédhoz a kdvetkezd gondolatmenettel juthatunk el.
Tekintsitkk a homogén elektromos térben 1évd egydimenziés modellkristdlyunkat. A betoltott dllapotok
idében nem véltoznak, a rendszer egyensilyi dllapotban van. Kapcsoljuk ki az elektromos teret. Ekkor az

f(k (t )) eloszldsfiiggvény id6beli megvéltozdsa nem lesz zérus, hiszen a sz6ré6ddst nem kompenzalja a kiilso tér,

tehat
a_f:[a_f}
o |ort],

A kiilsd tér kikapcsoldsa utdn a rendszer ,hamar” felveszi az fo (k) -val jellemezhet6 alapéllapotat. Ha

ismernénk a szdrasi tagot, akkor az egyenletet meg tudnink oldani. Mivel azonban ezt nem ismerjiik igy csak
dltalanos feltételezéseket tehetiink. Tegyiik fel, hogy az ,, f ” eloszldsfiiggvény valtozdsi sebessége anndl

nagyobb, minél tdvolabb van a rendszer pillanatnyi dllapota az ismert ,, f,,” egyensilyi végéllapottdl, azaz:

ai:[ai} :fo_f
or | or|, T

E feltételezésiinket az eloszlasfiiggvényre alkalmazva, annak matematikai megfogalmazasban egy ,,7 ”
ardnyossigi tényezd jelenik meg. Ennek neve a "relaxacids id6”. Az elnevezés eredete rogton vildgossa valik, ha
megoldva az egyenletet felrajzoljuk az f(t) fliggvényt. Most csak az idébeli valtozas érdekel minket, ezért a ,.k”-
t6l eltekinthetiink. Lathat6, hogy az eloszlasfiiggvény exponencidlis idéfiiggéssel kozelit a végsé egyensilyi
allapotdhoz és kb. 37 id6 alatt gyakorlatilag "eléri" azt. Tehdt minél erésebb a szérdsi effektus , a ,, 77
relaxdciés id6 anndl kisebb. Ha nincsen szordédas, akkor a 7 végtelen. Azaz a rendszer marad a kezdeti
allapotdban, hiszen nincsen olyan hatds, ami ezt az dllapotot megvaltoztatnd. Ha tobb, kiilonb6z6 szérédast
eldidézo effektus hat egyszerre, akkor az eredd hatdsra jellemzd relaxdcids id6t a relaxacids iddk reciprokainak
dsszege szolgiltatja.

A Boltzmann egyenletbe a szérdsi tagot relaxdcids idd kozelitésben beirva az egyenlet linedris

of

kozelitésben megoldhat6. A linedris kozelités azt jelenti, hogy —— =0 Eredményiil megkapjuk az

ot ot

eloszlasfiiggvény Ak eltoléddsat. Ez a kiilsé elektromos térrel és a relaxdciés idével aranyos, ahogyan azt vértuk
is.
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2.5.2. A vezetoképesség szamitasa

Minden a rendelkezésiinkre 4ll ahhoz, hogy a kristdly vezetdképességét kiszamitsuk.

A kiilsé E elektromos tér hatdsdra létrejott j dramsiirliség meghatdrozdsdhoz sziikség van még a v(k)
sebesség fiiggvényre. Egy djabb kozelités alkalmazdsaval erre egy egyszerli Osszefiiggés addédik. Feltehetjiik
ugyanis, hogy a Ak eltolédds normalis koriilmények kozott csak akkora, hogy a betdltott dllapotok nem hagyjak
el az 8(]( ) diszperzids reldcié parabolikus tartomdnydt. Ezt nevezik "effektiv tomeg" kozelitésnek, hiszen az

2

S(k ) =&, + k? Osszefliggés az m’ effektiv tomegli szabadon mozgd részecskékre jellemz6. Ekkor a

*®

2m
v(k) = —— sebesség fliggvény ,k”-ban linedris lesz, és a ,, j 7 dramslrliség egyszerlien meghatdrozhat6. A
m

szamitdsokban megjelenik a vezetési elektronok ,,n” stirtisége. Eredményiil az ad6dik, hogy:
2
. ent
j=—rE
m
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A szdmolds eredményeképp megkaptuk az Ohm torvény differencidlis alakjat, valamint a ,,0”
vezetoképesség konkrét kifejezését is. Erdekes 6sszehasonlitani ez ut6bbit a klasszikus Drude-modell 4ltal kapott
vezetOképesség kifejezésével. Formdlisan ugyanaz a képlet adédott. De az elektron m, tomege helyett az m'
effektiv tomeget és az atlagos iitkozési id6 helyett a 7 relaxdcids id6t kell haszndlnunk.

Lathaté tehat, hogy a szilird testben mozgd toltéshordozék ugy viselkednek, mintha klasszikus
tomegpontok volndnak. Ez a fizikai kép nagyon egyszerii és szemléletes. De tudnunk kell, hogy az
alkalmazhat6saganak korlatai vannak.

Foglaljuk ezért 6ssze a felhasznalt kozelitéseket:

1. Az elektronrendszer stacioner allapotban van. Bedllt az egyensiily, az elektronok allapotbetoltése
idében mar nem véltozik

2. Az anyag homogén. A kristalyban nincsenek olyan inhomogenitdsok, amelyek diffiziés effektusokat
hoznénak létre

3. Relaxacidos id6 kozelités. A kristdlyatomok és a kristdlyelektronok kozott fellépd bonyolult
kvantummechanikai sz6rdsi folyamatokat kidtlagolva, csupan egyetlen paraméterrel, a relaxécios iddvel vessziik
figyelembe .

4. Linearis kozelités. A Boltzmann egyenlet kozelitd megolddsa, amelyben matematikai eszkdzokkel
biztositjuk, hogy az eloszlasfiiggvény csak eltol6djék, de az alakja ne valtozzon

5. Effektiv tomeg kozelités. Az elektromos vezetési folyamat sordn a kristdlyelektronok mindvégig a
diszperzids Osszefiiggés parabolikus tartomdnydban maradnak

Az elektronikus alkatrészekben lezajlé vezetési folyamatokndl gyakran haszndlt fogalom a m mozgékonysag. Ez
az alkalmazott kiils6 elektromos térerdsség és a kristdlyelektron rendszer <v> (statisztikai) atlagsebességének a

kapcsolatdra jellemzd <v> = - E. Ha az effektiv tdmeg nagy, akkor a mozgékonysdg kicsi és viszont. Az

elektronikai szdmitdsokban a differencidlis Ohm t6rvényt gyakran a mozgékonysag felhaszndlasaval frjuk fel.



