EGYSZERU PELDAK pontrendszerekre (a ,,porszemektél a csillagokig”)
Az un. ,,Kettest probléma” és a centralis erotér

Az el6zdekben egy tomegpontnak a centrdlis erétérben torténd mozgdsat vizsgaltuk. Az erdtér
centruma rogzitett volt. Az eddigi tapasztalatunk szerint egy testre hat6 erd forrasa mindig valamilyen
mdsik test. Még akkor is, ha azt valamilyen fizikai mezd (pl gravitacids vagy elektromagneses erotér)
kozvetiti. Igy joggal meriil fel a kérdés, hogyan valésulhat meg egy ,rogzitett” erdcentrum. A
kolcsonhatas miatt (Newton3.) ugyanis az erOtér forrasara is hat er6. Természetesen , ha a vizsgalt test
tomege sokkal, de sokkal kisebb, mint a mésiké, akkor ez utdbbi jol kozelitéssel rogzitettnek tekinthetd.
Azonban az esetek tobbségében a két kdlcsonhatd tomeg kdzott nincsen ilyen nagy eltérés.

Nézziik meg tehdt, hogy mi ilyenkor a helyzet!
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A mozgasegyenletek
ml?'l = ﬁl
mi = F,

Hasson a két tomegpont kdzott centrélis, konzervativ erd. A kolcsonhatdshoz rendelhetd potencidlis

energa V(F1 5 ). Ekkor az erék definiciészertien adédnak

F=-VV
F,=-V,V

Ahol V, az r, vektor szerinti gradienst jeloli (,,k=1,2"). Vezessiik be a két tomegpont kozotti
tavolsagvektort, azaz
r=r-—r, és
. T
€, =—

r

B
A kolcsonhatdsbdl szarmaz6 potencidlis energia csak a két pont tadvolsdgatol fiigghet, igy

VEE) =V -7)=V(F)=V()
Ezzel a pontokra hat6 erdk

F,=+VV=—¢F(r)



Alakitsuk 4t a mozgésegyenleteket a kovetkezd képpen

i =+e, - F(r)
m

=2, F(r)
m,

Ebbdl adddik, hogy

; :'f;_;;=g{i+LJ.F(r).

m.m,

Atrendezés utdn azt kapjuk, hogy

p-r=¢ F(r),
ahol
_mm,
M
M =m +m,

Ez pedig egy rogzitett erécentrum terében mozgé ,,.£” tomegli pont mozgasegyenlete. Pontosan ez volt,
amit kerestiink.
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Tehat minden tn. , kéttest probléma” visszavezethetd egyetlen ,.fiktiv’ tomegpont mozgasara. Itt
pedig mar gond nélkiil haszndlhatok az el6zdekben megbeszElt szamitasi technikdk.
Konstrudljuk meg a munkatételt a szokdsos médon, azaz

u-r=F(r) ‘ F
u-rr=F(r)F
d 1 =2 = aV dx‘ dV
= uFtl==(VV) 7= -0
w7 )= v)
Atrendezéssel
d 1 =2
—|=u-r"+Vir)|=0
A Eaats)
Tehat taldltunk egy (a mozgds sordn) megmaradé (energia jellegii) mennyiséget

%ILI~?2+V(I’):E

"

Joggal meriil fel a kérdés, hogy milyen energia ez? Pontosabban csak a ,,kinetikus energia” (jellegli) elsé
tag érdekel benniinket, hiszen egy ,,fiktiv tomegpont” mozgdsdhoz rendelt mennyiségrol van szo.



A tomegpontrendszerek altalanos vizsgalatakor majd latni fogjuk, hogy a tomegkozéppontnak
(TKP) kulcsfontossagt szerepe van. Bemelegitonek az ottaniakhoz oldjuk meg a kéttest probléménkat a
TKP felhasznéldsdval is.
A TKP definicidja
1

Frgp = ﬁ(mlfl +m2172)

Ezzel a két tomegpont helyvektora

- - -7
rl _rTKP+r1

- - -7
ry=Tgpth

Most csak a két pont kozotti kdlcsonhatdsbdl adédo un. belsd er0k hatnak A mozgasegyenletek tehét (a
fenti jelolésekkel)

mi, =+F

i = —F
Azaz

m, (;:TKP + ’71,) =+F

2 2, o
my \Irgp +r2)——F

Osszeadva a két egyenletet

Trgp (ml +m, )+ (ml;:l,'i' mz;zzf) =0
Illetve

= 1 =

Trxp +M(m1r1 +m2r2)=0

De a mésodik tag zérus, hiszen ebben a TKP definiciéja szerepel egy olyan koordinitarendszerben,
amelynek az origdja maga a TKP. Ez azt jelenti, hogy a TKP gyorsuldsa nulla, azaz egyenes vonald
egyenletes mozgast végez.

Hatédrozzuk meg a kéttest rendszer kinetikus energidjat.

_ EOS | ;2_1 (; ;,)2 1 (; ;,)2
Ey _Emlrl +5m1r1 _Eml Trxp T 1 +§m2 Trxp 715

Elvégezve a kijelolt négyzetre emeléseket
1 - 1 = 1 oy = = S
Eyy =§MFT?(P + {Emlrl ’ +§m2rz 2}"' {rTKP(mlrl +m,r, )}
A harmadik (6sszevont) tag nulla, mert ebben szintén a TKP helyét adjuk meg a TKP rendszerben. Tehat
végiil is azt kaptuk, hogy

1 ) 1 ) 1 =72 TKP belsé
Ey :EMrTKP + Emlrl +§m2rz =Euy +Egy

Lathat6, hogy a rendszer teljes kinetikus energidja két fiiggetlen tagbdl all, nevezetesen, a

%) és a TKP rendszerben megjelend tun.

tomegkozéppontba képzelt Ossztomeg kinetikus energidjdnak ( E,,

belso

belso kinetikus energia ( Ey;,” ) Osszege. Azaz a tomegkdzéppont mozgasa levalaszthaté a ,,belsé
mozgasoktol”

belsé

Keressiik meg a kapcsolatot az E;;,” €s a korabban kapott % u-F? kozott.
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Ehhez kapcsolatot kell teremteniink az {Fl', ?l'} és az {F} helyvektorok kozott. Kénnyen beldthaté
- m, _.
n="Tpet ﬁ r

L om
ny=rgp —— T

Es ezért nyilvdn val6an

’

- m,
n=+—r
M
=7 m _.
r, =——-r
M

Ezzel kiszdmithaté a EJ’ belsé kinetikus energia

1 1 1 (my - 1 (m -\ 1mm
E%;‘}":—mlfl'z+—m272'2=—ml(—2?] +—m2(—lFJ =——1 2(m2F2+m172)
2 2 2 2

Azaz

s 1l mm . 1
belsé __ 1772 e —
KIN _5 IVE (m2+m1)r _Ell'l.r

Tehat az egyetlen, , fiktiv 1 tomegpont” kinetikus energidja éppen a két tomegpontbdl all6 rendszer belso
kinetikus energidjat adja.

A ,,virial” tétel

Eddig a pontrendszerekkel kapcsolatosan olyan tételeket ismertettiink, amelyek méar az alapoz6
mechanika tanulmdanyainkban is szerepeltek. Most egy olyan tétel kovetkezik, melyik ,,ijszertiségével”
kil6g ebbdl a sorbdl. Az un. ,,viridl tételrdl” van sz6. A ,,virial” sz6 a latin ,,vis” (energia, eré szobdl
szarmazik. Lasd. még ,.életerd” = ,,vis vitalis” ). Bevezetése Clausius nevéhez fiizédik (1870).

A tétel Iényege az, hogy egy kolcsonhaté tomegpontokbdl all6 rendszer esetén kapcsolatot tudunk
teremteni az atlagos kinetikus energia és a tomegpontokra hat6 (kiils6- és belsd-) erdk (potencidlok)
valamiféle atlaga kozott.



Rudolf Julius Emmanuel CLAUSIUS
(1822 - 1888)

Latni fogjuk, hogy fogalom sikeresen hasznélhaté mind a redlis gazok (termodinamika) mind
pedig a galaxisok (csillagdszat) vildgdban.

Adott egy ,,N” db tomegpontbdl 4116 rendszer. Minden tomegpontra belsd erdk ( F i? ) és kiils6 er0k
(F ) hatnak. A mozgésegyenletek tehat

p,=F“+F’=F, (i=123,..N)
Mint az ismeretes az ,,i”-ik részecskére hatd belso erdk
N
~B =B
FI=3 R
=

ahol F, .jB a ., -1k tomegpont altal kifejtett erd. Legyenek a belsd erdk olyanok, hogy csak ,,parosdval

hatnak™, azaz

~B _ B
F!=-F]

i

Vezessiik be a ,,viridl” fogalméat a kovetkez6 definicidval

N
G= Z pi T
i=1
Lathato, hogy az ,,6tlet” nem egészen 1égbdl kapott. Hiszen ,,csak” az impulzus momentumnal hasznélt
vektori szorzatot kell skaldris szorzatra kicserélni. Természetesen ez fizikailag oridsi véltozast jelent, de

,matematikai jatéknak” tokéletesen megfelel.
Derivéljuk mind a két oldalt az 1dd szerint, ekkor adddik, hogy

. N . .
G=(p, 7 +p,7)
i=1
Felhasznélva a mozgds egyenleteket és a kinetikus energia, valamint az impulzus definicioit, kapjuk a
kovetkezd egyenldséget
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G=(F 7
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azaz
. R N1 N oo
G= Z(F: ) ’75)‘*'225’”:"752 =Z(Fz 'Fi)+2EKIN
i=1 i=1 i=1
Természetesen a rendszer teljes kinetikus energidja idében valtozik, E,, (¢).
Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak egy ,, T id6tartamra vett atlagat, azaz

—det_—jZ dt+2 jEK,th

0 i=1
Hajtsuk vére a ,,7 — oo” hataratmenetet, azaz

lmg%ﬁ@{i@ﬁ»ﬂwm%

T—oo pany
Ahol a <'>; a fent bevezetett id6beli atlagot jelenti. Ha a pontrendszeriink lokalizalt, azaz r, < R (minden

+i7-re), akkor G(r) mindig véges marad. Ezért az egyenlet bal oldala nulldhoz tart. gy aztdn adédik, hogy

(Ew) ={3 (7))

i=1
Azaz a tomegpont rendszer atlagos kinetikus energidja (idobeli dtlag!) ismeretében kovetkeztethetiink a
rendszerben(en) haté erokre.

Hatédrozzuk meg most a jobboldali szumma értékét!

N ,_ N ,_ N,

S -7)= 2 7)Y (E 7)

i=1 i=1 i=1
A jobb oldali masodik (bels6 erdket tartalmazd) 0sszegzés tovabb bonthatd, a mar kordbban alkalmazott
(i &> j indexcserés) modszerrel

Nl R I (. A N 5
NGO DN DINARED DI zzu( 7,)
i= i=l j= . .
Ezt pedig roviden igy szoktuk jelolni:
S )3 0

ahol 7, =7 -7, és <Z:>( ) azt jelenti, hogy a szummaézast minden lehetséges ,.i,j parra el kell végezni.
ij

(olyan ez, mint pl. egy tarsasdgban a lehetséges kézfogdsok halmaza).

Végiil is kapjuk tehdt, a ,,viridl tétel” egyik alakjat:

(Ex) =—§<§(ﬁf-a)>t—§<Zﬁ,ﬁ-ﬁj>t

t i=1 (i.j)
A kovetkezOkben egy-két példan keresztiil bemutatjuk a tétel alkalmazdsdnak igen hasznos eredményeit.

A legegyszerlibb mechanikai rendszer, ha csak egyetlen tomegpontunk van, azaz N=1. Ekkor
természetesen nincsen belso erd. Tehdt a viridl tétel a kovetkezd egyszerlibb alakot veszi fol

<EK’N>t ;<FK >t



Ha az er6 centralis és konzervativ, akkor

pro_9Ys
r
és ezért
Fri=_ sz U,
r or
A legtobbszor eléfordul6 esetben az U(r) (vonzé) potencidlis energia egy hatvanyfiiggvény , azaz
u(r)=-2,
akkor
FRy :—a—Ur= —nﬁzn U
or r'
Ezzel pedig kapjuk a a kdvetkezot
n
<EK1N >t = _§<U>t

Tehat egyetlen részecske esetén a viridl tétel a kinetikus energia atlaga és a potencidlis energia atlaga
kozotti kapcsolatot adja meg. Példaul Coulomb, vagy gravitacids térben mozgd tomegpont esetén az
,,h=1" és ezért
1
E =——(U
(B} ==2{0).
Jol ismert Osszefiiggés adddik.

A kovetkez6 feladatban tekintsiink egy redlis gazt. Itt a tomegpontok kozott egy ,.hosszi tadvi”
kolcsonhatds van. Azaz a részecskéknek nem kell érintkeznilik egymadssal a kdlcsonhatds soran. (Pl
gravitaci6 vagy , Coulomb erdk). Emlékezziink rd, hogy idedlis gdzndl a részecskék kozott csak rugalmas
litkozés lehetséges. Ez pedig egy rovid hato tdvolsdagi (— 0) és pillanatszer(i kolcsonhatds. A gzt egy ,,a”
€l hosszusagu, kocka a alaku tartdlyba zarjuk.

abra

Ekkor a kiils6 IT“I.K eroket nyilvanvaldan a falakkal val6 Ij“l.f“’ kolcsonhatds adja. A gravitaciotdl most

eltekintiink!
Illeszkedjék a kocka alaku tartdly az (X,y,z) koordinata tengelyekre. A kocka egyik sarka az Origéban van

és innen mérjiik a tomegpontok ,, 7.”” helyvektorait is. A falakkal iitk6z részecskékre hatd Ef“l erd a falra

merdleges és a tartdly belseje felé irdnyul. Ezért, ha az 7. a fal sikjdban van, akkor

F™.7=0  i=123..N
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Ez akkor van igy, ha a tartdly oldallapja éppen valamelyik koordinéta sikban helyezkedik el. Hirom ilyen
oldallap van, amely tehat nem ad jarulékot. A mésik harom (az ,,x=a”,,,y=a”ésa,,z=a’) azonban

igen. Ekkor ugyanis (mivel a falerok befelé mutatnak)

~ fal . 4] —_ pfal
[E T x_a_ Ex a

r fal - _ fal
[E T ] - Ey -a

7] =-FM.q (i=123,.N)
Z=da

Ezek felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

0 i o s ) 7))

i=1 i=1
A rendszer izotrép, emiatt miden irdny (oldallap) ekvivalens. Tehét

(8] 57 (7))

Hiszen itt pontosan a ,, pra» ,~hyomds” kinetikus gdzelméleti definicidjarol van szo.

< (F,-K'Fi)>t=_3a(Pfal‘Clz)=—3Pf“l.a3
i=1

A P’ gaznyomds azonban éppen a falnyomds (-1)-szerese, azaz P = —P*™

||'M2

Ezzel tehat
3 1 e
E =+—P.V —— F’-r,
< K’N>t 2 2<<Z]:> v ”>t
Ha a részecskék kozott nincsen kdlesonhatas (azaz nem hatnak belso erok, IT“I .].B =0), akkor
2
5 <E KIN > ¢

Az ekviparitcio tétele miatt (14sd Termodinamika)
2 2 {3
§<EK1N>[ =§N{5kT}

P-V = NkT
Ez pedig a jol ismert idedlis gaztorvény.

PV=

Tehat

Redlis gdzokndl a molekuldk kozott van egy IT“I.].B hosszu tavi kolcsonhatés igy ekkor azt kapjuk, hogy
PV =NKT +1 S F] 7 AE
3 <i,j> ’ t

Ha a gdzatomok (molekuldk) kozott hat6 centralis (vonzo) erd konzervativ, akkor mint azt mér egyetlen
tomegpontndl lattuk



u(r)=-2
Ekkor
ﬁBF:—a—Ur: 2
or r"

Mivel az (i, j> parok szdma N (N —1)/ 2, ezért N>>1 esetén

1 — N/ « N?
— Fe.y ) =——[(n=) = ———nlUu
3<<ij> v r”>t 6 <nr”>t 6 n< >t

Kézenfekvo feltevés, hogy sok tomegpont esetén a potencidlis energia idébeli atlaga j6 kozelitéssel a
térbeli atlaggal egyezik meg. Hiszen, ha egy adott pillanatban , lefényképeznénk a rendszert”, akkor abban
a részecskék kozotti ,.,r”° tdvolsigra szinte minden értéket megtaldlnank.

(U), =(U), =

Ezt beirva az AE egyenletbe és bevezetve a ,,a” dllandé paramétert” azt kapjuk, hogy

2
p_ kNT _a(ﬁj
14 14

Figyelembe véve a gdzatomok véges méretét ,,b” , adédik , hogy

2
p_ MNT (N
V-Nb \V

Ez pedig éppen a Van der Waals —féle gaztorvény

A harmadik példa a csillagdszat témakorébe tartozik. Manapsag a ,,sotét anyag” 1éte ,,kdztudott”,
szinte rendszeres témdja a ,,bulvar tudoméanynak” is. Sokan filozé6fiai védlaszt probdlnak adni erre az igen
fontos és érdekes fizikai problémara, evvel is gazdagitva az ,,dltudomanyos kdzbeszéd” amugy is szines
palettdjat.

De mi fizikusok mibdl kovetkeztethetiink a ,,s6tét anyag”™ jelenlétére? Van-e olyan alapvetd mérés,
amely ezt a hipotézist kikényszeriti beldSliink. Most ezt fogjuk megvizsgalni.

Tekintsiink egy (véges méretll) galaxis halmazt! A véges méret jellemzésére egy igen
»szemléletes” mennyiséget fogunk haszndlni ez a tér egy pontjdra szamolt ,tehetetlenségi nyomaték™. A
bevezetd fizika tanulmdnyainkban mar talalkoztunk egy ponthalmaznak (pl. merev testnek) egy adott
tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékaval.

N
0,6 = Z:miRi2 ,
i=1
ahol az m, tomegli pontnak az ,,a” tengelytOl vett tivolsdga R, .Ennek az altaldnositdsaként vezessiik be a

N
0= Z m; riz
i=1
Mennyiséget, ahol az m, tomegii pontnak az Orig6tol mért tavolsdga r,. Lathatd, hogyha a galaxis

halmaz mérete véges, akkor a @ is az. A rendszer novekedését pedig a © -al tudjuk jellemezni.

(;)zzim,. nF :2im,.f; 7 =2G
i=1 i=1
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Ez, mint az 4thatd, a Clausius-féle viridlnak a kétszerese. Az el6zéekben lattuk, hogy a G igen
hasznosnak bizonyult a pontrendszer 4tlagos dinamikai jellemzésére. Alkalmazva a mar latottakat adodik
a kovetkezd

1. & N
G=-0-= Zmz’i ° +Zmi?iz
2 i=1 i=1
A galaxis halmaz elemeire csak belsd, gravitdcids vonzéerd hat. Ezért

G:%®=iﬁilg 7 +imi}&z‘2=2EKlN +Zﬁf Ty
i=1

i=1 (i.d)

- .m.
Beirva ide a vonzo (!) gravitaciés kolcsonhatést, azaz E.f =-I— 5 ! ¢, » kapjuk, hogy
ij
N m,m;
G:§®:2EKIN_ZF S =2E +Efy,

(i) Ty
Az Osszenergia a kinetikus és a potencidlis energidk 0sszege (E;,, <0)
E=Eyy +Epr
Igy tehat

G=%®=2E—E,§3T =2E +|Ef),

Azaz fenndll a kovetkezd egyenlOtlenség
LosaE.
2
Id§ szerint kétszer integralva az adddik, hogy
O(t)>2E -t* +ct+c,
Lathato, hogy a {cl ,cz} integricids dllandok értékétdl fiiggetleniil, a rendszer akkor stabil, ha
E<O0
Ez az un. ,,Jacobi-féle stabilitdsi kritérium”. Azaz egy galaxishalmaz akkor stabil (azaz nem tagul a
végtelenig), ha az 6sszenergidja negativ.
Az egyes energiatagok nagysagéanak a (kozelitd) szdmitdsa igen egyszer(i
N N
Eqy =N(Egy )= ;%miviz = N%’"(%;"ﬁ} = %Nm<v2> - %M<v2>
A levezetéskor feltettiik, hogy a halmaznak minden eleme kb. (=) ugyanakkora tomegi (azaz ,,m”

Ha a galaxishalmaz egy R, sugaru gombben lokalizdlhato, akkor dsszes potencidlis energidja
2
Epy, =—o- FR—, ahol 0 <a <1 aés a tdmeg eloszlastol fiigg.
0

MEGIJEGYZES: A halmaz graviticids potenciélis energidjanak a kiszdmitdsa ugyanigy torténik, mint azt az elektrosztatikaban
csindltuk amikor pl. egyenletesen toltott gombfeliilet, vagy az egyenletes térfogati toltéssel rendelkez6 gomb 0ssz energidjat
hatdroztuk meg.

A stabilitas feltétele tehat
2

E=1M<v2>—a-FM—<0
2 R,
Azaz
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R
M > —°<v2>
2al’
De mivel a térben minden irdny egyen értékii, ezért

07)=32)

Ahol a <vr2> radidlis sebesség komponens atlagos értéke. Igy végiil is adédik, hogy:

3RO 2\ st 27 gee )
M > ﬁ<vr > =M, (neve a ,,viridl tomeg”)

Péddaul a COMA gombhalmaz esetén a kovetkezo mérési eredményeink vannak
(v?) =930 km/s
R, =107 fényév

A mérések tanulsdga szerint
1
mért = EM VIR

Abra

Tehét a galaxishalmaz tomegének kb 10%-at latjuk, mert fényt bocsat ki, azaz vildgit). A tobbi 90% azért
nem lathat6, mert nem bocsét ki fényt. Erre utal a neve is ,,s0tét anyag”. A mibenléte ma még tisztazatlan
bar tobb ,,aspirdns” is van a csillagdszok és a részecskefizikusok fejében. A helyes valsz valdsziniileg egy

Ujabb, gazdag, eddig rejtett ,,Vilag” felfedezését jelenti majd. A jovo fizikus nemzedéke sem fog
unatkozni.



‘e

A VIRGOHI21 galaxis, amely szinte csak sotét anyagbdl all (2005). Jelenléte csak a hidrogéngazra
kifejtett hatdsaban jelentkezik. Ezen hatdsok mérése jelenti a detektalast.
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