,Linearis rendszerek analizise.

A cim taldn tdl 4ltaldnosnak tlinik. Felmeriilhet a kérdés, hogy miképpen kertiil egy egyszerti,
specidlis mechanikai rendszer az altalanos érdeklédésiink kozéppontjaba.

A vdélasz egyszerl. A linedris mechanikai oszcillatornak olyan tulajdonsdgai vannak, amelyek
alkalmassa teszik 6t arra, hogy a példdjan keresztiil betekintést nyerjiink a lineéris rendszerek jellegzetes
viselkedésébe. Mivel a feladat szemléletes (ui. hétkdoznapi, makroszkopikus tapasztalatokon alapul) ezért
konnyen megérthetd. Ennek kapcsan pedig dltaldnos (rendszer konkrét megvalositasatol fiiggetlen)
torvényeket ismerhetiink fel. Ezek aztin a Fizika mas teriiletein is sikerrel alkalmazhatdk.

Tekintsiink egy csillapitott harmonikus mechanikai oszcillatort. Ennek egy konkrét
megvaldsitdsa a kovetkezd. Legyen egy ,,m” tomegli pont, amelyet egy rugéval az ,.x” tengely
origdjdhoz erdsitettiink. A rugd nyugalmi hossza zérus és ,,er6sségét” a ,,D” adattal jellemezziik. Hasson
a tomegpontra egy sebességgel aranyos (,,k) csillapité erd is.

A mozgasegyenlet tehat a kovetkezo

1.4bra

mx = —kx — Dx
Meg kell hatdroznunk az x(z) fiiggvényt Ggy, hogy az eleget tegyen az tin. kezdeti feltételeknek. Azaz

Atrendezés utdn osszuk el az egyenletet az ,,m” tomeggel. Ennek eredménye a kovetkezd.

X420+ @, x =0
ahol

A tovabbiakban mindig ezt a jeldlést fogjuk hasznalni!

MEGJEGYZES:
Matematikai alakjat tekintve ez egy ,,dllandé6 egyiitthat6jd, masodrendii, kozonséges, linedris, homogén
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differencidlegyenlet”. ,,Allandé egyiitthat6ji”, mert {a, a)o} id6tol fuggetlen dllanddk. ,,K6zonséges”, mert csak egy
véltozos fliggvény ,.x(2)” szerepel benne és ,,masodrendli” mert )'C'(t ) -t tartalmaz. ,,Linedris”, mert a keresett x(z) fliggvényen

csak ,.linedris” matematikai miiveleteket hajtunk végre (nincsen benne pl. x? , X X, X,...5th kifejezés). Végiil azért

,homogén”, mert az egyenlet jobb oldalan ,,0” szerepel. Ha ott egy tetsz6leges elére megadott f{#) fiiggvény volna akkor az
egyenlet ,,inhomogén” lenne. A kés6bbiekben ilyennel gyakran fogunk taldlkozni. SOt ez lesz a vizsgdlédasunk f6 témdja.

Lathat6, hogy olyan fiiggvény lesz a megoldds, amelyiknek elsd és masodrendii derivaltja magaval a
figgvénnyel aranyos. Ekkor ugyanis az kiesik a mozgasegyenletbdl. Ilyen fiiggvény az

x(t)=exp{A-1},



hiszen
x(t)=A-exp{A-1}
¥(1)=A%-exp{A-1}

Ezeket beirva az egyenletbe
(2> +204+ @, )-exp(At) =0

Ennek természetesen minden ,,t” idSpillanatban igaznak kell lennie. Mivel x () =exp{A -t} # 0 ezért
(2 +200+@)=0

Ez A-ra egy mésodfoku egyenlet, amelynek két megolddsa van

A =—a+.a’ -]
A= GYL
A =—a—-\a’ -

Mivel a differencidlegyenletiink linedris, ezért a 4, -hez és a A,-hoz tartozé megolddsok linedris
kombindcidja is megolddsa az egyenletnek. A mozgédsegyenlet dltalinos megoldasa tehat

x(r) = @, exp{ A} + 0, exp{ o)
Az {a,,a,} akezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg. A GYL egyenlet lehetdséget ad arra, hogy az

oszcillator lehetséges mozgasait osztdlyozzuk. Ennek megfelelden beszélhetiink:
a.) Tulcsillapitasrol,
b.) hatércsillapitasrol és
c.) alulcsillapitasrol.

a.) A tualcsillapitas (k >/4mD )

Tekintsiik a GYL egyenldséget, amely a A lehetséges értékeit adja meg.

A, =—at.a’ —a; , azaz részletezve

Ha a > ®,, akkor k >~4mD ami azt jelenti, hogy a ,k” csillapitési tényezd egy bizonyos értéknél nem
lehet kisebb.

A =-a+a’ —a; = —|4|<0
A =—a-\a’ -a} = -|4|<0

Tehat mind a két érték negativ. Az altaldnos megoldds tehat
x(t)=a,-exp{-|4|-t}+a, -exp{-|4,| 1}

Tipikus mellékfeltételek esetén a tomegpont jellegzetes x(¢) mozgast produkal.
x(0)=0 x(0)=v,

2. abra
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b.) A hatarcsillapitas (k =~/4mD )

A, =—at\a’ -
Ha o=, (ua.k =~4mD), akkor A =4, =—« . Ekkor a latszdlag csak egy megoldas van.
x(t)=a-exp{-a-t}
Ez azonban nyilvan nem elég, hiszen két kezdeti feltételiink van és csak egy (,,a”") ismeretlen
paraméter. A teljes megoldast ugy kapjuk, ha feltessziik, hogy a = a(t) . Valéban, a mozgasegyenletbe

val6 visszahelyettesitéssel megkapjuk a végleges megoldast
x(t)=(a, +a,t)-exp{-a-1}
Az éltalanos megoldas tehét két fiiggvény szorzata.

: Txl{—\

4.abra

A kiilonboz6 tipikus kezdeti feltételek ugyanazok, mint az el6z6 esetben €s az x(t) fliggvények is igen

hasonldak.
x(0)=0 és x(0)=v,

e

X (>0 +

5.abra
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c¢.) Az alulcsillapitas (k <+/4mbD ) vagy csillapitott rezgémozgas

A, =—at\a’ -

Ha a<®,, akkor k <~v4mD ami azt jelenti, hogy a ,k” csillapitési tényezd egy bizonyos értéknél
(hatarcsillapitas) kisebb. Ekkor a gyok alatt negativ szam all és igy A komplex szdm lesz.

A, =—atija - =-atia,,
O, =\ - <@,

Az éltalanos megoldas tehat
x(t)=a,-exp{A -t} +a, exp{A, -t} =exp{-a-1} -[al " t+a, -e_i“"’"]
De x(1) valés kell, hogy legyen. Ranézésre latszik, hogy ez csak akkor teljesithetd, ha {a,,a,} -t komplex

ahol

szamoknak tekintjiik. Ekkor annak feltétele, hogy x(¢) valés egyen a kovetkezo:
x(t)=x"(r),

azaz a megoldasfiiggvény egyenld e komplex konjugéltjaval. Ennek az a feltétele, hogy
a, =a,.

Ezért kapjuk, hogy

a, =a-e""? és

a,=a-e’’

Ekkor az 4ltaldnos (valds) megoldas a kovetkezd lesz
x(1) = 2a-expl-a-t}- [cos(a)a t+ (o)]

Ez valos fliggvény és két ismeretlen paramétert {a, ¢} tartalmaz, amelyeket a két kezdeti feltétel hatdroz
meg. Természetesen a ¢ — ¢ —7/2 (transzformdacidval, ami az iddskalan T, /4 eltolést jelent)
a mozgasfiiggvény igy is irhato
x(t)=a-e " sin(@,t+@)
Ha pedig a szogfiiggvényt felbontjuk, akkor a kdvetkezd alakot is hasznalhatjuk
x(t) = e [asin(w, 1)+ bcos(a,1)]
A két 1j ismeretlen paraméter most az {a,b}

A kapott megolddsok valéban egy csillapodé rezgést adnak meg, amelynek korfrekvencidja kisebb,
mint a csillapitatlan oszcillator (sajit) korfrekvencigja.
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Vegyiik észre, hogy az eddigi peremfeltételek kotott nem szerepelt a
x(0)=0
%0)=0
Konnyi ellendrizni, hogy ebben az esetben a megoldas csak a x(r) =0 fiiggvény lehet. A fizikai

magyarazat egyszeru.
Rendezziik 4t a mozgédsegyenletiinket €s alakitsuk at a mar ismert médon

mi + Dx = —ki | %
i(l '2+le2j:—kxx -dt
dr\ 2 2

Azaz differencidlis alakban irva
d(lm)'c2 +1Dx2j = —kxdx
2 2
Mivel pedig a rendszer mechanikai energidja definicid szerint
E=Ltmi®+1p2,
2 2
ezért irhatd, hogy

dE = (—ki)dx (AMT)

Ez a jol ismert altalanositott munkatétel, amely szerint tehat a rendszer mechanikai energiajat a
surlédasi er6 munkdja dlland6an csokkenti. Az oszcillator mozgasa sordn a mechanikai energia nem
marad dlland6, mintegy ,.eltlinik” a rendszerbdl. Ezért a csillapitott oszcillator nem egy konzervativ
rendszer. Ezeket ,,disszipativ’ rendszernek nevezziik.

Mirmost { x(0)=0, (0) =0 }kezdeti feltételek esetén E =0 igy nincsen semmi, ami az energia

disszipaciét fedezné. Azaz ebben az esetben csak az x(t) =0 , trividlis megoldds” jhet széba.

Mis lesz majd a helyzet, amikor egy kezdetben energiamentes oszcilldtorra még egy gerjeszto erd is
hat. Ekkor a disszipéciot a gerjesztd erd dltal betdpldlt energia fedezi.

Eddig, a csillapitott oszcilldtorunkra a ,,t>0" idétartomdnyban nem hatott (kiils0) erd. Ezért ezt
»gerjesztetlen (vagy szabad) , csillapitott oszcillatornak” nevezziik. A kezdeti feltételek megadasa
egy kinematikai kiindulds volt. Természetesen tudjuk, hogy ez azt jelenti, hogy a ,,#=0" idOpontban az
oszcillator mechanikai energidja nem nulla. Ezt az energiat el6zoleg (,, < 07) az oszcillatorba
valahogyan be kellett taplalni. Ezt pedig csak valamilyen kiilsd er6vel tudtuk elérni. Azaz az oszcilldtor
,prepardlasa” fizikailag (ez most a mechanika) sziikségképpen csak er6hatdsokon keresztiil torténhet.
Eddig nem foglakoztunk ezzel. A kezdeti feltételeket adottnak vettiik és nem firtattuk annak fizikai
(dinamikai) okait.

Most tételezziik fel, hogy az oszcillatorra egy kiilsé F(t) erd is hat. Ezt nevezziik ,,gerjesztett,
csillapitott oszcillatornak”. Ekkor a mozgasegyenlet



mi + kx + Dx = F(t)
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Az ,,m”-el val6 4tosztas utan kapjuk, hogy
X+ 200+ w, x= ()
Ahol az {a, @, }oszcillatort jellemzé 4llandékat mar az elébbiekben bevezettiik és

76)=- F)

Ez egy linedris, inhomogén differencidlegyenlet, amelynek matematikai megolddsi technikdja kozismert.
Keresni kell az inhomogén x,, (#) egyenlet dltalinos megolddsat. Ez két ismeretlen paramétert
fog tartalmazni, amit a kezdeti feltételekkel hatdrozunk meg. Azaz

X, (0)=x,
X, (0)=v,

Konnyen megmutathatd, hogy az x,, (f) altalinos megoldds két fiiggvény Osszege lesz.
X,y (1) = x, (£)+ x5 (1) H

Ahol x,(#) ahomogén egyenlet dltaldinos megoldésa (eddig az el6z8ekben ezzel foglakoztunk), amely
két szabad paramétert tartalmaz. Az x,, (f) az inhomogén egyenletnek egy tetszoleges induld
értékekkel { x,,,(0) és x,,,(0) } rendelkezd megolddsa. Ez tehdt konkrét (hatarozott) megoldds, amely

nem tartalmaz semmiféle ismeretlen paramétert. Neve ,,partikuldris” (részleges, nem teljes) megoldas.
Tehat

X, +200, + @, x, =0
. . 2
Xipp + 200 p + @Oy X pyp = f(t)
Adjuk 0ssze a két egyenletet, ekkor a derivalas ,,0sszegszabdlya” miatt azt kapjuk, hogy

(XH +XIHP)+2a('xH +xIHP)+a)02('xH +XIHP): f(t)

Ez pediga x,, (1) = x, (t)+ x,,, (t) definicié szerint igy irhato.

().C.m )+ 20{(5(11{ )+ woz(le ) = f(t)

Az x,, (t) ismét két paramétert tartalmaz (ezek az x,, (¢) -ben szerepld paraméterek), amit az
x,, (¢)-re kirott kezdeti feltételekkel hatarozunk meg. Azaz, amint azt mar emlitettiik is
X, (0)=x,
X, (0)=v,
Vizsgaljuk meg a kapott megoldas fizika értelmezését.
Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy

lim x,, (1)=0

t—+oo

azaz a homogén egyenlet megoldasa ,,t—+ o9 esetén eltlinik. Ezért ezt ,,tranziens (megoldasnak)”
nevezik. Elegend6en hosszu id0 miulva tehdt



limx,, (1) = X, (7)
>>1

Ezért az x,,,(t) -t ,,allandosult” megolddsnak nevezziik. Lathat6 tehat, hogy az x,, (¢) tranziens csak a

kezdeti értékek kielégitésére szolgal, a hosszu tdvi megolddsba mar nem szol bele. A feladatunk
valgjaban tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak a megkeresése.

Ez az a pont, ahol alkalmunk nyilik arra, hogy az x,,, () dllandésult megolddsnak a lehetd
legdltalanosabb tulajdonsagait feltarjuk. A kovetkezOkben az egyszerliség végett x,,, (1) = x(t) jelolést
fogjuk hasznélni.

A kauzalitas (ok-okozat) torvénye és a Green-fiiggvény

A kauzalitds roviden azt jelenti, hogy ,,az ok (idoben) mindig megel6zi az okozatot”.Ez a
vildgunkban (ezen most a klasszikus fizikat kell érteni) mindennap megfigyelhetd torvény. Még soha
nem taldltunk kivételt alla. A rengeteg tapasztalati tény arra a batorit minket, hogy alapvetd
hipotézisként kimondjuk, hogy minden fizikai rendszernek ,,kauzdlisnak”™ kell lennie. Meg kell adnunk a
,kauzalitds” matematikai megfogalmazasat. A kovetkezokben linedris rendszerekkel foglalkozunk. Ezek
eléggé elterjedtek igy a fizikai jelenségek nagy részét lefedik. A szemléletes precizitds érdekében Uj
fogalmakat vezetiink be.

Egy valamilyen rendszer ,,blokksémdja” a kovetkezd

£ LINEAWLS X &)
g bewntwn. I
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9. abra

A ,bemeneti” jelet (input) a rendszer egy ,.kimend” jellé (output) alakitja. A bemeneti jel egy fizika
mennyiség iddbeli fiiggvénye, a kimend jel egy masik fizikai mennyiség idofiiggvénye. Mint lathato, ez
a rendszerelméleti megkozelités igen altalanos séma. Azt az evidenciat mondja ki, hogy a kdrnyezeti
hatdsokra egy rendszer valahogyan reagdlni fog. Igaz lehet a t6zsdére éppligy mint egy idegsejtre.
Természetesen ezek igen bonyolult nem linedris rendszerek. Amelyek dltaldban sokféle, egyszerre hat6
bemend jellel és ugyancsak sokféle, egyszerre megjelend kimeno jellel rendelkeznek. Ezek analizise
kiilon speciélis szaktudomdanyos teriiletet jelent.

Mi most csak linearis fizikai rendszerekkel foglalkozunk. A ,.fizika” itt azt jelenti, hogy
zommel a Fizika tudomdnydban elsajétitott ismeretekre van sziikség a feladat megoldaséhoz.

A bemeneti jelet gyakran ,,gerjesztésnek” mondjuk és a kimeno jelet pedig ,,valaszfiiggvénynek™.
Ez azt a szemléletet sugallja, hogy a rendszer red hat6 adott (red kapcsolt) gerjesztés hatdsara
valahogyan reagalni fog amit mi egy ,,vilaszfiiggvény” formdjaban detektalhatunk.

A szemléletmodot és az alkalmazott matematikai technikét a csillapitott mechanikai oszcillator
példdjan fogjuk bemutatni. Mint azt majd latjuk ez nem jelent olyan nagy megszoritast. Ennek egyik
oka, hogy az oszcillator modell igen széles korben alkalmazhaté a makro és mikrofizika szinte minden
teriiletén. Ez azért van igy, mert minden rendszernek az egyensulyi dllapota koriili dinamikdja
oszcillatorral modellezhetd, fiiggetleniil a rendszer konkrét fizikai megvaldsuldsatol. Err6l még késobb
is ejtiink néhany szot.

Egy linedris rendszer kauzalitdsa azt jelenti, hogy a gerjesztés és a vélaszfiiggvény kozott linedris
kapcsolat 4ll fenn. De ugy, hogy az ,,0k-okozat” idObeli sorrendje szigorian megkotott. Ennek
matematika alakja a kovetkezo.



MosT
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Ez azt fejezi ki, hogy a véalaszfiiggvénynek a pillanatnyi ,,/” idOpontbeli értékét a gerjesztésnek csak ezen
aktudlis ,,r” id6pont el6tti ¢~ idépontokban felvett értékei befolyasoljdk. Azaz az ok mindig megel6zi az
okozatot. Ezt nevezhetnénk amolyan ,,naptari” szemléletnek (hétkdoznapi példaként ,,12.30 perckor ez és
ez tortént, aminek kovetkeztében most ...”). Lehet alkalmazni egy ,,visszanézd” szemléletet is. Azaz a
..t id6pillanattdl visszafelé tekintve adjuk meg a kauzalités feltételét. Ezt matematikailaga 7 =1 —¢
véltozdcserével €érjiik el. Ahol 7 az aktualis ,,t” idoponttdl szamitott multbeli idopont (pl ,,Két perccel
ezelott az tortént, hogy ...és ezért most...”)

Azaz irhatjuk, hogy

w(0)= [ R, ()t — o)

MosT
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Mindezek amiket elmondtunk egy alapveto tapasztalati t€ény matematikai megfogalmazasai.
Nevezetesen, annak, hogy a jové semmiféleképpen nem befolydsolja a jelen torténéseit. Minden ami



most van az a maltban lezajlott események folyomanya. Ezért aztan tapasztalati tényeken alapuld
hipotézisként kimondjuk, hogy R, (7) figgvénynek olyannak kell lennie, hogy.

R (@ =0 ha t<0
! #0 ha t>0

Tovéabba azt is tapasztaljuk, hogy minél kordbban tortént egy esemény anndl kisebb a hatdsa a mara.
Azaz

limR, (7)=0

T—o0

Lathato tehat, hogy a linearis rendszer viselkedését ta R, (1') rendszerjellemzo fiiggvény irja le.
Ez eddigiek azt sugalljak, hogy ahdnyféle f (t) gerjesztés 1€tezik, annyiféle rendszerjellemz6 R, (7)

fliggvény irhato fel. Ez azt jelentené, hogy mivel végtelen sokféle (sot a kontinuum végtelennél is tobb)
gerjesztés létezhet, ezért a rendszert csak végtelen sok R, (r) fiiggvénnyel tudjuk jellemezni. A fizikai

érzékiink azt sugja, hogy (legalabb is linedris rendszerek esetén) ez nincsen igy. Ugyanis irjuk fel a
linearitési tulajdonsdgot a rendszerre

Ha x (1) = fi(t) és
x, (1) = f,(1),
akkor [a1 -x, (1) +a, - x, (t)] - [al fiO+a, - f, (t)]

Ez a mi esetiinkben akkor teljesiil, ha csak egy rendszert jellemzd R(T) van, hiszen ekkor val6ban igaz,
hogy

a, 'xl(t)+a2 'xz(t): j-R(t_t/)'[cﬁ ’fl(t,)"'az 'fz(t,)]dt,

vagy

=

a 'xl(t)+a2 'xz(t):jR(T)'[al 'fl(t_T)"'az 'fz(t_f)]df

0

Természetesen az lehetséges, hogy ezt az egyetlen rendszerjellemzé R(7)-t masféle alakiva
transzformaljuk. De ez mar nem nyujt tobb informdcidt . A kérdés marmost az, hogy tudunk-e taldlni
valamilyen (univerzilis) rendszerjellemz6 R(7)-(ke)t. Olyanokat, amelyeknek az ismeretében a

rendszerre adott, tetszOleges gerjesztés hatasara kialakuld valaszfiiggvény eldre kiszamolhatd. Az ember
ugy érzi, hogy ilyennek lennie kell.

A kitlizott feladatunkhoz ,,tisztdn matematikai” eszkozokkel is eljuthatnank. Most azonban (fizikusok
1évén) egy heurisztikus utat fogunk kovetni. Ennek az az eldnye, hogy 1épéseinket vildgos fizikai okok
motivaljak. Igy a végeredmény fizikusi szemlélete segit a késobbi (nem mechanikai) alkalmazéasokban.

Konkrét példank tehat a csillapitott harmonikus oszcilldtor. Ez az a linearis mechanikai rendszer,
amelyre kiilonbozé F(r) gerjesztd erdvel hatunk és keressiik az ennek hatésara kialakulé x(r) mozgast.
Gyakorlati jelent6sége miatt az alulcsillapitott oszcillatorral foglakozunk.

A csillapitott oszcillator mozgdsegyenlete a szokdsos atirdssal
X420+ @, x=0
Alulcsillapitott esetben az dltalanos megoldds ismeretes



x(t)=a-e™ sin(@, +¢)
A két szabad paraméter {a, p}. Legyen a kezdeti feltétel a kovetkez6

x(O) =0

X (0) =%
Azaz

x(0) = a -sin(p)=0
Az ,,a” nyilvdn nem lehet zérus, mert akkor az x(t) =0 ,,megoldas” adddik, ami fizikailag érdektelen.
Marad tehdt a @ =0 vdlasztas és ezért

x(t)=a-e ™ sin(w,t)
Ekkor a sebességre azt kapjuk, hogy

i(t)=a-e™ - (~asinw,t + o, cosw,t)
A kezdeti feltétel miatt

i0)=a-w, =v,
A keresett teljes megoldas tehat

x(t) = Yo e sin(a, 1)

a)(l

Mint mér utaltunk rd, eddig (és most is) a kezdeti feltételek kinematikai eldirdsok voltak. Semmiféle
dinamikat nem kotottiink hozza. Most véltoztassunk ezen €s nézziik meg, hogy milyen er6hatdsokkal
lehetne eldidézni az iménti kezdeti feltételeket. Nyilvanvald, hogy a magéra hagyott oszcillatorunk
egyensulyi dllapota a nyugalom, azaz

x(t)=0
Ez azt jelenti, hogy

x(t<0)=0 ésigy x(-0)=0

#t<0)=0 ésigy #(-0)=0
Torténjék egy erOhatds a t=0 idOpillanatban, amelynek hatdsara az oszcillator kezdeti feltételeknek
megfelelo dllapotba keriil. Azaz (kissé mddositva)

x(+0)=0

x(+0)=v,
Vajon mi térténhetett a t=0 ban? A vdlasz trividlis, ha végiggondoljuk a kovetkezOket. A tdmegpont
impulzusa hirtelen megvéltozott

p(=0)=0
p(+ O) = Py =MV,

Azt tudjuk Newton/2 alapjin, hogy
p=F(t) ésigy

plt,)-Blt) = [Fodr

Az egyenlet jobboldaldn 1év0 integrél neve ,,er6impulzus”.
Alkalmazzuk a fenti eredményt a mostani esetre. Kiinduldsul kissé pontositsuk a hatarfeltételiinket.
Azaz legyen

x(=0)=0

x(=0)=0
" x(+A1)=0

i+ Ar) = Vo

Az eléz6ekbé] tudjuk, hogy a (0, Ar) idStartomanyban az oszcilldtorra egy valamilye F(r) gerjeszté
eronek kellett hatnia, azaz

10
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ha t<0 és t=>At
F(t) =
F(t) ha O<t<At
Amelyre teljesiil, hogy

At
I F(t)dt = my,
0

13. abra

Az eredeti probléméhoz akkor jutunk, ha Ar — 0 esetén F(¢)-t ugy valtoztatjuk, hogy az integrélja
mindvégig ugyanaz az mv, maradjon.

Azaz
At

lim | F(t)dt =mv,

At—0
0

Nyilvan vald, hogy a ,,hagyoményos” fiiggvények kozott nincsen olyan F (t) , amelyik eleget tenne a
szoban forgd hatarértéknek. Hiszen ekkor egy ,,nulla mértéki” tartomanyon vett integrallal lesz dolgunk.
Ilyet pedig a klasszikus analizis nem ismer. Tudunk azonban konstrudlni ilyen F(z)-t.

Ennek a matematikai utja a kovetkezo.
Legyen

_ A +oo
Da(t):l.D(ij _ { 0 ha =0 & tza [D,()ar =1
a #0 ha O<t<a

—oo

a

Azt mondjuk, hogy D, (t) egy ,,véges tart6ju” fiiggvény. Konnyen beldthaté, hogy

+oo +o0 1 +oo +oo , ,

jDa(t)dt: j—-D D)dr= ID Llal L= ID(t )dt’ =1

. sa a ° \a a) *.
Azaz az integral értéke fiiggetlen az ,,a”” paramétertdl. Geometriai szemlélettel szdlva ,,a sz€ltében vald
0sszenyomads €s a hosszdban valé megnyujtas” a teriiletet dllandénak hagyja.

Akkor kapunk a mi feladatunkban is hasznalhaté matematikai format, ha bevezetjiik a fenti
D, (t) nek az ,,a—0” hatdrértékét, azaz legyen

5)=1tim D, ()

Ennek a neve ,,Dirac delta”. Csakhogy ez a ,,hatarérték” nem létezik! Azaz olyan ,,valami”, ami nem
tartozik a klasszikus analizis 4ltal vizsgalhaté ,.fliggvények” halmazaba. Hiszen a ,,t=0" pontban az
értéke ,,00”, ami a ,.klasszikus analizisben” értelmezhetetlen. Tehédt nem tekinthetd ,,hagyomédnyos”
fliggvénynek. De felfoghatjuk a fiiggvényfogalom olyan éltaldnositdsanak, amely a ,,hagyoményos”
modon nem vizsgdlhatd ugyan, de a sajét, jol definidlt ,,kezelési utasitdsai” vannak. Ezeket a
,klasszikus analizis” fogalomtaranak megfeleld altalanositdsaval kapjuk meg. im. derivalas, integrélas,
stb.... Ezt az 4ltalanositott fiiggvényt ,,disztribicionak’™ hivjak.
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MEGJEGYZES: A Disztribtciéelmélet megalkotdja Neumann Janos volt. Aki elolvasvan P.A.M. Dirac ,,The Principles of
Quantum Mechanics” (1930) konyvét elégedetlen volt annak ,,matematikai korrektségével”. Ebben a konyvben hasznalta

Dirac a fenti & (t ) ,.fiiggvényt” el8szor. Ezért ragadt r4 a kés6bbiekben ,,Dirac delta” név. Maga Dirac is évatosan
fogalmazott:

"Thus O (x) is not a quantity which can be generally used in mathematical analysis like an ordinary function, but
its use must be confined to certain simple types of expression for which it is obvious that no inconsistency can arise.”

Jollehet a kvantummechanikai szdmitdsokban ,,minden jdl kijott”, a ,,fliggvényként” vald kezelése zavarta a
matematikai képességeir6l méltan hires Neumann-t. Az 6 ez irdnyd matematikai vizsgdldddsai inditottdk el a ,,disztribicié
elmélet”’-nek nevezett matematikai teriiletet.

Paul Adrien Maurice DIRAC NEUMANN JANOS
(1902-1984) (1903 — 1957)
Fizikai Nobel Dij 1933
(megosztva Erwin Schrodinger-rel)

D W
a

14.4bra

Mivel a fenti eljaras fiiggetlen a D(#) konkrét matematikai alakjatdl ezért célszerl a ,,legegyszeriibbet”,

az ,,a” szélességli és ,,I/a’ magassagu (egységnyi teriiletll) ,,négyszog jelet” elképzelni. Az ebbdl képzett
Dirac deltat egy ,.tiiskével” szoktuk szemléltetni.
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4
[}
{
i
1
A
. G
fe— - = 10
15. ébra
. 1
Lathat6 tehdt, hogy a Dirac delta mértékegysége [d(r)]= —.
sec

A Dirac delta fogalmdval sikeriilt az ,,x(0) =0 és %(0) =v,” kinematikai kezdeti feltételt dinamikai

gerjesztéssé alakitani. Hiszen ha egy nyugalomba 1év oszcillatorra { x(r < 0)=0 és x(r <0)=0},a
=07 idOpillanatban egy megfeleld erésségli Dirac-delta erdvel hatunk, akkor az oszcillator a
{ x(+0) = 0 és x(+0)=v, } kezdeti feltételeknek megfeleld mozgdst fogja végezni.

Ennek alapjan az oszcillator dinamikéja a kovetkezo

Kezdetben az oszcillator nyugalomban van, azaz energiamentes
x(t<0)=0
#(t<0)=0
és ezért a kezdeti feltételek igy irhatok
x(=0)=0
#(=0)=0
A rendszerre egy F (t)= my, -0(t) Dirac-delta gerjesztést adunk. Lathat6, hogy a &(r) mértékegysége
[6()]=1/s kell, hogy legyen.

mi + ki + Dx = mv, - 8(¢)
4200+ w, x=v,-6)

Ennek hatdsara az oszcillator mozgdsat a jol ismert (mert mar megoldott) fliggvény adja meg:

x(t) = Yo e sin(a, 1)
@

Ez valéban kielégiti a kir6tt (,,kissé” modositott) kezdeti feltételeket
x(-0)=0  helyett x(+0)=0
%(-0)=v, helyett x(+0)=v,
Ez a mddositds valéban csekély, fizikai szempontbdl észrevehetetlen. Inkabb a matematikai
precizitdsunkat probélja kielégiteni.
Konnyen ,,megszabadulhatunk™ a kezdeti feltételbdl adédott ,,v,” értéktdl is.

(¢4 20+ @, %) - = 5()
0

Ekkor a vilaszfiiggvényt ,, G(¢) ”-vel szokds jeldlni, azaz



6()="1)

Vo
Lathatd, hogy ,,G(t)” mértékegysége [G] =1-s és aneve,Green fiiggvény” .
Ezzel a linedris rendszeriinkre azt kaptuk, hogy
G+2aG+w,’G = 5(r)

—

—-esin(®,r) ha >0

ha r<0
0

A Green fiiggvény tehat az oszcilldtornak a J(t) gerjesztésre adott valaszfiiggvénye.

AN ESSAY

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEOGRIES OF

ELECTRICITY AND MAGNETISM,

GEORGE GREEN,

An Essay on the Application of
George GREEN Mathematical Analysis to the Theories
(1793 — 1841) of Electricity and Magnetism

(Green, 1828).

Ezt a definici6t dltalanosan is hasznéljuk. Azaz :
“Egy linedris rendszernek a Dirac-delta gerjesztésre adott vdlasza a rendszer Green-fiiggvénye.”

1@
g
5 PR
T G

16. abra

MEGJEGYZES: A mérnoki tudomdnyokban a Green fiiggvény helyett a ,,silyfliggvény” elnevezést haszniljak.

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy a Green-fiiggvény valéban egy ,,rendszerjellemzd” fliggvény.

Pontosan olyan, mint amilyenre intuitiv meggondoldsokkal vartunk.

Tekintsiink egy tetszSleges F(r) eréhatdst, amelyik egy kezdetben nyugalomban 1évé oszcillatorra
(linedris rendszerre) hat. Megmutatjuk, hogy ez Dirac-deltdk 6sszegével egyértelmiien eldallithato.

14
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F(r)
m

idétartomdnyokra. Legyen az egyes tartomanyok egy belsd pontja ¢, . Minden id6tartomanyra illessziink

Tekintsiik tehat az f(r) = (,,fajlagos™) gerjesztést. Osszuk fel az idétengelyt ,, A~ hosszi

egy ,,négyszog jelet”. Vilasszuk mega A, és ¢, értékeket ugy, hogy igaz legyen az, hogy
-D,(t—t,)-A, =1 minden ,n” re.

Ezzel az f(t) gerjesztés j6 kozelitéssel elallithaté az imént definidlt (egymassal nem étfedd)

négyszogjelek osszegével a kovetkezOképpen

Zf

ES ezért

—hnng Jt—1,)-A, _jf V(s -1 )dt’
A—0 "

Ami valdban teljesiil. Az integralasi hatdrokat azért valaszthattuk * oo -nek, mert azok az
iddintervallumok, amelyekben f{#)=0 tgy sem ad jarulékot az integral értékéhez.

Mivel a rendszer linedris és tudjuk, hogy egy ¢’ -idépontban fellépd Dirac-delta gerjesztésre a vdlasz a
kovetkezd

f0)8-1) — f()-Gle—r)

Ezért aztan az rendszernek az f (t) gerjesztésre adott valaszfiiggvénye nyilvan:

j ) G(t-1)
Ezzel a feladatunkat megoldottuk. Azaz valéban a Green- fiiggvény egy rendszerjellemzd fiiggvény,
mert ismeretében egy tetszdleges gerjesztésre adott vilasz kiszdmithatd. A fenti integrél tulajdonképpen
két fiiggvényt ,,szoroz 0ssze” egy specidlis utasitassal. Ennek a neve ,,konvolucié”.

Az altalanositott derivalas és a ,,Jépcsofiiggvény”

Emlitettiik, hogy a Dirac delta a fiiggvényfogalom egyfajta 4ltaldnositisa. Nevezetesen egy f(r)
fiiggvényhez hozzarendeli az f(0)-t és a kivetkezd definicids integrallal:

FO) = [F()8¢")dt"
Es ezért 4ltaldnosan

F@y = [ FEWe—-)ar

Megmutattuk, hogy definici6 szerint
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S(t)=1imD,(r) = limA. D(Lj

a—0 a—0 g a

22 299

A limesz fiiggetlen a ,,véges tart6ju” D, () alakjatol. Ezért a legegyszeriibb ha egy egységnyi teriiletii

,négyszog jelet” képzeliink el. Az ebbdl a fiiggvénybdl (hataratmenettel) képzett Dirac delta
ugyanazokkal az dltaldnos matematikai tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a ,,matematikai hatdsain”
keresztiil definialt ,,absztakt” ,,Dirac delta”.

Tekintsiik tehat a

=0 ha t<0 és t>a
D,(t)

a

1 egyséenyi teriiletli négyszogjelet.
:; ha 0<t<a Bysesty EYSZO8]

Képezziik ennek az integraljét, azaz:
0,(t)=[D, ()t

Mivela D, (r) mindenhol ,,j61 viselked6” fiiggvény, azt kapjuk, hogy

B -
18.4bra
0 ha r<0
t
0,(t){— ha 0<r<a
a
1 ha a<t

Vegyiik az igy kapott 6, () fiiggvény hatdrértékét, azaz

0(t)=1im8@, (r)=

a—0

0 ha <0
1 ha O<t

’9‘

6(0) = ,,nem értelmezheté

A 6(t) neve ,.egységugras”.
Definici6 szerlien irhat6 tehat, hogy:

0)= [s'yr’ .

Ekkor viszont, megtartva a ,,derivalds-integralds inverz miiveletek” kapcsolatot definicié szerlien
irhatjuk, hogy
d
—6(t)=6(r)
dt

Azaz
a Dirac-delta ,,4ltaldnositott integrdlja” az egységugras és
az egységugras ,,altalanositott derivaltja” a Dirac-delta.
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Az ,éltalanositott derivalds/integralds” miivelet jelolésére megtartottuk a ,,hagyomanyos”
szimbdlumokat. Ez nem lehet zavard, hiszen mindkét esetben megadtuk a ,,definicidkat”

MEGJEGYZES: Az ,altaldnositott derivalds és integrdlds” megfelel a ,,disztribiciéértelemben vett” derivdldsnak és
integrdldsnak.

I )
o e
|
(@) ¥
; = Bl
19/A.4bra

Az ilyen médon ,,altalanositott” miiveleteket ugyantigy tudjuk hasznélni az osszetett
derivalasi/integralasi szabalyokndl, mint kozonséges megfeleldit. Ez nyilvanvalo, ha arra gondolunk,
hogy megtehetnénk azt is, hogy eldszér D, (t) és 0, (r) fiiggvényekkel elvégezziik a szokdsos

miuveletek, majd utdna ,, a—0 ” hatardtmentet hajtunk végre, amelynek eredményeként megjelenik a
6(r) 1épcséfiiggvény és a S(r) disztribiicio.

A 1épcsofiiggvény és az atmeneti fiiggvény

”7

Az el6z0 részt azzal zartuk, hogy az ,,dltalanositott derivalas/integralds”-ra ugyanazok az dsszetett
miveleti szabalyok érvényesek, mint amiket a klasszikus analizisben haszndlunk.
Nézziink most erre egy hasznos példat.

Lattuk, hogy a Dirac-delta és a Green-f iiggvény definicidja miatt szimultdn érvényes a kovetkezo két
Osszefiiggés:

fo= jf(t’)é(t ~t)dt’ (D)
j &) Glt—t)ar (G)

Tudjuk, hogy az altalanositott derivalas bevezetésével

%a(f) = 5(r)

Es ezért
d , ,
Olt—t)=-0(t—1t
< ole~1)=-5(-1)
Azaz
dH(t—t)
) =— —dt
f@) jf o

Hajtsunk végre egy parcidlis integralast
, N rdf( N
fo) =[- )6k -1)] + I%@(t—t )dt

Mivel f(—o0)=0 és O(—[+00])=0 , ezért az elsé tag kiesik. Igy marad az, hogy:
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Taf(r)
f(t)—_J; o O —1")dt’ IL...
Tehit a gerjesztés elééllithaté egységugrasok szuperpozici6javal. Ezért azt varjuk, hogy a 6(r)
,vizsgdld gerjesztésre” adott H (¢) vélaszfiiggvény ugyanolyan rendszerjellemzd fiiggvény lesz, mint a
S(r) Dirac deltdra valaszul adott Green fiiggvény.

Igy a rendszer linearitdsa miatt, az f{7)-re adott vélaszfiiggvény nyilvan a kovetkezd lesz

x(t) = T@;—y)H (t—1")dt’

—oo

Itt is végrehajtva a parcidlis integrélést

(0 =[fE)H(-1) —jf dHl=r)
De az els6 tag most is nulla. Ezért

x(t) =] f(t’)%dt’

Ugyanakkor tudjuk az f(t)-ra adott véalaszfiiggvény most
j &) Glt-t)ar

A kettd osszehasonhtasabol kapjuk, hogy
G(l—t/)I—dH(t/_t )

dt

Azaz

G(r)= = ) ID

Szavakban: ,,Az egységugrasra adott valaszfiiggvény derivéltja a Green fiiggvény.”

Az iménti eredményeinket az ,,altalanositott derivalas” segitségével kaptuk meg. Joggal meriilhet fel a
kérdés, hogy vajon jok-e ezek az eredmények?

El6szor az (IL) 6sszefiiggést igazoljuk.

Tekintsiink egy fizikailag jol viselkedd (azaz kell6en sima €s szakaddsmentes) f{) gerjesztd fliggvényt.
Osszuk fel a ,,t” tengelyt .5, osztépontokkal kis Az, idStartomdnyokra. Ekkor egy tetszdleges ..

idéponthoz tartozo f{t) fiiggvényérték a kovetkezd képpen kaphaté meg.
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ahol az iddderivaltra most is bevezettiik a jol ismert jelolést
_4df
dt
Hajtsuk végre az integrélésnél szokdasos hatardtmeneteket, azaz

hmZ{ I At —jf (t—1)dr’

At—>0 n

Mivel tudjuk, hogy 8(t —1")=0 ha 1" >, ezért az integrélds felsd hatdrdra (+ o) irhatd, azaz

f(t)—jf 6le—1')dt’

Az imént kapott Osszefiiggésiink pedig pontosan megegyezik IL —el, amelyet az ,,4ltaldnositott
derivélas” felhaszndlasaval kaptunk.

Most nézziik meg, hogy egy konkrét esetben (nevezetesen az alulcsillapitott oszcillator esetén) teljesiil-e

a

dH (7)
dt

ID

G(7)=

Osszefiiggés.

A Green fiiggvény ebben az esetben mar ismert

1 .
—-esin(®,r) ha t>0
G(1)=1 w,
ha <0
0
Hatdrozzuk meg H (¢)-t, amelyik a 6(t) egységugrds gerjesztésre adott vélaszfiiggvény. Ezt , dtmeneti

figgvénynek” is szoktuk nevezni.

Adott tehat egy nyugalomban 1év0 oszcillator, amelyre a ¢ > 0 idétartomanyban rakapcsolunk egy Fy
alland6 erdhatést. Azaz
mi + ki +Dx=F, - 6(t)
A tomeggel vald osztds €s a szokdsos jelolések bevezetése utan
X205+ @, x=f,-0(r)
egyenlethez jutunk. Mivel az er6hatas el6tt az oszcillator nyugalomban volt, ezért a kezdeti feltételek
x(-=0)=0
#(=0)=0
A feladat ,,atfogalmazhat o
X+20x + a)0 x=f,
mozgdas egyenlet megolddsat a r = 0 iddtartomdnyra a
x(0)=0
%0)=0
kezdeti feltételek esetén.

Most mdr ismerds terepen mozgunk. Ez egy inhomogén differencial egyenlet, amelynek
altalanos megoldasa
X,y (1) = x, (£)+ x50 (1) H
Ahol a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa mér ismert
x, (t)=a-exp{- at}-sin(w,t + @) (t=0)

a kovetkez6 képpen. Keressiik meg a



A késobbi szdmoldsok egyszeriibbek lesznek, ha az {a, ¢} ismeretlen paraméterek helyett mésik
kettot, azaz {a,b} -t hasznélunk. (Természetesen a két ,,a”’ nem ugyanaz!)

Legyen tehat
Xy (t) = exp{— ar}- [a sin(a)at)+ bcos(a)at)]

{a,b}-t a gerjesztett oszcilldtorra kirétt kezdeti feltételek teljesiilése hatdrozza majd meg.
Az inhomogén egyenletnek egy konkrét megoldasa trividlisan adodik

_Jo

Xpp =~ (r=20)
0
Tehat kaptuk, hogy az inhomogén egyenlet dltalanos megoldédsa

_Jo

Xy (r)= —+ exp{—ar}- [a sin(a)at) +b cos(a)at)]
a)O
A kovetkezdkben az egyszerliség végett elhagyjuk az ,,/H” indexet , azaz

x(t)= x, (0)

A kezdeti feltételek szerint egyrészt
x(0)= LOZ +b=0,
),

0
azaz

_Jo

W,

b= (KFb)

Masrészt meg kell hatdrozni az x(r) sebességfiiggvényt is.
Erre kapjuk, hogy
i(t) = +-exp{- ar}- [— afasin(w,t)+bcos(w,t)}+ w,{acos(w,t)—b sin(a)at)}]
Ami dtrendezés utan
x(t) = +-exp{- ar}- [{a)aa - a(b}cos(a)at) - {a)ab + a'a}sin(a)at)]
A kezdeti feltétel miatt pedig
%(0)=w,a—ob=0
Azaz

a
a=—-1
w

o

Ezt és a (KFb) beirva az x(t)-be kapjuk a keresett mozgasfiiggvényt

x(r) = Loz{l —e {Cos(wat)+ isin(cowt)JrH

@; o,

o

Mivel pedig a definicidnk szerint

x(t) = f,H(@),

ezért a H(t) atmeneti fliggvényre azt kapjuk, hogy:

@; o,

21

H(t)= %{1— e -{cos(wat)+isin(wwt)+H

20
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20.abra

Lathato, hogy

F, F,
lim x(¢) =L02——02 =2
1t w, mo, D

Azaz az oszcilldlds lecsengése utdn a ,,rugd” vart statikus megnyulasat kaptuk.

Ezek utdn mar ellendrizhetjiik a

6(r)= 40 D
dt
Képezziik a
dH 1 _, a’ . .
—=—e¢" | acos(w,t)+——sin(w,t)- acos(@,t)+ w, sin(w,) | =
dt a,

1 ., |a .
=—e" | —+a, |sin(w,t)
s )

o

Mivel pedig tudjuk, hogy definicié szerint @, =\ @} — &’ , ezért
o’ a’+a, w;
—ta, |=|—%|=|—"~
Ezzel adddik, hogy
a1

=—2¢ ™ -sin(w,t)= G(t), ha t>0
dt o,

a

Azaz a vart eredményt kaptuk.

Az iménti szdmolés (ha nem is volt egy korrekt bizonyitds, de) mindenesetre megnyugtatd
hiszen egy konkrét példan keresztiil igazolta allitdsunkat. Azaz az ,,dltaldnositott derivélds €s integralas”
fizikailag korrekt eredményeket szolgéltaté matematikai miiveletek. Mint az 14that6 volt ezeknek igen
szemléletes fizikai jelentést tudtunk tulajdonitani. Igy sikeriilt elkeriilni a ,,disztribicié elméletbe” valé
elmélyiilésiinket.

Természetesen ha a fizikai feladatunkban mélyebb matematikai részletekre van sziikség, akkor a
disztribuciéelmélet ,,finomsédgai”” nem keriilhetok ki. De ezzel most nem kell torddniink, mert a
Hturpissadg” ugyis mindig kideriil a konkrét fizikai probléma kapcsan.

Periodikus fiiggvények Fourier-analizise

A linedris rendszerek viselkedését eddig a G(¢) és H(t) fiiggvényekkel, azaz a Dirac-delta és az
egységugrds gerjesztésre adott vélaszfiiggvényekkel jellemeztiik. Ezek tn. ,,id6tartomanybeli”
vizsgalodasok voltak. Konnyen beldthatd, hogy még viszonylag egyszeri matematikai formaba felirhato
£(r) gerjesztések esetén is a keresett x(¢)valaszfiiggvény kiszdmitdsa faradségos integraldsi feladat.
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Ez még a példaként vizsgalt ,.alulcsillapitott oszcillatorra” is igaz, nem beszélve esetleg bonyolultabb
rendszerekrol, ahol maga a Green fliggvény (ill. az dtmeneti fiiggvény) is sokkal komplikaltabb, mint
ami most volt.

A kovetkezOkben azt mutatjuk meg, hogy alkalmasan megvélasztott ,,integral
transzforméacidkkal” a ,,r” idOparaméter helyett 4j ,,valtozora” térhetiink at. Ennek az alkalmas
megvalasztasa esetén a fizikai feladatainknak a megolddsa matematikailag sokkal egyszeriibbé vélik. A
matematikai nehézségeket mintegy a ,,transzformdaci6” miiveletébe stritjiik. Ez latsz6lag nem igazan
eldny, hiszen a fizikai feladat megoldasa soran erre a 1épésre (elobb vagy utébb de ) mindenképpen sor
kell, hogy keriiljon. A 1ényeg azonban az, hogyha megtanulunk fizikailag gondolkozni az ,,4j véaltoz6”
nyelvén, akkor a feladat érdemi részét ezen a ,,nyelven” oldhatjuk meg. A Fizika szdmunkra itt jelenik
meg. Az oda-vissza transzformdcio pusztan egy ,,matematikai miiveletté” (bar kétségteleniil, igen fontos
miveletté) ,,degradalodik™.

A kovetkezokben a Fourier transzforméciordl lesz szo.

Ezek a linedris rendszerek dinamikai tulajdonsdgainak feltdrdsdndl hasznalt igen eredményes
matematikai eszkozok. Mi ismét a ,.fizikai megkozelitést véalasztjuk, azaz magéra a fizika feladatra
koncentralunk és csak annyi matematikai precizitast koveteliink meg, amennyi fizikailag feltétleniil
sziikséges.

Bevezetésiil ismételjiik at azt, amit az eddigi tanulmanyaink sorén a ,,rezgések spektralis
felbontasardl” hallottunk. A legismertebb gyakorlati példa erre a kiillonboz6 hangszerek altal keltett
hangok analizise. Azaz annak a kérdésnek a megvalaszoldsa, hogy mi a fizikai oka annak, hogy pl.
ugyanaz a normal ,,4” hang a minden hangszeren méasképpen hallatszik. Azaz kiilonbséget tudunk tenni
mondjuk a hegedli vagy az oboa hangja kozott.

A mechanikdban (is) gyakran el6fordulnak periodikusan ismétlddo jelenségek. Egy x(t) fiiggvény
akkor periodikus , ha a kovetkez0 tulajdonsdggal rendelkezik:

x(t +kT) = x(r) k=0+1%2,...
A ,,T” neve a periddusidd.
Minden, tetsz6leges x(t) fliggvény egyértelmiien felbonthaté paros és paratlan fiiggvények osszegére,
azaz

x(t)=x,(c) + x,(¢)

b (—1)= —X, (1) pératlan fiiggvény és
X, (-1)= X, (¢) paros fiiggvény.

Ennek alapjan a felbontés nyilvanvaléan a kovetkezd
xX\t)—x\—t
=)

Tudjuk azt a mechanikabdl, hogy egy egy szabadsdgfoku (mechanikai) rendszer stabil egyensulyi
dllapota a V(&) potencidlis energidjdnak a minimumanal (£ = &,)-nél van, azaz



dv
{d_flo -0

Ha sorba fejtjik a V(€)-t a,,&,” egyensiilyi pont koriil, akkor kapjuk, hogy

GRS PR
£0

Ha V(&,) =0 valasztassal éliink és x = & — &, tj valtozét vezetiink be, akkor a potencidlis energiara

(csak az elsd el nem tlind tagot megtartva) adodik, hogy
1| d* 1
V(x)z— — x> =—Dx’
2] dx” |, 2
Ez pedig a harmonikus oszcillator potencidlis energidja. Ezért a fizikailag megvaldsul6 legegyszeriibb
(univerzalis) periodikus mozgds a harmonikus rezgémozgas lesz, azaz
x(t) = asin(w-1 + @),
ahol a periddus id6

=%
w

Az x(t) -ben szerepld ,,sin” szogfiiggvény felbontisaval kapjuk, hogy
x(t) = a[cos @-sin(@-1)+sin - cos(w- t)] =c sin(ar )+ c, cos(ax),

Azaz x(t) valéban felbomlott egy paratlan és egy péros fiiggvény Gsszegére, hiszen

sin(— ar) = —sin(ax)
cos(— ar) = cos(ar)

Azt is tudjuk, hogy egy kérmozgds (x, y) koordinatait geometriai titon a ,,sin” és a ,,cos” fogalméval
lehet kifejezni. Ebbdl a geometriai kapcsolatbdl ered az ,, @ neve, azaz a ,.korfrekvencia” is. Nem
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véletlen tehat az, hogy a periodikus mozgédsok leggyakoribb form4jat ,,megnevesitettiik” ezek a ,,sin” és

,,cos” fiiggvények.

Az el6tanulmdnyainkbdl tudjuk, hogy minden, tetszdleges, ,,7”” periddusidejli mozgésfiiggvény felirhato

x(t,T)=x,(t,T)+ x, (¢, T) alakban, ahol

X, (t,7)= iak -sin(kar) paratlan fiiggvény és

k=0

X, (t,T)= Zbk -cos(kax)  péros fiiggvény
k=0
Osszevonva tehdt

x(t,T) = i{ak -sin(kax)+b, -cos(ka)t)}+%°

Lathat6, hogy valéban
x(t+T,T)=x(r,7),
hiszen

sin(kaft +T]) = sin(ka)t + kz?ﬂ-Tj = sin(kar) és

ugyanigy igaz ez a ,,cos” fiiggvényre is.



Mint az ismeretes a ,,I”” periddusidejii fliggvények ilyen eldéllitasat Fourier soroknak nevezziik. Az
, @’ frekvencidju tag neve ,,alapharménikus”, a tobbi {Za),3a),4a),...,ka),..} frekvencidju tagot
felharmonikusnak hivjuk.

Tehat a,,T” periédusidejii x(¢,T) fiiggvény ismert, ha megadjuk a Fourier sordnak egyiitthatéit, azaz

{ag.a,.a,.....a,...} és {b,.b,.b,....b, ...}

De forditva is igaz! Azaz az x(¢) ismeretében meghatdrozhaték az {a oD, }::0 egyiitthatok.

Ennek alapja a ,,sin” és a ,,cos” fiiggvények kozott fenndllé egyfajta ,,ortogonalitdsi” tulajdonsag.
Ezek a kovetkezOk:

T 0 ha n#k
2—E-j(sin(ka)t)'sin(na)t))dt= ° nk=123,.
T + 7 ha n=k

T 0 ha n#k
2L [ (cos(kar)-coslnan)ar =1 " " nk=123.
T + 7 ha n=k

2z
T
Mindezek felhasznaldsdval a Fourier egyiitthatok a kovetkezOképpen szamolhatdk ki:

(sin(kar)- cos(nax))dt = 0

S N

T
a, = % [ x(t,7)-sin(kear )t (k=0,1,2,..)
0
2 T
b= [ x(t.7)- cos(kar)dt (k=01,2,..)
0
Lathatéan
a,=0
2 T
b, = F!x(t,T)dt

és ezért (ahogyan azt mar lattuk)

07) =2+ 3 o -sinlkan)+ b, -cos(kar)

k=1

Az eddigi ismétlésre azért volt sziikség, mert ez jelenti az alapot egyfajta ,,dltalanositisra”.
Ugyanis természetes médon felmeriil a kérdés, hogy vajon egy nem periodikus x(¢) fiiggvény szintén
felbonthat6-e valamiféle OsszetevOkre. Azaz létezik-e nem periodikus fiiggvények ,,spektralis
felbontédsa”.

A vélasz igen!

Ezt nevezziik Fourier analizisnek és a végeredményt Fourier transzformacionak.

A kovetkezdkben ezzel foglakozunk és azzal, hogy miként lehet majd az tij ismereteinket a lineéris
rendszerek analizisénél felhasznélni. Szemléltetd példaként tovébbra is az ,,alulcsillapitott harmonikus
oszcillatornal” maradunk.

Nem-periodikus fiiggvények Fourier-analizise, a Fourier transzformacio

Tekintsiik az ,,w” alap korfrekvencidt. Vezessiink be egy 4j jelolést a felharmdénikusokra, azaz

o, =k-o=k- 2%, ahol k=123..
T
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Két korfrekvencia kozott a legkisebb kiilonbség nyilvanvaléan maga az alapharmonikus, azaz
A=Ak - w=w, mert k =1,2,3,...és igy Ak =1

Tekintsiik a ,,7” periédusidejii fiiggvény jol ismert Fourier sorat

2(6.7)=b, + 3 fa, -sin(kar)+ b, - cos(kar)}

k=1

o e ) 27
Bévitsiink minden tagban ,, @ = 7 =Aw”-val.

x(t;T)=b, + i{Ak -sin(kar) + B, -cos(kax)}- Aw
k=1

Ahol a kovetkezd jeloléseket vezettiik be:

T

A =a, —
k k27Z'
T

B =b —
k k27Z'

Az 4brén lathatd, hogy egy egyszerti ,,trikkkel” miként tudunk csindlni egy ,,7;,”” véges periddus idejii
x(t, TO) fiiggvénybél egy x(r) aperiédikus fiiggvényt (azaz amelyik nem periédikus).

El6szor véltoztassuk meg a T,-t T > T, -ra a kdvetkez6 definicidval

{x(t,TO) ha 0<7r<T,

t,T)=
A7) 0 ha T, <t<T

. .. 27 2% L
Természetesen ennek az x(t,T) -nek az alap harménikusa nem —— , hanem @’ = 7 lesz, és igy a
0

Fourier sora:
x(t;T)=b, + Z{Ak -sin(kw't)+ B, - cos(kw't)}- Aw’
k=1
Ha ezek utdn a T — oo, akkor egy aperiddikus fiiggvényt kapunk, hiszen a ,,7” kitolds a ,,co”-be nem
véltoztatja meg az x(¢,7') fiiggvénynek a 0<¢ <T, tartomanybeli alakjat. Azaz
x(r) = ;im x(t,T)

Ez a hatdrdtmenet minden nehézség nélkiil megtehetd.
A fiiggvényiink Fourier sordban azonban viltozasok torténnek Ugyanis (T — o) esetén az
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alapharmonikus @’ — 0 és ezért a {k - @'};_, diszkrét halmaz folytonossa valik.. Jel6ljitkk most ennek a

folytonos korfrekvencia halmaznak tetszdleges elemét ,, @ ’-val.
Tehat
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}im[ka)'] =@

A folytonos @ miatt a lehetséges korfrekvencidk kozotti kiilonbség infinitezimalis lesz, azaz
lim[Aa)' = 2—”} = dw
T

T —o

Ezzel a Z{}Aa)' Osszegezés integralld alakul, tehét
k=1

x(t)= lim x(1;T) = b, + lim i{Ak -sin(kaw’t)+ B, - cos(kw't)}- Aw’
—e % k=1
Elhagyva az iigy szempontjdbol most 1ényegtelen b, dllandot, kapjuk, hogy
x(t) = J-{A(a)) sin(ar) + B(w)- cos(ax ) o
0

Ennek a neve ,,Fourier integral”.
Az {A(w), B(w)} egyiitthatSk az @ korfrekvencia fiiggvényei. Erre azt mondjuk, hogy az x(t)-nek

folytonos Fourier spektruma van. Ezek kiszamitdsa most mar automatikusan adddik.
Ugyanis tudjuk, hogy pl.

T T 2
A =a,—=—"—
2t 2x T
Es ezért T — o esetén

T
: jx(t, T)-sin(ka't)dt
0

Al@) =~ [ x0)-sin(erkir = X, (o)
Hasonl6 médon ad(()’)dik, hogy

Blo) = [ xo)-cos(ankir = %, (o)
MEGJEGYZES: A 201 dbra alapjan ldthatd, hogy az integralds alsé hatdra lehetne ,,— 00 is hiszen az x(1) (= ©0,0)

A késObbiek miatt mar most bevezettiink két dj jelolést, nevezetesen
X (w) = A(w)

~

X (w) =B (w)
Tehit egy (j61 viselkedd) tetszSleges x(r) Fourier integrallal eldallithaté. Ekkor az x(¢)fiiggvény
ismerete ekvivalens a Fourier egyiitthatok megadasaval €s viszont, azaz

i) o {%,(0) % ()

MEGJEGYZES: A ,JOl viselkedés” trividlisan azt jelenti, hogy a fenti integralok elvégezhetdk. Nekiink azonban ennél j6 lenne tobbet is
tudni. Példaul azt, hogy ,.ranézésre” (anélkiil, hogy megprébalnank elvégezni az integralasokat) miként tudjuk eldonteni azt, hogy végesek-

e ezek az integrdlok vagy sem. Egyet mar most biztosan mondhatunk. Ha az x(t ) ,hégyzetesen integralhat6”, akkor a Fourier spektruma
kiszamithatd.
A ,,négyzetesen integralhatésag” azt jelenti, hogy

+oo

j x? (t )dt =véges

)

A kérdés marmost az, hogy az iménti ismereteinket miként tudjuk hasznositani a linedris
rendszerek dinamikai vizsgélatakor. A valasz kézenfekvd. Nyilvanvalé ugyanis, hogy minden (j61
viselkedd) f(r) gerjesztés eldallithaté Fourier (integral vagy sor) alakban. Mivel a rendszer linedris,

ezért az x(r) valaszfiiggvény elbre kiszamithat, ha ismerjiik a rendszer valaszat az ,,1-sin(ax)” vagy
,1-cos(ar)” gerjesztések esetén. Azaz ezek az elemi gerjesztések j6 vizsgalé fiiggvények és az erre



27
adott ,,vélasz fiiggvények” rendszerjellemz6 fiiggvények lesznek. Hasonléan, mint azt a &(r)és a 6(t)
esetében tapasztaltuk.

Azaz
8(r) - G(r)
0t)— HIr)
sin(ar) — xg e, o)
cos(ar) — x.(t, w)

Szemléltessiik az elmondottakat az aktualis példankon, azaz az alulcsillapitott harmonikus
linedris oszcillatoron. Az dltalanos megoldasi sémaéval e fejezet elején mar részletesen megismerkedtiink
Vazlatszerlien felidézve:

mi + kx + Dx = F(t) AL (hivatk)
m

X+ 200+ w, x= f(t) (hivatk)

x(t)= x,, (1) = x,, () + x4 () ( IH )

Ha a rendszer kezdetben energiamentes (azaz az oszcillator nyugalomban volt) , akkor a kezdeti
feltételek

x(0)=0

x(0)=0
A tranziens és az dllandésult megoldas

fim x, 1) =0

lirrll x(t) = X (1)

Nyilvanval6an a fizikailag csak olyan gerjesztések valdsithatok meg, amelyek valamilyen véges .o’
idépontban kezdddtek. Vélaszthatjuk az idéskalankat gy, hogy ,,tp=0" legyen. Azaz

F(z):{FO(t) ha 0<¢
0 ha t<0

A bevezetett egységugras fiiggvénnyel kifejezve
F(r)=6(r)-F, (r)

és a kezdeti feltételek.
x(-0)=0
x(=0)=0

Az eddigi gerjesztéseink {5(r),8(r)} ilyen F(r) tipusiak voltak de a {sin(ax),cos(ar)} latszlag nem. Ez
azonban nem okozhat matematikai nehézséget, hiszen a kezdeti feltételek megadasa éppen azt jelenti,
hogy a ,,r<0” id6tartomany nem érdekel benniinket. Ott akar az oszcilldtorunk teljes nyugalomban is
lehet, azaz x(r < 0)=06s i(r <0)=0. Ahogyan azt az eldz3ekben részletesen megtargyaltuk, egy F(r)
gerjesztés hatdsara a nyugalomban 1év6 oszcilldtor x(r) mozgasfiiggvénye egyértelmiien

meghatarozhato.
Egy redlis dinamikai folyamatot tehét a kovetkez6 mozgasegyenlet ad meg

mi + kx + Dx = F(t)
Ahol
F(t)= +F, -6(t)- cos(ar)
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és a kezdeti feltételek.
x(-0)=0
x(-0)=0

A tranziensek lezajldsa utan (@ -t >> 1)az allanddsult megoldast az

mx+kx+ Dx = F, cos(a)t), illetve

X+20x+ a)ozx = f, cos(ar)
egyenlet egy lehetséges megolddsa adja. Fizikai szemléletiink azt stiigja, hogy allandésult dllapotban az
oszcilldtor a gerjesztés ,,w” korfrekvencidjaval rezeg egy x, amplitiddval és gerjesztéshez képest ,, y”
faziskéséssel. A rezgés amplitiddjat €s a faziskésést az aktudlis gerjesztés ,, @’ korfrekvencidja
hatdrozza meg.

Célszerli tehat az dllandosult megoldést a kovetkezo alakban keresni

x(r) = X, cos(ar —y), ahol

o) és
X, (w) a meghatérozandé fiiggvények.
A megoldas némi atalakitassal és kozvetlen behelyettesitéssel addodik.

x(t) = x, - {cos y - cos(ar) + sin y - sin(ar )}
i(t)= X, 0+ {~ cos y-sin(ar)+ sin ¥ - cos(ar )}
¥(t) = ~w’x, - {cos ¥ cos(ar) + sin y - sin(ax )}

Behelyettesitve a mozgasegyenletbe, atrendezés utin kapjuk, hogy

cos(ar)- {[a)g -’ ]cos ¥+ 201w sin 7—&} +sin(ar)- {[a)g -’ ]sin ¥ — 2010 cos 7}:0
X0
Ennek minden ,,r>0" idépontra teljesiilnie kell. Ez csak akkor lehetséges, ha mind a sin(ar), mind pedig

a cos(ar) egyiitthatéja azonosan zérus.

Tehat
[ 2 2 ] . Jo _
W, —w~ |cosy+2awsiny——=0
Xo
|l - @ Jsin y - 20@c0s y =0
A masodik egyenletbdl:
20w . <
1gy=——- - ;/(a)) meghatarozhat6
W, — @

2 XD

22/A abra

A segédabra alapjan adddik, hogy
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o — @* 20

cosy=—2—" és siny =—,
4 Q 4 Q

ahol

Q= \/(a)g — @) +40’ 0
Mindezeket beirva az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

Jo

\/(a)g ') +40’ 0

Xy =

Ezek eredmények az el6tanulmanyainkbdl mar ismertek. A fiiggvényeket az alabbi dbran lathatjuk.

22. abra

Az x, (w) fiiggvény (az tin, ,,rezonancia gorbe”) maximuma az w, értéknél van, amelynek a neve
,Jezonencia-ferkvencia” és értéke

W, =\ W) —2a°
Ha a gerjesztés f, sin(ar), akkor ez atirhat6 5o cos[a)t —%) alakba. Igy kénnyen beléthatd, hogy az
allandésult megoldés a kovetkezo lesz
/4 .
x(t)=x, - cos(a)t +=- 7) =x, - sin(ax — y)
2
Ahol { y(®) és X, ()} afenti fiiggvények.
Liattuk, hogy minden jél viselkedé f(r) fiiggvény Fourier integrdl alakjaba irhat6, amely kiilsnb6z6

korfrekvencidja ,,sin(ar)” és ,,cos(ax)” fiiggvény 6sszegzésével kaphat6. Ennek alapjan remélhetd,
hogy a fenti eredmények szépen beilleszthetdk a linedris rendszerek elméletébe.

Ez valdban igy is van!
Tekintsiink egy linedris rendszert és adjunk ra ,,sin wr ” és/vagy ,,cos wt ~ gerjesztéseket.
Ekkor rendszer valaszfiiggvényei a kovetkezok lesznek:

£(r)=1-sin ar esetén a valasz Xg (t, w)
f(r)=1-cos ar esetén a valasz Xc (t, w)

A valaszfiiggvényekbe beirt ,, @ azt jelenti, hogy a vélaszfiiggvények minden ,, @’ korfrekvencidn
masok lesznek/lehetnek.

A mi példankban a vdlaszfiiggvények a kovetkezok voltak:
x (1, 0) = x,(w)- cos[ax — (o).
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x5 (1, @) = x, (@) sin[er - y(@)]

Mirmost, ha a gerjesztés
f(t) = J-{A(a)) sin(a)t)+ B(a)) . cos(a)t)}ia),
0
akkor a valaszfiiggvény nyilvanvaldan a kovetkezo lesz

1(0)= [ {x, (.0)-sin@) + x, (1, 0)- cos(ex )

Most szemléltetésként alkalmazzuk ezt a ,,csillapitott harmonikus oszcilldtorra”. Az eredmények
nyilvanval6ak, hiszen az { x; (r,w) és X (r,w)} vélasz fiiggvényeket éppen az imént hataroztuk meg.
A gerjesztés legyen

£0)= [{4(0)-sin(ex) + B(o)-coslanlio

A vélaszfiiggvény ekkor:

1(0)= [ (X, -sin(@t - 7)+ X, - cos(ex -y

Ahol

20

7(a))=artg( > zj
@, — @
Alw
‘. @)

\/(a)j ~0*) +4a’ @

Bl\w
Xoe = ( )

A valaszfiiggvény természetesen atirhat6 agy, hogy a ,,sin @t ” és ,, cos wt ”gerjesztések
jelenjenek meg benne. Elemi szamolds utdn kapjuk, hogy

=

x(t) = j{CS (@) sin(ax)+ C. (@) cos(ar)dw

Ahol
Cs =+X,scosy+ X . siny
Co=—X,ssiny+X,.cosy

Természetesen a { X 0s (), X oc (@), ¥(w)} afent megadott fiiggvények.

Lathatéan ,,0sszekeverednek™ az elemi vélaszfiiggvény amplitidék midltal a végeredmény sokat veszit a
»szemléletességébdl”. Es ez még csak egy igen egyszerii rendszer volt.

A konkluzi6 nyilvanvalé:
”Ez a mddszer nagyon szamitasigényes. Bonyolultabb rendszereknél gyakorlatilag
alkalmazhatatlan !”
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Most 1ép szinre ,,ment66vként” a Fourier transzformacio.

Ez az egyre nagyobb bonyolultsdgban tesz rendet és ennek kapcsdn ad egyfajta igen hatékony
szemléletet.

Az oszcillator példaban megjelend ,.keveredés” azt sejteti, hogy a komplex fiiggvényekre vald attérés
segiteni fog

Amikor az x(r) fiiggvényhez kiszdmoltuk az {)? s (@), X C(a))} spektrumot, valgjdban egyfajta , fliggvény-

transzforméciot” hajtottunk végre. Egy .1 véltozdju fiiggvénybdl ,, @ valtozdjut csindltunk.
Emlékeztetdiil:

x(7) - cos(ar )dt

Ne felejtsiik el, hogy az x(¢) aperiddikus fiiggvényt a [O,T] id6tartoményra periddikus fiiggvénybdl
kaptuk T —oo hatdrdtmenettel. Ezért lett az integraldsi tartomdany a [0,+oo). Természetesen az idOskdla
tetszOlegesen eltolhatd, a végeredmény ettdl fiiggetlen marad. Definidljuk az idOtengelyt tigy, hogy az

x(t) aperiodikus fiiggvény ,,0sének” a periddusa a [—%& %} tartomany legyen. Ekkor a T —oo
hatdratmenet esetén a (— oo, +00)idétartomdnyt kapjuk. Azaz irhatjuk, hogy

: — j s1n (FTT)

)"('C ()= ; . jx(t) -cos(ar )dt

Ezeket nevezik (valds) Fourier transzformacionak.
Ertelem szerlien az egyik a ,,sin-Fourier” a masik a ,,cos- Fourier” transzformacio.
Lathato, hogy

X (o)=+X (»)

XS(_(‘)): _Xs(w)
Azaz sin/cos-Fourier transzformaltak mintegy ,,magukkal viszik™ a”’pdros-paratlan” szimmetriat.

Most térjiink at komplex fiiggvényekre. Egyszeri matematikai azonossadgokat fogunk alkalmazni. Azaz
semmiféle 4j ,,altalanositast” vagy ,.heurisztikus triikkkdt” nem kell bevetniink. Nincsen ,,deus ex
machina”.

—t—
1§

S(a))-sin( )+X cos }da)—

=
paiy
~
~
Il

{X'S (a)) expl+ ia)t}z—iexp{— iar} + Xc (w) expl+ la)t}-; expl— ia)t}}da)

~ ~

D) ol ian}s X (0)+iX ;(w)

1l
Sl O O—3

——
>\
a
—
S
<0
195
—_
N—

: exp{— i a)t}}d w

Tudjuk, hogy az {~ P (@), X C(a))} val6sak. Vezessiik be a kovetkezd komplex mennyiséget
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- _Xc(w)_iis(w)
X(w)= : .

Ennek komplex konjugaltja
-, X (0)+iX (0
X (a))s c( )21 s( )
Igy tehdt a valés x(¢) figgvényre kapjuk, hogy

x(0) = [{% (@) expfr irk+ X (0)-expl-ianffio
Tagonként integralva
x(t)= jff(w)-exp{+iat}-dw+jff’k () exp{-iar} dw (KFT)

Ugyanakkor
X(_ 60)2 XC((())ZZXS((()) :X*(w)

A masodik tagban azonos dtalakitasokat tehetiink

[ % (0)-expl-ian}-do= [ X(- 0)-explri(- o)} d(- ) [-1]

0
Hajtsuk végre az (— @) — (+ @’) viltozé cserét! Kapjuk, hogy

o)-expl+i(- o)} d(- [— 1] J-X )-expl+ it} do

O"—:S

Ezt visszairva az eredeti (KFT) egyenletbe lathatjuk, hogy ugyanannak a fiiggvénynek két kiilonb6z0
tartomanyra vett integralja szerepel. Végiilis kapjuk, hogy :

x(t) = Tf (@)-exp{+iar}dw

Most irjuk fel komplex ,, X (w)” definici6jat és alkalmazzuk a {~ s (w), X C(a))} valos
frekvenciafiiggvények (FTT) definiciés egyenleteit

X(w)= X (0)-iX;(@) =L-Tx(t)' [cos(er)—isin(ar)]- dt

—o0

Azaz kaptuk, hogy
X )= L. J-x(t)- expl—iar}-dt
2
Neve komplex Fourier transzformécid.

Azt szoktuk mondani, hogy:
Az x(r) valés idéfiiggvény Fourier transzformaltja az X () komplex frekvenciafiiggvény”

Gyakran mondjuk azt is, hogy :” Az x(¢) fiiggvény Fourier spektruma az X (@).”

A Fourier transzformécidra a kovetkez6é szimbdlumot hasznaljuk

Fx(0] =X (w)
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Amint mar régebben utaltunk rd, a Fourier transzformdacié mindig 1étezik, ha a transzformaland6
fliggvény ,,abszolut integralhatd”, vagy -,,négyzetesen integralhat6”

T|f(f)|df =k vagy Tf(t)zdt —k

Abbél, hogy f(r) valésfiiggvény a Fourier transzforméciéra kivetkezik, hogy

fO=£0) — Fl-o)=F (o)
Néhany fontos tétel a Fourier transzformdcidra

A derivalt Fourier transszformaltja.:
710, f(t)1=iw 51 f(t)1=

A konvoliciés integrdl Fourier transszformaltja

y{jﬂ(t_t,)’fz(t,)‘lt} = 27[5’[f1(t)]f[f2(t)]
Hagyomadnyos fiiggvényeket tartalmazé Fourier transszformacio
FLft=1,) 1= expl-iew-1,} 71 (1) 1=
1 _ B
F — Bt = — —LE———
lexpt--Jel] = — i
Disztribuciokat tartalmaz6 Fourier transszformacio

711 = 8(w)
718)1= -

27

1 1
F10(t) 1= Eé(a))—zzm)

A Dirac-delta eldallithaté komplex fiiggvénnyel is.
Képezziik a kovetkezd integralt

+a

D, (t) = jexp{iwt}dco

—a

D, ()= [i exp{ia)t}Ia :% lexp{+ ia - t}—exp{-ia- t}]=%sin{a t}=27x- Sir;fc'lt' )

a

Majd képezziik a (a — o) hatérértéket

limD, (r)=27-6(t)

Ez a Dirac-deltanak egy ,,szokatlan” eldallitdsa, mert nem a ,,0sszenyomds-nyujtas” otletén alapul, mint
az eddig elképzeltiik. A t =0 pont kdrnyezetét kivéve jeloljiink ki barhol egy tetszdlegesen kicsiny
(véges) Ar tartomdnyt. (  4bra) Ha (a >>1) akkor a Ar szakaszon nagyon nagyszamu oszcillaciGt
taldlunk. Egy integralds sordn ennek a jaruléka, nyilvan zérus. Ha a At a ¢ = 0koriil van, akkor a

. sinx
lim
-0 x

=1 péros fliggvény hatarérték miatt a t=0 pontban a fiiggvény oo értéket vesz fel.
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Ez pedig valoban egy Dirac deltat jelenit meg.

23 4bra

Ennek alapjan belathatd, hogy

N\ 177 —i(0-a' )t
5((0—60)—%_]} dt

Linearis rendszerek és a Fourier transzformacio

A linedris rendszerek egyik fontos rendszerjellemzé fiiggvénye a G(r) Green-fiigvény volt. Ez a
rendszernek a Dirac-delta gerjesztésre adott valaszfiiggvénye. Ezért, ha rendszerre egy f(r) gerjesztés
hat, akkor az x(¢) vélaszfiiggvénye

A= [£()-Gle-)ar

Ebben a konvolucids integrdlban a kauzalités teljesiilését a Green-fiiggvény biztositja azzal, hogy
G(t—1)=0 ha ¢ >t . Vegyiik mind a két oldal Fourier transzformaltjit. Az eldz3ek alapjan

X(w)=27-G(w) F(w) (XGF)

Azaz a G(a)) is egy rendszerjellemz6 (komplex) fiiggvény, és ,,atviteli fiiggvénynek” nevezziik.
Tehat a Greeen fiiggvény Fourier transzformaltja az atviteli fliggvény.

A szokdasos szimbdélumokkal kifejezve:
7 [6()] = G(o)
Euler alakban irva

G(0)=G(w)-exp{-iy}

Lathat6, hogy a frekvencia tartomanyban kapott (XGF) ,hatds-valasz” linedris kapcsolat egy egyszeri
szorzat alakjdban jelenik meg, az idOtartomanyban felirt konvolucids integral helyett. A kauzalitdst most
a G(w) komplex fiiggvény specialis matematikai tulajdonsdga kell, hogy biztositsa.

Erre még késobb visszatériink.

Most nézziik meg, hogy hogyan alkalmazhaté a Fourier analizis a mi példankon, azaz a csillapitott
harmonikus oszcill4tor esetében.
A jol ismert mozgésegyenlet

X+ 200+ w, x= f(t)
Vegyiik mind a két oldal Fourier transzformaltjat. Mivel tudjuk, hogy
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7x(1)1= X (@)
és
i) =iw X(o)
Ezért kapjuk, hogy
(— @ +i- 200+ a)oz)- X(w)=F(w)

Tehat

Flo)

= 1
X(w)=

(0, -0 )+i-200
Ezt 6sszehasonlitva (XGF) —el adédik, hogy

Glw)= !

(@, -0 )+i-200

Ez pedig a.# [G(¢)] = é(a)) miatt az aldbbi Green-fiiggvény Fourier transzforméltja.

1 .
—-e“sin(@,t) ha t>0
G(1)=1 ,
0 ha <0

Tovabbé G(w)-t Euler alakba rva adédik, hogy

1
(0, -@)+i200

=G(w)-exp{-iy}

Ahol

fg?’(w)=+m
0

Ebben pedig felismerhetjiik az  f(t)=1-cos(ar) gerjesztésre adott Xc (t,0) = G(@)- cos(ax — Y(w))
valaszfiiggvény ismert adatait.
A kapcsolat szemléletessé vélik, ha 6ndlléan is megoldjuk az oszcillator mozgdsegyenletét 1-cos(ar) és

1-sin(er) gerjesztésekre.

Xo + 200, + @, x, =1-cos(ar)

Xs + 20k + @, xg =1-sin(er) |- (i)

Az ismert megoldésok:

xc = X, (@) cos{ar - pw)}
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x5 = X, (@) sinfer - y(w)}

Kombindljuk egymadssal a két mozgasegyenletet és vezessiik be az aldbbi jeloléseket

x(t)= xe (0 +i-xg (1) =X, -expli(r - y)}
£(r)=cos(ar)+i-sin(ax) = expliar}

Ezekkel a mozgédsegyenlet
X+200+w, x =1-explior)
Irjuk be a megoldasfiiggvényt ebbe e mozgasegyenletbe

(— @ +i- 2000+ a)(f) X, -explexpi(ax — y)} =1-expliar}

Az ,,explior}”-vel val6 egyszeriisités utin kapjuk, hogy

G(w)

X, -expl-iy}= (0)2 _w2)+i.2a'a)
0

Joggal meriil fel a kérdés, hogy miért ilyen keriil6 tton kaptuk meg ezt az 0sszefiiggést és miért nem a
Fourier transzformécié formalis alkalmazasaval? A valasz egyszerl. Tekintsiik szoban forgd
mozgasegyenletiinket.

X420+ @, x =1-explior)
Fourier transzformécié utan kapjuk

~

(— @ +i- 200+ a)oz)- X(o)=F (o)
Ahol most

~

F(w):ﬁ’[exp{iat}]

Igen 4m, de az ,,expfior}” fiiggvény nem négyzetesen integralhaté, hiszen
oo oo
ﬂexp{i a)t}|dt = J-l -dt —oo azaz nem létezik!

Ezért a Fourier transzformdcié szamitdsa nem trividlis.

Alkalmazzuk

~

F(w)=s[explior}] :%' “e"‘”]'exp{—ia)t}'dt — oo mint az el6bb!
ﬂ' )

Valgjaban a kapott eredmény (is) egy disztribticié Hiszen a mar ismertetett 0sszefiiggésbol

N\ 1 i —i(o-a' )t
5(60—(0)-5_]} dt

F(w)=5[explior}1=[0(w- )] és (v — &)
De mint azt tudjuk &(0)-t nem lehet értelmezni.
Csak a

f0)= Tf(r)dr

Kifejezést definidltunk.
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MEGJEGYZES: Az ilyen tipustu ,,matematikai nehézségeken” segit a fizikai feladatok megolddsaban a Laplace
transzformacié.

Az energiaspektrum

Tekintsiik kiinduldsul ismét a szabad (alul)csillapitott oszcillator x(f) mozgdsegyenletét. Az

altaldnositott munkatétel szerint (AMT) az oszcillator mechanikai energidja (a csillapitds miatt)
folyamatosan csokken. A leadott teljesitmény, mint azt lattuk:

P, (t)=—k i’
A leadott 0sszes mechanikai energia

E, = [P (dt,
azaz
E,p =—k- [ (i %)dt

Irjuk 4t ezt az integralt tgy, hogy a ., helyett a véltozé az ,,o” korfrekvencia legyen.
Azaz

E, = —je(a))da)
0

Az &(w) neve ,,spektrilis energia siiriiség”. Eszerint az ,,£(w)d®” megadja az (o, w + dw)
frekvenciatartomanyban leadott energia nagysagat. Joggal meriilhet fel a kérdés, hogy miért fontos ez a
fogalom? Ennek oka a kovetkezd. A mikroszkopikus skéldn az anyag atomjai kicsiny rezgd ,,atomi
oszcillatoroknak™ tekinthetok. Ezek az oszcillatorok elektromédgneses hullimok formdjaban energiat
adnak le. A gyakorlati spektroszképia célja éppen ennek az £(@)-nek a megmérése. Marmost az a
kérdés, hogy a mért eredményekbdl tudunk-e kdvetkeztetni a rezgd atomi toltés (klasszikus) dinamikai
tulajdonsagaira. A valasz ,,Igen”. A kovetkezokben megvizsgéljuk, hogy ezt hogyan tehetjiik meg.

A kitlizott feladat azért indokolt, mert a mérések sordn valéban a most meghatdrozasra keriild

£(w) energia spektrumot tapasztaljuk.

MEGJEGYZES: Ugyanakkor tudjuk mdr azt is, hogy az atomok szintjén a klasszikus mechanika helyett a
kvantummechanikét kell haszndlnunk a fizikai modellek magalkotdsakor. Hogyan lehet az, hogy itt mégis a ,,newtoni
modell” viszonylag j6 eredményt szolgdltat. Ennek oka mélyebb kvantummechanikai megfontoldsokat igényel. Itt
kénytelenek vagyunk a majdani szilardtest-fizikai, illetve optikai tanulmdnyokra hivatkozni.

Keressiik meg tehét az £(w) matematikai alakjat!
Adjuk meg a mésodik ,, x ’-ot Fourier integraljaval

+oo

Eyp=—k- | x{ | )?(w)-exp{+iax}-da)}dt
Cseréljiik fel a két integral sorrendjét. Ez megtehetd, hiszen az ,, {w,}” fiiggetlen véltozok. :

Ey =k [ X (a)){TX(t) explian) dt}da)

—oo

De az id6 szerinti integralds Fourier transzformaciéva alakithaté a kovetkezd ,,triikkel”:

)

E, =—k- 2zT§ (w){% +fx(z) expl—i(- )}- dt}d(o,

azaz
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o~ ~ =~ 2 > 2
E,, =k 27 |X(w) X o)do=—k 27 ||X(0) do=—k -4z ||X(®) dw
LE

—oco —o0 0

Itt kihasznaltuk azt, hogy (mivel x(z) valés fiiggvény, ezért)
X(@) = X(-a),

~ 2
valamint |X (a))( sziikségképpen paros fliggvény.

Igy tehat kapjuk, hogy a csillapitott oszcilldtor energia spektruma (vagy ,,spektrilis energiastirtisége”)
2

~

ew)=k-4r-|X

Mivel

X(w)=iw X (o)
Ezért

e(w):k'47z'w2‘5f‘2

Ugyanakkor lattuk azt is, hogy a (alul)csillapitott szabad oszcillator x(z) fliggvénye maga a Green
figgvény. Ezért

e(co):k'47z-co2‘é‘2

Azaz az el6z0ek alapjan

a)2

elw)=4r-k-
(@ - 0*) + 40’0’

Vezessiik be egy 1j véltozot

a
f=2
a)O

Valamint legyen

p=t-t
w, ma,
lgy 2
elw)=ar "B 4z g ()

o (1-&f+p7-80 @

. . . . 1
Konnyen igazolhat6, hogy az ¢, (&) fiiggvény maximuma az @ = @, frekvencidnal van és itt ¢, (1)=— .

A spektrum ,,hizottsagat” az tn. ,fél érték szélességgel” jellemezziik, amelyneka definicidja a
kovetkezo

Ag, ), =&, =&, ahol ¢g(§1):¢s(§z):i

Ennek meghatarozasdhoz meg kell oldanunk az aldbbi egyenletet.

B’ 1
?, (é) = 5 =,
(1-&2)+pe 28
Atrendezés utdn:

2528 =(1-&) + p2&

Azaz



pe=(-¢)

A gyOkvonds utdn
£pe=(1-¢)
FPEpE-1=0

A masodfoku egyenletet megoldva

&, :igi [gjz +1

De tudjuk, hogy &, > 0 kell, hogy legyen. Ezért a gyok el6tt csak ,,+” el6lel llhat, tehét

&, :J_r§+ [gjz +1

Ezért aztan

Afnz = fz _51213
A korfrekvenciara attérve
Aw,, _ L
w, maw,
azaz
Aw,,, = i

Osszefoglalva az eredményeinket a kovetkezokre jutottunk.

a.) A ,,spektralis energia siiriiség” maximumanak a helye a csillapitatlan oszcillator ,, @,”

sajatfrekvencidjanal van.
b.) A ,fél-érték sz€lesség” megadja a csillapitési tényezd értékét.

A Kkauzalitas és az atviteli fiiggvény

Lattuk, hogy egy linedris rendszer esetén a é(w) (4tviteli figgvény) egyértelmiien jellemzi a

rendszer dinamikai tulajdonsdgait. Ugyanis segitségével a ,,hatds-valasz” kapcsolat szamszeriien
meghatarozhat6. Ez a kapcsolat az ,,»” korfrekvencia tartomanyban ,,nagyon egyszerii”.

X(w)=27-G(w) F(w)
A matematikai nehézségeket mintegy a Fourier transzformdciora helyeztiik at.
Az el6z6ekben mar jeleztiik, hogy érdemes megtudni, hogy melyek a é(a)) -nak azok az

altaldnos (rendszer-fiiggetlen) tulajdonsdgai, amelyek a kauzalitas fizikai kovetelményét teljesitik.
Ugyanis, ha ezt tudjuk, akkor ,,rapillantva” a z atviteli fliggvényre meg tudjuk mondani, hogy a
rendszeriink kauzalis-e vagy sem. Ez sok folosleges szdmoldstdl szabadit meg minket.

39
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Az elkovetkezOkben, ezt fogjuk meg vizsgalni, a konkrét példdnkon (alulcsillapitott
harmonikus oszcillator) keresztiil.
Az atviteli fiiggvény jol ismert:
~ 1
Glw)=
(@) (@} - @ )+i- 200

Mint azt tudjuk, ez a G(¢) Green-fiiggvény (Dirac delta gerjesztésre adott valasz) Furier transzformaltja
7[G(t)] = G(w)

=0 ha r<0
G(t){
#0 ha r>0

ahol

A kauzalitast Green fiiggvénynek ¢t <0 tartomanyban valé ,.eltlinése” biztositja. A kérdés az, hogy
hogyan jelentkezik mindez a G(a)) ban. Ebben a fejezetben erre keressiik meg a valaszt.

Hat4rozzuk meg azon ,, @ korfrekvencidkat, amelyeknél a 6(60) -nek a nevezdje zérus. Ezeket a

frekvencidkat a G(w) ,,p6lusainak” nevezziik.

Jelen esetben ezek konnyen kiszamithatdk, hiszen
(@2 - @*)+i-200=0

Elemi atrendezés utdn az egyenlet megoldasa

+@’ —i-200-®; =0

w, =iatyia) +a} =ia+w} -a* =ia+w, e {Komplex szamok }

|J-
x— -1 -
=
|
25.Abra

Tehat a pdlusok a komplex sik felsd részén (Im>0) vannak. Mostantdl kezdve @ -t komplexnek
fogjuk tekinteni és (ezért) @ -al fogjuk jelSlni.

Ahhoz, hogy lassuk azt, hogy é((?)) -nak mely tulajdonsdga jelenti a kauzalitds megvaldsuldsat
egy kis matematikai kitérot kell tenniink. A komplex fliggvénytan eredményeit igen gyakran hasznaljuk
a klasszikus fizikai modelljeinkben is. Ennek egyik oka az, hogy a komplex fiiggvénytan egyes tételei
viszonylag egyszerl formaban adnak olyan eredményeket, amelyek a valos fiiggvények halmazan
nagyon bonyolult szamitasokat igényelnének. Ez a komplex szdmok elemi tulajdonsdga miatt van igy.

Matematikai kiegészité (a komplex fiiggvénytan néhany alapfogalma)

Most két alapvetd tétellel kell megismerkedniink. Ezekkel mar a ,,Komplex fiiggvénytan”
bevezetd fejezetiben taldlkozhatunk. Alapvetd fontossdguk innen is sejthetd. Nem toreksziink
matematikai precizitdsra. Ezt atengedjiik az éppen most futé matematikai tantargyaknak. Csak annyira
lesziink pontosak, amennyire a példankban szerepl6 ,,csillapitott oszcilldtor” targyaldsdndl sziikség van.
Azaz minden gorbe vonal elegendden sima, minden tartomény topoldgidja megfeleld, stb...

Az alapvet6 tételek a kovetkezok

a.) A derivalhatésag ,,Cauchy-Riemann” feltétele:
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Adottegy f(z) ,.komplex véltozés komplex fiiggvény”. Azaz mind az ,,f* , mind pedig a ,,z”” komplex
szamok és

f=u+iv
Z=x+1iy.
PSR a _ . AN ) . .
Az f(z) akkor derivélhat6, ha & = grr%) " hatarérték egyértelmii, azaz a ,, Az” irdnyatdl fiiggetleniil,
74 ~YAZ

mindig ugyanazt az eredményt adja. Ne felejtsiik el, hogy komplex sikon egy adott pontot végtelen sok
iranybdl megkozelitetiink!). Ekkor viszont vélaszthatunk specidlis irdnyokat

Legyen pl.
[Az], =iAy és
[Az], = Ax .
Ekkor a derivalhatésag feltétele az, hogy
) [ﬂ}
Ldz], ldz],
Ahol:

_d_f_ _ of :8u+a(iv)_ du  Jv
Ldz], dy)  d(y)

——+
dy Ody
_ﬁ_ :a_f:8u+a(iv):8_u+i&
| dz |, ox ox ox  Ox

y

A kettOt 6sszehasonlitva adédnak a derivalhat6sag sziikséges feltételei. Ezek az in. Cauchy-Riemann
féle egyenldségek, azaz

o w_
dy ox ox dy

A derivalhaté f (z)—ket ,regulédris”-nak nevezziik.

26.4bra

b.) ,,Cauchy-féle integraltétel”

Adott egy mindenhol derivalhaté (reguldris) f(z). Ekkor tetszoleges zért gorbére

§f(z)dz =0

A szemléletes bizonyitéds a kovetkezd. ,,Hal6zzuk™ be a zart gorbe dltal koriilhatarolt feliiletet. Ekkor
nyilvanval6, hogyha akarmelyik kicsiny négyzetvonalra igaz a fenti tétel, akkor az egész zart gorbe
vonalra is igaz. Ezért elegendo ,,csak” egy kis négyzetet vizsgdlnunk.



27.4bra
g :
\ @ — X @
Jé-\c!\i 7
_d\g C)“ﬁ
e
; |
EEE e
O‘ i e W Adx
\ \
28.abra

A négyzet csticsait rendre {1.2.3.4}szamokkal jeldljiik. Ekkor
§ f(2)dz = §(udx —vdy)+i jﬁ(vdx —udy)

1234 1234 1234
Elegendden kicsiny négyzet esetén, irhatd, hogy:

3§(udx - vdy)=u(y) cdx—v(x+dx)-dy+u(y+dy)-(—dx)—v(x)-(=dy) =

1234

=—[u(y +dy) —u(y)] dx—[p(x+ dx) - v(x)] - dy

Osszuk el mind a két oldalt (dx - dy)-al.
L e vay)=- ey +ay) —u(n] Ge+dy—vo]_ [u, av)_
dxdy 3., dy dx dy Ox
Hasonl6 képpen adddik Az integrdl komples részére is

ou v
dx —udy)=| 2% -2 | =0
dxdy lifv x - udy) L)x ay}

A jobb oldalak azért nulldk, mert ezek éppen a Z’_f derivélhatésdgra vonatkozo un. Cauchy-féle
Z

feltételek.
Linearis rendszerek leirasa komplex fiiggvényekkel

Tekintsiik ezek utdn a csillapitott oszcillator atviteli fiiggvényét

- 1 )
dww¢—ﬁhﬁm@%
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jeloljiik:
d=w +iw”

Lattuk, hogy a é((?)) polusai (w,, =it w,) a fels6 félsikon vannak. Ezért a ,,Cauchy-féle
integraltétel” szerint a kdvetkezd integrdlnak zérusnak kell lennie

G_(t) §c~;(a~))-exp{ic7)¢}-da)=o
ALSO
ZART
FELKOR

29.4bra

Bontsuk részekre e zart gorbét. Haladjunk elészor a valés tengelyen, majd az ,,r”” sugard félkoriven.
A konvenci6 szerint (aminek az okdt majd késobb meglétjuk) dgy kell ezt tenni, hogy a zart gorbe
belseje mindig baloldalt legyen. Ekkor irhatjuk, hogy

— 0
G_(r)= Ié((o’) exp{ia)'t}da)'+li_r>g jé(r : ew)- explio’t — &'t} (r : ei’/’iqu): 0

Az elsé tag a Green fiiggvény (-1) szerese, azaz ,,— G(r)”. A masodik tag 4trendezhet

Ti -expliow’t +ig}- li_rg{r : é(r e’ )} exp{- @'t} do
1
2

r

Tekintsiik az utolsé két tényez6t. Lathatd, hogy ,,r — o esetén G - — . Az als6 fél sikon vagyunk,

ahol Im{@}= " < 0 és ezért @ = —|w’|. Ezek miatt frhatjuk, hogy:
-Gl expl- )= tm =] [imexpl )1
Most donteni kell a ,,r” idéparaméter eldjelérdl. Ha ¢ > 0 lenne, akkor
+|@’| -t
exp{ |a) | }_) -
r

és igy a Cauchy-féle integraltétel nem teljesiilhetne. Tehdt az als6 fél-sikon ¢ < 0 kell, hogy legyen.
Ekkor viszont az alsé félkoron vett integralds értéke zérus lesz, hiszen

expl—|@” -t

ptlo’dt
r

Tehat az eddigiek értelmében azt kapjuk, hogy

ha (r, o' —> oo )

ha (r,|@] — =)

G_(r)= Ié(w’)- expliot}da’ + 0= -G(r<0)=0

Tehat a kauzalités teljesiil.
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Osszefoglava:
A linedris rendszer akkor kauzlis, ha a é(&)) atviteli fliggvénynek nincsen pélusa az alsé

félsikon. Ez pedig a é((?)) ismeretében konnyen eldonthetd.
Ezek utdn tekintsiik a kovetkezd, zart gorbére vett integralt

G, (1>0)= §6(5))'exp{i5)t}- da
FELSO
ZART
FELKOR
Erre természetesen nem alkalmazhat6 a ,,Cauchy-féle integraltétel”, hiszen a é(&)) a pélusokndl nem

derivalhato.

30.4bra

Az elobbiekhez hasonldéan
G.(r>0)= I@(w’)- explio't}de’ +ji -expliow’t +ip}- lim{r Glr-e' )} exp{- @'t} do
oo 0
Mivel a felsd félsikon vagyunk, és ,,r>0”, ezért @'t > 0. fgy a masodik tag (,,félkoriven vett integral”)
eltinik. Kaptuk, hogy
G.(r>0)= I@(w’)- explio'tlde’ = G(r >0)

Ezt az integralt mar meghatéaroztuk egyszer és ez valéban a Green fiiggvény.
A komplex fiiggvénytan szépségét és igen hasznos voltat mutatja az, hogy ezt G(f > 0)-t a
kijelolt integralas nélkiil is ki tudjuk szdmitani. Az erre szolgélé tétel neve a ,,reziduum tétel”.

Kramers-Kronig relaciok

A komplex fiiggvénytan lehetdséget ad arra, hogy felderitsiik a kapcsolatot 5(5)) valds és
képzetes része kozott. Legyen
G(@)=G'(@)+iG" (@)

Tekintsiik a kdvetkezd, zart gdrbére vett integralt.

31.4bra
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G@) -
Llw,)= § ~ (@) d@=0
, 0-0,
ALSO
FELSIKON
Az integrandusban 1év6 — komplex fiiggvénynek a polusai egyrészt a nevezdben 1évé @, ,
D— o,

masrészt a 6(5)) pOlusai. Mint lattuk a kauzalitds miatt ez utobbiak nem lehetnek az alsé félsikon, az
w, ,pedig a valds tengelyen van. Itt alkalmazhaté a ,,Cauchy-féle integraltétel”, mert a ,,trikkkdsen”
felvett zart gorbe nem tartalmaz pdlusokat. Bontsuk fel a zart gorbét harom részre.

8§=8rt8a T8k

Az el6z6ekben bemutatott gondolatmenetet kdvetve konnyen beldthatd, hogy az ,,R” sugard, félkoriven
vett integral értéke

lim f;(“’) déd=
)
8

Igy irhat6 tovabb, hogy

B 5 D A e

L(a)v)=—j Gle) da)—j G(o) da)+j ~G(a)) d=0 LCO
L 0— @, L w—-, RORNO}

Ahol az integralasi hatarok és kontdrok:

A — —o0

B=w, ¢

B=w, +¢&

D — +oo

E = ,, &7 sugaru félkoriv és £ — 0

Az els6 két tagot ,,0sszevonva” értelmezziik és a neve ,,f0érték integrdlds”. Ennek jelolésére a kovetkezd
szimbd6lumot hasznaljuk

i S

MEGJEGYZES: A f&érték integralds , triikkjének” a
megyvildgitdsara szimoljunk ki egy egyszerli numerikus példat.

L0 i

324bra
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Ha a ,,hagyomanyos mddszert kovetjiik, akkor kapjuk, hogy
L= [ln(x - 2)]3 =In4 —In(- 2) = nem értelmezhets
Foérték integralassal kapjuk a kovetkezot:
7 odx ¢ dx 2-E 6
L= Pj - | + | =[infx =2/ + [infx 2] =
x=2 5 x=2 ix=2 "
_(1nE—1n2) + (In4—InE)= In2

Az LCO harmadik tagjat jeloljik L (@ )Val

G(@) ~ 1~ 1~ =

L. (w,)= +lim nd G(a))i @_wvda)_G(a)‘,)iE-dE_G(a)v ;[E (E)(— ido)
Ahol bevezettiink egy 1j jelolést

E=a-o,

E= E-exp{-ig}

d@=dE = E(-idg)

33ébra

Ezzel adédik, hogy

Ly(o,)=G(@,)- [(-idp)=G(®,)- (- ix)

0
és igy a kovetkezo Osszefliggéshez jutottunk.
P[99 i () (- iz)=0
s O—,

Azaz

Glw)="" PJ-MdaH:O

T -,

Ide beirva a

G(@)=G'(®)+iG" (&)
Kapjuk

/(@) +iG7 (@)= pj G@) 4y 1 pj Gl ,,

 0—-o, ' O—- o,

Ezzel sikeriilt kapcsolatot teremteni az atviteli fuggveny valos- és képzetes része kozott

G'(a)v): _l. P de

T -0,
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T G'(w)

G”(a)v)=+l-P dw
r o-o

o

Ennek a neve ,,Kramers-Kronig” relacidk. Ez szintén a kauzalitds kovetkezménye. Ennek a torvénynek
nagy gyakorlati jelentdsége van. Ha ugyanis valamilyen nehézség miatt az 4tviteli fliggvénynek csak a
val6s, vagy a képzetes komponense mérhetd, akkor a mésik kiszamolhat6. Ezzel a rendszer teljes
dinamikai viselkedése megismerhetd. Erre még majd az Elektrodiamikdban visszatériink.

Az oszcilldtor példdjandl maradva a G(@)=G'(@)+iG”(®) felbontdsra a kovetkezdket kapjuk

N
G
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o m £
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34.abra



