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Mechanika

1.1. Egyetlen tomegpont kinematikaja

A kinematika a mechanikai rendszerek mozgdsdnak a leirdsdval foglalkozik. A bonyolult rendszerekhez az ut
az egyetlen tomegpont vizsgalatin keresztiil vezet. Ezért elso 1épésként nekiink is ezzel kell foglalkoznunk.

Egy tomegpont mozgasdnak az ismerete azt jelenti, hogy tudjuk azt, hogy a pontszer test egy tetszéleges t
idépontban hol van. Mivel egy pont helyét a térben egy r helyvektorral adjuk meg, ezért a fenti kérdésre a
vélaszt az r(t} fiiggvény ismerete jelenti. A tomegpont a mozgasa sordn egy palya mentén halad. A palya tehat
az a térgorbe, amelyen a tomegpont végigmegy. A matematikdban egy térgorbét egy rii) fliggvény ad meg,
ahol a 1 egy skalar paraméter. -t matematikailag igen sokféle médon lehet definidlni. A fizikai szemléletessége
miatt a kinematikdban mi kétféle paraméterezést hasznalunk.

A 1=s5s esetén az s az a tdvolsdg, amelyet a tomegpont egy s = 0 kezdépontbdl indulva a térgorbén befutott.
Természetesen a pdlya mentén befutott s tdvolsdg és a t id0 egymdssal szoros kapcsolatban van. Az s(t)
fliggvény a pont mozgdsanak egyik fontos kinematikai jellemzdje.

1.1.1. abra

Idon itt azt a ,mennyiséget” kell érteni, amelyet az inerciarendszerben elhelyezett ,,stopperéra” mér. Ez a
praktikus definicié (m.m.: ,,az id6 az, amit az éra mér”’) most szamunkra egy jé darabig elegendd lesz. Az id6
fogalmanak preciz kifejtésére csak a specidlis relativitdselmélet és a kvantummechanika sordn keriilhet sor.
Filozofiai kérdésekkel ezen tantargyon beliil a sziikségesnél tobbet nem foglalkozunk.

A kinematika feladata, hogy ,,0da-vissza” meghatdrozza a kovetkez6 adatsort:

di’!
rlt] = M) = # = M) < .. = Fr{ﬂ.

Az id6 szerinti derivéltat ¢-al jeloljik és ,r pont”-nak mondjuk! Kérjiik, hogy ne hasznalja az ,,r potty”
kifejezést! Mint az ismeretes, a Newton-féle mozgastorvény miatt elegendd, ha az #(t) gyorsulasvektorig
eljutunk. A magasabb rendl derivaltakra csak specidlis esetekben lehet sziikség.

A legegyszeriibb mddszer az, ha felvesziink egy koordindtarendszert és abban megadjuk az r(t) fliggvény skaldr
komponenseit, majd ,,legyartjuk” az id6 szerinti derivaltakat. Descartes koordindtarendszer esetén ez csak az x,
v, = skalar komponensek iddderivaltjait jelenti. Gorbevonali koordinatdk esetén a helyzet bonyolultabb. Itt
ugyanis az egységvektorok irdnya fiigghet attdl, hogy a tér melyik pontjdban vagyunk. Ezért aztan a tdmegpont
mozgdsa soran az egységvektorok idé szerinti derivaltja mar nem lesz zérus. Igy a formuldk meglehetésen
,bonyolultak™ lesznek.

1.1.1. tabldzat
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Az 1.1.1. tdblazatbdl kiolvashatok pl. a kormozgds kinematikai adatai. Célszerli henger koordindtarendszert
haszndlni. Torténjék a mozgds az xX¥-sikban 1évé ¢ origd centrumu R, sugard korpalydn. Azaz most z =0 és
R =R, = illandd. Ezért kapjuk, hogy
r=He;,
r=HRyp-e, =v-e,
= —Ryo’ eg + Ry "By = —Rpw?® - eg + Ryed - €y

Bevezettik az w =g szogsebesség fogalmat és a pont v = Ryw (pdlyamenti) sebességét. A formuldnkban
természetesen ,,automatikusan” megjelent a centripetdlis gyorsulds is:

Row? = —
O = —Rpw* = ——,

cp ] RD

A késdbbiek sordn (féleg a kiterjedt testek forgdmozgédsdnak a tanulmanyozdsakor) igen hasznos lesz egy Uj
fogalomnak, az « szogsebesség-vektornak a bevezetése. Ez az imént haszndlt « szogsebesség fogalmanak az
altalanositasa. Erre azért van sziikség, mert valdjdban a kormozgds is egy térbeli palyan torténik, de eddig a
koordinatarendszeriinket ugy vettiik fel, hogy a korpalya az ¥¥-sikban legyen. Azaz z mindvégig 0 volt. (Az
egyszeriiség végett az origét a korpalya centrumédba helyeztiik.)

Az Aéltaldnositdsnak a moddja az, hogy a kormozgast jellemzd két fontos informdciét, nevezetesen az w
szogsebességet és a mozgds sikjanak a térbeli helyzetét egyetlen fogalomban egyesitjiik. Tudjuk, hogy egy sik
helyzetét a (sikra merdleges) e, normalis egységvektorral szoktuk megadni. Ezért az w = @ - e, médon definidlt
szogsebesség-vektor jo fogalomnak tiinik. A kovetkezOkben ezt fogjuk belatni.

1.1.2. abra

Tekintsiink egy e, helyzetli sikot. Az ebben vizsgdland6 R, sugaru kormozgds forgdstengelye legyen a (1.1.2.
abra). Bevezethetd a de (infinitezimadlis) elfordulds-vektor, amely az a tengellyel parhuzamos, nagysdga a
tengely koriili elfordulds dg szoge €s irdnya olyan, hogy a dg elfordulds irdnyat jobbkéz-szabdly alapjan
hatdrozza meg. A tomegpont helyzetét (alkalmazkodva a ,,térbeli” leirdshoz de matematikai egyszerliségre is
torekedve) az a tengelyen felvett tetszéleges © pontbdl mért r helyvektorral adjuk meg. A tomegpontnak a
korpélydja menti dr elmozduldsat elemi médon megkaphatjuk:

dr = Ry - dg.

Ugyanakkor lathatd, hogy R, = =sina, ezért

dr = v -deg-sing

Igy aztén a pont dr elmozdulds-vektora gy irhat6, hogy:
dr = dg = r.

A tomegpont v = 1 sebessége pedig:

dr  deg .
dt_dtxr’ azaz F =& X,



hiszen de/dt = ¢ = w. Ezzel a feladatunkat teljesitettiik.

Egy adott koordindtarendszerben, az r{t) altaldnos térbeli mozgds ismeretében, a sebességvektor €s a
gyorsuldsvektor formdlisan kiszamithaté. Az eredmény legtobbszor egydltaldn nem szemléletes , mert a hdrom
vektor egymashoz vald (geometriai) viszonya a kapott formakbol nehezen olvashat6 ki. Ezért a kinematikédban
azt a megoldast vélasztjuk, hogy a sebesség- €s a gyorsuldsvektorokat a tomegpont pdlydjdhoz viszonyitva
hatdrozzuk meg. Ez egyfajta geometriai szemléletet jelent, hiszen a tomegpont adott helyén a sebesség és a
gyorsulds mint lokdlisan megadott vektorok jelennek meg.

A fenti egyszerl kormozgdsos feladatnal kimondatlanul is ezt csindltuk. Erre a mozgas specidlis volta adta meg
a lehetOséget, nevezetesen az, hogy a henger koordindtarendszer konnyen ,illeszkedik” a kormozgds
pélydjahoz. Altalinos térbeli mozgasokndl természetesen ez egyéltaldn nincsen igy. Sziikséges tehat egy
altalanos elvi moédszer kidolgozasa.

s=t=10

1.1.3. abra

Mivel a pélyat magat az r(s) figgvény adja meg, ezért célszerli lesz, ha az idéderivaltakat az r(s(t)) Osszetett

fliggvénybdl szamitjuk ki. Haszndlva a kozvetett derivdlds miiveletét, a sebességvektor a kovetkez6 moédon
adodik:

d d d
v = r=Er{s{i‘:]]| =Es{i':] Er{s:] =¢-r'(s).

Itt és a tovdbbiakban a vesszdvel az s uthossz szerinti derivaldst jeloljiik. r'-nek igen szemléletes geometriai
jelentése van. Ugyanis:

. . br
= fim =
v vit)
e, £
P
Ar
a b.

1.1.4. abra

Hiszen, mint az az 1.1.4.a. dbrabdl kitiinik a larl — As. Azaz r" a pdlya érint6 egységvektora, amit e,-vel jelolink
és tangencidlis egységvektornak neveziink. Tehdt a sebességvektor mindig érintd irdnyd vektor és a nagysiga
s-al egyenld. Ezért aztan irhatd, hogy:

V=58 = Ve,
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Nyilvanval6, hogy az ris) térgorbe (a pont pdlydja) s szerinti derivdlasa magardl a palya geometriajar6l
szolgéltat adatokat, hiszen kozvetleniil (,,explicite”) a ¢ idéparamétert nem tartalmazza. A gyorsuldsvektor
(1.1.4.b. abra) hasonl6 moédszerrel szamolhato:

d dv ds dwv

a=F=¥=_v=—r =

Ugyanakkor

de  d dr dey dv di de; dr 1 dey
T TR R el o e L

Ezt beirva a kifejezésébe, a gyorsuldsra azt kapjuk, hogy:
a=v-e +vie

Hatra van még az érintd egységvektor e; uthossz szerinti derivdltjdnak a meghatirozdsa. Ez szintén egy
geometriai adat lesz, hiszen a pédlya adatai (a mozgastdl fiiggetleniil) egyértelmiien meghatarozzak.

P(s)

Pls + 4s) A
= (Pl Et{,s:]

-
g (s + As) e.(s + As)

1.1.5. abra

Az eljards az 1.1.5. dbran egyértelmlien kovethetd. A térgorbe két igen kozeli P(s) és P(s +4as) pontjdban
definidlt e (s) és e.(s + As) érintd vektorok egy sikot hatdroznak meg. Ebben a sikban fekszik a két pont kozotti
palya is. Ha az egységvektorokra (a széban forgd sikban) m(s) €s mis + As) merdleges egyeneseket rajzolunk
akkor ezek egymast egy 0 pontban metszik. Elegendden kicsiny as esetén nyilvanvald, hogy

OF(s) = OP(s + As) = R,

Az R, neve gorbiileti sugdr €s a reciprokat gorbiiletnek hivjuk. Természetesen egy éltaldnos térgorbénél az 0
nem egy fix pont €s R,(s) is valtozik a gorbe mentén. Ha specidlisan olyan pdlyit tekintiink, ahol az @ pont
nyugalomban van €s az &.(s) = R, dllando, akkor ez nyilvanval6an egy kormozgas pélydja lesz. Ez viszont azt is
jelenti, hogy egy tetszdleges mozgas mindig felfoghat6 ugy, mint pillanatnyi kormozgédsok egymadsutanja.

1.1.6. abra

Nyilvdnvald, hogy kapcsolat kell, hogy legyen az R, €s az e.(s) megviltozdsa kozott. Az 1.1.5. dbra alapjén
lathato, hogy a

Ae, = e,(s + As) — e, ()



6
egységvektor-valtozds merdleges e.(s)-re. Ezt a merbleges irdnyt az e, normdlis egységvektorral jeloljik.
Felhaszndlva az ivhosszal val6 szogmérés elvét tudjuk, hogy ds = R, - dp. Ezért tehat:

He, Ag dg deo 1

A s e fm e T e T Rap TR

[rhat6 tehat, hogy:
d 1

L=
dt ' R,

[

Beirva ezt a gyorsulds formuldjaba, adodik, hogy:

ahol természetesen irhatd, hogy v =3 EbboOl szépen leolvashatd, hogy a gyorsuldsvektornak van egy
sebességgel parhuzamos €s egy arra merdleges komponense. Az egyik a sebesség nagysdganak, a mdasik a
sebess€g iranydnak a megvaltozasat jellemzi. Lathato, hogy R.(s) = R, élland6 esetén az altaldnos kormozgés
(jol ismert) kinematikai egyenleteihez jutottunk. Osszehasonlitva a (XXX) egyenlettel 14that6, hogy e, = e, €S
e, a kor centruma felé mutat, tehat a polarkoordinétds ez-nek a —1-szerese.

(=)

bis} bis + As)

pdlya “WE

1.1.7. dbra

Altaldnos térbeli mozgasndl a tangenciélis és a normdlis egységvektorok a pillanatnyi kormozgds sikjat adjdk
meg. Ennek a siknak a térbeli helyzetét a binormalis egységvektorral jellemezhetjiik:
b =e, xe,.
Sikmozgas (sikbeli palya) esetén b allandd, térbeli palya esetén pedig bis)} dllanddan véltoztatja az iranyat. A
palya ,térbeliségének” a jellemzésére szolgdl a T torzid, amelynek definicidja a kdovetkezd:
_ . AB 4B
r= _'.l.éTDE T ds
ahol Af jelenti a bi(s) és a b(s + As) egységvektorok kozotti szoget.

Igazak a kovetkezd (egydltalan nem nyilvanvalo) osszefiiggések (a bizonyitast az Olvaséra bizzuk):

| x ¥ lr" =) -e™ | = #) - 1

i |rr>< rrrl —

R, b rxrvl T E =2

Léthat6 tehdt, hogy két fontos geometriai adat (a palya R, gorbiileti sugara €s a pélya T torzidja) egyardnt kiszdmithaté a
palyara jellemz0 s paraméter vagy a mozgdasra jellemz0 ¢ id6 paraméter szerinti derivalasokkal.

1.2. Egyetlen tomegpont altalanos dinamikaja

1.2.1. Torténeti bevezeto

A dinamika a mechanikdnak az a része, amelyik a mozgds okaival foglakozik. A ,miért”-re ad valaszt,
ellentétben a kinematikdval, amelyik csak a ,,hogyan’-nal foglakozik. ISAAC NEWTON (1643-1727) fogalmazta
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meg el0szor azokat az alaptorvényeket, amelyek segitségével meg tudjuk magyardzni, hogy a testek miért
éppen ugy mozognak, ahogyan azt egy adott esetben teszik.

LEgi” és ,foldi” megfigyelések és a megfigyelt mechanikai mozgdsok szdmszer(i leirdsédnak sokasdga jelentette
az utat a newtoni torvények felismeréséhez.

NEWTON maga mondta:
,.Ha tdvolabbra ldttam mdsokndl, azt azért tehettem, mert oridsok vdlldn dlltam.”

TYCHO BRAHE, GALILEI GALILEI, JOHANNES KEPLER, RENE DESCARTES, CHRISTIAAN HUYGENS voltak ezek
az ,,0ridsok”. Ezen megismerési tt végét NEWTON miive,

a PHILOSOPHIZ NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA jelentette (1687).

Autore § 5. NEIWTON, Trin. Coll. Cantab. Soc. Mathefcos
Profeffore Lucafieno, & Societatis Regalis Sodali.

IMPRIMATUR-
S.PEPYS, KgSc PRESES
Felii 5. 1686

LONDINI

Def. L

Quantitas Materie oft menfura cjufdem orta ex illins Denfitate ¢
agrituckine. conjanFisn.
Er duplo denfior in duplo fpatio quadruplus eft.  Idem
incellige de Nive et Pulveribus per compreflionem vel fique-
faifionem condenfatis.  Ex par eft ratio corporum omuium, que
per caufas quafcung; diverfimode condenfantur.  Medii interea,
i quod fuerit; interftitia partinm libere pervadentis, hic nullam ra-
tionem habeo. Hanc autem quantitacem fab nomine corporis vel

alio dsto angulo ordmatin ap-
plicentur BD, EC, cnose-
currentesin B, C; dein punéia
B, C accedant 2d pusSiren A:
dicoquod avee. triangulorin
ADE, AEC erwat ulrimo ad
imicam in duplicata vatione L=
terum.
Erenim in AD produdta ca-

piantur Ad, Aeiplis AD, AE

proportionales, & erigantur or-

[ R] [a1]
Nam producante AB, AD, ARadb, dir. Tpi RD
agatur parallcla rbd, & aresi AB fimili ducaur arcus Ab.
PHILOSOPHI E Coeuntibus pundis A, B, angolus bA d
vanefcer, & propterea triangula tria A |3 d
PHILOSOPHIAE TR TS i el e =Sy
pomine fimilis & equalia. Unde & | =
NATURALIS hiee femper fimilia S proportiomlia | 3
N A T u R A L I S RAB, KP;B, RAD fient \ldrimo fibi R
0 . invicem fimilia & xqualia. 0_E. D. |
P R I N C I P I A Pi‘lnCI ia ‘Grol. Ehine triangua i1 inotuide
p rationibus ultimis argumentatione pro fe
invicem ufurpari pofiunt. e
MATHEMATICA MATHEMATICA Lonma .
Si refta AE & Curwa AC pofitione dite o mato focon in amgnlo
- ad relam il i
Definitiones. LaCAL i

e

o od s

dinate db, cc ordiatis DB, EC parallele & proporcionales.

Producatwr A€ ad ¢, ducatur curva Abeipli ABC fimilis, &

Maffz in fequentibas paflim intelligo. Innorefcic <a. per corporis eu-
jufgs pondus. Nam ponderi proportionalem effe reperi per cx| carzin #,G,f,g. Tum cocant punta B, € cum punéo A, &
rimenta pendulorum accurarifimeinflinuta , uti pofthac d anguloc Ag evancleente, coineident arez curvilinex Abd, Ace
tur, cuni redtilineis Afd, Age, adeogs per Lemma V; eruntin du-

B Def. plicata

Julla Swicratis Regie ac Typis Tofephi Sweater. vlrlom: apud refla Ag tangatur curva utrag; in As & fecantar ordinatim appli-

plures Bibliopohs. e MDCLXXXV

Néhany oldal a Principia elsé kiaddasabol (1686)

Megsziiletett a mai értelemben vett fizika tudomanya. Mdr a mii cime is lényeges, hiszen a természetfilozé6fia
matematikai elveirél beszél. Ez mintegy vdlsz GALILEI alapvetd felismerésére, amely a mai modern
természettudomany (és az ezen alapulé technikai civilizacionk) egyik alapkdve. Eszerint ugyanis: ,,A
természet nagy konyvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e konyv irva van, és az a nyelv:
a matematika.” Ez a fontos tény NEWTON munkdssidgdban konkrét alakot 6lt6tt, hiszen NEWTON felismerte azt
a matematikai nyelvet is (ez a differencidl- és az integrdl-szamitds), amellyel a Természet (a mechanikai
jelenségeknél) sz6l hozzank. Természetesen az azéta eltelt tobb mint 300 év alatt sokan és sokat foglalkoztak
mechanikdval. A NEWTON dltal megfogalmazott torvények (a lényegiik megtartdsa mellett) letisztultak és
absztrakt matematikai modellé fejlédtek. Ma mar ebben a formédban fogalmazzuk meg Oket.

NEWTON torvényeit (axiémait) tomegpontokra mondjuk ki. Ez az a modell, amelyen a matematikai szamitdsok
egyértelmiien elvégezhetok. A valddi, kiterjedt testeket tomegpontok sokasdgaként modellezziik majd. Az itt
felismert torvények mar precizen alkalmazhatéak a minket koriilvevé véges méretli (tetszdleges
halmazéllapoti) tairgyak mechanikai viselkedésének a tanulmédnyozasara. A kovetkezdkben ezt az utat kovetjiik.

Az altalunk felismert természettdrvények Un. kerettorvények, azaz pontosan meg tudjuk (meg kell tudnunk)
mondani azon jelenségeknek a korét, amelyeknek a megmagyardzdsara szolgalnak. Ilyen a newtoni mechanika
is. A Newton torvények fénysebességnél sokkal kisebb sebességgel mozgd, makroszkopikus méretii testek
mechanikai viselkedését modellezik. Ezt nevezziik klasszikus mechanikdnak.

A klasszikus mechanika dltaldnositdsa nagy sebességek esetén a specidlis relativitdselmélethez, mikroszkopikus
(atomi méretek) tartomanydban pedig a kvantummechanikdhoz vezet. A modern fizikanak ezek a fejezetei
természetesen nem hatédlytalanitjdk a Newton torvényeket. A newtoni modell (éppen azért, mert ,,csak” modell)
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tovdbbra is igen pontosan megadja a klasszikus testek mindennapi dinamikdjat. S6t, mind a specidlis
relativitdselmélet, mind pedig a kvantummechanika hataresetben vissza kell, hogy adja a newtoni
mozgastorvényt. Ezt nevezziik korrespondencia-elvnek. Az elméleti fizika egyik igen fontos feladata ezen
modellek kozotti viszonyrendszer bemutatdsa.

1.2.2. A tomegpont mozgasegyenlete

A newtoni mechanikéval a Kisérleti Fizika tantirgy keretében mar részletesen foglakoztunk. Az ott szerzett
ismereteket adottnak tekinthetjiikk. Tehat pontosan tudjuk a tomeg és az erd fogalmak fizikai jelentését. Itt és
most ,,csak” atismételjiik az ott megtanultakat. Esetleg mds néz6pontbdl tekintiink az ott kapott eredményekre.

Tekintsiink egy m tomegli pontszeri testet. Ezt nevezziik tomegpontnak. Ez a tomegpont az 6t koriilvevo testek
hatdsdra valamilyen r{t) fliggvény szerint mozog. Az r(t) fiiggvényt egy olyan vonatkoztatdsi rendszerben adjuk
meg, amelyben a Newton torvények igazak. Ezt nevezziik inerciarendszernek. (1asd: Newton 1. torvénye).
Ennek a matematikai modellje egy koordinata rendszer lesz.

A testek hatdsat a tomegpontra hat6 erdkkel adjuk meg, amelyek matematikai modellje az erdvektor (Newton 4.
torvénye). Ha a tomegpont N darab testtel van kolcsonhatasban, akkor a red haté eredd erd:

¥
F= Z FE'

i=1
A tomegpont mozgasegyenletét Newton 2. torvénye adja meg, amely szerint:
p=F
ahol bevezettiik a tomegpont impulzusdnak a fogalmat, azaz

p = mr.

1.2.1. abra

Az erdk forrdsa a tomegpont és a testek kozotti kolcsonhatds. A hétkdznapi életben a minket koriilvevd
makroszkopikus testek kozott csak akkor 1€p fel erdhatds, ha azok kozvetleniil érintkeznek egymadssal. Ezért a
tomegpontnak is érintkeznie kell a red hato testekkel. Ugyanakkor ,.érezhetden” jelen van a hétkdznapjainkban
egy olyan erdhatds is, ahol nem kell, hogy a tomegpont kozvetleniil érintkezzen a testtel. Ez a gravitdcié. Nem
véletlen, hogy a PRINCIPIAban NEWTON kidolgozta a Newton-féle gravitdacio elméletét is. Ez kellett ahhoz,
hogy az erOhatdst a mozgdsegyenlettdl fiiggetleniil is tudja definidlni. NEWTON természetesen még nem
ismerhette az elektrodinamikat. Nem tudott az elektromos toltéssel bird részecskék és az elektromédgneses tér
kolcsonhatdsairdl. Nem volna sziikségszer(, de tapasztalati tény, hogy a Newton torvények az elektromagneses
mezdben mozg6 tomegpontra is érvényesek.

Mindenfajta erd Un. lokdlis erd. Ez azt jelenti, hogy az er6hatds csak a tomegpont r helyén 1évd fizikai
viszonyoktdl fiigg (barmit is értsiink most ,,fizikai viszonyokon”). Ennek a lokalitdsnak a kovetkeztében az r
helyen 1év6 tomegpontra hato eredd erd matematikai alakja (elvileg) a kdvetkezd lehet:

Flr 6,8 .. :t).

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy a makroszkopikus testek kozott hat6 ,,természetes” erdk legfeljebb
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alakban irhatok fel. A hétkoznapi életben (éltaldban) a strlédasbol és a kozegellendlldsbdl szarmazé erdk a
sebességfiiggdk. Elvileg lehetne masképpen is, de a tapasztalati tény az, hogy ez igy van!

Az elektrodinamikébdl tudjuk, hogy egy elektromégneses mezdben a g toltéssel bird tomegpontra hat6 erd:
F(r.+) = gE(r) + gr x B(r).
Lathat6, hogy a Lorentz-erd sebességfiiggo.

Nyilvanvald, hogy konstrudlhaték ,,mesterséges” (,.intelligens™) testek is, amelyek a legaltalanosabb eréhatdst produkalhatjdk.
Példaul erdsithetnénk a tomegpontra egy kis rakétat és egy fedélzeti szamitégéppel tigy vezérelnénk a fiivokakat, hogy a toléerd
a sebesség tetszoOleges idOszerinti derivaltjatdl fiiggjon. Tehat a széban forgd ,,megszoritdsnak™ az eredete a tapasztalat €s nem
elvi meggondolds.

Tapasztalati tény az is, hogy makroszkopikus méretii testek esetén, leggyakrabban (a surléddsmentes esetekben)
az er0k csak a tomegpont helyétdl fiiggnek és annak mozgaséllapotatdl nem, azaz:

Flr £).

A fenti fliggvény neve erotér, hiszen a tér minden egyes pontjdban a tomegpontra egy jol definidlt eré hat. A
mozgasegyenlet tehat (1d. Newton 2. torvénye) a kovetkezd alakot oOlti:

p = Flr; ).

Az egyenlet bal oldaldn az iddderivélas elvégezheto:

p = mf + mr.

Abban a specidlis esetben (fizikailag ez az dltaldnosabb) ha a pont m tomege dlland6, akkor + = 0. Igy jutunk a
jol ismert, ,,népszerti” alakhoz, azaz:

m¥ = Flr:t).

1.2.3. A munkatétel

A mozgésegyenletbdl fontos torvények vezethetok le. Ezek megkonnyithetik egy adott mechanikai probléma
megoldasat, hiszen nem kell mindig a ,.kezdetektl” elindulnunk. A tovdbbiakban, hacsak azt elére nem
kozoljiik, a tomegpont m tomege mindig dllandé lesz.

1.2.2. abra

Induljunk ki a mozgasegyenletbdl:

mi = F,

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (skaldrisan) az ¢ sebességvektorral:
mi'r = Fr.

Az egyenlet bal oldala egy teljes derivalt alakjaba irhato:
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EﬂEmFJ=Fﬁ

Integraljuk mind a két oldalt a [,.t.] id6tartomédnyra. Ekkor kapjuk, hogy:

o

[Emr'":]ri = rJ: Frdt.

Az egyenlet jobb oldaldn 1évd integral neve az F erd dltal végzett munka:
fz Iz

fﬁﬁ:fﬁk;m,

ty 7

Lathat6, hogy a W,; munka mindig kiszamithaté (legfeljebb nehezen) barmilyen médon fiiggjon is az erd a
tomegpont mozgasallapotatol. Az egyenlet bal oldaldn all6 Ey, = (1/2)mv? kifejezést kinetikus energidnak
nevezziik. A kapott egyenlOség a munkatétel:

1

Emvf —Smvi = Wig.

Szavakban: egy tomegpont kinetikus energidjdnak a megvdltozdsa egyenld a red hato erok munkdjaval.

1.2.4. A potencialis energia és a mechanikai energia megmaradasa

Vi) dr

1.2.3. dbra

Tegyiik fel, hogy a tomegpontra hat6 erd olyan, hogy (explicite, azaz kozvetleniil) nem fiigg sem az id6tél sem
pedig a pont mozgasallapotatdl, azaz Fir) vektortérrel modellezhetd. Tovabba specidlisan olyan, hogy egy zart
gorbére vett integralja zérus, azaz:

}EF{r:]dr =0

Ekkor nyilvanval6, hogy ennek az erének a tér két tetszoleges pontja kozott végzett munkdja nem fiigg magatol
a palya alakjatol, csakis a két végpont helyzetétdl, azaz:
[ Far = vie) —ve).

Iy

Az itt bevezetett V(r) skaldr fiiggvény neve potencidlis energia. Ha a tér egy tetszdleges r, pontjaban megadjuk
(6nkényesen) a Vir,) értéket, akkor a V(r) potencidlis energia fiiggvény a tér minden pontjdban kiszdmithat6
lesz, hiszen:

T
Hﬂ:ﬂm—IMn

Ty

Azt mondjuk erre, hogy a V(r) fiiggvény csak egy ,,additiv konstans erejéig” meghatdrozott. Természetesen
megadhaté az inverz kapcsolat is F(r) és V(r) kozott. Mivel a fizikai tartalom nem fiigg att6l, hogy milyen
koordinatarendszerben dolgozunk, célszerii kezdetben mindig Descartes koordindtdkat valasztanunk (x, y, z).
Ekkor nyilvanvaldan irhatd, hogy:
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dV = —Fdr = —F,dx — F,dy — Fdz.

Ugyanakkor a Vir) = Vix, v, z) tobbvaltozos fliggvény derivalasi tulajdonsaga miatt tudjuk, hogy

v ﬂvuir ﬂl’d av
B + Iy y+ dz

dz.
dx a

Ez alapjan adédik, hogy
av av av
EEI — EE}- — E €;.

A jobb oldalon 4116 matematikai miivelet neve gradiens Vv, és a kovetkezd szimbélumokkal jeloljiik:

F=—gr'ad1r’=—"§'1r’=—z 3V - e;.

X2

Ebben az esetben a munkatétel igy irhat6é: (1/2kmvi — (1/2)mv! = —Vir) + Vir,), azaz

1 1
Smri+ Vi) = S myi + Vir).

Ez természetesen a tér barmelyik két pontjara igaz. Tehét létezik egy skaldar mennyiség, amely a mozgds sordn
dllando marad. Ennek a neve a tomegpont mechanikai energidja, azaz:

Elr) = By, (r) + V(r) = illands.

Ez a mechanikai energia megmaraddsdnak a tétele. Mivel az E (mechanikai) 6sszenergia a mozgas sordn nem
véltozik (megmarad, azaz ,.konzerval6dik™) az ilyen Fir) erdtereket konzervativ erdtérnek nevezziik.

Mivel a kinetikus energia soha nem lehet negativ, a tomegpont mozgdsa sordn csak olyan térrészben
tartozkodhat, ahol E(r) =v{r). Ezt a tartomdnyt nevezziik (a mozgds szdmadra) klasszikusan megengedett
tartomdnynak.

Mechanikai vizsgdléddsaink sordn az a célunk, hogy a lehetd legegyszerlibb matematikai alakra hozzuk a
mozgéasegyenleteinket. fgy aztin gyakran eléfordul, hogy az adott (sziikségképpen) 3-dimenziés problémat
sikeriil egy ekvivalens egydimenzids feladattd transzformdlni. Ezért célszerli foglalkoznunk az egydimenzids
konzervativ mechanikai problémdk altaldnos tulajdonsagaival.

Legyen az egydimenzios koordindtdnk x. Konzervativ rendszer esetén irhatd, hogy

1
Smi? 4+ V(x) =E.

A tdmegpontra hat6 ero:

F(x) = —a,V.

Egy tomegpont kotott dllapotban van, ha véges térrészben tartézkodhat (a klasszikusan megengedett
tartomany véges), ellenkezd esetben nem kotott dllapotrol beszEliink. Az Error! Reference source not found..
abran felrajzoltunk egy jellegzetes ¥ix) filiggvényt, amelyen a tomegpont lehetséges dinamikai dallapotai
megmutathatok.
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Ha a tomegpont E Gsszenergidja E;, akkor csak az x; pontban lehet, és itt stabil egyensiilyban van. Ha E = E;,
akkor a klasszikusan megengedett tartomany [x;.x;] és [x,. o). Tegyiik fel, hogy a tomegpont x; €s x; kozott van.
Az (1/2)3mv? +V(x) = E egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

v= 4 ﬂ'llizfm]{E — V),

vagyis a potencidl alakjdbol, a tomegpont sebessége megkaphatd. Az x; pontban E =V, ezért v=10 és a
tomegpontra egy negativ irdnyba mutaté erd hat (1d. a gorbe irdnytangensét x;-ban). Igy a pont negativ irdnyba
fog gyorsulni. Hasonld gondolat érvényes x,re is. A tomegpont tehét az [xz,x3] tartomdnyban mozog, azaz

kotott allapotban van. Az x,-t és xg-at fordulopontoknak nevezziik. Azonban az E, energidju tomegpont lehet
nem kotott dllapotban is akkor, ha az [x,.%e) tartomanyban tartézkodik.

Az E =E, és x = x;, esetben a tomegpont egyensiilyban van, de ez nem egy stabil egyensulyi helyzet.
(instabil vagy labilis) Az abran E., illetve Ey, jelzi a kotott, illetve a nem kotott dllapotokhoz tartozé energia
tartomdnyokat. Péld4ul, ha a tomegpont kotott dllapotban van, akkor biztosan E; = E < E;.

Fontos megjegyzés. Mint az ismeretes, egy m tomegpont graviticiés potencidlis energidja

Mm

V, = -I—.
. r

Ez felirhat6 v, = #,m alakban is, ahol %, neve gravitdcios potencidl. A ,,potencidl” és a ,,potencidlis energia”
két kiillonbozd fogalom, a mindennapi ,,szakzsargonban” azonban a fizikusok mindig ,,potencidlrél” beszélnek.
A szovegkornyezetbdl ugyis kideriil, hogy mirdl van sz6. Csak akkor haszndljuk a ,,potencidlis energia”
megnevezést, ha hangsilyozni akarjuk, hogy most valéban ,energiardl” van sz6. A jegyzet elkovetkezd
részében gyakran mi is ,,potencidlt” mondunk, jéllehet valdjdban ,,potencidlis energidra” gondolunk.

1.2.5. Disszipativ er6k. A munkatétel altalanositasa

Nem konzervativ mozgds legegyszeriibb példdja az egyszerli ,,csiszé” surlédds. Ha egy tomegpont egy
vizszintes lapon mozoghat, akkor a siklap €s a tomegpont kozott egy dllandé nagysagu £, = wmg surl6dé erd hat.

E,

F,

1.2.4. dbra

Az eddigi tanulmdnyainkbdl ez jol ismert jelenség. Azt is tudjuk, hogy a (csiszd) strlddasi erd fiigg a
tomegpont mozgdsi allapotatdl, hiszen mindig a pillanatnyi elmozduldssal ellentétes irdnyban hat, azaz egy

o

sebesség(vektor)tdl fiiggd erdrdl van sz6. Ennek matematikai alakja
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F, = —alv/v),

feltéve, hogy v =0. Ismertesck még masfajta sebességfiiggd erdhatdsok is. A tapasztalat szerint a
kozegellenallasbol szarmazé erdhatds kétféle is lehet. J6 kozelitéssel:

B, =—a-v, E;,=—-o-v-w

Ez utébbi a sebesség nagysdginak a négyzetes (azaz nem linedris) fiiggvénye, ami a szdmoldsok sordn nagy
gondot jelenthet. A tovdbbiakban ezzel nem foglalkozunk.

Mivel a kinematikdbol tudjuk, hogy a sebességvektor mindig a palya érintdjével parhuzamos, ezért irhatd, hogy
F,= —a-e.

A surlédasi er6 esetén tehat
jg F.dr = }E{—a:]etdr =—u jg ds = —as,

ahol 5 a zart gorbe hossza (5 = 0). Azaz a surloddsi eré nem konzervativ eré. Nem definidlhaté egy hozzd
tartozo potencidlis energiafiiggvény. Az ilyen mechanikai rendszereket disszipativ rendszereknek nevezzik és
a hato erdket disszipativ erdknek. A strl6dasi erd tehat disszipativ erd. Ha a tomegpontra egy F, konzervativ és
egy F; surlédasi (disszipativ) erd hat, akkor a munkatétel értelmében

Emr":]; = [—V{r]];u L JEngr.
I

Atrendezés utdn kapjuk, hogy

T
(B + VIOIE, + [ngr.
Iy

Felhaszndlva a mechanikai energia fogalmadt, irhat6, hogy

r

Elr) —E(r,) =+ f F.dr.
Iy

Szavakban megfogalmazva: egy tomegpont mechanikai energidjanak a megvdltozdsa a rahaté disszipativ
erok munkdjdval egyenlo. Surlddasi er0knél ez mindig negativ. Ebben az esetben tehat a mechanikai energia
nem egy megmaradd mennyiség.

Latni fogjuk majd, hogy makroszkopikus skalan definidlt disszipativ er6(k) munkdjat mikroszkopikus skdldn
lehet tomegpontok dinamikdjaként is értelmezni. Azaz a mikroszkopikus skdldn csak két energiafajta van:
kinetikus- €s potencidlis energia.

<< A kiilonbozo fizikai mezokben értelmezett energia (pl. elektromdgneses energia) >>

<< Ezen energiafajtak megfelelo szintii dltalanositdsai. >>

1.2.6. Egyetlen tomegpont perdiilete

Az r helyen 1évo, p impulzusi tomegpontnak egy adott, allé P pontra vett perdiiletét (impulzusmomentumadt) a
kovetkezdképen definidljuk:

Le=(r—-m:)xp
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1.2.5. dbra

A kovetkezdkben a P pont (hacsak masként nem dontiink) maga az 0 origd lesz, ahonnan az r helyvektort is
mérjiik. Azaz

L=rxp.

Szorozzuk meg a tomegpont p = F mozgdsegyenletének mindkét odalat x-el (balrdl és vektoridlisan). Kapjuk,
hogy

rxp=rxF

Kihaszndlva azt a tényt, hogy a sebesség- és az impulzusvektor parhuzamos egymadssal (azaz ¥ x p =0), irhato,
hogy

I'_.=d£t{r><p] =rxF.

Ha bevezethetjiik az F erd(nek az origéra vett) N =rxF forgatonyomatéka fogalmat, az el6z6 egyenlet az
alabbi alakot olti:

L=N.

Ennek az egyenletnek a neve perdiilettétel.

1.2.7. Megmaradasi tételek egyetlen tomegpont mozgasa soran

Az Un. megmaradadsi tételek igen fontos €s hasznos szerepet jatszanak, nemcsak a mechanikdban, hanem a
fizika mds fejezeteiben is. Ezen tételek elsd, legegyszerlibb megnyilvanuldsait méar egyetlen tomegpont
dinamikdja esetén is lathatjuk. Legyen a tomegpontra haté dsszes erdk ereddje

N
F= Z F[.
i=1

Ha a tOomegpontra haté erdk ered6je zérus, azaz F=10, akkor a Newton 2. tdrvénye alapjan az
impulzusmegmaradas tételéhez jutunk:

p = dllanda,

Ha a tomegpontra haté er6k ereddjének a nyomatéka zérus, azaz rx F =0, akkor az impulzusmomentum-
megmaradas tételét kapjuk:

L = &llanda.

Ha a tomegpontra csak konzervativ er6k hatnak, akkor a mechanikai energia megmaradads torvénye adodik:
E = allanda.

Ezeket a (mozgds sordn dlland6) dinamikai mennyiségeket mozgdsdllandoknak nevezzik.

Osszetett mechanikai rendszerek (tdmegpontrendszerek) esetén ugyancsak megfogalmazhatdk a fenti tételekkel
analég mozgaséllandok. SO6t, megmutathatd, hogy ezen megmaradasi tételek valamilyen alapvetd (tér és 1dd)
szimmetria kovetkezményei. Ezekrdl a Mechanika elvei (!!!) c. fejezetben ejtiink majd egy-két fontos szot.
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1.2.8. Tomegpont specialis térbeli mozgasa: a centralis erdtér

Tekintsiink egy olyan erdteret, amelyben a témegpontra hat erd a tér minden pontjdban egy megadott rogzitett
pont (legyen ez az origd) irdnydba mutat. Az ilyen er6tér legdltalanosabb matematikai alakja

Flr;t) = Flr;t) - e,

1.2.6. abra

A klasszikus mechanikai koriilmények kozott eléforduld ,természetes” erdhatdsok kozott azonban ilyet nem
tapasztalunk. Azonban az F.(r) =FE.(r) -e, fiiggvénnyel megadhaté izotrép (irdnyfiiggetlen) erdtérrel madr
gyakran taldlkozhatunk. Ilyen példaul a (Newton-féle) graviticids er6tér de egy rugd végére erdsitett test is
ilyen erdteret érzékel a mozgédsa sordn. Az ilyen (immdron lesziikitett tulajdonsigu) erdtereket centrdlis
erotérnek nevezziik. Az izotrépia miatt konnyen beldthatd, hogy ez az er6tér konzervativ is, azaz:

fras=$ R0 -e,ds = § EGIer = fﬁ{r]dr + fFE{r]dr = fﬁ{r]dr _ fﬁ{r]dr — 0,

(JAVITAS: A1=A)

1.2.7. abra

A levezetés sordn a zart gorbe menti infinitezimdlis elmozdulds-vektorokat (a jobb attekinthetdség végett) most
ds-el jeloltiik. Kihasznaltuk azt, hogy mivel e, a sugdrirdnyu egységvektor, ezért az e, - ds skaldrszorzat ,,dr”-t,
azaz a centrumtol valé (infinitezimalis) tdvolodds mértékét adja. Az erdtér konzervativ, azaz létezik egy V. (r)
potencidlis energia (fiiggvény). Nyilvanval6, hogy

di,

dr’

Rir) =-

A V.(r) ekvipotencidlis feliiletei gombok.

A kovetkezOkben megvizsgiljuk egy tomegpont centrdlis erdtérben vald mozgasdnak dltaldnos
torvényszeriiségeit. Mivel az erdtér konzervativ, ezért érvényes a mechanikai energia megmaradas tétele, azaz:

% + W) =E.

Felirva a perdiilettételt, azt kapjuk, hogy
L=rxE=E{)-rxe =0

azaz a tomegpont 1 perdiilete dllando. Azaz

m
rxp :m-rxﬁzarxdr:ﬂlandﬁvektﬂr.
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1.2.8. dbra

Az azt jelenti, hogy az rx dr vektor irdnya is dlland6. Mivel pedig az r és a dr vektorok meghatdrozzak a
(pillanatnyi) mozgds sikjat, és ez a palya minden pontjdban igaz, ezért a pdlya egy sikgorbe lesz. Azaz centrdlis
erdtérben egy tomegpont sikmozgdst végez, a pdlya egy sikgorbe. Centralis er0térben mozgd tomegpont esetén
tehat van két mozgasallandonk (megmaradé mennyiségiink):

L = allanda, E = illanda.
Mivel sikmozgdasrol van sz6, célszerli sikbeli polar koordinéta rendszerben dolgoznunk.

A Sikgorbe
P

v

1.2.9. dbra

A tomegpont p impulzusvektora mindig felbonthat6 egy p, sugdriranyd, €s egy rd merbleges p, komponensre,
azaz

P=PrtPs
Mivel p, - p, =0,
p* = +p]

Igy a tomegpont Osszenergidja az alabbi alakba frhat6:
_P =P P,
E‘zm+mﬂ_%ﬁdm+hw'

A perdiiletvektor igy irhato:
L=rxp=rxp,+rxp,
Azaz a perdiilet (alland6) nagysagara adodik, hogy L = rp,. Ezt beirva az energia kifejezésébe, azt kapjuk, hogy

Pr
—+ -
2m  Z2mr

E =

+ 10D

A kinetikus energia mdsodik tagja (az L perdiilet dllandésdga miatt) csak az r fiiggvénye. Ezért egy potencidlis
energiaként is felfoghat6, azaz definidlhaté egy tn. effektiv potencidlis energia:

Vgl = + W) = Velr) + 1.0,

2mr?
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Az Ujonnan bevezetett, elsd tag neve centrifugdlis potencidlis energia. Az elnevezés jogos, hiszen most
hallgatélagosan egy ,,ij” koordindtarendszerre tértiink at. Ebben a tomegpont helyzetét egyetlen adat, a
centrumbdl indul6 egyenesen (ez az dj koordindtarendszer egyik tengelye) mért » tivolsadg adja meg.

rit) \ B

1.2.10. abra

Ez a koordindtatengely (mint egy radar antenna sugara a repiilégépet) koveti a pont mozgdsit, azaz a
koordinatarendszeriink most forgé mozgast végez (1.2.10. dbra). Az itt fellépd centrifugélis er6hdz rendelt V¢
potencidlis energiafiiggvényt vezettiikk most be. Ennek bizonyitdsa elemi médon elvégezhetd:

. mrte)? L: d ( iz )

d
= - E Ve f':?"l

Fp=mrw* =———= =

mre mr? dr \ 2me?

ahol w-val az r tengely (és igy a forgd koordinatarendszeriink) pillanatnyi szogsebességét jeloltiik.

Természetesen, a pont mozgasdnak a meghatdrozdsahoz meg kellene oldanunk az m# = E, mozgdsegyenletet. A
megoldas egyes technikai részleteire még visszatériink a fejezet végén. Ugyanakkor mar most, pusztin a
mozgasdllandok ismeretében meg tudjuk mondani a mozgds néhany fontos dinamikai sajatossigat.

Természetesen matematikailag végtelen sokféle V*(r) centralis potencidlfiiggvény frhat6 fel. A

tapasztalatok szerint azonban a természetben el6fordul6 kdlcsonhatdsok olyanok, hogy ezeket
,hatvanyfiiggvényekkel” igen jol le tudjuk ini. Azaz pl:
v(r)=2-L

¢ n m

r r

Egy ilyen potencialfiiggvény tartalmazhat még valamilyen exp{—a - r} tipusi szorzétényezot tin.
,exponencidlis drnyékoldst” is. Ezek az matematikai formdk mind makroszkopikus, mind pedig mikroszkopikus
skdldn sikeresen alkalmazhat6 modelleket adnak.

A makroszkopikus vildgban kétféle kdlcsonhatdssal taldlkozhatunk. Az egyik a Newton-féle gravitacios
potencidl (a fenti dltaldnos sémaban n=coés m=1)
M

V¥ =-I—
p

a mésik a rugalmas kolcsonhatds (n= —2 és m=c0), azaz

c

VE :+2r2
2

z_

Ezek a makroszkopikus méretii testek kozott fellépd, jol ismert er6hatdsokat adjak meg.

MEGJEGYZES: Mikroszkopikus skaldn a szilard testekben illetve a molekuldkban fellépé kolcsonhatdsok (amelyek bonyolult
kvantummechanikai effektusok ereddjeként adédnak) mar nem irhatdk le egyetlen hatvanyfiiggvénnyel. Ekkor hasznéljuk a fenti
altaldnosabb alakot. Pl. a kétatomos molekuldk atomjai kozott az in. Lennard-Jones potencidl hasznalhatd, ahol n=12, m=6. A szilard
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o B \
testekben az un. ,,drnyékolt Coulomb” kélcsonhatds igen j6l haszndlhat6, ekkor V. = ——eXp{— a- r}. Ezekkel a megfeleld
r

szaktargyakban majd még taldlkozunk.

A kovetkezdkben (az egyszertiség végett) olyan monoton csokkend, vagy novekvo potencidlfiiggvényt
vizsgdlunk, amely egyetlen hatvanyfiiggvénnyel megadhatd, nevezetesen:

V=t

n

Ennek hatdsa ugyanis az (—; -es) centrifugélis potencialfiiggvénnyel konnyen &sszevethetd.
r

taszitd

vonzd

1.2.11. abra

Az 1.2.11. 4bran a centrifugdlis- és a centrdlis potencidlis energiafiiggvények lathatok. Emlitettiik, hogy kétféle
centrdlis erdtérrel foglalkozunk a ¥~ vonzoval és a ¥;* taszitéval. Ennek megfeleléen mas lesz a V() lefutdsa
is.

A V2 () centrdlis potencidl(ok)nak jellegzetes viselkedése van (pl. gravitacids potencidl), nevezetesen:

- ¥WA() monoton (csokkend vagy novekvd) fiiggvény,
- lim,_. V.t = 40, valamint lim,_, V& = +oo.

Taszit6 (centrélis) erdtérben az effektiv potencidl

ViEl) = +Vr =0

2mr?

A mozgds klasszikusan megengedett tartomanya: ry;, = r < oo, mivel £ =V} csak itt teljesiil.
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T+
1"|:-E'f

v

A

Tmin
1.2.12. dbra

Azaz a tomegpont a w«-bdl jon, i, tdvolsdgra megkozeliti a centrumot, majd ismét a w-be tdvozik. Tehdt nem
egy kotott dllapotd mozgast végez.

Vonzé erdétér esetén mar tobb lehetdség is van.

Vgl) = + WG

2mr?
Attol fiiggden, hogy ¥~ () milyen hatvanyfiiggvénnyel kozelithetd, a kovetkezo lehetdségek vannak.

Ll_’ﬂg l’EEf{r:] = — €5 ?[L_E lE'Ef{:r':] = +0.

—
1’EE'E

1.2.13. abra

Ekkor a Vz(r)-nek valamilyen = helyen maximuma kell, hogy legyen. Az E, = Vz(r) = 0 energidji tomegpont
egy =, sugaru korpdlyan mozog. Ez egy labilis egyensilyi allapot (1.2.13. dbra).

4

o
1’EE'E

1.2.14. abra

A masik esetet az 1.2.14. abran vazoltuk fel. Ekkor

limV() =40 &5 limVz0) = -0,
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igy most a Vz(r)-nek valamilyen #, helyen minimuma kell, hogy legyen. Az E;, = Vzx(p) = 0 energidju
tomegpont egy %, sugard korpdlydn mozog. Ez egy stabilis egyensulyi édllapot. Ha a tomegpont energidja
—|E;| = E = 0 (negativ), akkor olyan mozgds jon 1étre, amelyik a palyasik rpiy = v = e kOrgytirti tartomédnyaba
esik. A kovetkezOkben csak ez utébbi tipusd, kotott dllapotokkal foglalkozunk.

Mar volt réla sz6, hogy egy mozgésallapotot akkor nevezziik kdtottnek, ha a mozgdsa sordn mindvégig a tér
egy véges tartomanyaban marad. Ezért példdul a fenti emlitett korpalydk kotott dllapotok.

Gyakorlati jelentésége miatt most csak a ¥, = —a/r tipusud potencidl(is energia) fiiggvénnyel foglakozunk. Mint
az ismeretes, ilyen a gravitacios- és a Coulomb-potencidl. Az energiaviszonyokat az 1.2.15. dbran szemléltettiik.

A

r
eff

hiperbold =0 --¢*

paraboldt =10
ellipszis E <=0 -4
kor E{_\ -

1.2.15. abra

Ebben az esetben ismerjiik a mozgasegyenlet megoldasat és a palydkat. Ezek a Kepler-torvények. Innei tudjuk
azt, hogy a palydk ,kipszeletek”. Ezek a pdlydk az E energia szerint konnyen azonosithatok. Lathato, hogy
E =0 egy nem kotott allapotot ad egyetlen =y, adattal. Ezek hiperbola pédlydk. Az E =0 esetben a pélya
parabola. A kotott dllapotok ellipszisek, illetve a kor. Ezek az E < 0 energidkhoz tartoznak. Ebben az esetben a
tomegpont a centrumtol vett #yin =7 = ny,, tartomanyban mozog (1.2.16. dbra)

1.2.16. abra

Erdekességképp megemlitjiik, hogy van még egy eset, amikor ellipszis palya a megoldds. Ez a térbeli
oszcillator, amely egy rugd végére erdsitett test esete (,,similabda”). Ekkor W.(+) = +e&-#%. Itt csak kotott
allapotok vannak. Mindig igaz, hogy E = 0. A grafikus megoldds az 1.2.17. dbran l4thato.
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1.2.17. abra

Még két fontos (kotott dllapotok esetén fenndlld) egyenldtlenségi relacidt kell megemliteniink. Az 1.2.18. dbra
alapjan kimondhatok az alabbiak.
A A

1 1
U U
1 1
\ \

1.2.18. abra

Azonos energidju pdalyak kézil a kérpdlya perdiilete a legnagyobb:
E = 3llanda, L = Ly,

Azonos perdililetd palydk kéziil a kérpdlya energidja a legkisebb:

I = 3llands, E = Epp.

Végezetiil essen pdr sz6 arrdl, hogy miként kell meghatdrozni a mozgds pélydjat. Tudjuk, hogy centrélis erdtér
esetén a tomegpont sikmozgdst végez. Célszerii ebben a sikban poldrkoordinata-rendszert haszndlnunk. Ekkor a
mozgést leiré r(t) fliggvény r(t) és olt) skalarfiiggvények ismeretét jelenti. A t idOparaméter kiiktatasaval
(,,elimindldsaval”) végiil is az r(p)} pdlyaegyenlethez juthatunk. Ez megoldhaté anélkiil is, hogy az r(t)
fiiggvényt ismernénk. Mint latni fogjuk, r(g) meghatdrozdsidhoz elegendd csak a mozgdsalland6k ismerete. A
két megmarad6 mennyiségiink az L perdiilet és az E Osszenergia.

. 1
L=mrlg =4l E=Smi?+ Vg =4l

Atrendezéssel adédik, hogy
dp L de

dt = mrl’ de

=/ (2/m)(E — Vig).
Ezek ,.infinitezimalisokkal” is felirhatok

L - @
dp = —dt,  dr =dt,/(2/mI(E - Vg)

mr?
Most mar a dt kikiiszobolhet6 (elimindlhatd) €s adddik, hogy
dg L
dr 2 [(2/m)(E — Vog)

= fir).

Ezek utdn az f(r) ismeretében a ¢(r), majd ebbdl az »{p) meghatdrozhat6. Ranézve az egyenletekre konnyen
beldthat, hogy analitikus megolddsok csak specidlis ¥.(rJ-nél adédnak. Erre emlitettiink két példat az
elézdekben.

A valésidgban mindig véges nagysdgu tomegek lépnek egymadssal kolcsonhatdsba. Newton 3. axidmdja
értelmében valoban Kkolesonhatasrél van szo. Azaz, pl. két kolcsonhaté test esetén mind a két test
mozgdsallapota véltozni fog. A ,rogzitett centrum” tehat nem létezik. Ugyanakkor az is igaz, hogy ha az egyik
tomegpont tomege sokkal nagyobb mint a mdsiké, akkor a nagyobbik tomegpont mozgaséllapot-véltozdsa
elhanyagolhat6 a kisbbikéhez képest. Hiszen mindketten ugyanabban a kdlcsonhatdsban vesznek részt. Példaul
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egy muhold hatdsa a Foldiink mozgdsara elhanyagolhat6, mig a miithold mozgésat a Fold ,,irdnyitja”. Ilyen
esetekben a kisebbik tomegpontra nézve a nagyobbik egy 4ll6 ,.er6centrumnak™ tekinthetd.

A késObbiekben ki fog az deriilni, hogy ennél ,tobb” is igaz. Nevezetesen, minden un. ,kéttest probléma”
visszavezethetd egy rogzitett centrumu erétérben mozgd egyetlen tomegpont esetére. Ennek bizonyitdsa nagyon
konnyl, de csak a tomegpont-rendszerek targyaldsa sordn keritiink rd sort. Egy egyszer(i szemléltetd példaként
mutatjuk majd be.

Megyjegyzés: A gyakorlton ldttuk, hogy egy ,kéttest-probléma” dtirhato rogzitett centrumii egytest feladattd.
1.3. Linearis rendszerek analizise

1.4. Tomegpont-rendszerek altalanos dinamikai tételei

1.4.1. Bevezetés

Eddig egyetlen tomegpont dinamikdjaval foglalkoztunk. A tobbi test a tomegpontra haté er6k formdjaban volt
jelen a vizsgalatainkban. Most azt fogjuk megnézni, hogy mi torténik akkor, ha N darab tomegpont mozgasat
egyiittesen vizsgdljuk. A modelliinket tomegpont-rendszernek nevezzilk. A rendszer minden egyes
tomegpontjara érvényesek a Newton torvények. Egyszertiség végett tegyiik fel, hogy a tomegpontok tomege
allandd. A pontrendszerek esetén ez nem jelentds megszoritas.

Azok a makroszkopikus targyak ugyanis, amelyeknek a tomege valtozik a mozgds soran (példaul lyukas
liszteszsdk, rakéta, stb...) mikroszkopikus skédldn olyan tomegpont-rendszerként modellezhetok, amelyben
a részecskék szama valtozik.

A pontrendszer mozgasegyenlete a (rendszert alkotd) tomegpontok mozgédsegyenleteinek az egyiittese lesz, azaz

m[i':[ = F[_. i= 1_.2_.3_. ..._.;nir.

1.4.1. abra

Az F; erd az i-edik tomegpontra hat6 0sszes er0k Osszege. A rendszer tomegpontjaira kétféle erd hat. Egyrészt a
rendszert alkot6 tomegpontok kozott hatd belsd erdk (FE) és a rendszerhez nem tartozé testekbdl adédo kiilsd
erék (FF). Ezért frhat6, hogy

mE; = FF 4+ FE, i=123...N

Az i-edik részecskére hato belsd erd részletesen igy irhato:

N
F[E = Z F[E.-
j=t

ahol F# az i-edik tomegpontra hat6 belsd erd, amelyet a j-edik tomegpont fejt ki. Természetesen F; =0, mert a
tomegpont dnmagdval nincsen kdlcsonhatdsban. Igy a mozgédsegyenlet részletesen a kovetkezd:
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N
m;#; = F. = ¥ +Z FP. i=123..N
J=t

Természetesen a konkrét megolddashoz meg kell adni a kezdeti feltételeket, azaz
[l"[':t:] ]r=[_\ = l"[':n:] = Iy [l’l'[{t:]]rﬂ_\ = rl{EI] = ¥pi. i=123..N.

Ennek az N darab mozgéisegyenletnek a megoldésa adja elvileg a mechanikai rendszeriink teljes dinamikdjat. A
feladat nagy nehézsége abban van, hogy az eréhatdsok a keresett idofiiggd helyvektorok nem linearis
fiiggvényei, azaz (a lehetd legegyszer(ibb esetett véve példaként, de megmaradva az dltalanossag talajan)

F[K':l"[: t:]; F,__EI {l"l: - l’:l}

Az eddigi (kb 250 év) tapasztalataink azt mutatjik, hogy ennek az egyenletrendszernek csak ¥ =2 esetén van
wintegralhaté” megolddsa. N = 3-ndl mar csak kozelitd mdédszerek vannak. A minket koriilvevé makroszkopikus
testekben & = 10**. A probléma megoldhatatlan. A Laplace démon bizony torheti a fejét!

Van azonban egy lehetdségiink! Ugyanis 1éteznek a pontrendszernek olyan éltaldnos dinamikai sajdtossdgai,
amelyek nem fiiggnek a tomegpontok kozotti kolcsonhatasoktdl. Ezek (éppen az 4ltaldnossdguk miatt) a
részletes dinamikat nem tartalmazzék, de a makroszkopikus skdldn kielégitd ismereteket nydjtanak szdmunkra a
rendszer f6 dinamikai sajitossagairol.

Ezeket néven nevezett torvényekbe foglaljuk tigy mint:
tomegkozéppont-tétel,

impulzustétel,

perdiilettétel,

munkatétel.

A kovetkezdkben ezekkel fogunk megismerkedni.

1.4.2. Tomegkozéppont-tétel

Induljunk tehat ki a rendszer mozgédsegyenletébdl:
nN
m;¥; = F;, = FF +Z F§, i=123..N
j=1

Adjuk 0ssze ezt az N darab egyenletet €s a bal oldalon hasznaljuk ki azt, hogy a tomegek dllandok és a derivélds

és a szummazas muvelete felcserélheto:
. N N N N
d” k
=D mn=) F+) ) Fy (1.4.1)
i=1 i=1

i=1j=1

Newton 3. torvénye €rtelmében pedig tudjuk, hogy FE = —FF, ezért a jobboldali kettés szumma értéke nulla.
Azaz a belsd erdk kiejtik egymdst. Az ad6dé mozgdsegyenletben csak a kiilsd er0k szerepelnek. Legyen a
rendszer 0ssztomege M = ¥¥, m;, valamint vezessiik be az rp tomegkiozéppont (TKP) fogalmat a kovetkezd
definicidval:

N
1
rgp = n_le mir;.
=

Ekkor az (1.4.1) mozgasegyenlet az aldbbi alakot oOlti:

4 M FE
ge2 o TER T F
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Illetve

Mirgn = FX, (1.4.2)

Ez az Un. tomegkiozéppont-tétel. Szavakban: egy pontrendszer tomegkozéppontja gy mozog, mintha a
rendszer Osszes tomege ebbe a pontba lenne siiritve és a kiilsd erdk erre a tomegpontra hatndnak.

Lathat6 tehat, hogy a tomegkozéppont mozgdsat ugyanolyan mozgdsegyenlet hatirozza meg, mint egyetlen
tomegpontét. Ez a tétel az, amely lehetévé teszi szdmunkra, hogy valédi kiterjedt testeket néha ne
pontrendszerként, hanem csak egyetlen tomegpontként modellezziink. Példaul a Fold Napkoriili mozgdsanak a
tanulmédnyozasakor kapott Kepler torvények természetesen (szigortian véve csak) a Fold tomegkodzéppontjara
vonatkoznak.

1.4.3. A pontrendszer impulzustétele

A kapott mozgdsegyenlet az impulzus fogalmdval is megfogalmazhaté.

p;=F=Ff+EFE, =123 .. N

Ha ismét 0sszegezziik i-re, azt kapjuk, hogy

N d N N N
ZF";‘ =EZ P :ZF[K+ZF[E.
i=1 i=1 i=1 i=1

Tudjuk, hogy a bels6 erOhatdsok 6sszege nulla. Vezessiik be a rendszer dsszimpulzusdnak a fogalmat, amelyik
a rendszert alkot6 tomegpontok impulzusanak az 6sszege, azaz

nN
p= Z Pi:
i=1
Ezzel a tomegpontrendszer mozgasegyenlete igen egyszerl alakot olt:

p = FK (1.4.3)

Azaz a rendszer osszimpulzusdt csak a kiilsé erdk valtoztathatjak meg. Ha a rendszerre kiilsé er6k nem hatnak
(vagy ezek Osszege zérus), akkor a rendszer 6sszimpulzusa a mozgds sordn nem valtozik:

p = pp = dllanda.

Ez az Gn. impulzusmegmaradds torvénye (tomegpontrendszerek esetén). A rendszer Osszimpulzusa kapcsolatba hozhat6 a
TKP mozgdsaval is. Hiszen

p= ZFL Zmlrl dzmlrl di‘(’l{zmm)_w Fryp-

Lahat6 tehat, hogy ha a tomegek dllandok, akkor (1.4.2) és (1.4.3) ekvivalensek egymadssal.

1.4.4. A pontrendszer munkatétele

Egyetlen tomegpont esetén a munkatétel kimonddsakor vezettiikk be a kinetikus energia fogalmét. Most is hasonld utat
fogunk kovetni. Szorozzuk az

m;¥; = FK + FE

egyenletet r;-vel:

m¥; % =FF & + FE -5

Az egyetlen tomegpont esetén mar haszndlt dtalakitds utdn kapjuk, hogy

d

1 K. B
dt( mlrl]—F- -+ 7 ooy i =123 ..M.
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Osszegezve i szerint, valamint felhaszndlva azt, hogy a derivélds és a szummazas felcserélheték, adodik

;(Z mlrl) ZF“ rl+ZFE (1.4.4)

Az egyenlet bal oldaldn a zar6jelben 1évo kifejezést a pontrendszer kinetikus energidjanak nevezziik:

N
Ekll:l = Z mly .
i=1

Ez igen szemléletes fizikai jelentéssel bird részekre bonthatd. Ugyanis a tomegpontok helyvektora a TKP-hoz
viszonyitva is megadhat6 a kovetkezdképpen:

= rpgp +r. (1.4.5)
ahol ry az i-edik tomegpontnak a TKP-hoz viszonyitott helyzete (1.4.2. dbra).

/>

1.4.2. dbra

o

Ezzel a pontrendszer kinetikus energidja az aldbbi formdba irhato:
nN

1
Z —m; B —Z —m; (g + &' —Z7ml{n-[{_p 47 L 2

i=1 =1

Elvégezve a lehetséges szummazasokat adodik, hogy

1 i — 1 i -
Ekiu = ;ﬂ-‘fl’l‘-:-‘[{p + Z ;m[l"'[r‘ + l’l":'[{p Z my l’l'[r.
- i=1" =

A jobboldali utolsé tag azonban zérus:

N N

a r d r
Zm[r[:EZm[q:U
i=1 i=1

Ez konnyen beldthat6, hiszen

N

1

= muxf =0. (1.4.6)
i=1

Ugyanis ez éppen a TKP definicidja egy olyan koordindtarendszerben, amelynek origdja maga a TKP. Ezt az
egyenldséget a késobbiekben még sokat fogjuk haszndlni. A tomegpont-rendszer (Osszes) kinetikus energia
tehat két tagbdl all.

N oy s
Bgn = ) Smyfy = By + By
i=1

Az els6 tag az Un. transzldcios kinetikus energia. Azaz ez olyan, mintha az egész rendszer teljes tomege a
TKP-ban lenne koncentrélva és ennek a tomegpontnak a kinetikus energidjat szamolndnk ki:
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TR — 2 2
EFR = - Migp.

3| =

A masodik tag az Un. belsé kinetikus energia:
nN

B 1 212
Ekil:l = Z;m[rl-‘.

i=1

Ez adja meg azt a kinetikus energidt, amely a tomegpontoknak a TKP-hoz viszonyitott sebességébdl szarmazik.
Ez lehet rendezetlen mozgés, példaul a kinetikus gazelméletben szerepld (véletlenszerii) hdmozgas. De lehet
egy rendezett mozgds eredménye is példdul szilard testek forgémozgdsa. Visszatérve, az (1.4.4) egyenletre
kaptuk tehat, hogy

N N

d .

E{EIUE + E}EH} = ZF[K "y + ZF[E B ¥
i=1 i=1

(1.4.5) felhasznaldsdval az egyenlet jobb oldala is tovabb bonthat6:
ZFH rl+ZFH ZF n—-[.;_u+ZF rl+ZZ
i=1 j=

Végiil is részletesen kiirva az egyenlet mindkét oldaldt, a kinetikus energia megvaltozdsira a kovetkezd

egyenlet adodik:
%Gm«@@+iémm’=) ZF w@+ZF “F +ZZ . 4.7
2 e

i=1 j=
Meg fogjuk mutatni, hogy ez az egyenlet tovabb egyszerlisodik. Ehhez felhasznaljuk a tdmegkozéppont-tételt:
Mityn = FE,

Ebbdl (hasonldan az egyetlen tomegpont esetén alkalmazott eljardshoz) adodik, hogy:
nN

Mitgp - brep = FX brip = ) F¥ g,
i=1

De tudjuk, hogy az egyenlet bal oldala atirhato:
i 2 (L)
fryp " Fryp = dr PiKp

Igy a transzlaci6s kinetikus energia megvaltozasa kapjuk, hogy

(nm@] ZF - s, (1.4.8)

azaz (1.4.7)-ben a jobb é€s a bal oldal elsé tagjai megegyeznek egymadssal és igy ezek kiesnek az egyenletbodl.
Ennek kovetkeztében marad tehat, hogy:
Em —ZF y +ZZ ’ (1.4.9)

i=1)=

Elétanulmanyainkbél tudjuk, hogy egy tomegpontra haté erd teljesitménye P = F:r. Igy a TKP rendszerben az
i-ik részecskére hat6 kiilso erdk teljesitménye kovetkezd:

PR =FF -4,

Azaz az (1.4.9) jobb oldaldn 1év0 elso tag a kiils6 er6knek az Osszteljesitménye a TKP rendszerben:
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pK _Zpr[{ = _Wr[{

ami pedig (0sszhangban az egyetlen tomegpont dinamikdban tanultakkal) a kiilsé er0knek a TKP rendszerben
végzett 0sszmunkdjaval van kapcsolatban.

Térjiink rd az (1.4.9) jobb oldaldn szerepld kettds szumma fizikai tartalmanak a vizsgélatara.
N N
LamaciEam L) -3 meLom)

Az utolsé formuldban egy egyszerQl i.j — j.i indexcserét hajtottunk végre, amely természetesen a szumma
értékét nem véltoztatja meg. Ezutdn Newton 3. torvénye miatt kapjuk, hogy

(85 3 3icrmn) 5 -0 =15 S

Az utols6 tagban felhaszndltuk az (1.4.5) definicids Osszefiiggést, igy rryp kiesett. Tovabba irhatd, hogy
Sl E{l’i - lj'} = El’ijs

ahol a két pont kozotti tavolsdgvektort xj;-vel jeloltiik. Igy a széban forgé kettés szumma kifejezés éppen a
belsé erdk teljesitménye kell, hogy legyen. Ez pedig a belsé erdk (TKP rendszerben kifejtett) munkdjaval van
szoros kapcsolatban, azaz

A belsé er6k munkdjat célszeri a TKP koordinitarendszerben megadni, annak ellenére, hogy az
inerciarendszerben erre ugyanaz adddik, hiszen r;;, mivel kiesik a kivondskor. A bels6 erdk a
pontrendszer elemei kozott hatnak, ezért szemléletesebb ezeket az erdket mintegy a ,,rendszeren beliilrdl”
szemlélni.

Végiil is (1.4.9) ugy irhat6, hogy

d . dw®  di

ERy =t =PF 4 P, (1.4.10)

A belso kinetikus energiat a kiils6 és a belsé er6k munkédja valtoztatja meg.

Osszefoglava a kapott eredményt kimondhatjuk, hogy a pontrendszerek esetén a munkatétel valéjaban két
allitast jelent. Ugyanis mint az az (1.4.8) egyenletbdl lathatd, a TKP-ra is felirhaté egy olyan munkatétel, mint
amilyet egyetlen tomegpont dinamikdjandl bevezettiink. Azaz

d(lw ] ‘z":FK . d il o) awE  aw®
de iz TRR L0 )RR gy mEC = T T P )

i=1 i=1 JAVITAS: WX =w’* és W8 =w’*?

Szavakban: a tomegpont-rendszer transzldacios kinetikus energidjdat a kiilsé eroknek a TKP-on végzett
munkdja vadltoztatia meg, a belso kinetikus energidt a belsé erék munkdja és a kiilsé eréknek a TKP
rendszerben végzett munkdja egyiittesen vdltoztatija meg.
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1.4.3. abra

Az eddigiekben a tomegpont-rendszeren hat6 erdket ,.kiilsé” és ,,bels6” erdként osztilyoztuk. A kapott eredmények ennek
feleltek meg. A dinamikai problémak megoldasnal az erdknek egy masfajta osztdlyozdsa is lehetséges. csoportositasa is
lehetséges kikeriilhetetleniil djfajta osztalyozasi szempont is megjelenik. Ez a szabad erd és a kényszererd fogalma. Ez azt fogja
eredményezni, hogy a tomegkodzéppont-tételben megjelenhetnek a kényszererdk is.

Ekkor a kényszererdk specidlis tulajdonsdga miatt egy Uj problémaval taldlkozhatunk.

Ha a megfigyel6hoz (az inercia rendszerhez) képest a (vizsgalt) rendszerre haté kényszererd nem mozog, akkor az
ténylegesen nem végez munkat. Ugyanakkor a munkatételben megjelenhet egy hozza kapcsol6dé munkavégzés, amit
,latszélagos” munkdnak fogunk nevezni. A legegyszeriibb példa erre az, ha egy guggold ember feldll. A vizsgalt mechanikai

rendszer legyen maga az ember. A talaj az ember talpdra egy FT , figgblegesen felfelé mutatd, erével hat. Ez nyilvdn egy
kényszererd, mert abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy a személy talpa nyugalomban marad. (Ha valakinek ez tiil
,,bonyolult” kolcsonhatdsnak tlinik, akkor az gondoljon egy kezdetben 6sszenyomott rugéra, amelyik ,.felpattan a foldrél!) . A
TKP mozgdsit az F kiilsd erd ismeretében kiszamithatjuk. A munkatétel szerint az F és gravitacios F =mg eré egyiittes

munkavégzése fogja megadni a TKP végso kinetikus energidjat. Nézziik a részleteket!
Jelolje ki a fiiggdleges irdnyt a ,.+x” tengely. Ennek mentén mozog felfelé a TKP, amelynek helyzetét az x(¢) adja meg.
Legyenek kezdeti feltételek a kdvetkezok:

x(0)=0 és
x(0)=0
A TKP mozgéasegyenlete

mx=F, —mg
Elvégezve a az X -al vald szorzdst, kapjuk, hogy.
mxx = F,x —mgx , azaz
i(lmx2j =F,x—mgx
dr\ 2
Integralas utdn pedig, a megadott kezdeti feltételek alapjan az adédik, hogy

%mvf =F,h—-mgh=W, +W,,

ahol ,,4” a TKP emelkedési magassdga. Ha az ember magall, azaz ,,h” mar dlland6 marad, akkor a TKP-nek a végso sebessége
zérus (v, = 0), ekkor a két munka 6sszegének is zérusnak kell lennie.

W, +W, =0
Mivel pedig trividlis, hogy a gravitaciés eré munkédja

W, =—mgh ezért

W, =+mgh=0

Ugyanakkor nyilvanvalé az is, hogy az F tényleges” munkat nem végzett. Tényleges munkdt az izmunk 6sszehizédasakor
végeztiink, amit az ut6lagos izomlazunk igazol.

Kissé érdekesebb a helyzet, ha egy emelkedd liftben dllunk fel, vagy ami ugyanaz, egy mozgdlépcson felmegyiink.
Mechanikai rendszernek tovdbbra is az emberi testet tekintjiik. Ekkor el is faradunk, és a mozgdlépcsé motorja is tobb dramot
fogyasztot. Ezen tényleges munkak egyiittes eredményként jutottunk egy emelettel feljebb. Az FT erdt most egy un ,,id6fiiggd
kényszerfeltétel” hatarozza meg. Hiszen a talpunknak (az egyenletes sebességgel, felfelé haladd) 1épcséfokokkal egyiitt, kell

mozognia. A kérdés itt az, hogy a talpunkra haté FT er6 munkdja hogyan oszlik meg ,,1atsz6lagos” és ,,tényleges”
munkavégzésre. Ekkor a ,,tényleges munkavégzésért” a hajtdmotor tizemeltetdje, a ,,latszélagos munkavégzésért” a mi
izomzatunk ,fizet”. Az ardnyokat azonban mdr csak az FT pontos ismeretében tudjuk megmondani. Ehhez pedig meg kell
oldani a mozgésegyenletet ekkor viszont munkatétel haszndlata oka fogyotta valik.
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Vegyiink egy masfajta, ugyancsak hétkoznapi példat. Egy gépkocsi vizszintes tton egyenletesen
gyorsuld mozgast végez. A kocsira hat6 er6k koziil csak a vizszintes irdnyuakat fogjuk vizsgdlni, hiszen
fiiggdleges irdnyban a kocsi nem mozog. A kereke €rintkezzen dllanddan a talajjal és ne csisszon meg
soha. A kocsi nyugalombdl indul és gyorsuldsat nyilvan a kerék és a talaj kozotti tapad6 surlodasi erd
okozza, igy a TKP-tétel miatt irhato, hogy

Mz
A kocsi gyorsuldsa tehat # = . Formdlisan levezethetd egy ,,munkatétel” a szokdsos médon:
M#i = Fi, d((1/2)Mi%) =
Integralds utan, ha a kocsi  tdvolsdgot tett meg:
(1/2)M#% =
Mivel a kocsi nyugalombdl indult, a = idépillanatban a sebessége % = (F, és a megtett ut x=(R/2. Bzt
beirva a munkatételbe ezt kapjuk, hogy

(5 ~=_F1
M5e) =53

Lathato, hogy az egyenlet két oldala megegyezik, tehdt a levezetésiink matematikailag helyes. De vajon
fizikailag helyesen értelmezziik a fenti tételiinket? Hiszen senki sem gondolhatja azt komolyan, hogy a
munkdt az  tapadé surl6do erd végezte, hiszen akkor miért kellett a benzinért fizetniink. A munkat a motor
végezte amely része a ,,pontrendszernek”. A benzinkitndl az elégetett benzinért fizettiink. A motor tehat a
benzinmolekuldkban 1év6 potencidlis energidt az égés sordn majd a hengerben transzlaciés mozgédssa
alakitotta egy termodinamikai korfolyamat sordn. Ez a munka aztdn az = tapadé surl6do erd kozvetitésével
véltoztatta meg a gépkocsi sebességét motorostdl, benzinestdl egyiitt. Az tapadé surl6do erd soha nem
mozdul el a talajhoz képest igy munkat sem végezhet. A nyilvanvalo fizikai hiba ott van, hogy
inerciarendszerbdl nézve az  erd egyiitt megy a gépkocsival, hiszen a kerék tapadasi pontja is ,,latszélag”
a kocsival egyiitt mozog. fgy formalisan a munkatétel ,,miikddni fog”. Mindaddig, amig nem kell
feltankolnunk a gépkocsinkat. Ekkor a tdrgyalt munkatételiink fizikailag helytelen értelmezése a
pénztarcdnkon érezteti , irreverzibilis” hatdsat. Valo igaz, hogy a tudds érték és ez néha apropénzre is
valthaté.

Ezekben az esetekben tehdt a TKP —re felirt munkatétel formalisan érvényes lesz. Fizikailag azonban nem,
mert az idéfiiggetlen kényszerer6k nem végeznek munkdt. Ezért a munkatétel fenti szétvalasztisa
fizikailag csak akkor helyes, ha a kiils6 erdk kozott idofiiggetlen kényszererdk nem szerepelnek.
Az ilyen esetekben (marmint, amikor a kiilsé er6k kozott van kényszererd is) a munkatételnél csak az
Osszevont alakot célszerli haszndlni. Ekkor a kiils6 (id6fiiggetlen) kényszererk munkdja nulla és a szabad
kiils6 er6k munk4jat laborrendszerben kell meghatarozni (ezért a munkatételben a helyett -t irunk),
azaz
; N 3
df1 . 1Y dwk o
E(Ea’!ﬂ‘ji{p + Z_Em[[‘[ ] = ? + -
. = /
Szavakban: a rendszer teljes kinetikus energidjdt a kiilso és a belsé (szabad) erék munkdja valtoztatja
meg.
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1.4.4. dbra

Fontos specidlis eset, amikor belsd er0k konzervativ erdk, azaz létezik egy belsd potencidlis energia. Azaz a
hasznalt fogalmakkal

_ diy® _ die
dt dt
Ekkor az (1.4.10) egyenlet:
di s
dt

PE

d
5 (B3 +V8) =

il

ahol E® = EE +VE a rendszer teljes belsd energidja. Szavakban: a pontrendszer teljes belsd energidjdt a kiils&
erok TKP-ben végzett munkdja vdltoztatia meg.

Az elmondottak a tomegpontrendszerek teljeskorii és (a modell keretein beliil) pontos dinamikai lefrasat adjak.
Nézziink erre két szemléltetd példat. El6szor vegyiink egy véges nyugalmi hosszisagu csavarrugdt, és nyomjuk
0ssze ugy, hogy a kozepe (TKP) helyben maradjon. Ekkor

B B — aprE
dEE, +dvE = aw'k,

Ha feltessziik, hogy a részecskék belso kinetikus energidja az 6sszenyomds alatt nem véltozott (nem melegedett
fel a rugd) akkor

dvE = aw'E,

azaz a rugén az 0sszenyomdskor végzett (kiilsé er6kbol ad6dd) munka a rugéban a belsd potencidlis energia
megndvekedését idézte eld. Ezt neveztiik a rugoban felhalmozodo rugalmas energidnak.

Masodik példaként vegyiink egy idedlis gazt. Mint tudjuk ekkor a tomegpontok kézott nem 1€p fel hosszu tavi
kolcsonhatds, igy a belsd potencidlis energia zérus.

dEE  =dw'k,

A kiils6 erOknek a TKP rendszerben végzett munkdja kétféle lehet. Egyrészt van olyan, amelyik
makroszkopikus elmozduldssal jar, példdul amikor egy dugattytit mozgatunk. Ezt a munkét pdV alakban irhatjuk
(av itt térfogatvaltozdst jelent). A mdsik fajta munkavégzés sordn a kiils6 er6k molekuldris szinten,
rendezetleniil hatnak, azaz pl. a tartdly faldban 1év0, rendezetlen mozgdst (hdmozgast) végzd atomokkal a
gdazmolekuldk (egyenként) iitkoznek. A tartdly nem része a pontrendszernek, tehat az 6benne 1évé molekulak
hatdsa kiilsé erOnek szamit. Ezt neveztik a termodinamikdban &2 hdkozlésnek. Ez nem eredményez egy
makroszkopikus elmozdulést. Azaz irhatjuk, hogy

dEE = 6Q + pdV.

ez

Megkaptuk tehat a termodinamika elsé fotételét, az idedlis gazokra vonatkoztatva. Redlis gazok (folyadékok és
szilard anyagok) esetén a részecskék kozotti kdlcsonhatds is van. Ezt a belsé erdk potencidlis energidjaként kell
kezelniink. Ekkor kapjuk, hogy

dEE . +dV® = dU = 6Q + pdV".
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Fontos megemliteni, hogy molekuldris (atomi) szinten minden erd konzervativ. Azaz csak kinetikus és
potencidlis energia 1étezik. Makroszkopikus skalan fellépé nem konzervativ erOhatds (pl. plasztikus deforméacio)
a mikroszkopikus skdldn az atomi potencidlis energidk és az atomi, rendezetlen mozgasbdl ad6doé kinetikus
energidk kozotti ,,atalakuldsként” jelentkezik. A meghajlitott drét ezét melegszik fel. Az ezzel kapcsolatos

részleteket a Statisztikus Fizika targyalja.

1.4.5. Tomegpont-rendszerek perdiilettétele

A kovetkezokben pontrendszerek perdiiletét vizsgaljuk. A pontrendszer perdiiletét az egyes tomegpontok
perdiiletének az Osszegeként definidljuk. Nem szabad elfelejteni, hogy egy tomegpont perdiilete mindig egy
adott pontra vonatkoztatva adhat6 meg.

1.4.5. dbra

Tekintsiink az all6 (labor) rendszerben egy fix @ pontot (legyen ez a labor rendszer origdja) €s adjuk meg a
pontrendszernek az erre vonatkozé L, perdiiletét:

N
LIS" = Z L[ N L[ =1 X m[l"'[_. i=1,2.3, ...N.
i=1

Az L, perdiilet tovdbbi, igen szemléletes részekre bonthat6. Mdr littuk, hogy a pontrendszer pontjainak a
helyzete a TKP-hez képest is megadhatd, azaz

I; = rgp + 1.

A pont sebessége tehat

I; = Pryp T 17,

Ezért az i-ik tomegpont 0 origdra vett perdiilete:

[q ::{U?Kp +‘If] x ﬂﬁ{ﬁ?ﬁp +‘f{] = I'ryp ><wn[fﬂm +-rf><wn[ﬁTKp-+
+rrgp X myly 1 X omgr

(1.4.11)

Ennek megfelelden a rendszer L, perdiilete négy darab szumma Osszegeként irhaté fel. Ezek a kovetkezok:
N

Z Prip X MiPrgp = Prgp X Mipgp = LT
i=1

N N

Z 1) X mFryp = Frgp ¥ Zmil’f =0

i=1 i=1
N N
sl d r
Prep X Mif; = Prgp X o2 ) M =0
i=1 i=1
N

:E: rf><?n[ff:: L&RP =5

i=1



32
A madsodik és a harmadik szummadban kihasznéltuk az (1.4.6) Osszefiiggést. Azt kaptuk tehdt, hogy a
pontrendszer perdiilete két perdiilet 6sszegeként adhaté meg:

L, =LI¥ 45

s

1.4.6. dbra

Az LIFF a tomegkozéppontnak az origéra vett perdiilete. Részletesebben a TKP-ban 1évd, vele egyiitt mozgé M
tomegl pontnak az 0 origdra vett perdiilete. Az S az Un. belsd perdiilet vagy spin. Ez a tomegpontoknak a TKP
rendszerben, a TKP-re vett perdiilete.

Az L, perdiilet idébeli valtozdsdnak a meghatdrozdsdhoz természetesen a mozgasegyenletbdl kell kiindulni.
Mint azt tudjuk, ez egy tomegpont esetén (legyen ez az i-edik) a kovetkezd:

1.23....N

d
p=F. r;Xp; =1 % E,. E{rl-xp[]=rl-><ﬁ, i

Ahol p; = m; - ¢ és F; = F* + EE. Osszegezve a rendszer tdmegpontjaira:
N N

d
— X = ) K B
G )X er « (FK + FB), (1.4.12)

A (1.4.12) egyenlet bal oldala az eldzdek szerint:

d N

dt .
=1

d -
Iy = m[l"'[ = E{L‘?[{p + s:] = Lb[‘:p + s.

Az (1.4.12) egyenlet jobb oldaldn a szummdban 1év0 kifejezés tovabb bonthato:

Iy = {F[K + F[E} = {lf"'[{p + l"[r:] x {F[K + F[E} =Irgp X F[K + I'rgp = F[E +
+l"|:r = F[K + l"[r = F[E.

Elvégezve a szummadzast, eredményiil négy tag osszegét kapjuk:

N N
Z"THPXF{K:"?ELE XZFI:K = rrgp X FX.
i=1 i=1

N nN N N
B _ —
Zn—[@xﬂ —n—[@XZF[ _m@xz F;=0  (F =-F;)
=1 =1 i=1j=1
nN
E:'f><ﬁg==“ﬂ%ms
=1 (FIGYELM! M}, = N%, azeré forgaté nyomatéka!!)
N N N
Zl"erF[E :ZZr[rXFLJ
i=1 i=1 j=1

Az utolsé tag kiértékelése azzal a mddszerrel torténhet, amelyet mar a munkatétel targyaldsakor kovettiink (14sd
(1.4.9)). Azaz
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i=1j=1 i=1j=1 =1 j=1 i=1j=1 j=li=1
(ZZMWZZM{ ) (Zz{q_.ﬂ}x )
i=1j j=1i I=1]

Centrélis erk esetén ugyanis az r; =r —ry, tdvolsidgvektor €s a kolcsonhatdst megadd F; eré parhuzamos
egymassal. Ezért a vektori szorzatuk nulla. Tehdt a negyedik tag is kiesett.

1.4.7. dbra

(1.4.12)-bol végiil is azt kapjuk, hogy
LI +8 = pryp x FX + MEgp. (1.4.13)
Ez az egyenlet tovabb egyszeriisithetd, ugyanis a TKP tétel miatt
M ¥ryp = FE,
azaz
Pryp % M - Frgp = Tryp % FR

Az egyenlet bal oldalan a derivélés ,.kiemelhetd” és igy kapjuk, hogy

d
E{Iﬁ‘-'[{_nx M- If"'[ﬂ::] = Prgp XFK

Azaz a TKP-tétel értelmében a zdrdjelben a TKP-nek az 0-ra vett perdiilete taldlhat6 és igy
LI = pryp x FX

Ezért az (1.4.13) egyenléségben a két oldal elsd tagjai kiejtik egymast. Igy adédik, hogy

§ =M. (FIGYELM! MJ, = NJ, azeré forgaté nyomatéka!!)

azaz részletesen kiirva:

N N

d ' or ' K
EZI"{ oy :ZFI:XF[I

i=1 i=1

Szavakban: egy pontrendszer belso perdiiletét (spinjét) a kiilso eroknek a TKP-re vett forgatonyomatéka
vdltoztatja meg (bdrmilyen modon mozogjon is a TKP a labor rendszerben!).

1.4.6. Osszefoglalas

Erdemes lesz az eléz8ekben kapott eredményeket réviden dsszefoglalni.
A tomegkdzéppont-tétel:

M = FE,

Az impulzustétel:

p = FK
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A perdiilettétel:

LZ® = rrgp x F¥,
A munkatétel (differencialis alakban):

( ’lfn-[{_u —FK drrgp,

( mlrl) ZF drl+ ZZFL-' drl_|

i=1 j=
A munkatétel kiils6 kényszererdk esetén nem szeparalt formaban:

N
1 1
o(joushr + Y Sma) - EF . ZZFU ax)
i=1"

=1 j=

1.5. Merev testek dinamikaja
1.5.1. Merev testek kinematikaja

a) A merev test fogalma

A pontrendszerek dltaldnos targyaldsa utdn specidlis rendszerekkel fogunk foglalkozni. A minket kérllvevd
vilhgban (makroszkopikus mérettartomdnyban) sokféle pontrendszerrel taldlkozunk. Az elsé tapasztalati
benyomds, amely alapjdn ezek elklldnlinek egymdstdl az a halmazdllapotuk. Azaz beszélunk szilard, folyékony
és légnemi halmazdllopotd ,testekrdl”. Természetesen, a részletek tanulmdnyozdsa egy sokkal gazdagabb
vildgot tar fel eléttlnk, de az elsd 1épésként halmazadllapot szerinti osztdlyzds dsszhangban van a mindennapi
tapasztalatainkkal.

Szilard halmazallapot - merev testek dinamikija

Szildrd halmazallapot — rugalmas anyagok dinamik3ija

Folyadék halmazillapot — folyadékok dinamink3ja deformdlhatd testek dinamikdja
Gaz halmazillapot — gazok dinamik3ija

Merev testnek nevezzlk azt a pontrendszert, amelyben bdrmelyik két pont egymdstdl mért tavolsdga idében
dllandd, azaz:
a a

R LR BN

4

a T, (£)
n=123,..N

1.5.1. abra

Tehdat a tdbmegpontok koordindtdi nem fuggetlenek egymastadl, r@juk a fenti eldirdsoknak teljestlnie kell. Ezeket
kényszerfeltételeknek nevezzlk. Anélkll, hogy most belemennénk a kényszerfeltételek milyenségének és
szamanak az elemzésébe, elemi meggondoldsokkal kiszamithatjuk, hogy hdany skaldr adat kell egy merev test
helyzetének a megaddsdhoz.

Tapasztalati tény, hogy egy merev test helyzetét hdrom (nem egy egyenesbe esd) pontjnak a helyzete
egyértelmien meghatdrozza (dsd: hdromldbu szék). Mivel a hdrom pontnak az egymastdl vald tavolsaga
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dllandd, ez 3 darab kényszerfeltételt jelent. Mivel a hdrom pontot @ darab Descartes koordindta adja meg,
ezért a merev test helyzetét dsszesen @ — 3 = 6 darab fuggetlen skaldr adat egyértelmien meghatdrozza. Azt
mondjuk, hogy egy merev test (mechanikai) szabadsdgfoka f = &.

A & darab skaldr mennyis€ég megaddsdaban viszonylag nagy szabadsdgunk van. Ezért ezeknek a definidldsakor
elsésorban praktikus szempontokat veszink figyelembe. Célszerd kdvetnlnk a merev test mozgdsdanak specidlis
formait, azokat, amelyeket a hétkdznapi (technikai) életben is tapasztalunk. igy a merev test mozgdsoknak
igen szemléletes osztdlyozdsahoz jutunk.

A kovetkezbkben a merev test mozgdsdt mindig egy dllénak tekintett vonatkoztatdsi rendszerhez
(inerciarendszerhez) viszonyitva vizsgdljuk. Ezt kUlbn mar nem fogjuk mondani. Ha régzitjuk a merev test egy F
pontjdt, akkor a test csak ezen pont kdrll mozoghat. Ezt nevezzik a merev test régzitett pont kérdili
mozgdsdnak. A F pont helye harom (x, ¥=, zz) Descartes koordinataval jeldlhetd ki. Ha rogzitjik a merev test
egy masik @ pontjat is, akkor a merev test csak a P@ egyenes dltal meghatdrozott e tengely kéril foroghat. Ezt
nevezzUk régzitett tengely kériili forgasnak. A a tengely helyzetét (az Alldé koordindtarendszerhez képest) a
gbmbi koordinatdkndl haszndlatos ¢ és ¢ sz6gek adjdk meg. Ha most rogzitjuk a e kordli elfordulds w sz6gét is,
akkor a merev test mar semmiféle mozgdst nem fog végezni. A helyzetét tehdt 6 darab adat egyértelmien
meghatdrozza: xz, vs, 2z, ¥, ¢ és .

1.5.2. dbra

Ké&nnyen beldthatd, hogy az igy bevezetett |, . szdgek lényegében a mds mddon definidlhatd an. Euler-szégekkel
egyeznek meg (majdnem!).

Lathatd tehdt, hogy a merev testnek egy rogzitett pont kérlli mozgdsa azt jelenti, hogy mindhdrom szbg
vdltozik az id6ben. Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a merev test egy, idében vdaltozé helyzetd,

,,a{d(t)’ ¢(t)} “ tengely korul forog {W(t)} Az ilyen fajta mozgdst pérgettyimozgdsnak nevezzUk. Mint azt majd
I&tni fogjuk, a hdrom darab szég a dinamika szempontjdbdl nem egyenértékd.

A poérgettyimozgds tanuimdnyozdsa a merev testek dinamikdjdnak egyik legbonyolultabb és egyben
legérdekesebb terllete. Az érdekessége abban van, hogy egy pdrgettyl a kllsé eréhatdsokra nem az dltalunk
.Szubjektive vart” médon reagdl. Ennek oka tisztdn pszicholdgiai, ugyanis a hétkdznapjaink sordn a minket
korllvevd, emberléptéky, természetes kdrnyezetlinkben kevés szdmU pdrgettylvel taldlkozunk. igy nem
alakulhatott ki ezen mozgdst illetéen semmiféle szemléletlnk. Ezért a poérgetty( reakcidjat a .nemforgd”
testeknél nyert tapasztalataink alapjdan képzeljtk el. A ,csaldddsunk” szembeszdkd lesz. Mindezekrél a Kisérleti
Fizika sordn mdr némi benyomdst szerezhettlink,

A merev test mozgdsdnak a részletesebb tanulmdnyozdsdtt a legegyszeribbel, a rogzitett tengely kordli
forgdssal kezdjuk. Majd ezutdn ratérink a sokkal bonyolultabb pérgettydmozgdsra.
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b) A merev test forgasa

A hétkdznapjainkban jelen 1évé merev testek tdbmegpontjait érdemes a testet alkotd ,atomokkal” illetve
.molekuldkkal” azonositani. Ezeket a makroszkopikus mozgds szempontjdbdl ,szerkezet nélkUli”
tdmegpontoknak lehet tekinteni. Ezek szdma N =6 - 102 nagysdagu. A szamitdsok kdnnyitése végett célszerl az
Un. kontinuum anyagmodellt haszndini. Azaz a merev test anyagdt egy g (r) sGrlségi folytonos kdzegnek fogjuk
tekinteni. Ekkor:

dm = p(r}d?r,

ahol dm az r hely koruli d*r térfogatban 1évé anyag tomegét jelenti. Ekkor a pontrendszereknél haszndlt T, ...
dsszegezés helyett a sokkal egyszerlbb [ ...d*r térfogati integrdldsra térhetink at. A kontinuum anyagmodell
lényege az, hogy a d*» térfogatot a makroszkopikus méretekhez képest infinitezimdlisnak (majdnem nulla
nagysdgunak), de ugyanakkor a mikroszkopikus skaldn még ,elég nagynak” vdlasztjuk, ahhoz, hogy igen sok
atom legyen benne.

&

1.5.3. abra

Tekintsink egy merev testet, amelyik egy rdgzitett a tengely kordl forog. A merev test minden pontja
kérmozgast fog végezni. Mindegyik kérpdlya kdzéppontja az a tengelyen van. Barmelyik kdérpdlya & sugardt az
ileté tdbmegpontnak az a-tél vett tavolsdg adja meg. Célszer( lesz a merev test minden pontjdnak oz r
helyvektordt az a tengely egy 0 pontjatdl mérni. Mivel minden pont kdrmozgdsa ugyanazzal 0z
szdgsebesség-vektorral adhaté meg, ezért az egész merev test forgdmozgdsat is magdval a (régzitett a
tengellyel egybeesd) w-val lehet jellemezni.

1.5.2. Rogzitett tengely koriil forgdo merev test dinamikaja

a) Régzitett tengely koriil forgd merev test perdiilete

Szamitsuk ki a merev testnek az a forgdstengely egy (Alld) 0 pontjdra vett perdlletét. Ez a pont bdrhol lehet a
tengelyen. Célszer0 azonban ugy megvdlasztani, hogy a segitségével a tengely ,csapdgyazdsandl” fellépd
erék kdnnyen kiszamithatok legyenek.

7

dp

7

1.5.4. abra
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A pontrendszereknél tanultak szerint a merev test perdilete az &t alkotdé tdbmegpontok perdiletének a
vektori &sszege. Jelen esetben tehdt:

dL, =r x dp.
ahol dp = ¢ - dm. Tudjuk, hogy ¥ = @ x r, 0zOz
dL, =r % (e % 1) - dm.
Ezért aztan
L, = J‘dLD = J-rx (w x rldm = J‘rx (e x1) - plr) - d*r. (151
s st -

Lathatd, hogy az integrdlds sordn az r valtozd L eltinik” és az L perduletvektor az w szdgsebesség-vektor linedris
fuggvénye lesz. Két vektor kodzott linedris kapcesolatot (azaz egy linedris vektor-vektor fuggvényt) tenzornak
nevezzuk, azaz:

L, = 8, - w.

8, neve tehetetlenségi (nyomaték) tenzor. Jelen esetben az 0 ponthoz tartozd (az 0 pontban évd)
tehetetlenségi tenzor.

Nyilvanvalé, hogy a merevtest bdarmely pontjdban megadhatd egy tehetetlenségi tenzor. S&t, altaldban az
sem kell, hogy ez a pont a test egy anyagi ponfja legyen. Az (1.5.1) egyenlet érfelmében tehetetlenségi tenzor
bdrmely, a testhez képest dllé ponthoz tartozéan megadhaté. Mint azt majd a késébbiekben Iatni fogjuk,
kUldnodsen hasznos a témegkdzépponthoz tartozd @qys.

1.5.5. abra

A kovetkezdkben a tehetetlenségi tenzor dltaldnos (algebrai) tulojdonsdgait fogjuk megtdargyalni.

Vdlasszunk ki egy, a merev testhez képest All6 P pontot és hatdrozzuk meg az ehhez a ponthoz tartozd
(ebben a pontban értelmezett) @ tenzort. Rogzitsiink a merev testhez egy xyz Descartes-koordindtarendszert.
Az (1.5.1) egyenletbdl Iathatd, hogy koordindtarendszer origdja a P pont kell, hogy legyen. Ugyanakkor, az x, ¥,
z koordindtatengelyek helyzete tetszélegesen jeldlheték ki, hiszen ezt semmiféle fizikai effektus nem
determindlja. A szokdsos mddon itt célszer( a matematikai egyszeriségre térekedni. A merev test bdrmely r
pontjat az (x, v, z) koordindtdk adjdk meg. Az (1.5.1) egyenletnek megfeleléen a & tenzornak az algebrai alakja
egy 3 x 3-as matrix lesz, amelynek mdtrixelemeit @; -vel jeloljuk (i.j = x.y. ).

A koévetkezdkben ezeket a matrixelemeket fogjuk meghatdrozni. Legyenek az w szdgsebesség vektor
Descartes-komponensei (g, w,. w, ). EKkor az elemi perdUletvektor

dL=rx(wx=xr) -dn=[rr) w—-—r (r- wl-dn

Itt felhaszndltuk a vektoralgebrdban jél ismert azonossdgot, amely a kétszeres vektorszorzatot skaldrszorzatok
osszegére alakitja at. A dL-t célszer( oszlopvektor alakjdoan felimni, azaz (e, w,. w, ) és (x,y, z) ismeretében

dl, rla, —x(r- w)
dLy | = |rPwy — ¥(r - w)| - dm.

dL,

rla, — 2(r - w)
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Beirva ebbe azr- w = xw, + yvu, + zw, kifejezést adddik, hogy:

dL, (r? — xPw, — xyw, — 120,
dly | = |—xyw, + (- _1}-'::]@}. — ¥Zeig | - dm.
dily —XZtdy — VZtdy + r? - z::]mx

Ami (felismerve a matrixszorzdst) a kdvetkezd alakba irhatd:

[dL, ] rl—x? —xy —xz iy
diy|=dm-| —xy rP—y? ¥z |- [@}]
[dL, ] —xz —yz izt Wz

Elvégezve az integrdidast kapjuk, hogy:

-dlx_ +0, _@x_].' —Oys ey
dly | = =By +0yy -8By m}.:|J
_de_ _@xx _@x}' +@xx g
Ahol

B, = [(;H +z%) -dm, B, = [ xy - dm,
Il Il

és a tobbi elem ciklikus cserével megkaphato. Lathatd, hogy e;; egy szimmetrikus mdatrix. Ennek a késbbiek
sordn fontos szerepe lesz. Ugyanakkor az is nyilvanvald, hogy a @ tehetetlenségi tenzor csak a ftest
geometrigjatdl fiigg. Ebbdl viszont az is kdvetkezik, hogy a test klldnbdzd pontjaihoz tartozd 8-k kozott
kapcsolatnak kell lenni. Ez valdban igy is van. Bar ezek igen egyszer(§ algebrai formdban megfogalmazhatdk,
mégis dltaldnos esetben a haszndlatuk meglehetdsen szamoldsigényes. Az elétanulmdanyainkbdl ismert Steiner
tétel a legegyszeribb ezen datszamitdsok koézdtt, Ez azonban csak oz egymdssal pdrhuzamos tengelyekre
szamitott tehetetlenségi nyomatékok kdzo6tt adja meg a kapcsolatot,

b) Régzitett tengely kériil forgo merev test kinetikus energidja

1.5.6. abra

Mint azt lattuk, ha egy merev test egy megadott a rogzitett tengely kérll forog, akkor minden pontja
kérmozgadst végez, vagy dall, ha a pont éppen a forgdstengelyen van. Minden pontjdnak a sz6gsebessége
ugyanaz az «a. A tdbmegpontok sebessége a mar megismert médon v = w x r alakba irhatd. Ez csak akkor igaz,
ha az r helyvektorokat az a forgdstengelyen, de azon tetszdleges helyen 1évé pontbdl mérjlk. Legyen ez most is
az 0 pont. Tgy egy elemi dm tdGmeg(pont) kinetikus energidja

1 s
dEg =;{m>< r}? - dm.

A sebességvektor négyzete felfoghatd egy .harmas szorzatnak”, ugyanis irhatd, hogy

':NX [‘:]:Z':NX[':]":NXF:]ZI"{NXF:].
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Ez pedig minden ciklikus cserére invaridns, azaz

{WX r:]:=v-{m><r:]=m-{r><v:]=m-[rx{mxr:]]

Ezt beirva az elemi kinetikus energia kifejezésébe, majd integrdlva a teljes merev testre adddik, hogy:

Ey = J‘dEK= J‘ém-[rx{mxr:]]-dm

test test

Mivel minden pont szbgsebessége dllandd, igy az az integrdldasbdl kiemelhetd, igy a kdvetkezd eredményre
jutunk:

1
E[.;:;m- J‘rX(er:]-dm.

test

A megijelend integrdl mdr ismerds, hiszen ez éppen a forgd merev test L, perdllete, amely a tehetetlenségi
tenzorral is felirhato:

L, =8, w — Egy=—w- 8,

Fal =

Ez md&trix alakban is megadhatd. Az elézédekbdl tudjuk, hogy ehhez a merev testhez rogzitett xyz Descartes-
koordindtarendszert kell felvennunk, amelynek origdja (most) az @ pontban van. Ekkor kapjuk, hogy

1
EK = ;Z B[_i'ﬁd[ﬁdj'_.
“

ahol w,, w, €és w, a test forgdsat megadd w szbgsebesség-vektor komponensei a merev testhez régzitett
(szdban forgd) koordindtarendszerben. Az eredménynek van egy szembeszdkd érdekessége. Tudjuk, hogy w
komponensei nem fuggnek attél, hogy az @ pont az a forgdstengelyen hol helyezkedik. Ezek a komponensek
csak a koordindtatengelyek irdnyatdl flggnek, de Ugy, hogy az w szdgsebesség-vektor mindig az alldé a
forgdstengelybe essen. Ebbdl koévetkezik, hogy ha a Descartes-koordindtarendszerinket (forgatds nélkdl)
elfoliuk az a tengely mentén, akkor a kinetikus energidnak nem szabad megvdaltoznia. Ez azt jelenti, hogy az
eltolds sordn a 8;; matrixelemek Ggy franszformdlddnak hogy kinetikus energidban megjelend silyozott ésszeg
ne valtozzon.

Ez a fizikai eredmény még szemléletesebbé tehetd egy régi-Uj fogalomnak, a tengelyre vett tehetetlenségi
nyomatéknak a bevezetésével. Legyen az a forgdstengely irdnydt kijeldld egységvektor ;. Ekkor nyilvanvaldan
w = w- e, Azaz (1.5.1) alapjdan irhatd, hogy

1 = .
Ey = ;m: e B e, E;m‘@c.

Mivel a kinetikus energia skaldr mennyiség, ezért a 8, = e, 8,e.-nak is skaldrnak kell lennie. Ezt a 8, mennyiséget
nevezzUk az a tengelyre vett tehetetlenségi nyomatéknak. Ezzel megkapjuk a mdr régebbrdl jol ismert
kifejezéslunket:

1 .
EK = E@E W,
Ennek a fogalomnak a segifsegével a e;; mdtrixelemek szemléletes fizikai jelentése lesz. Legyen példdul a
forgdstengely maga az x tengely. Ekkor a definicidonk szerint az x tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték a
kovetkezd lesz:
Sal = _@x}' =By 1
_E'J.'I +B_1.'_1.' _B}'x]' [[]:| =0, = J‘{}-‘: +z%) - dm.
_E'xx _@x_}' +@xx 0

0,=ebe, =01 0 0ol-

test

Ugyanakkor tudjuk, hogy ¥* + z? éppen a test pontjainak az x tengelytdl vett B tavolsdgdt adja. Tehdt a test
egy bdrmelyik 0 pontjdhoz tartozé tehetetlenségi matrix féatldjdban 1eévé elemek megadjdk a test 0 pontjdn
atmend x, ¥ és z tengelyekre vett tehetetlenségi nyomatékot. Barmely ponton dtmend, bdrmely irdnyd a
tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték az x tengelyhez hasonldéan sz&émolhaté, azaz
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0, = J‘R: - dm,
test

ahol B az a tengelytdl vett tavolsdgot adja. Ez valdban vdaltozatlan marad, ha a merev testet az a tengely
mentén eltoljuk.

1.5.7. abra

A mellékatidban lévé ey;, i # j matrixelemek neve devidciés nyomatékok. Az elnevezés eredete forgd merev
test dinamikdjdban keresendd. Erre még visszatérlink.

Tudjuk azt, hogy a rogzitett tengely koérlul forgd merev test mozgdsdt megadd w szdgsebesség-vektor a
.forgastengelyben van”. Azaz az w vektor mind az inerciarendszerben, mind pedig a forgd testhez régzitett
rendszerben dllandd. Ugyanakkor a tehetetlenségi tenzor definiciojabdl kdvetkezik, hogy az L, = 8B, - w
(idéfuggetlen) formdban felirt linedris kapcsolat csak a merev testhez régzitett rendszerben igaz. Ez azonban
azt jelenti, hogy az dllé rendszerbdl szemlélve az L, perdUletvektor a merev testtel egyUtt forog. Azaz nem
dllanddé. A pontrendszereknél tanult perdulet tétel értelmében

L, =N,,

ahol N, a kulsé eréknek a (tengelyen kijelolt) 0 pontra szamitott forgatényomatéka. Mivel most a perdilet nem
dllandd, ezért kell, hogy a tengelyekre kulsé erék hassanak. Ez valdban igy is van. A leirt mozgdst a tengely
csapdgyain ébredd erdk biztositjak. Azaz a tengely ,rdgzitéséhez” kllsé eréhatds kell. Errél mindenki maga is
meggydz&dhet, nem kell hozzd mads, csak egy krumpli és egy ko6t610.

1.5.8. abra



41
c) Szabad tengely kériil forgo merev test

A mindennapi életben azt is tapasztalhatjuk (s6t, éldaul a gépkocsi kerekeinél direkt erre térekszink), hogy
bizonyos esetekben a rogzitett tengely kordli forgdaskor nem hat kUlsé erd. Ez akkor lép fel, ha az L
perdUletvektor az dllé rendszerben dllandd. Az elébbiek értelmében ez csak Ugy lehetséges, ha L is a
forgdstengelyben van, azaz egybeesik w-val.

7

7

1.5.9. abra
De ez azt jelenti, hogy ez az .egybeesés” a merev testhez régzitett rendszerben is fenndill. Azaz:
L,=8-w =8, u (1.5.2)

ahol 2, egy dallandd. A kérdés marmost az, hogy ez miként lehetséges? Azaz a matematikai modellink hogyan
adja vissza a széban forgd tapasztalati tényt. A vdlaszt maga az (1.5.2) egyenlet tartalmazza. Felismerhetd
ugyanis, hogy ez nem mads, mint egy (a linedris algebrdban megtanult) sajatérték-egyenlet, ahol mind oz e,
mind pedig a &, ismeretlennek tekintendd. Azaz keresstk a

=0, w

egyenletet kielégité w sajatvektor(oka)t és a hozzdjuk tartozé B, sajdatértékeket. Ennek feladatnak a
megolddsa igen egyszery, hiszen matrix alakban felirva

-‘Harx _@x}' —Byy Ly Ly
_'3_1.'1 +'3_1.'J-' _'3_1.'3 . m}.:| =B m}.:|J
._Bzx _Bx_}' ‘Haxx Wz Wz

ami dtrendezés utdn a kdvetkezd alakot Olfi:

-+E’x_r - E’L" _Bx}' _Bxx g
0y  +0,,-0;, -0, |- mj.] =0
—B; _@x_}' +0:: -8 ez

Ennek a linedris egyenletrendszernek (w;-k az ismeretlenek) akkor van trividlistdl kUidnbdzé megolddsa, ha az ;-
k egyutthatéibdl képzett determindns értéke zérus. Ez @,ra nézve egy harmadfokd (egy ismeretlenes)
egyenletet ad. Ennek (dltaldnos esetben) hdrom klldnbdzd megolddsa lesz. Jeldlje ezeket 8, =1{8,.8,,0;1
Ezekhez a sajatértékekhez tartozdé sajatvektorokat {w,.wm,.wsi}-mal jeldlhetjlk. Mint azt a linedris algebrdabdl
tfudjuk, ezek a sajatvektorok merélegesek egymasra.

A fenti eljards a merev test bdrmelyik  pontjdhoz régzitett Descartes-rendszerben elvégezhetd. Természetesen, az
eredmény mindig mads lesz, hiszen a tehetetlenségi tenzor fligg attdl, hogy a merev test mely  pontjdban vagyunk.
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1.5.10. abra

Ekkor felvehetd egy olyan koordindtarendszer, amelynek tengelyei éppen az {e,.w,, e} sajdtvektorokkal
pdarhuzamosak. Ezeket a tengelyeket tehetetlenségi fétengelyeknek, a koordindtarendszert fétengely-
rendszernek (FTR) nevezzUk. Ekkor megkulénbbztetés végett dltaldban az x, y, z helyett a fétengelyeket 1, 2, 3-
al jeldljuk. Ebben a fétengely-rendszeroen felit tehetetlenségi tenzor diagondlis mdatrix lesz, melynek
féatlojdban éppen a {8,.8,, 0.1 sajatértékek lesznek, azaz

8, 0 0
6=[0 o0, 0 ]
0 0 @,

Mindezekbdl nyilvénvaléan kdvetkezik az, hogy ha egy merev testet barmely pontidn dtmené olyan tengely
kérll forgatjuk, amelyik egybeesik valamelyik tehetetlenségi fétengellyel, akkor a forgdastengelyre haté kiilsé
eré6k nyomatéka zérus lesz. Ez természetesen még nem jelenti azt, hogy a tengelyeken nem hatnak erék, csak
azt, hogy ezek nyomatékdnak az 6sszege zérus. Ez a pontrendszereknél tanultak alapjan kénnyen beldthato.
Ha ugyanis a forgdstengely (amely tehetetlenségi fétengely) nem megy at a tdmegkdzépponton, akkor a test
tomegkdzéppontja egy kérpdlydn fog mozogni. A tdmegkdzéppont-tétel miatt a tdmegkdzéppont
centripetdlis gyorsuldsdt a merev testre hatd klUlsé erék biztositjdk. Ezek természetesen ismét csak a
csapdgyakon hatnak, de az adott P pontra vett eredd forgatd nyomatékuk nulla lesz.

Az elmondottakbdl az is kdvetkezik, hogy ha a merev testet egy témegkdézéppontjan (TKP) atmené fétengely
koriil forgatjuk, akkor a tengelyre semmiféle kiilsé er6 nem fog hatni. Az ilyen tengelyeket szabad tengelynek
nevezzUk. A megadoftt feltételek miatt minden merev testnek (bdarmilyen alakd és témegeloszIasu is legyen)
hdarom szabad tengelye van. Ezek a témegkézépponti tehetetlenségi fétengelyek.

3 |

]

@’

1.5.11. abra

Mindebbdl az is Iatszik, ha egy merev testet itt a Féldén eldobunk, akkor a témegkdzéppontja a jol ismert ferde
hajitas palydjat kdveti és a test olyan mdédon Ugy forog, hogy a (kezdeti feltételek dltal meghatdrozott)

perdilete dllandd maradjon. Azaz L=6-@= dllandd. Ez sokszor csak Ugy teliestl, hogy a pillanatnyi

forgdstengely dllanddan vdltozik, azaz @(t) idéfuggd lesz. Ha a test éppen valamelyik valamelyik szabad
tengelye korll forog, akkor a szabad mozgds sordn test szdgsebessége is dllandd marad. Kénnyen beldthatd,
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hogy szabdlyos testek esetén minden szimmetriatengely egyben fétengely is. Vannak olyan esetek
amelyeknek a témegkdzépponti rendszerben felirt tehetetlenségi mdatrixdnak csak egy darab sajatértéke van,
ozoz 8, = 8, =8, = 8, ekkor minden (a tdmegkdzépponton atmend) tengely szabad tengely lesz. Ekkor az
elhajitott test minden(TKP-i) tengely kérul dllandd szdégsebességgel fog forogni.

Az egyik ilyen trividlis példa a homogén gdmb. Ez a térbeli pdlydn vald mozgdsa mellett barmelyik geometriai
tengelye kordl szabadon foroghat. Az w irdnydt a kezdeti feltételek hatdrozzak meg. Az asztali teniszben és a
labdardgdsban haszndlt ,pdrgetési” és ,csavardsi” technikdk vdaltozatossdga éppen ezen alapszik, a nézék és
a jatékosok legnagyobb érdmére. A masik példa a (homogén) dobdkocka. Ez is Ugy viselkedik, mint a gémb,
azaz bdarmilyen irdnyl (a tdbmegkdzépponton atmend) tengely kordl szabadon tud forogni, a kockajatékosok
nagy banatdra.

1.5.3. Rogzitett pont koriil forgd merev test dinamikaja (a pérgettyi mozgas)

Tekintslink egy merev testet, amelyik egy adott (rdgzitett) 0 pontja kdrul szabadon foroghat. Ha az @ nem a TKP

és a test gravitdcids térdoen van, akkor Un. sdlyos pérgettyirél beszEllnk.

LAB

1.5.12. abra

Vegylk fel az 0 pontban a testhez rogztett f&tengely-rendszert. Forogjon a test (az 0 pont kordl) egy
szb6gsebességgel. Fétengely rendszerben a test 0-ra vett L, perdllete és a szdgsebessege kdzott a jol ismert
Osszefuggés all fenn:

L, =8, w= Lo pra-

A késébbiek jobb attekinthetésége miatt jeleztik, hogy a perdllet FTR-ben értendd. Azaz matrix alakban:

I‘l +@1 U D E':‘11.
|:L::| - :|- m::|l
L Ly

0 406, 0
) P 0 +0,

Az dalldnak tekintett inerciarendszert sokszor labor rendszernek (LAB) is szoktuk nevezni. Az @ pont ebben (is) dlld
pont, tehdt érvényes rd az (egyszerd alakl) impulzusmomentum-tétel, azaz

Loras = No (1.5.3)

Az 4ll6 laborban mérhetd Lpiag €5 a hozzd képest wm szdgsebességgel forgd (festhez rdgzitett) fétengely
rendszerben definidlt Ly grg k&zott a kdvetkezd dsszeflggés dll fenn:

Lotas = Logrr + o % Ly grp. (1.5.4)

Az jobb oldalon 1évé elsé tag abbdl adddik, hogy FTR-ben a perduletvektor a kllsé eréhatdsok miatt idében
vdltozhat. A megjelent mdsodik tag azért 1épett fel, mert egy dlld rendszerbdl egy forgdra tértlink at. Ennek
magyardzata a kdvetkezd. Az w szbgsebesség-vektor bevezetésekor Iattuk, hogy a koérpdlydn mozgd részecske
sebessége v = w x r szerint szadmolhatd. Ez pedig a mostani jeldléstinkkel nyilvanvaldan felirhatd igy is:

fiag = Fporg T @ X TeoRg
Mivel most a ponthoz régzitett (forgd) rendszerben a tdbmegpont dll, ezért trividlis, hogy tgprz = 0, 0zaz

Ti4g = & X IpoRGs
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ami ekvivalens a v = m = r kifejezéssel. Beldthatd, hogy minden, a tdémegpont mozgdsabdl definidlt vektorra,
(példaul r, ¥, p, L, ...) a fenti franszformdcios eljards helyes lesz. Ezt haszndltuk ki az (1.5.4) dsszefuggés felirdsakor
is. Marmost visszatérve az eredeti feladatunkhoz, az (1.5.3) mozgdsegyenletbe beirhatd a (1.5.4) dsszefuggés.
gy adédik, hogy

Le_r."a + ¥ Lyprg = Np.

FTIR-ben az N, nyomatékvektor (N, Ngg, Ngz) komponens alakba ithatd. Az Ly ers = 8, - @ Osszefluggésben a
tehetetlenségi tenzort csak a test geometridja hatdrozza meg, ezért nyilvanvaldéan nem fugg oz idétél. Azaz
irhatd, hogy

LD_E'."B. = ﬁn "o

A mozgdsegyenletre azt kaptuk tehdt, hogy
B, o+ 0 x (@, w) =N,.
Komponensenként irva:

By + tugeeg By — gy B, =
Beh; + wywyB; — wywyB; = Ny,
B g + oy 0,0, = w8, = Npg.

Osszevondsok utan adadik, hogy

Nps,

Biﬁt'.'lj_ — (i (kg {E': - Bg:] = Nm_.
Oz — wyw; (B3 —0y) =Npz.
Ozehz — wywy(B; — B7) = Npz

Ezt az elsérend’, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert a poérgettyimozgds Euler-egyenleteinek hivjuk. Az
egyenletrendszer nemlinedris, ezért a megolddsa néhdny, jellegzetes, specidlis esettdl eltekintve egydltaldn
nem egyszerd. Lathatd, hogy az egyenletrendszer kapcsolatot teremt a rogzitett 0 pont koérdl forgd test w
szogsebessége és a rd hatd kllsé erbknek az @ pontra vett Ny nyomatéka kdzdtt. Az érdekessége az, hogy ezt
a kapcsolatot a forgd testhez régzitett FTIR-ben felirthatd w;, wy, wy €S Npy, Ny, Ny komponensek kézott adja
meg.

A poérgettyimozgds megolddasdnak a masik nehézsége abban van, hogy ha mdr meghatdroztuk cu,, iy, g
komponenseket, akkor még ebbdl ki kell taldlnunk, hogy a test hogyan mozog az dllé rendszerben. Itt 1ép a
szinre az Euler-szdgek rendszere. A bevezetdben Iattuk ugyanis, hogy egy merev test mozgdsdat a #(z), eft), w(t)
idéfuggvényekkel adjuk meg. Ez azt jelenti tehdt, hogy az a,, w,, wy ismeretében meg kell hatdroznunk az allé
rendszerben rogzitett xyz koordindtarendszerlinkben a szdgsebesség-komponenseket, majd ennek alapjdan
magdt a mozgdst, azaz

w (), o) w, () - wt)he) el - 3@ ¢k

Mindez altaldnos esetben egydltaldban nem kénny( feladat, de elvileg megoldhaté. Ebben rejlik a pérgettylk
dinamikdjanak a ,titokzatossdga”, de egyben a szépsége is.

1.6. Altalanos mérlegegyenletek

A természettudomdnyos vizsgdldddsunknak (most elsésorban gondoljunk a fizikdra) az az objektiv alapja, hogy
az univerzumunkban ,valamiféle” rend van. Es ezt a rendet az ember (elestl most a fizikus) képes felismerni.
Mintdzatokat” vélunk tapasztalni a jelenségek minden szintjén. Ez teszi lehetévé azt, hogy matematikai
modelleket gydrtsunk, amelyek ,adekvatak” (hiek) és igy beldluk szamokkal megfogalmazhaté eredményeket
kaphassunk. Ezeket aztdn lehet a medgfigyelésekkel, vagy tudatos mérésekkel ellendrizni. Ha a modellunk ,j6”,
akkor sz&dmszer( egyezést fogunk tapasztalni. Azt mondjuk erre, hogy a modellinknek ,redlisnak” kell lennie.
Nem célunk most a modellalkotds filozdfiai problémdirdl beszélni. A kvantummechanikai tanulmdnyainkndl ez
ugyis elkertlhetetlen (les2).
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Ha egy térvény olyan, hogy nagyon sokféle természeti jelenségre értelmezhetd, akkor az valami nagyon
alapvetd ,mintdzatot”, ,univerzdlis igazsdgot” fogalmaz meg. A fizikus szeret ilyeneket taldini, mert ez a ,dolgok
ényegi megértését” jelenti szamara.

llyen univerzdlis torvényeket fogalmazunk meg oz Un. mérlegegyenletekben. Ezek extenziv fizikai
mennyiségek” nagyon ditaldnos (térbeli &s idébeli) tulajdonsdgait fogalmazzak meg. Ervényes lehet ,anyagi
dolgokra” (,szubsztancia”) pl. egy varosba tartézkodd emberek szama. Vagy pedig .nem anyagi természet(”
dolgokra, valamiféle szammal jellemezhetd tulajdonsagra (., attributum™”) mint pl. az energia. Mint I&tni fogjuk, a
példaként felhozott két fogalom nagyon tévoli egymdastdl, mégis ugyanolyan mérlegegyenleteknek tesznek
eleget.

A fizikai jelenségeket mindig a tér egy dltalunk jol elklldnitett részében figyeljuk meg. Ezt a térrészt egy zart
felllettel elvdlasztiuk a koérnyezetétdl, A felllet daltal hatdrolt térrészben 1évd objektumok alkotjgk a fizika
rendszert” amelyet valamilyen ,extenziv® vagy .intenziv® (edlis) fizikai mennyiségekkel jellemzink (dsd
Termodinamika). Egy fizikai jellemzé ,extenzivitdsa” nagyon dltaldnos tulajdonsdgokat eredményez. A
.mérlegegyenletekben” éppen ezeket fogalmazzuk meg.

Legyen g, (r .t} valamely w skaldr (extenziv) fizikai mennyiség térfogatsirisége. Ez azt jelenti, hogy a tér egy r
pontjdban egy t iddpillanatban egy dV térfogatelemben ebbdl a fizikai mennyiségbdl dw = g, dV van jelen. A
g, (r, t) mértékegysége tehdt:

lw]
loe]l=—

Ez mar ,intenziv” mennyiség.

o

d¥, dw

1.6.1. abra
Hasznos fogalom ezen w mennyiség j,. aramsirisége (-vektora) is. Ennek definiciéja
] dw
he " dd = E.-

azaz a széban forgd fizikai mennyiségbdl a dA (irdnyitott) fellletelemen idéegység alatt ennyi dramlik &t. Az
aramsUrdség mértékegysége tehat
lw]

s - m?

il =

rr_rr

Bevezetheté még a w mennyiség s, forrdssirisége is. Ez megadja, hogy ebbdl a w-bdl egy elemi dv
térfogatban mennyi keletkezik, vagy tdnik el
L
sy dV =
A forrassUrUség mértékegysége igy:
lw]

|:511':| = g- m!'
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Py

1.6.2. abra

A fizikai rendszerlinkoen a w extenziv mennyiség csak kétféle médon vdltozhat: vagy atlép a fellileten, vagy
beliil keletkezik. A most bevezetett fogalmakkal ez a kévetkezd mdédon fogalmazhatd meg:

d

— [p,-dv=—1,,+ [s,-av

V() 140!

Ez egy igen dltaldnos forma, hiszen a kiszemelt V(t) térfogat és az 6t hatdrold A(t)felt]le’re is valtozhat az
idében. Ekkor 1,y a mozgo fellleten (idéegység alatt) atlépd (, w") fizikai mennyiséget jelenti. Ez az dram oz
LaramsUriség” fogalmaval is felirhatd, azaz:

L= [7.(At))-dA.
A(r)

itt 7, (A(t)) (definicié szerGen) a mozgé felllet pontjaiban definidihatéd dramsiriség vektort jelenti. igy rhato,
hogy

d
ar ) P cdV = —Fj, -dA + [511- -dV:
Il A Il
A legtébb fontos esetben azonban ilyen dltaldnos szemlélet egydltaldn nem szlkséges. Nyugodtan tekinthetjuk
a hatdrold felUletunket régzitettnek. Ekkor a mérleg egyenletunk igy irhato:

g . .

J‘¥d1r =- ]h.-dA+J‘s-d1r. 1.6.1)

Il A Il
Ez az &sszefluggés valdban egy alapvetd térvényszerldséget tUkrdz, hiszen szdmitdsba vettink minden olyan
lehetéséget, amely (tapasztalatunk szerint) megvdltoztatja egy adott térfogaton belll az illetd w (extenziv)
fizikai mennyiség Osszértékét. Kelld daltaldnossdgra akkor jutunk, ha (a tapasztalat alapjdn) feltesszlk, hogy
mindez tetszéleges nagysagu, alaku (és elegendden sima felllet() térfogatra igaz. Azaz érvényes infinitezimalis
di’-re, amelyet infinitezimdlis zart d4 hatdrol. Azaz mintegy ., rdzsugorodhatunk” a tér bdarmely helyvektord P
pontjdra és oft a g, (r. £} lokdlis viselkedést tudjuk megadni. Ekkor a mérlegegyenlet Un. differencidlis alakjahoz
jutunk. Mielétt ezt megfogalmazndnk egy Uj matematikai fogalom bevezetésére lesz szUkséglnk, amelynek a
neve divergencia.

1.6.3. abra
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Tekintsink egy alr) vektor-vektor flggvényt. Vegylk a témek egy P pontja korUli AV térfogatdt, amelyet a 44
nagysagu zart felllet hatdrol. Képezzik a kdvetkezd skaldr hatdarértéket:

1

lim
VS0 AV
FPEAV

}Ea-dﬁz?-a=diva.
A4

Ha ez létezik, akkor ezt nevezzik az alr) divergencidjdnak. Ekkor irhatd, hogy

lim jga-dﬁ =V -a-Al,
AV D
Aa—=opaa

Ebbdl kdvetkezik, hogy véges A fellletl és véges V térfogatl térrészre integrdlva:

fa-dﬁ=!{"§'-a:]d1r’.

Mint azt a matematikdbdl tudjuk, ¥ - a differencidldssal megkaphatd. Ennek igy is kell lennie, hiszen a bevezetett
hatdrértékkel az alr)-nek egy olyan tulajdonsdgdhoz jutottunk, amely a tér egy r pontjdban érvényes. Ez a
kovetkezd:

v Zﬂ da;
‘a = o = —
I: [} I: BJ.'[

Ezek utdn visszatérhetlnk az integrdlis alakd (1.6.1) mérlegegyenletinkre. Az iméntiek értelmében a jobb oldal
elsé tagja térfogati integralld irhatd at:

dae N ,
J‘Etﬂe = —J‘(":" e ddV + [511. cdv,
v v

v

Atrendezés utdn:

it .
J‘ (E-'_ Vojw — sh.] dv = 0.

-
Ez csak akkor lehet bdarhol és bdarmekkora V térfogat esetén igaz, ha az infegrandus azonosan zérus. Azaz:
ap.

? + Ve — 5, vagy Ay + BiJui = S

ahol p=plr.t), j=jlr.t} é s=s(rt). Ez egy differencidlis mérlegegyenlet, amit szokds még kontinuitdsi
egyenletnek is nevezni. Ha forrds nincsen (s, = 0), akkor megmaradadsi tételrél beszEéllnk. Az elkdvetkezdkben
minden dinamikai egyenletet ilyen alakra prébdlunk hozni. Természetesen kiindulnunk mindig az
alapegyenletekbdl kell (Newton, Maxwell, stb...).

Az eddigiekben nem beszéltlink arrdl, hogy milyen konkrét extenziv mennyiségre kell gondolnunk, amikor a
fizkdban  mérlegegyenletekrél beszélink. A késdbbi szemlélet (elektrodinamika, kvantummechanika)
kialakitdsa végett célszerG a téorténeti utat kdvetni. Ez ugyanis szépen tUkrézi az dltaldnositdsoknak a
szUkségszerdségét.

Kiinduldsul egy konkrét fizikai rendszerrel, a tdmegpontrendszerrel foglalkozunk. Méghozzd olyannal, ahol
N = 10" és a rendszer (makroszkopikus) térfogata akkora, hogy kontinuum eloszldsi anyagmodellt lehet
haszndini. Ezt nevezzUk folytonos anyageloszidsu testnek, vagy egyetlen széval kézegnek. Az ilyen rendszer
dinamikdjaval a konfinuummechanika foglalkozik.

A kontinuummechanikdban a koévetkezd extenziv (skaldr) mechanikai mennyiségekre célszer(
mérlegegyenleteket felirni.

1. Témeg. A témegsiriség: P . 8) = ple, £),
2. Energia. Az energiasiriség: pe(r.t) = (1/2)plr. t) - v2 (. t).

3. Impulzus. Az impulzussiGriség: goi (v, 8) = p(r. £) - v;(r, £}, i=123
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Toémeg esetén dltaldban nem irjuk ki az =~ indexet. Az impulzussnomentum mérlegegyenletével nem foglalkozunk,
ugyanis nem mond Iényegesen t&bbet, mint az impulzusmérleg. Majd alkalomadtdn megemlitjik az idevonatkozd
fizikai tudnivalékat. Az impulzusmomentum-sUriség definicidja:
primt) = [T - pirtll. i=:

Lathatd, hogy ezekben a fontos esetekben a plr.t) anyagsiriség (azaz az maguk az anyagi pontok)
hordozzdk az extenziv mennyiséget (impulzus, energia, perdllet). Az egyszerlbb szdéhaszndlat végett ugy
beszéllnk ezekrdl a fizikai mennyiségekrdl, mintha maguk is ,szubsztancidk” (valamiféle ,megfoghatd dolgok”,
LONAalld anyagi 1étezék”) volndnak. Holott ezek a kdzeget alkotd tédmegpontok (4tlagos) dinamikai
tulajdonsagai (, attribGtumok”). Mindegyik esetben mérlegegyenleteket fudunk haszndini. Ez az absztrakcid teszi
lehetévé majd azt, hogy a kontinuummechanikdban kidolgozott sikeres szemléletet atvigydk a fizka mads
terlleteire is (elektrodinamika, kvantummechanika).

A kdvetkezdkben az dramsirlséget vizsgdljuk. Legegyszerlbb példaként tekintsik a tdbmegmérleget. Ez igen
szemléletes, hiszen mindennapi tapasztalatunkra tdmaszkodhatunk. A tdmeg-aramsiriségnek két fajtdjat

ismerjuk, ezek a konvektiv dramsiriség: j = pv, valamint a kondukfiv dramsiriség: (példdul) j = —D - Vp. Jelen
esetben ez a diffuzid.

A konvektiv dramsUrUséget a tdmegpontok makroszkopikus (rendezett) elmozduldsa (azok daramldsa) hozza
|étre. Ezért szerepel benne a vir, £} dramidsi sebesség. A konduktiv (vezetési) dramsUriséghez nem csatolddik
makroszkopikus (rendezett) elmozdulds. A példaként felit diffazids dramot a részecskék rendezetlen,
véletlenszerd mozgdsa idézi eldé. Es ezt a makroszkopikus skaldn a témegsiriség inhomogenitéasaval tudjuk
figyelembe venni (Fick-féle egyenlet). A jelenség természetébdl fakad tehdt, hogy ennek részletes mikrofizikai
hatterével a statisztikus fizika foglalkozik.

Altaldban nem mindig tudunk kiinduldsul ilyen ,konduktiv’ dramokat felirni. Ezek legtébbszdr az alap-
(dinamikai) egyenleteknek a kontinuitdsi egyenletbe vald dtirdsakor ,kijdnnek”. Réviden azt mondhatjuk, hogy
minden olyan dramsUriség, amelyik nem konvektiv, azaz nem irhatd j, = a, - v alakba, az szikségképpen
konduktiv lesz még akkor is, ha a szemléletlnk ezt ,nem I&tja”.

A kontinuitdsi egyenlet tehdat konvektiv dramsUriség esetén a kdvetkezd:

By + 8 (i) = Sy (FIGYELEM it ,,i”-re 6sszegezni kellll) (1.6.2)

A mérlegegyenleteket sokszor az alapegyenletekbdl vezetjlk le. Ennek sordn derll majd ki, hogy egy dramsirdség
milyen fajta. Erre mar a kontinuummechanikdban is I&dtunk majd példdt, de jelentésége azokban az esetekben lesz,
amikor a hdttérben nem egy . klasszikus tdmegpontrendszer” hizédik meg. llyen lesz majd az elekirodinamikdban a
Poynting vektor és a kvantummechanikdban a valdsziniségi dramsiriség.

A konduktiv adramsirUség fogalmdnak az Un. nemegyensulyi termodinamikdaban van nagy szerepe. Mint azt tanultuk
mar, a termodinamika a ,termodinamikai” dllapotok kdzdti kapcsolatokat vizsgdlja. Az idé fogalma nem szerepel a
tfermodinamika szétardban, igy valdjgban ,termosztatikardl” beszélhetink. A fermodinamikai dllapot felé haladd
rendszer idébeli viselkedésével a nemegyensulyi termodinamika foglalkozik. Ezekben a folyamatokban Iépnek szinre az
Laramok”. A valddi dinamikai hdtteret a (nemegyensdlyi) statisztikus fizika szolgdltat(nd)ja. De a makroszkopikus skdldn
a Fick-féle egyenletek a fenomenoldgia szintién mar jol haszndlhatok. Az itt definidlhatd konduktiv dramok mintegy
intuitive kertinek be az elméletbe. A nemegyensulyi termodinamika egy igen fontos tapasztalati ténye az, hogy egy
adoftt konduktiv dramsdriséget tdbbfajta inhomogenitds is eldidézhet. Azaz irhatd, hogy

j[ = Z L[_i. - ".?lfi[.?_i'_. L[_i. = L_i.[" _.I = 1
T

Ennek a szimmetridinak (kereszteffektusok) a felismerése ONSAGER nevéhez fUz&dik. EIméleti jelentéségét a tudomdanyos
vilhg az 1968. évi kémiai Nobel-dijjal ismerte el indokidsul .a hdétani folyamatok iddbeli lefutasat jellemzé
térvényszeriség felfedezéséért” .

A kontinuitasi egyenlethez masképpen is eljuthatunk. A késébbiekben ez a moddszer (fizikai okokbdl)
kikerUlhetetlen lesz, ezért kell most ezzel foglakoznunk. Vdlasszuk ki a kézegnek egy ¥V nagysdgu, véges
tartomadnydt amelyet egy elegendden sima 4 felllet hatdrol. Gondolatban jeléljilk meg a térfogatban 1évé
tdbmegpontokat és vizsgdljuk meg ezeknek a viselkedését. Ahogy telik az idd, mozog a kbzeg és mozognak a
.megjeldlt” pontok, azaz természetesen vdltozni fog a kijelolt Vi) térfogat és az 6t hatdrold Alt) felllet is. A
(mozgd) fellleten bellli w extenziv mennyiség ésszege

wlt) = J‘ ppdV.
vie
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Ez csak Ugy vdltozhat az idében, ha a kijelolt (a kdzeggel egyUttmozgd) Vit térfogaton belll forrdsok
vannak, azaz a felirhatd (integrdlis) mérlegegyenlet a kévetkezd lesz:

d T
v = f spdV. (1.6.3)

i)

Ez tehdt a w mennyiségre felirt integrdlis mérlegegyenlet, de egy olyan medfigyeld szerint, aki a kdézeggel
egyutt mozog. Emiatt a szemlélet miatt ezt szubsztancidlis egyenleinek nevezzlk. Meg fogjuk mutatni, hogy
ebbdl a szubsztancidlis mérlegegyenletbdl (szUkségképpen) az eldbb kapott (1.6.2) differencidlis alakhoz jutunk.
Hiszen a mérlegegyenlet fizikai tartalma flggetlen magdatdl a megfigyeltél.

Vit Vi + dt
® ~ @ +an) Oldalnézet:
® - ©

‘\'C dr

o

1.6.4. abra

VégezzUk el a kijeldlt teljes idéderivalast (??7?). A w mennyiség két okbdl valtozik. Egyrészt azért, mert a kdzeg
plr. ) id6fuggd térfogatsiriséggel rendelkezik. Mdsrészt azért, mert a kijelolt (¢} térfogat a kdzeggel egyutt
mozog a laborhoz képest. A labor rendszerben tehat

d d
—wlt) =— dv = J‘ d'lr’ — J‘ AV — J‘ AV .
) = [ i ' ( o o

L vie+ded wied
.zg: a i

A mdsodik tag igy irhato:

ApdV — [ ApdV = [ ApdV = jg Ay dr - dA,
it +ded it vie+ded—1ie) A
és ezért
1 dr
E J‘ Py dV — J‘ Py dV | = §HI1 E -dA = %.ﬂh'v -dA = J‘ V- {.'Dh'v:] dV.
v e+ded it A A v

Az utolsé 1épésnél a megszokott matematikai dtalakitast haszndltuk. Azt kaptuk tehdt, hogy:
d ﬂ v r r
Ew{t:] = J‘ Ed'lr + j‘ V- {_,-:ah.v:]d'lr . 1.6.4)
r |

Ezt beirva az (1.6.3) szubsztencidlis mérlegegyenletbe, adddik, hogy
a

[ ;“ dv + J'? - (g, v}V = j 5,,dV.

Il Il V

Differencidlis alakban:

d gy
= TV (g v) + 50

lletve ,nablatlan” valtozatban

e pw + 8 (pyvi) = 53, (FIGYELEM itt ,,i”-re 6sszegezni kelll)



50
Ez pedig éppen (1.6.2), ahogyan azt vartuk is!

1.7. Deformalhaté testek mechanikajanak az alapjai

1.7.1. Deformalhaté testek mozgasanak a leirasa

A kontinuum (anyag)modellt az elézéekben mar sikeresen haszndltuk egy specidlis pontrendszer, a merev
testek dinamikdjanak a targyaldsakor. Most elhagyjuk azt a megkdtést, amely a merev testeket ,merevvé”
tette, azaz megengedjlk, hogy a test pontjai kdzotti tavolsdg megvdltozzon. Ez a valtozds azonban nem
tetszéleges, hanem a testre haté kullsé és belsé erdk hatdrozzdk meg. A pontrendszer szemléletben megjelend
belsé erdk tulajdonsdga a makroszkopikus skaldn az illeté anyagra jellemzé anyagi tulajdonsdgként jelenik
meg. A deformdlhaté testeknek (kdzegeknek) ezek a makroszkopikus jellemzéi definidljgk azt, hogy gdz,
folyadék vagy rugalmas kdzeg dinamikdjat kell meghatdaroznunk.

El&sz6r a deformdlhatd testek mozgdsdnak a leirdsaval kell foglalkoznunk és csak ennek ismeretében térhetlnk
at a dinamikara.

A mdr ismert technikdt kévetve vegylnk fel egy alld vonatkoztatdsi rendszert (,labor rendszert”). A
deformdlhatd testink mozgdsat ebben a labor rendszerben fogjuk vizsgdini. A test egy pontjat a labor
rendszerben elfoglalt helye alapjan azonositjuk. Ha a deformdlhatd test (a kdzeg”) mozgdsban van, akkor
minden pontfjdnak a helye az idében vdaltozni fog. Ez a fajta szemlélet tdl dltaldnos és ugyandgy nem vezet
eredményre, mint azt a pontrendszerek esetében Iattuk.

SzUkitsUk le a vizsgdlatunkat csak a ,deformdlhatésdgra”. Mint azt Idttuk, ez azt jelenti, hogy (ellentétben a
merev testekkel) most a kdzeg pontjai kézdtti tavolsdg mdr nem marad dllandd. Sé6t, ennek a vdaltozdsnak a
meghatdrozdsa jelenti az ,0j” feladatot.

A probléma jellegébdl fakaddan célszerG a kbzeg pontjainak a helyzetét a kézeg egy kivalasztott pontjdhoz
viszonyitva megadni. Legyen ez az 0 pont (természetesen ez is mozog). A kdzeg pontjait az 0-bdl mért r
helyvektorral azonositjuk. Egy pont mozgdsat az sir, £} figgvény irja le. Ez lesz a keresett mennyiségUnk.

’ LKBOR

Vegylnk észre egy fontos Ujdonsagot a tdmegpontrendszereknél haszndilt jeldlésekhez képest! A
pontrendszernél a rendszer dinamikdjét az

r;(£), i =1.23,...N,

1.7.1. dbra

N elem( fuggvényhalmaz ismerete jelentette. A deformdlhatd kdzegeknél ugyanezt a szerepet az
s(r.t).  r e testpontjai

kontinuum szadmossagu fuggvényhalmaz veszi &at. Az ¥ tehdt oz i (részecske azonositd) index helyére Iép. Az
ismeretlen fluggvény tehdt az slr.t). Célszerd, ha az r és az slr.t) vektorokat a labor rendszerben definidlt
Descartes-koordindtdakkal adjuk meg.

Megkdnnyiti a majdani matematikai formuldk kezelését, ha a jeldléseinket kissé megvdaltoztatjuk. A labor
Descartes koordindtdkndl a megszokott {x.y.z} helyett az {1.2.3} megnevezést haszndljuk. Ennek megfeleléen
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kiinduldsul a 1.7.1. tdbldazatban dsszefoglalt jeldléseket haszndljuk. A tovdabbi fizikai fogalmak jeldlését is ennek
alapjan fogjuk bevezetni.

A fogalom | Jele | Descartes-komponensek
megnevezése
Labor koordindtdk {1,2,3)
Kdézeg pontja r [ETEPED)
Pont elmozduldsa 5 (5y,5,.5,)
s(r) silxx0.x,) = sl-l[.rj-}, Lj=1.23
Koordindatdk szerinti a )
s =3, i=123

(parcidlis) derivalas ﬂxl

1.7.1. tablazat

Legyen az 0 referenciapont elmozduldsa s, = (spy. 552,503 A kOzeg egy r (helyld) pontjdnak az elmozduldsa
s = (5,,5,,5.). Minket azonban a kbézeg pontjainak egymdshoz képesti relativ elmozduldsa érdekel azaz
s = 55 + ds, ami skaldr komponensekkel irva

5p = Spj + ljS[_. i= 1_.2_.3. (].7.])

(MEGJEGYZES: Itt most ,ds” NEM INFINITEZIMALIST jelol, hanem egy véges tdvolsagot) Ha a kdzeglnk nem
deformalddik (azaz merev marad), akkor a transzldcids mozgds esetén minden pontja ugyandgy mozog mint
az 0 pont, azaz sir) = sy, tehdt ds =

A deformdlhatd kdézeg a mozgdsa sordn a deformdcidn kivil még el is fordulhat. Azaz ds = 0 mindkét
mozgdsformdt tartalmazza. A kdvetkezékben a forgdst és a deformdciét szét kell valasztanunk egymdstol.

A ds = 0 relafiv elmozduldsok ds; skaldr komponensei a tdbbvaltozds fuggvényeknél tanultak szerint igy
hatdarozhaté meg. Mivel

5 =5[{x_i-}, Ly =123

ezért ennek a megvaltozdsa

BSI: BSI: BSI:

ds; = — — x4+ T—xo, i=12.3
' ﬂxixl + ﬂx:x‘ + ﬂxgx'

azaz
8s;
ds; = —‘x _Zasl xj. 1.7.2)

A tovdbbiakban bevezetlnk egy szummdzdsi konvenciét. Ez azt jelenti, hogy a szumma jelet nem irjuk ki, de ha
egy kifejezésben két index azonos, akkor arra szummdzni kell. Ennek megfeleléen az (1.7.2) kifejezés rdviden igy
irhaté:

ljS[ = Iﬂj‘S[ X, i= 1_.2_.3.

)

Az elkdvetkezédkben az i = 1,2,3-at sem irjuk ki. Kbnny(J észrevenni, hogy bevezethetd a Vs; = grad s; jeldlés is
ebben a formuldban, azaz

ds; = &5 -x; = (Vs -r

)

Szoktuk haszndlni a koordindtarendszer-figgetlen vektori jeldlést is a kdvetkezd alakban:

ds = ds

5 = ﬂ'[‘ r.

Ez egy formdilis felirds, hiszen vektorral nem lehet osztani. Mivel itt a ds és az r vektorok kézdtt linedris kapcsolat
van, ezért a ds/dr neve derivdlt tenzor. Ezt szokdsos még a nabldval vett diadikus szorzatként kezelni, azaz a
derivdlt fenzort ¥ o s alakban felirni. Ha lehet, mi keruini fogjuk a ,nabldsitoft” formuldkat és ahol csak lehet, a
skaldr komponeses felirdst haszndljuk.
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A most bevezetett szabdlyt Einstein-féle szummdazasi konvencionak nevezik. Ennek oka az, hogy az EINSTEIN dltal
kidolgozott dltaldnos relativitdselméletoen haszndlt differencidlgeometriai miveletek sok indexet és sok szummat
tartalmaznak. A formuldk jobban attekintheték ezzel a jeldléssel.

A tovdbbiakban nem fogjuk ilyen részletességgel ravezetni magunkat erre a kédnnyitett jeldlésre, hanem a
formuldinkat mar régtdn ebben a formdaban irjuk fel.

A derivalt tenzor Descartes-koordinatarendszerben egy 3X3-as matrix lesz, amelynek mdtrixelemei 8;s; = s;;.
Evvel kapjuk, hogy ds; = s;;x;. Mint minden tenzor, igy oz s;; is felirhato egy szimmetrikus s egy antiszimmetrikus
tenzor &sszegeként, azaz

5

; = &; + a;.

ahol &; = e €5 a;; = —ay;. Mindkét rész elbdllithatd az s;; ismeretében a kdvetkezd trividlis médon:

-

1 1
& =3 {sl‘j + Sji} = 5{5}5[ + ﬂisj}*

=t

a; = % (si —s50) = 5{5}5( — g;s;).
Ezeket beirva az (1.7.1) egyenletbe az s;(x;) elmozdulds-fliggvényre kapjuk, hogy
5p = sy + oo x g
[t mindhdrom egyutthatonak szemléletes fizikai jelentése van, nevezetesen
- 5 atfransziGcié, mértékegysége m,

- g aforgds, mértékegysége 1,
- g; A, deformdcid mértékegysége 1.

Most e két utdbbi bizonyitdsa kodvetkezik. Tudjuk, hogy a ¢ = a x b vektori szorzat Descartes-komponensekkel a
kovetkezd:

€y = @gbg — aghyg,

c; = azby —abs,

£y = @yb; —ag by,
Szokdsos bevezetni egy Uj matematikai szimbdlumot. Ez azt a célt szolgdlja, hogy két vektor kdzotti |, vektori szorzdst”
Descartes-komponensekkel tdmdr formdba irhassuk (haszndliva a szummdzdsi konvencidt). A fenti kifejtés réviden igy is

irhaté:
Ci= B

A most bevezetett egy harmadrendd, (teljesen) antiszimmetrikus tenzor, a kdvetkezd definiciokkal:

+1 haijk=123,231.312,

-1 haijk=321132213.
Ez kbnnyen megjegyezhetd, ha felismerjuk, hogy  -hez tartozé permutdcidk az ciklikus cseréi, mig esetén ezen
permutdciok ,visszafelé” irva szerepelnek.

[ 0 ha barmelyik két index megeg
Eiji =

Tudjuk, hogy az a;; antiszimmetrikus tenzor matrixa a kdvetkezd:
0 Qyz Oy

3 0 ﬂ':!]-

—8y3 —G;z 0

ﬂ-[_i' =

Legyenek most a mdtrix elemei a kdvetkezdk:
Bz = —d@y. oz = +deg, gy = —dgs.
Szorozzuk meg az igy definidlt a;; mdatrixot az r oszlopmdtrixaval. Ekkor kapjuk, hogy:

0 —dg; +dg,
+depg a0 —dq;ll] .
—=dp, +dg, 0

azaz
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xpdey — x,dg,
xodgy — _rgd:pi} Zdg xr.
xgdey — x,dg,

QX =

Mint azt mar lattuk, ez egy forgatdst jelent. (asd (1) tdmegpont dinamikdja fejezet). Ebbdl kdvetkezik tehdt,
hogy a deformdciét az e, x, kifejezés kell, hogy megadja. Az ¢; szimmetrikus tenzor neve ezért deformdcios

tenzor. Ki kell deritenlink, hogy a matrixelemeinek mi a szemléletes fizikai tartalma.

Mostantdl kezdve csak a deformdcidk érdekelnek bennlnket. A kdzeg globdlis mozgdsat (franszldcid és forgds)
nem vizsgdljuk. Tekintstk tehdt az r helyen lévé részecske relativ elmozduldsdat, amelyet a ds; = g;; x; kifejezés ad

meg, ahol, mint azt Iattuk,

E Bs; 85 )

1
=3 {ﬂ‘[S_i- + B_i'si} =3 (ﬂ_.rl ﬂ‘_J:J

Descartes-bdzisban vagyunk, amelynek ortonormdlt bdzisvektorait e;-el, e;-vel és e;-mal jeldltuk. A relafiv
elmozdulds részletesen kiirva a kdvetkezd:

dsy €11 Fiz  Fi3 Xy
dsy | =|€22 €22 23|~ |¥2|
ds, €33 €33 Fa3 3
B
€
F ds,
> - > >
a ey Xy Xy
1.7.2. abra

Legyen az x, tengelyen egy F pont , amelynek helye
r=x;e, — rlx,,0.0) — P,
Ennek a P pontnak az 9-hoz képesti relativ elmozduldsa kédnnyen kiszamithatd:

ds — ds; = g%

| - ds; = 54434,

Hasonld médon, ha a P pontot az x; vagy x; fengelyen vesszUk fel akkor azt kapjuk, hogy
ds; = €074, ds; = £33

Ennek az eredménynek szemléletes tartalma van. Hiszen a ds; mindhdrom esetben az 0F egyenes szakasz

megnylldsadt adta meg. Innen lathatd, hogy a deformdciés madtrix féatiéjaban 1évé elemeket ,relativ
megnyuldsként” értelmezhetjiik. Azaz
dS[

£ = relativ megnyilas, g =
L
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1.7.3. abra

Hatdrozzuk meg most az x, tengelyen 1évé P pont x, irdnyd (relativ) elmozduldsat. A deformdcid tenzor szerint
erre azt kapjuk, hogy

dsy = €q9%y

Az elmozdulds geometridjdbdl pedig az dbra alapjdn adddik, hogy ez az BF egyenes szakasz elforduldsdra
jellemzd, azaz:

_ ds, _ _
tg s _.r: = £z ¥ Vi
A szdmolds ugyanigy elvégezhetd értelemszerlen a tobbi vegyes index(U elemre is. It feltettik azt, hogy
lokdlisan mindig kis deformdciodkrdl beszélink, azaz haszndinatéd a tglx) = x <« 1 kdzelités. Azt kaptuk tehdt, hogy

Eij & ¥ijo i =]

azoz a deformdciés tenzor vegyes indexd elemei a ,szégdeformdciéot” adjak. Ezt szoktdk cstszasnak is nevezni.
Ennek oka kdvetkezd. Vegylunk egy olyan deformdciét, amikor megnyulds nincsen. Ekkor példdaul az x,.x,
sikban 1évé négyzetlap a deformdcié sordn egy rombusszd torzul. Olyan, mintha egy kdrtyacsomagban a
lapokat elcstsztattuk volna. Amikor majd a deformdcidkat eldidézé eréhatdsokat vizsgdljuk, ki fog derlini, hogy
ez a ,kartyacsomagos” analégia nem is olyan légbdl kapott dolog.

A ! --7

\ .- elcsUszdas

\‘ ’——_, /

v

1.7.4. abra

NézzUk meg ezek utdn, hogy miként deformdlddik egy kocka alakl tartomdny. Egyszerlség végett legyen ez
az {e,.e; ez} orfonormdilt (e; - e =&;)) bdzisvektorok dltal definidlt egységnyi térfogatl kocka. Deformdcié utan
a kocka élvektorai a kdvetkezdk lesznek:

ei=e; +e-g = (1+de;.

A kocka eredeti térfogata

Vy, = (e, x es)es =1,

A deformdlddott ,kocka” térfogata:
W = (e} xellel = det(1 + &

A jobb oldali kifejezés azt az elemi matematikai tényt fejezi ki, hogy a vegyes szorzat értéke a szorzatban
szerepld vektorok Descartes-komponensekbdl alkotott mdtrix determindnsa. Részletsen kiirva:

1+, €13 €13
W= €31 1 +ten €13
€31 €33 1+ 65

Kis deformdciokrdl Iévén sz4, a determindns kifejtésekor minden olyan tagot elhanyagolhatunk, amelyben ;e
szorzat szerepel. Azaz csak az elsérend deformdcidkat vesszUk figyelembe. Ekkor kapjuk, hogy
1_:!" .
T ltlententen) — DV L‘:fu"‘f:: + €z
2 23

i
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Itt kihaszndltuk azt a tényt, hogy ¥, = 1. Szemléletesen, a térfogat relativ megvdaltozasat kaptuk. Ez pedig a
deformdcids matrix féatléjdban 1évé elemeknek az dsszege. A matematikdbdl tudjuk, hogy ez a forgatdssal
szemben invaridns mennyiség. Ennek neve: a mdtrix nyoma (vagy .spur” vagy .frace” ). Azaz dltaldban is igaz,
hogy
dv ds; @5, dsg

v €11 T €12 T €3 :ﬂ_.r,_-l_ﬂ_x:-'_ﬂ_x-!:a[s['

A jobboldalon felismerhetjlk, hogy az s(r) vektorfiggvény divergencidjat, azaz
g5 =V-5=divs,

Szavakban: az elmozdulds-vektor divergencidja a relativ térfogat valtozast adja. Mindebbdl az is Iathatd, hogy
ha egy olyan deformdcionk van, amelyben nincsen megnyulds, akkor ott a térfogat dllandd marad. A csak
.CsUsz&st” tartalmazé deformdcid ilyen. A szemléltetd kartyacsomag ezt is teljesiti.

Tudjuk, hogy minden szimmetrikus tenzor diagondlis alakba transzformalhatd. Ez az Un. fétengely rendszer.
Ebben a rendszerben az & deformdcid-tenzor diagondiis:

e 0 0
[ 0 e 0O ]
a a Eq

A féatldban 1évé bsszeg invaridns, és a térfogatvaltozds az ismert mddon szamithato:
Vo =V +dV, dV « V.
Linedris algebrai mbdszerekkel megmutathatd, hogy az g; dltal megadott deformdacié sordn bdarmely (,kis”)

gdbmb alakd tartomany ellipszoiddd torzull Fétengely-rendszeroen az ellipszoid tengelyei éppen a
fétengelyekkel esnek egybe.

1.7.2. Er6hatasok folytonos anyageloszlasu testekben

Az elézbekben targyalt deformdacidk a vizsgdlt kdzegben eréhatdsok kdveteztében Iépnek fel. Ezek lehetnek
térfogati er6k és fellileti erék.

1.7.5. abra

A deformdcidt okozd térfogati erd a kdzeg egy (infinitezimdilis) d¥ nagysagu térfogatd részére hat:
dF =f - dV,

7 _rr s

Az er6hatds jellemzésére bevezetett £ mennyiség neve térfogati erésiniség. A mértékegysége: [fl =1 N/m?. A
deformdcioét |étrehozd fellleti eré a kdzegben kijeldlt infinitezimdlis dA fellleten haté dF erd, azaz

dF = & - dA.

A kbzegben fellépd és deformdcidt okozd erbhatdsnak a jellemzésére bevezetett & mennyiség neve

rr _rr_ s

mechanikai fesziiltségtenzor. A tenzor matrixelemeinek mértékegysége: [r.rl-j-] =1MN/m? azaz feliileti er6siriség.
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Részletesen kiirva tehdt:

dF, Oy Oyg
di | = [H:L U711
dF; O31 Oz

sikkal pdrhuzamos helyzetd (infinitezimdlis) dA = dd,e, = (d4,.0.0] fellletelemet.

matrixszorzasnak megfeleléen
dF = (dF,,dF,, dF; ),

Oy3
Oz |-
Ua3

CélszerU lesz az egyes matrixelemek szemléletes fizikai jelentését is megadni. Példaként tekintsink egy, az x;.x4

azaz részletesen az egyes erékomponensek értéke:

dFy, = oy, d4;, dFy = oy dA,, dfy = oy,d4,.

01

1.7.7. dbra

dF,

dF,

csUsztatd

Az erre hatd

56

er6 a

Lathatd tehdt, hogy dF, a fellletelemre merdlegesen hat. Ez egy hidzo eré. A dF, és a dF; erék a fellletelem
sikidban hatnak, mintegy el akarvdn ,csUsztatni” a fellletet a sqjdt sikjidban. Ez tehdt egy nyiré eré. A
matrixelemek elnevezése az erdhatdsra jellemzé, ozaz o; neve hazé fesziiltség és oy; (i #j) neve nyiré

fesziiltség.

Vizsgdljuk meg, hogy milyen nyiréeré hat egy infinitezimdlisan kicsiny kocka alakd kézeg darabra. Az eréhatds

legyen olyan, hogy

0 oy 0
{f-’[j}: gy 0 U}

0 0 0
X1 A
T3
L,
21
0 — X,

1.7.8. abra
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Lathatd, hogy a;; = gy kell, hogy legyen. Ugyanis a vizsgdit anyag belsejében (pontrendszer) csak belsé erék
hatnak. A rendszer belsejében kijeldlt bdrmilyen infinitezimdlis térfogatndl kialakuld fellleti er6hatdsok nagyon
sok tdmegpont egyuttes eréhatdsdnak az eredménye. Mivel a pontrendszer mozgdsdardl mdr levalasztottuk a

forgdst és csak a deformdcidt tartottuk meg (€;) ezért a szoban forgd infinitezimdlis kocka nem foroghat. gy a

e

rahatd fellleti erék eredd forgatdnyomatékdnak nulldnak kell lenni. Ez jelen esetben azt jeleneti, hogy a &
feszUltségtenzor egy szimmetrikus tenzor, mert ha o 0y, lenne, akkor az  O-ra nézve egy eredd
forgatényomaték is fellépne.

1.7.3. A kontinuummechanika alapfogalmai

A kontinuummechanika célja a kézegekre jellemzé mozgdsegyenletek felirdsa. Ezeket mérlegegyenletek
formdjdaban fogjuk megfogalmazni. Természetesen csak a Newton egyenletekbdl tudunk kiindulni, hiszen ez
fogalmazza meg a mechanika alaptérvényeit, igy a mozgdsegyenletet is. Ez azonban témegpontokra mond ki
térvényeket. Kapcsolatot kell tehdt teremteni a pontmechanika és a kontinuummechanika kdzo6tt, De most ezt
LVisszafelé” célszery csindini, azaz a kontinuum modell feldl kell a pontmodellhez eljutnunk.

A megoldds kézenfekvd. A kdzegben a tdbmegpontok eloszldsat a kdzeg témegsirisége adja meg. Azaz a
kdzeg bdrmely P pontjdnak a dV kdryezetében dm = p(F1dV tdmeg van.

Flr t)
1.7.9. abra

Trividlis ugyan, de most tudatositanunk kell magunkban azt, hogy Newton 2. térvénye (a mozgdsegyenlet) egy
lokdlis egyenlet. Mint tudjuk, azt mondja meg, hogy az r helyen 1évé pontra az r helyen fellépd Fir) erd hat.
Azaz az er6hatds mintegy .koéveti” a tdbmegpontot. Ez azt jelenti, hogy ha Newton 2. térvényét kontinuum
anyagra akarjuk alkalmazni a mozgdsegyenlet megalkotdsakor, akkor ezt a (,témegpont kdvetd”) szemiéletet
kell alkalmaznunk. Ezt nevezzUk Lagrange-szemléletnek (ejtsd: ,lagranzs™).

Hatdroljuk el a kontinuum anyag egy AV térfogatdt, amelynek a témege Am. Az (elegendden sima) hatdrold
felUlet nagysdga 44. Ha a térfogat a makroszkopikus méretekhez képest elég kicsiny, akkor mdar tdmegpontnak
tekintheté és alkalmazhaté rd a Newton 2. térvénye. Ehhez alkalmaznunk kell a megbeszélt Lagrange-
szemléletet. Azaz gondolatban jeldljuk meg a a4V és a 44 dltal definidlt am-et alkoté tdbmegpontokat és
kovessik ennek a térfogatelemnek a mozgdsdat. A am mozgdsdt a mindenkor rd haté erék fogjdk
meghatdrozni. Ezek az erék nyilvénvaldan csak a av térfogaton belll, vagy a a4 fellleten Iéphetnek fel. Az
elsét térfogati erének, a masodikat feliileti erének nevezzUk. A térfogati erék lehetnek kiilsé erék (pl. a foldi
gravitacid) és lehet belsé eré (pl. elektromosan toltdH részecskék, azaz plazma esetén hatd Coulomb-erd). A
felUleti erék legtdbloszor belsé erdk, hiszen a aV-t a rendszer tébbi részétél a a4 felllet vdalasztja el

1.7.10. abra
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Mint azt tudjuk, a tdbmegpontra felirt 2. Newton-térvény

d =F
af ="
Ha ugyanezt az egyenletet a kontinuum anyag egy am elemi tdmegére alkalmazzuk, akkor meg kell hatdrozni

az elemi tdbmeg ap impulzusdt. Ez a tdmegpontrendszereknél haszndlt definiciod szerint

Ap = J‘ {(pw)av.
AW

Ezzel a mozgdsegyenlet a kdvetkezd lesz:

d
™ J‘ pvdV = J-fd'lr’ + jgu'- dA, 1.7.3)
ar ar 44

A mozgdsegyenletet azonban nem ebben az alakban szoktuk haszndini. Itt ugyanis integrdlds is és derivalds is
szerepel. Jobban szeretUnk csak derivaldasokat tartalmazd parcidlis differencidlegyenleteket felirni. Zavard lehet
meég az is, hogy integrdldskor a kézeggel egyUtt kell mozogni és igy annak ,formdlis felirdsa” nehézkessé valik.

Ezért attérink egy madsik, Un. térelméleti szemléletfre. Ennek a neve Euler-féle szemlélet. Ez azt jelenti, hogy
minden dinamikai mennyiséget az dllé labor rendszerben definidlt r hely és ¢ idé flggvényeként tekintlnk. igy
pl. a p(P) helyett plr, £}t fogunk haszndini. A klldnbség oridsi. #(F} a mozgd kdzegnek egy adott (mozgd) P
pontfjdban [évé tdmegsiriség. A plr.t) a labor rendszer valamely dllé r helyén, ¢ idépillanatban mérheté
tOomegstriség. Azaz dm = p(F}dV mindig ugyanazokbdl a témegpontokbdl dllé halmaz dssztdmegét jelenti.
Ugyanakkor a dm = plr. £)dV elemi tdmeget a t idépillanatban, éppen az dllé r pont dV kdrnyezetében
tartézkodd tdmegpontok Ossztdmege fogja megadni. Ezek pedig természetesen az idé muldsdval mindig
masok és masok lesznek. Mivel minden dinamikai mennyiség a hely és az id6 fuggvénye, ezért nevezzik ezt
(klasszikus) térelméletnek. A kontinuum rendszer dinamikdjdnak az ismerete éppen azt jeleneti, hogy a labor
rendszer minden r pontfjdban, minden t idépillanatban meg tudjuk mondani a kézegre jellemzd dinamikai
mennyiségek értékét (pl. tdmegsirdség, a kbzeg aramldsi sebessége, stb...).

allé térfogat

labor 0O mozgd
1.7.11. abra

1.7.4. A tomegmegmaradas

Mielétt ratéménk a deformdlhatd testek dinamikai tulajdonsdgainak a tdrgyaldsdra, igen hasznos lesz a
tdmegre vonatkozd mérlegegyenlet részletes vizsgdlata.
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AV
allé-térfogat
(EULER)

mozgd

1.7.12. abra

Tekintsink egy daramld kdzeget. Ez azt jelenti, hogy ismert a wir,t} Un. sebességmezé (vagy sebességlér). Ez
megadja egy tetszéleges t iddpillanatban a tér bdrmelyik r pontjdban 1&vé részecske wlr. t) sebességét, A
kdzeg tomegsUrdsége legyen plr. t). Ekkor az ismert definicid szerint a konvektiv tdmegdram j = pwv lesz. Jeldljink
ki a térben egy dllé av térfogatot. Ekkor a témegre vonatkozd mérlegegyenlet

f—:w = f{?-j]dt’ + fs-dl’.
AW AW

Az eddigi szerzett tapasztalataink alapjdn a tdmeg megmaradd mennyiség (azaz nem keletkezik és nem tUnik
el), azaz slr. t} = 0, és ezért

[—:w J;{? -j}dv = 0.

Ez pedig (a mdar targyalt) differencidlis alakban
8.p + 8 (pv) = 0.
Ez tehdt a témegmegmaradads torvénye oz Euler-féle térelméleti szemlélettel megfogalmazott alakban. A

madsodik tagban mindkét tényezd fugg a helytdl (p = plr.t) és v =wlr.t)). A szorzat derivdlds szabdlyat
alkalmazva adédik, hogy

ﬂ[ ':_I'J‘IF'[:] = {ﬂ[_ﬂ:] -1 + - {ﬂl 'L‘-'[:].
Vpv plV-vl
Ezt beirva a kontinuitdsi egyenletbe, kapjuk, hogy
ﬂr_ﬂ‘l":ﬂ[_ﬂ:] "l?-‘[‘l'_n'.'n"{ﬂ['l?'[:] =10 (]74)

Az elsé két tag Osszegének szemléletes fizikai tartalma van. Tételezzuk fel, hogy egy (pontszerd) medgfigyeld
ry(£) szerint mozog a labor terében. Ez a megfigyeld is fel tudja imi a tdmegstrdség iddbeli megvdltozdsat,
amelyik most két részbdl fog dlini. Egyrészt azért valtozik, mert expicite valtozik az idében, mdsrészt azért, mert a
medgfigyelé elmozdult az eredeti helyérdl.

[ o, ﬂ] —[—D(r ﬂ]M [—D(r 0 dt]

dix; M

azaz

= o] :—a{r,t]+£a{r,ﬂ [i;]

.Nabldsitott” jeldléssel:

[ ﬂ{r,t]] =—f3{r,t]+'-§‘a{r,t] iy
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Mdrmost, ha a (pontszer() megfigyeld éppen a kbdzeg sebességével mozog, akkor fy = ¢ =v. A kdzeggel
(,szubsztancia”) egyutt mozgd megfigyeld dltal észlelt idébeli valtozdst szubsztancidlis derivdltnak nevezzik és
d.-vel jeloljuk. Igy tehat

dep = Bpp + (8 p) - vy (1.7.5)
.Nabldsitott” formdba irva:
dep =d;p+Vp-w
Természetesen az iménti gondolatmenet bdrmilyen skaldr w fizikai mennyiségre igaz. Igy természetesen barmilyen
extenziv. -nek a sUrUségére is. Azaz degyy = By + (850,

Mindebbdl Iatszik, hogy az (1.7.4) dsszefliggés elsé két tagja éppen a plr, £) szubsztancidlis (idé)derivaltja. igy a
tdmegmegmaradds térvénye |, szubsztancidlis alaklban” a kdvetkezd lesz:

dep + p - (G;v;) = 0.

Ha a kdzeg ésszenyomhatatian, akkor nyilvéanvaldan a kézeggel egyldtt mozgd (.szubsztancidlis”) megfigyeld
dllandd  tédmegslriséget tapasztal (p=pgp). A  tomegsirlség dllanddsdga egyben a  kozeg
o6sszenyomhatatiansagat jelenti.

depyp =0 = Gy =0,

Szavakban:  &sszenyomhatatlan kézegek dramidsakor a sebességtérnek nincsen forrdsa, igy
ésszenyomhatatian ké6zegekben a sebességmezé divergencidja zérus:

V-v =0

Ezek utdan ratérhetlink a folytonos kézegek mozgdsegyenletének a meghatdrozdsdra, amelyet impulzus
mérlegegyenlet alakjdban fogalmazunk meg.

1.7.5. A mozgasegyenlet

- e av
" térfogat
LV (LAGRANGE)

dF = fav vl

1.7.13. abra

Lattuk, hogy a témegpontra vonatkozd 2. Newton-térvény a kézeggel egyutt mozgd Lagrange szemlélettel
vihetd &t a kontinuummechanikdba. A megolddast az (1.7.3) impulzus mérleg felirdsa jelentette:

d
i f pvdV = J‘fdl’ + }EE-dA‘
ity ity A4

Mint azt mdr megbeszéltik, a AV térfogatu, A4 felllet( és Am tomegU elemi ,kbzegdarabkdra” a dF =f - dV

térfogati és a dF =@ -dA fellleti erék Osszege hat. Az dltalunk preferdlit (elényben részesitett) Descartes-
koordindtds felirdsban (i = 1,2.3)

d
E prdV = J‘fid'lr’ + }Eﬂ[_i-dﬂ_i-. 1.7.6)
Al Al A4
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Az (1.7.6) egyenlet bal oldaldn a g,; =p-v; impulzus(komponens)-sirdség szubsztancidlis (idé)derivalas
szerepel, azaz (1.6.4) szerint irhatd, hogy

d
I f prpdV = f (ar (pv) + 8 (pv; -uj-}) dv.
AW AW

Az (1.7.6) egyenlet egyenlet jobb oldaldnak a kifejtéséhez vezesstk be a kdvetkezd jeldléseket:
o; = (5. 05,0 ) dA =(d4,. d4,, d4; ).

Ezzel irhatd, hogy:

fal-j- dd; - jgr.rl-dﬁ = j{? e ddV = J‘q-al-j-dv.

ia 4 o .

A jobboldali két erbhatds 6sszegére kapjuk tehat, hogy

[ﬁdt’ + fal-j-d.qj- = f{ﬁ- + 80y )dv.

AW A4 AW

Végul atrendezés utdn az Euler-féle mozgdsegyenletre adédik a kdvetkezd:

8. (pv) + 8 (pvw;) — 8o = £, =123

A bal oldalon elvégezve a lehetséges kiemelést (mm. tagonkénti derivdldas atirdsa) megkapjuk a konfinuum
anyagra vonatkozd Euler-féle (térelmélet) mozgdsegyenletet:

8. (v ) + E‘-J.-{.-Jvl-vj- - ':'-’ij} =f. i=1.23 .7.7)
Itt felismerhetd a mérlegegyenletek daltaldnos struktdrdja. Azaz
Pi = PV; impulzussUrdség (i-edik komponens),
- F impulzus forrassirdség (i-edik komponens),
- = lovidv+ o impulzus dramsdrdség (i-edik komponens).

Lathatd, hogy az dramsUrlség két tagbdl dll. Az elsé egy konvektiv tag. A mdsodik tag (a megdllapoddsunk
szerint) egy konduktiv dramsdrdség. Szavakban: a fesziiliségtenzor i-edik vektorkomponense az impulzus (i-
edik komponens) konduktiv aramsirisége. Hat ez nem mondhatd éppen ,szemléletesnek”. Erre utaltunk a
bevezetbben.

Az Euler-szemléletG (1.7.7) mozgdsegyenlet (impulzusmérleg) datirhaté szubsztancidlis (Lagrange szemlélet()
differencidlis alakra is. Ennek kulcsa a szubsztencidlis idéderivalt, amely szerint

de(pw;) = 8, (pv) + B; (pv) - v

Atrendezés utdan

8 (pv;) = d, (pvy) — 8, (pvy) - vy

A szorzatfliggvény derivalasa kdvetkeztében

& {P“i“f} = 8 (pv;) - v; + pridy vy,

Ezeket beirva az (1.7.7) Euler-féle mozgdsegyenletbe, amely atrendezve
8 (pvy) + 8; {.-Jvl-wi-} =f; + 805, i=123

azt kapjuk, hogy

dlpvd + pvibiv; = Bioy; + f

Végezzlk el a baloldalon a (szubsztancidlis) idéderivaldst:
dlpw) = p- dov; + videp.

Ezzel az egyenletunk igy alakul:

prdev; + v[{drp +p E‘-JLJ} — 8o = [
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A baloldali zaréjelben felismerhetd (1.7.5), a témegmegmaradds differencidlis térvénye,

dep + p8iv; = 0.
Ezzel adddik, a kontinuummechanika Lagrange szemléleti (szubsztancidlis) mozgdsegyenlete:
p-dev; =80 + f, i=123 1.7.8)
Tudjuk azonban, hogy az r helyen Iévd részecske ds elmozduldsbdl adddd sebessége a Lagrange szemlélet
szerint v = 5. Ezért
ds; d*s;

— =da; +fir

v = —— — [
Pode T el

Az egyenlet valéban tUkrézi a 2. Newton-térvénynek a ,pontszer(” szemléletét, csak a tdbmegpont és az erék
helyére a megfeleld térfogati siriségeket kell irni.

Y

1.7.14. abra

1.7.6. Munkatétel, energiamérleg

Az egyetlen tébmegpont esetén kapott munkatétel a kontinuum modellben (értelemszerien) a kinetikus
energidra felir mérlegegyenlet formdjdban jelenik meg. Emlékeztetéul idézzlk fel a pontmechanikdandl
tanultakat:

mv =F,
Megszorozzuk skaldrisan v-vel az egyenlet mindkét oldaldt:
mvv = vF,

A bal oldal atirhaté:

d(l _]
E Emb =Fv=PF

ahol P a tébmegpontra hatd erd teljesitménye.,
p
v

P

1.7.15. abra

Célszerd most (is) a Lagrange-féle (részecskekdvetd) szemléletbdl kiindulnunk. A kontinuum anyag (1.7.8)
mozgdsegyenlete:

prdev = 8o + £ i =123
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A sebességgel vald skaldris szorzds most a #-vel vald szorzds utdni (i szerinti) szummdzdst jelent. De a X; -t az
index konvencidénk szerint nem irjuk ki, azaz

pridew; = widioy; + v a.7.9
A célunk az, hogy ezt az egyenletet egy mérlegegyenlet alakjéra hozzuk, azaz
at.'gh' + ﬂ[_,l:h-[ = Sy

ahol most w extenziv mennyiség, a kinetikus energia kell, hogy legyen. Mint |&thaté, az (1.7.9) egyenlet ettdél a
formdatél bizony még eléggé messze van. El6szdr (1.7.9)-nek a bal oldaldval foglakozunk. Az itt szerepld
szubsztancidlis derivalds lokdlis derivaldssa irhatd at a szokdsos moédon:

pridev; = pvi( 8wy + vi8v;) = pvidiv; + prsvidivy. (1.7.10)
(1.7.10) jobb oldaldnak az elsé tagja a szorzatfuggvényre vonatkozd derivaldsi szabdlyok szerint igy irhaté:
1 1 .
prde v = 8; (;_.-31:"] - ;v‘ﬂr_.-:.r.
Itt kihaszndltuk azt a tényt, hogy v? =vi + v + vi. (1.7.10) jobb oldaldnak a mdsodik tagja a derivaldsi

mUveletek alkalmazdsdaval szintén atirhato:

e 1 1
pyiv;8v; = pvyd; 5= =g (_ v? 'li'_i-) —E'li' ﬂ_'i-{,guj-]l.

Mindezekkel az atalakitasokkal (1.7.10)-re (azaz (1.7.9) bal oldaldra) oz adddik, hogy:

]

1 vt 1
pridyv; = ﬂr( pv?) == a0 + 8 (ov;)] + 5 ( pv? -1 ).
De a tébmegre vonatkozd kontinuitdsi egyenlet (tdbmegmegmaradds) miatt a, g +.§5-{auj-}, ezért a jobb oldali

kozépsd tag kiesik. Végul (1.7.9) bal oldaldra azt kaptuk, hogy

1 1
prpder; —ﬂr( u‘]+ﬂ( 1:"-1:'-].

i
Ezek utdan attérink (1.7.9) jobb oldaldnak az atalakitdsdra. Alkalmazzuk a szorzatflggvény derivdldsi szabdlyat:
3 (vioyy) = vidoy; + oy;8v:.

Ezzel (1.7.9) jobb oldaldnak elsd tagja igy irhaté:

vid; oy = E'j{“iﬂij} — a8 v

Ennek az elsé tagja egy divergencia miveletet tartalmaz, ami datvineté (1.7.9) bal oldaldra. Ezzel az
atrendezéssel (1.7.9) végsdé alakja a kdvetkezd lesz:

1 1
ﬂr( .-31:") +5 ( prt v — o5V [) = vif; — oy v

Ezzel a célunkat elértik. A mozgdsegyenletbdl kiindulva sikerllt a kinetikus energidra egy szokdsos
mérlegegyenletet kapni. Az egyes tagok fizikai jelentése az egyenlet szerkezetébdl vildgosan leolvashatd:

- (1/2)pvt kinetikus energiasdriség,
- (1/2)pv? v — oy Kinetikus energiadram-sUrség (konvektiv és konduktiv része),
vif; — oy v; kinetikus energiasirUség forrdsa.
Itt ismét Iathatd, hogy a ,r':”D- = g;;%; Jkonduktiv kinetikus energiadram-siriseég” nem igazdn ,szemiéletes”.

1.7.7. A forrastagok fizikai jelentése

Prébadljuk meg fizikailag értelmezni a forrdstagokat. Az elsé tag (v;f:;) az egyetlen tdmegpont esetén bevezetett
P = F-vanalégidjdra egy teljesitménysiriséget ad, amelynek forrdsa a térfogati erd, azaz

.F:- = i W

A mértékegysége
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N m
Bl =lnl=15 —=1—=1—

A masodik fagnak szintén teljesitménysirdségnek kell lennie, de a tdmegpontndl ennek nincsen analégidja.
Ezért az értelmezésnél az alapdefiniciokhoz kell visszanydini. Azaz

ds;

oo
1l

—0y; 8,7
Attérink infinitezimalisokra és mindkét oldalt megszorozzuk dt-vel:
Bdt = —(oy;8v; )dt = —oy;8, ds;.

A jobboldalon az infinitezimdlis képzés felcserélhetd, azaz:

—oy;8;ds; = —o;;d(;s). (1.7.11)
Tudjuk azonban, hogy a zdaréjelben 1€vE kifejezés éppen az slr} elmozdulds-vektornak a derivdlt tenzora:
BS[
ﬂ_i'S[ = E = S[_i'.
4

Ezért a (1.7.11) forrGstag igy irhato:

R:lj.t = lj.EE = —r.r,:j-dsl-j-.

Tudjuk, hogy a derivalt tenzor két részre bonthatd: s;; = a;; + &;;- Es ezzel

R:lj.t = lj.EE = —Iﬂ'[j'lj.ﬂ-[j' — Iﬂ'[j'lj.t'[j'.

Tudjuk azt is, hogy a feszlltségtenzor szimmetrikus: o;; = o, valamint a; (! J6 ez igy?) a derivdlt tenzor
antiszimmetrikus része: a; = —a;. Mivel a dE; kifejezésben mindkét (i és j) indexre szummadzni kell, ezért
gy;da;; = 0. Végulis marad az, hogy

R:lj.t = lj.EE = _Hl:i'dfl:i"

Ez pedig a deformdcid ellen végzett munka. Specidlis esetben, ha pl. rugalmas deformdciordl van szd, akkor a
feszUltségtenzor és a deformdcids tenzor kdzott linedris a kapcsolat, azaz

Gii = Cijui €kl

Ekkor definidihaté egy rugalmas potencidlis energiasiriség a kdvetkezdképpen:
1

Up = 5 Cijai €5 €

Ri:

ebbdl pedig a feszultségtenzor megkaphato:
_ BHR
O =~ de;

Lathatd tehdt, hogy

dE, dug _
T ar  ar
Mindezt a linedris rugd analdgidjdra csindlhattuk meg:
1 dlig
F = —Dx, Ug = EDJ:‘, F = T

1.8. Rugalmas kdzegek dinamikaja

Az eddigiekben megismerkedtlink a deformdlhatd kézegek kontnuummechanikdjdval. A témegpontokra
kimondott (axiomatikus) mozgdsegyenletbdl (Newton 2. térvénye) kiindulva (mdst nem is tfehettlnk volnal)
sikerdlt az impulzusra egy mérlegegyenletet konstrudini. Ez a deformdlhatd kontinuum anyag Euler-féle
mozgdsegyenlete,
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8, (pv) + 8 (pvov; — o) = f. =123,
Ehhez még hozzd kell vennunk a tdmegmegmaradds térvényét:
6 +8(pr;) = 0.
Ez &sszesen 4 darab egyenlet. Az ismeretlenek szadma azonban 10 (g, v, &). Ez azt jelenti, hogy az ismeretlenek
nem lehetnek egymdstdl flggetlenek. Valdban, az eréhatdsok és a deformdcid koézotti v « & kapcsolatot a
kézeg anyagi tulajdonsdagai szabjdk meg. Ezeket pedig meg kell adnunk ahhoz, hogy a feladat megoldhatd
legyen.

A rugalmas koézeget az definidlja, hogy linedris kapcsolat van az eréhatds és a deformdcid koézdtt. Ez a Hooke-
térvény, amely a legdltaldnosabb formdban a kdvetkezd:

Ti; = Cijat ~ €t

Lathatd, hogy a € (negyedrendU tenzomak) dsszesen 3x 3 x 3x 3 =81 darab eleme van. Természetesen

ezek nem mind kUlénbdzéek, hiszen mind a deformdcié, mind pedig a feszUltségtenzor szimmetrikus, igy
mindkettének (kaldn-klldn) 6 darab figgetlen eleme van. Ez azt jelenti, hogy ;-1 elvileg 6 x 6 = 36 klldnbdz6

(flggetlen) adat hatdrozza meg.

A fenti linedris kapcsolat azt jelenti, hogy a mdr bevezetett rugalmas potencidlis energia datirhaté a
kévetkezdképpen:

1
HR = ; Hl:_ifl:_i"
ésigy

1
YR = 5 Ciki S SRl

NevezzUk &t a tenzorok elemeit a kdvetkezéképpen:
Uy @iz @i vy 9y Og

§= |0 Oz On|=|0y T3 05
L!i Oaz f-'!!:| Oz O f-’!:|

€113 E17 Fi3 € E5 Eg

€11 €11 f:!] = ["-"4 €7 fs}-

Es Eg Egq

o~
E =

€3y €3z €33

Mivel a mdtrixelemek kdzdtt a kapcsolat linedris, ezért ez igaz a 6 darab klldnbézd elemre is. Ezt matrix alakba
irva:

og = Dgye;. K.L=1234756.
Vigydzat a b nem tenzor, hiszen nem két (fizikai) vektor kdzdtti linedris kapcsolatot ad meg. Csupdn hat darab
skaldr adatot (&,) egy masik hat adatba (o) .transzformdl” | A deformdcids energia megtartja a kvadratikus
alakjat, tehdt az Jj jeldlés szerint

Ug X Oypey o Dy epe;, K,L =1,2345,6.

Az energia nem szabad, hogy vdltozzon, ha a szummdzd indexeket megcseréljuk azaz

Dyrege; = Dipep £

Mivel a szorzatban a tényezék felcserélnetdk,

Dyege, =Digey e = Digege,

Az elsé és az utolsd kifejezést dsszehasonlitva adddik, hogy:

Dy; = Dy

Tehdt B egy szimmetrikus mdtrix, azaz 21 darab fliggetlen adata van. Részletezve:
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oy * & w8 wTE
Iﬂ': - - - - - E:
i LI I I
Oy = LI | K
Osg * #|Eg
O s LEg

A B matrixoan csak a 21 darab kilénbdzé elemet jeldltik be. Igy €;4-nek a legditaldnosabb asszimetria esetén
is ,csak” 21 darab fuggetlen eleme lehet.

Drasztikusan lecsdkken az elemek szdma, ha homogén izotrdép anyagot veszink. Ekkor nyilvéanvald, hogy a
kbzegben fizikailag  nincsenek kitlntetett irdnyok, tehdt mind a g;, mind pedig oz e; egyszerre

diagonalizalhatd. A féértékek kdzd1t (az izotrdpia miatt) csak a kdvetkezd linedris kapcsolat dllhat fenn:

oy a b b s » #[E1
ﬂ: E] o E] - - - E:
Ozl _|b b @ = » «f|Eg
Oy - % w||Eg ‘
Oz + |5
T wlleg

A D mdtrix tobbi eleme Iathatdan teljesen érdektelen. Tehdt dsszesen két fluggetlen rugalmas dllandd maradt
(a és b). Ez azt is jelenti, hogy ha nem is vagyunk fétengely-rendszerben, a B mdtrix minden eleme csak a és b
fuggvénye lehet. Elvégezve a mdtrixszorzdst és a -be; + be; = 0 kifejezésekkel bdvitve, a féértékek kdzdtt a
kovetkezd dsszefuggés adddik:

oy=la—b)-eg +b-(g, +5; +65),
oy =la—b)-g, +b-(e, +5; +55)
op=la—b)-gg+b-(e, +; +55)

VezessUnk be Uj rugalmas dllanddkat a kdvetkezd definicidkkal:

2u=a-—-~ A =5,

Ezzel f6értékek kdzott a kdvetkezd kapcsolatot kapjuk:

o;=2u e+ A (e, +e,+6), =123

Visszatérve tetszéleges koordindtarendszerbe beldthaté (ennek bizonyitdsat az Olvaséra bizzuk), hogy

g = 2uey + Aleyg + €20 + €320
oy = 2peg;, i#j,

ahol (amint az mar ismeretes) a relativ térfogatvaltozast jeldlje
B=eg +& +e;.

Mint az mdr ismeretes, ez a koordindtarendszer forgatdsdval szemben invaridns mennyis€ég. Azaz a homogén
izotrép rugalmas anyagra a kdvetkezd rugalmassagi fulajdonsdag érvényes:

Iﬂ'[j' = 2.u£l-j- +.1|5|_J -3, (] ,8,])
Az Euler-féle mozgdsegyenletben a kézeg pontjainak v; sebességkomponense szerepel. Mind ez, mind pedig a
deformdcids tenzor a részecskék relativ elmozduldsdval van kapcsolatban, hiszen

1
v = s g =5 (8s; +8s:).

Az Euler-féle mozgdsegyenletrél célszerd lesz, ha a Lagrange-féle témegpont kdvetd (szubsztancidlis)
szemléletetre térink at. Eszerint a mozgdsegyenletunk differencidlis alakja és a tdmegmegmaradds tétele a
kovetkezd:

prdvi =80y + £ B0+ 8(er) =0.
A szubsztancidlis derivalds definicidja:

dev; = &y + w8 v



67
Szilard  testeknél (rugalimas deformdciok esetén) a dv; sebesség gradiens elhanyagolhatd, ezért a

mozgdsegyenlet alakja a kdvetkezd lesz:

p-Bv; = 8oy + f

A jobb oldal elsé tagjdba beirhaté az (1.8.1) dsszeflUggés, azaz
oy = 8 (2ue; +A6;-0) =2u -G e; + A6, -8,0 =2u-de; +1- 8,0,

Ide beirva a deformdciods tenzor (1/2)(8;s; + d;s;) definicios alakjat:
1
Bioy; = 2u-8; [E (85 +8 sj-}] + 480 =p-8ds +u- §ds + 130

Ezt tovabb alakitva,

pddsi+u-8(8s)+1-80=puAs;+pu-5V-s)+1-80.

A .nabldsitott” jeldlést a jobb dattekinthetéség miatt haszndltuk. Az elézéekben mdr szerepelt, hogy az

elmozdulds mezé divergencidja a relativ térfogat valtozdst adja: ¥ - s = 8. Ezzel kapjuk, hogy

Bioy; = p-ds; + (p+2)-8(7-s)

Felhaszndlva még a v; = 8.s; definiciét, a mozgdsegyenlet egy hulldmegyenlet alakjat veszi fel;
prdfs;=p-As;+Qu+2)-8(V-s)+f,  i=123 (1.8.2)

Keresett az elmozduldsmezd, azaz slr, t). Tovdbb egyszerlsddik az egyenletlink, ha képezzlk az (1.8.2)

hullédmegyenlet divergencidjat. Ez azt jelenti, hogy mindkét oldalon végrehajtjiuk a ¥; 8; miveletet.

p 8 Bs)=p-08s)+(@w+ )88 s)+8f

Tudjuk azonban, hogy &s; =V -s = @, igy aztdn:

p 3O =pu-00+(p+1)-40+8f =

=Qu+d)-00+4f.

Ha térfogati erék nem hatnak, akkor fi = 0 és

2] Y
A= ——4%e.
2ut+ict

Ez mdr a jol ismert hdromdimenzids hulldmegyenlet. Ennek megolddsa a 8lr.t) a kozeg relativ
térfogatvdltozdsa. A megolddsul adddoé ,kompresszids” fazishulldm sebessége leolvashaté a hulldmegyenletrdl:
2u+ A

v= |-

NP

A rugalmas kdzegben azonban nem csak kompresszids hulldmok gerjesztheték. Induljuk ki ismét a
hullédmegyenletUnkbdl:

prdfs;=p-As;+u+2)-8(V-s)+ £, i=1,2.3 (1.8.3)

Legyen most is fi = 0. EgyszerGbben célhoz érlnk, ha tisztdn ,nabldasitott” formdat haszndlunk, azaz mindkét
oldalra alkalmazzuk a ; e; mUveletet. Ne felejtstk el, hogy s = X; e;s; és V= L, e;8;. Kapjuk, hogy

prifs=pu-As+ (u+1)-V(7 -5
VegyUk mind a két oldal ,rotaciéjdt”, ami a ¥ x mdiveletet jelenti.
p B (Vxs)=u-A0Vxs) +{u+4)-(V=V(V-5)

Tudjuk azonban, hogy az utolsd tag értéke nulla, mert oft egy gradiens fUggvény rotacidja szerepel. Vezesstk
be a kdvetkezd mennyiséget: ¢ = V x s. Ezzel a hulldmegyenletink a kdvetkezd lesz:

p-di @ =u-Agp,

amibdl
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A £ a2
q]_.“ t P

Az elébbiekkel analégidban deformdcié terjedési sebessége most v = s

P

A @ vektorral jellemzett hulldm jellegének a megértéséhez elegendd visszaemlékeznlnk a deformdcid tenzor
bevezetésekor kdvetett gondolatmenetre. Mint azt 1&ttuk, az s(r) elmozduldsmezd derivalt tenzordnak az
antiszimmetrikus része

_1

=1 (.
t ) (Sij Sji)

azoz éppen a ¥ % s elemeit tartalmazza. Ennek hatdsa pedig egy forgatdsnak felel meg, azaz
dr =d¢ xr.

Ezeket a g-vel jellemzett hulldmokat ezért torzids hulldmoknak nevezzik.



