Elektrodinamika
Bevezetés

A, Kisérleti Fizika” tantargyban mar megismerkedtiink a Maxwell egyenletekkel amelyek
segitségével megérteni €s magyardzni tudjuk a hétkoznapjainkban tapasztalhat6 elektromagneses
jelenségeket. A technika vildgdban gépeket, berendezéseket terveziink és gyartunk mindenféle méretben
€s szamtalan céllal. Az ezt megvaldsito ,,mérnoki” szakma is az ezen egyenletek altal megfogalmazott
torvények keretei kozott tevékenykedik.

A Maxwell egyenletek tehat az Elektrodinamika ,,axiomdi”. ,,Fizikai értelemben” ma mér
bizonyitottnak vehetok. Azaz a megsziiletésiik (1864) 6ta eltelt kb.150 év alatt minden klasszikus
elektromégneses jelenséget a segitségével meg tudtunk magyardzni és nem tapasztalatunk egyetlen egy
olyan effektust sem, amely cafolta volna ezen torvények helyességét. Ez valdjdban azt jelenti, hogy ma
mar pontosan ismerjiik a jelenségek azon korét, amelyekre ezek a torvények érvényesek. Mindaddig, amig
a ,,fotonokat” nem vessziik észre, addig a Maxwell egyenletek teljesen kielégito alaptorvényeket
jelentenek. Ezt nevezziik a ,,klasszikus elektrodinamikdnak”. Ma mar tudjuk azonban, hogy a jelenségek
mélyén mindig ,,fotonok viselkedése” hizdédik meg. Ezt pedig mar a ,,Kvantumelektrodinanika”
targyalja. Azaz, ha gy tetszik, akkor a Maxwell egyenletek rendszere tulajdonképpen az igen nagyszamu
fotonbdl (10>) 4l16 fizikai rendszerek makroszkopikus viselkedésének a torvényeit jelenti. Ez az, amit a
mi (makroszkopikus) miiszereink ,,Elektromagneses térként” (EMT) érzékelnek.

Joggal meriilhet fel a kérdés, hogy van-e egyaltalan kiilonbség a ,,Kisérleti Fizikdban” tanult
elektrodinamika és most, az ,,Elméleti Fizika” keretében targyaldsra keriil6 ismeretek kozott. A valasz
nyilvanvaldan az, hogy csak egyféle Elektrodinamika létezik és igy tulajdonképpen mindig ,,ugyanarrdl”
beszéliink. Ugyanarrdl, de nem ugyanigy! A kiilonbség tulajdonképpen a ,,szemléletben” van.

A Kisérleti Fizika soran Iényegében egy ,,induktiv médszert” alkalmaztunk. Azaz sok egyedi
megfigyelés és elvégzett kisérlet utan jellegzetes ,,szabdlyossdgokat” vettiink észre. Majd ezeket a
szabdlyokat altalanositottuk, azaz kimondtuk, hogy adott koriilmények kozott Iényegében mindig
ugyanazt fogjuk tapasztalni a ,,konkrét targyi” megvaldsulastdl fiiggetleniil. Majd ezeket a felismert
torvényeket hierarchiaba rendeztiik. Azaz rdjottiink arra, hogy melyek azok, amelyek egymastol
fiiggetlenek és amelyekbdl az dsszes tobbi ,,logikailag” kovetkezik. fgy sziiletett meg a Maxwell
egyenletek rendszere.

Az ,,Elméleti Fizika” mds utat kovet és mads a célja is. ,,Deduktiv moédszert” alkalmaz. Azaz a
,Maxwell egyenleteket” adottnak veszi. Nem foglakozik azzal, hogy arra miként jottiink ra. Elfogadja
mint ,,feltételezett alaptorvényeket” (axiomak) és megnézi, hogy ,,mi jon ki beldliik”. Azaz milyen
szarmaztatott torvények sokasdgat lehet ,,kihdmozni” ebbdl a rendszerbdl. Majd megkeresi azokat a
konkrét jelenségeket, amelyek mintegy ,,igazoljdk’ a kapott torvényeket.

A dolgok természetébol fakad, hogy az Elméleti Fizikdban viszonylag bonyolult matematikai
apparatust kell mozgatnunk, hiszen itt az alapfogalmak megértésén mar til vagyunk. A cél az Osszetett
jelenségek minél pontosabb matematikai modellezése.

Eldszor a Maxwell egyenletek un. integralis alakjdval ismerkedtiink meg.

Az egyenleteknek ,,neviik” is van. Azokrdl a természettudésokrdl neveztiik el dket, akik
hozzdajarultak az illeté axioma felfedezéséhez (akar kisérleti, akar elméleti munkassagukkal).

1.) Az elektromossdg Gauss tétele (Coulomb torvény altaldnositisa)
2.) A magneses Gauss torvény

3.) A Faraday-féle indukci6 torvény.

4.) Az Ampere- Maxwell torvény

Mindezeket a Kisérleti Fizika tantdrgyban mar megtanultuk.
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Itt nagyon fontos az integralasi zart ,,g” gorbe (j;di ) és az altala definialt ,,F” feliileten torténd
8
integralds (Idﬁ ) kozotti ,,eldjel konvencio” rogzitése. Ennek értelmében az adott feliilet barmelyik
F
,+ dF ” feliiletelem vektort és a konturjan felvett ,,+ dl > elmozdulis vektort ,,jobb kéz szabdly” koti
Ossze.
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Az egyenletek barmilyen kicsi gorbére és feliiletre igazak. Ez lehetOséget ad arra, hogy az
elektromégneses mezd viselkedését egy adott pontban vizsgdljuk. Végrehajthatjuk az alabbi ,limeszeket”
ezzel mintegy ,,razsugorodunk™ az adott pontra és igy az elektromagneses mezd ,,pontbeli” tulajdonsagait

kapjuk meg. Egy valamilyen adott K(7) vektormezd (vektortér) esetén

S . _
lim— ¢ KdF =divK =VK
F—)OVF

ahol ,,V’ az ,,F” altal korbezart térfogat.

lim—§ Kl =&, -[roik)=—¢, -[vx K]

g—0 F
8

ahol ¢, a,,g” sikgorbe altal definidlt ,,F” feliilet normalis egységvektora.

A Matematikai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy a ,,pontra val6 rdzsugorodds sordn az ,,integrdl egyenletek”
differencidlegyenletté alakulnak 4t. Azaz a ,,divergencia”,a ,,rotici6” és a ,,gradiens” derivéldasi
miveletekkel is kifejezhetok. Ennek megfelelden az integralis egyenletekben ( az EMT forrasaiként)
szereplo Q, ponttoltésektol és I, vonaldramoktdl meg kell szabadulnunk. Ez ugy lehetséges, ha ittis a

kontinuum modelliinket vessziik el6 és p(7,r) toltésstirtiségeket és j(F,¢) dramsiiriiségeket vezetiink be.

1) VE=L
80
2) VB=0

3) VxE:—EB
ot
4)

VXE:ﬂoj"‘ﬂogogE

1864 James Clerk MAXWELL
( 86 ) 1831-1879




Ezzel megkaptuk a ,,Maxwell egyenletek” differencidlis alakjat. A tovabbiakban ezekkel
foglakozunk. Jollehet egyes problémdk megolddsa néha ,,egyszeriibb” lehet az integrlis ,,Maxwell
egyenletek alkalmazasaval.

A Maxwell egyenletek rendszere egyben lehetdséget ad az elektromdgneses jelenségek egyfajta
osztalyozasara is.

1.) Az ,,Elektrosztatika’ all6 elektromos toltések altal keltett elektrosztatikus mezok (,,terek™)
tulajdonsagaival és kiszamitasaval foglakozik. Az alaptorvények ekkor

vE=F
VXE=0

Az elsO neve (mint az ismeretes) ,,az elektrosztatika Gauss torvénye”. A masodik azt fejezi ki, hogy az
elektrosztatikus tér rotdcié mentes.

2.) A ,,Magnetosztatika” idében dlland6 méagneses terek altalanos tulajdonséagait vizsgalja. Az
alapegyenletiink a magneses Gauss torvény

VB=0

Ez azt a tapasztalati tényt fejezi ki, hogy nincsenek magneses monopdlusok, legaldbb is eddig nem
tapasztaltuk ezeknek a jelenlétét. Az allitas azért ,,érdekes”, mert nem ismeriink olyan alapvetd
»szimmetriatorvényt”, amely tiltand ezeknek a 1étét. Az igazi kérdés tehat val6jaban az, hogy ,,Miért nem
1étezik a megfigyelhetd kornyezetiinkben magneses monop6lus, ha egyszer létezhetne?” Erre a kérdésre
csak egy ,.,kozmologus” és/vagy egy ,,részecskefzikus tud(na)” vdlaszolni. A véalaszuk azonban eléggé
hipotétikus (feltevés jellegii) lenne.

A permanens magnesek (,,magnesrudak”) igen sok (10> db) médgneses dipélus rendezett alakzata.
Ezek makroszkopikus terének a meghatarozdsa szintén a magnetosztatika feladata. Ekkor az el6z6
egyenletiinkhoz hozza kell venni még a kovetkezd Maxwell egyenletet is.

VB =1, (V)

Ez éppen azt fejezi ki, hogy az M -el jellemzett magneses anyagok mégneses teret hoznak Iétre.

3.) A ,,Stacinarius aramok tere” azzal foglakozik, hogy idében dllandé (staciondrius) aram
stirtiségek ( 7% ) milyen mégneses teret hoznak 1étre. Az alapegyenlet ekkor az Gn. Ampere torvény

VxB= ,Uoj ¥
Természetesen a Gauss torvény tovdbbra is igaz, azaz
VB=0

4.) A ,Kvazi-stacionarius aramok tere” gyakorlatilag a Faraday-féle indukcié torvényt foglalja
magdba. Ugyanis az dram dltal keltett lassan valtozé magneses tér elektromos teret indukél, de ennek a
tovabbi indukcids hatdsatél mar eltekintiink. Azaz az ,.eltoldsi aramokat” elhanyagoljuk. Igy az
alapegyenletek a kovetkezok:

VxB :ﬂojSZ(F’t)

VxE:—EE
ot

5.) Az elektromdgneses terek teljeskorti viselkedését a 4db Maxwell egyenlet egyiittesen adja meg.
Az el6z0khoz képest itt az elektromagneses hullamok megjelenése jelenti a tobbletet.

A tovabbiakban mi is ezt a targyalési sorrendet kovetjiik.



Elektrosztatika

Mint azt emlitettiik, az elektrosztatikus teret all6 toltések rendszere hozza létre. A rotacié mentes
elektromos mez0 forrasa tehat az elektromos toltés. Azaz

vE=~
80
VXE=0
Tudjuk, hogy roticié mentes erétérben (fizikai mezében) mindig definialhaté egy W(7) skaldr potencidl
fliggvény, amely megadja fizikai mezd6t. Jelen esetben tehat
E=-V¥
Ezt beirva az els6 egyenletbe kapjuk az un. Poisson egyenletet.
Ap=—F PE
80
Tegyiik fel, hogy a W(F) potencidlt egy olyan ,,V”* térfogatii térrészben keressiik, ahol nincsen toltés (p=0)
és amelyet a ,,I"” feliilet hatarol. Ekkor az un. Laplace egyenlethez jutunk

{A¥ =0},

Roviden azonban csak azt irjuk, hogy:
AY =0

A feladatunk most a Laplace egyenlet megolddsa. Tudjuk azt, hogy az elektrosztatikus tér forrdsa
mindig elektromos toltések valamilyen elrendezddése. Most azonban ebbdl ,,semmit nem latunk”, hiszen
toltések sziikségképpen a vizsgdlt térrészen kiviil helyezkednek el. Természetesen a teret gerjesztd toltsek
hatdsat valahogyan figyelembe kell venniink. A matematikai vizsgdlédasok arra az eredményre vezettek,
hogy a .,V térfogat belsejében a Laplace egyenlet mindig egyértelmlien megoldhat6. Ehhez azonban
sziikség van az un. ,,peremfeltételek” ismeretére. Ez azt jelenti, hogy a térfogat hataran (a teljes ,,I”” zart
feliileten) ismerniink kell vagy a ‘I‘(F )potencidl értékét

YT ;
vagy a gradiens értékét

V¥ (@),
vagy vegyesen a feliilet mentén hol ezt, hol azt.

Y(IT,) és V¥(I,) ahol I'=T, UT;.

Pierre Simon Laplace, Simeon Denis Poisson:
(1749-1827) (1781-1840)




Az iménti allitds konnyen elhihetd, hiszen a teret gerjesztd toltések a ,,I" feliileten is
meghatdrozzak az elektrosztatikus teret. Igy a ,,peremfeltételek” megadésa a ,,burkoltan” a toltés
elrendez6dés megadasat jelenti.

A Laplace egyenlet megolddsa sordn érdemes ,,alkalmazkodni” a zart feliilet alakjdhoz. Ez
legtobbszor a koordinata rendszer alkalmas megvalasztasaval torténik. Példaul, ha egy kocka alaku
feliileten adjuk meg a peremfeltételeket, akkor célszerti Descartes koordinatarendszert vélasztanai.
Gombfeliilet esetén pedig értelem szertien gombi koordinétdk lesznek a ,,jél viselkedd” véltozok. A
feladatok szdma szinte korlatlan, ezért ezek csak amolyan ,,ésszerll ajanlasok” amelyek alkalmazhatésagat
mindig a konkrét fizikai probléma donti el. Amolyan ,,06kolszabalyként” kezelhetd.

Az éltalanos ,,potencidlelméleti” problémak matematikai targyaldsa (ma mar) a Vektoranalizis
keretei kozott szokott megtorténni. Ezért itt mi is csak ,,amolyan” szemlélteté bemutatét tartunk a Laplace
egyenlet megoldasi technikdjara. A matematikai finomsagokat atengedjiik az idevonatkozé matematikai
tantargyaknak. (Pl. parcidlis differencidlegyenletek.)

A legegyszertibbel fogjuk kezdeni.

A Laplace egyenlet megoldasa Descartes koordinatarendszerben

Tekintsiik tehat a AW =0 Laplace egyenlet Descartes koordinatakkal felirt alakjat, azaz
Am‘l’(x, v, z) =0,
ahol
2 2 2
A, = 82+ 82+ 82'
- ox” dy” 0oz

Ez egy un. (harom véltozds) parcidlis differencidl egyenlet. A megoldadsa ugy torténik, hogy megprébaljuk
visszavezetni egyvaltozds (azaz ,.kozonséges™) differencidlegyenletekre. Ezek megoldasa ugyanis
viszonylag ,.,egyszeri”. Ennek az eljarasnak a neve ,,véaltozok szétvalasztdsa™ avagy ,,szeparalas”.
Ennek soran feltessziik, hogy a keresett fiiggvény eldallithaté harom egyvaltozos fiiggvény szorzataként,
azaz

W(x,y,2) = X(0Y(y)Z(2)
A feltételezett megoldast beirva a Laplace egyenletbe megnézziik, hogy létezik-e ilyen tipusu (szeparalt)
megoldds. Ha igen, akkor ratérhetiink ezeknek a megkeresésére. Joggal felmeriilhet a kérdés, hogy ha
megtaldltuk a szepardlt megoldast, akkor vajon a feladatunkat is megoldottuk-e. Azaz nem kell-e
keresniink tovabbi, nem szepardlhaté megoldasokat. A vélasz a matematika szemével nézve nem trividlis
€s bizonyitast igényel. A Fizika szempontjabdl azonban nyilvanval6. A Fizikaban hasznalt differencial
egyenletek megolddsa mindig egyértelmii. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy a megtalélt ,,szeparalt
megoldas” egyben ,,A megoldas” is. Nem létezik mellette egy ,,nem szeparalhaté” fantom.

MEGJEGYZES: A differencidlegyenletek matematikai vizsgédlata midig két kérdés feltevésével kezdddik:

1.) Van-e megolddsa az adott tipusu differencidlegyenletnek?

2.) Egyértelmii-e ez a megoldds?
A Matematikdban a differencidlegyenletek elméletének a megalkotdsa sordn tételek sokasagat dolgoztdk ki, amelyek
(2. kérdés). A stratégia nyilvanvalé. Hiszen, ha nem létezik megolddsa az egyenletnek, akkor kar keresni azt. Ha pedig a kapott
megoldds nem egyértelmil, akkor még tovabbiakat is keresni kell, rdaddsul nem tudni, hogy hinyat. Azaz a feladatra soha nem
mondhatjuk, hogy ,,megoldottuk”. Ezért aztdn nyilvanvald, hogy mindenki szdmara a ,.kétigenes” differencidlegyenlet a
megnyugtatd. A Fizikdban, a dolog 1ényegébdl fakaddan, a helyzet nem ennyire bonyolult. Ugyanis, ha a széban forgd
differencidlegyenlet a vizsgalt jelenségnek egy adekvat matematikai modellje (mdrpedig az, hiszen azért ,,csindltuk meg”),
akkor a vélasz csakis ,,kétigenes” lehet. Hiszen biztosan létezik megoldds, mert a jelenséget tapasztaltuk. Valamint csak is egy
megoldds lehetséges, hiszen a mi Univerzumunk olyan, hogy ,.egy idében, a térnek egy pontjdban egy mérhetd fizikai
mennyiségnek csak egyféle értéke lehet”. Ez egy elemi tapasztalati tény és ha ez nem igy volna, akkor annak a biol6gidban
,latvdnyos” evolicids nyomai is lennének. Példdul az él61ények érzékszervei is alkalmazkodtak volna az ,,Univerzum kettds
életéhez”. Ennek azonban semmi jele!



Helyettesitsiik be a feltételezett ,,szepardlt” megoldést az egyenletbe. Az {X (x),Y(y),Z(z)} egyvéltozés
fiiggvények sajit vdltozéi szerinti derivaltjait rendre {X”,Y”,Z"}-vel fogjuk jelsIni. Ekkor azt kapjuk,
hogy:

L
XYZ
Osszuk el az egyenletet ¥ = XYZ -vel! Ekkor adédik a kovetkezd

X"YZ+XY"Z+XYZ"=0

X " YV 1 Zl 1
—+—+—=0
X Y Z
Itt valéjaban harom darab kiilonboz6 és egyben kiilonb6z6 véltozdju fiiggvény Osszege lathatd. Hiszen az
elso tag csak az ,,x” a masodik csak az ,,y” és a harmadik tag csak a ,,z” véltozo6tdl fiigg. Ezek a véltozok
(Descartes hely koordinatik) egymadstdl fiiggetlenek, hiszen a megolddst a tér tetsz6leges (x, v, z)

pontjaban keressiik. Marpedig az konnyen beldthatd, hogy harom fiiggetlen valtozo6ju fliggvény Osszege
akkor és csakis akkor lehet dllandd, ha mindegyik fiiggvény kiilon-kiilon dllandé. Ezeket az dllanddkat
,,szeparacios allandéknak”™ nevezziik. Jelen esetben:

alland6 + éllandé + dlland6 = 0
Ez nyilvanvaldan csak akkor dllhat fenn, ha az egyik tag eldjele mas mint a masik kett6é. Azaz példaul

X" =—k?
X X
YVY 2
vk
2@
Z
Es ezért

K2 +k—a’ =0

, 2
Természetesen az ,,+a~”

peremfeltételek dontik el.

Ennek szemléltetésére célszerii egy konkrét fizika feladatot nézni. Legyen egy ,,L.” oldald, kocka
alakd fémdoboz. A doboz teteje legyen elszigetelve a dobozt6l. A feddn az elektromos potencidl legyen
V, , a dobozon zérus értékii. Ha a ,,z” a fiigg6leges irdny, akkor éppen a fenti konstans védlasztds lesz a

barmelyik fiiggvényhez rendelhetd lenne. Az, hogy melyikhez kell azt a

helyes. Ugyanis az ,,x” és az ,,y” irdanyokban ugyanazt a peremfeltételt kell teljesiteni, mig a ,,z” irdnyban
egy masikat.
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A doboz potencidl:
x=0¢é x=L
¥(x,y,z)=0 ha {y=0 é y=L P123
z=0
‘P(x,y,z)zVO ha z=L P4

Az éltalanos megoldédsokban szerepld szabad paramétereket tehat igy kell megvalasztanunk, hogy ezek a
feltételek kielégiiljenek. Az altalanos megoldasok tehat a kovetkezok:
Tekintsiik az elsd egyenletet, azaz

X"=-k’X
Ennek altalanos megoldasa kozismert (a mechanikdban is sokat haszndltuk csak ,,t” valtozéval!)
X=a- sin(kxx)+ b- cos(kxx)
Alkalmazzuk az idevonatkoz6 megadott peremfeltételeket
[#(x. y.2)].= ¥(0,5,2) = X(0)-¥(y)- Z(z) =0
[®(x,y.2)], ., = W(L.y.2)= X (L)-¥(y) 2(z)=0
Lathat6an ezek akkor teljesiilnek, ha

X(0)=x(L)=0
Az elso feltételbdl kovetkezik, hogy
X(O)= a-sin(kx -O)+b-cos(kx -O)=a-0+b-1:0 azaz b=0

A masodik feltételbdl kapjuk, hogy:
X(L)za'sin(kx L)=0
Ez akkor teljesiil, ha
k L=n-7, ahol n=0x112,+3+..
Azaz az ismeretlen k_-re az adédik, hogy:
k.= z n
) L
Es ezért

X(x)za-sin[%-n-xj,

Ahol elvileg n=0,£1,£2,+3*.... De ha egy adott ,,+ n” érték helyére ,,—n” értéket irunk, akkor (-1)

kiemelhetd szinusz fiiggvénybdl és az ,,a”-t ,,—a” ra véltoztatja. De ezt az eldjelet ,,beolvaszthatjuk”
magdba az ,,a” konstansba. Igy az n < 0 -k nem jelentenek djabb fizikai megolddsokat, azaz elegend6 csak
ha

n=0,12,3...
Miérmost ahdnyféle ,,n” van, annyi kiilonb6z6 megold4s is van és ezek linedris kombinacidja szintén
megolddsa lesz az egyenletnek, azaz

x(x):gan .sin[%n.xj

A szimmetria miatt a megoldds menete €s az eredmény ugyanilyen lesz z ,,y” irdnyban is, azaz

Y(y)=ibn.sm(%.m.yj

n=0

m=0,1273...

A ,,2” irdnyban a megoldast a Z(z) fiiggvény adja, azaz
Z'"=+a’Z



Az éltalanos megoldas itt is jOl ismert:
Z=a-expl+a- z}+b-expl-a-z}
Ami atirhaté még
Z=a-sh{a-z}+b-chla-z}
(Természetesen az ,,a,b”-k nem ugyanazok!)
A ,,Z”-re vonatkoz6 hatérfeltétel abbol adddik, hogy

[®(x,y,2)] ) = ¥(x.y,0)= X (x)V(y)2(0)=0

Azaz

Z(0)=0
Es igy:

Z0)=a sh{a-0}+b-ch{ar-0}=0
Azaz

Z(0)=a-0+b-1=b=0

Ezért tehat a megoldés
Z(z)=a-shia -z}

Teljesiilnie kell még a szepardlds sordn kapott 0sszefiiggésnek is:
oF =k +k

Azaz

a==An’>+m’

Ez az 0sszefliggés 0sszekoti a harom fiiggvényt is. Azaz az dltalanos megoldas (az elsé harom .. P123
peremfeltétel kielégitése utan) konnyen felirhato.

¥(x,y,z ZZanm sh{ \Nn® +m’ ~z}'sin(%n~x)sin(%m~yj

n=1 m=1

Az ismeretlen {anm} egyiitthatok a negyedik ( P4 ) peremfeltétel kielégitésével kaphatjuk meg.

Azaz
[¥(xy.2)l.., =¥ y.L)=V,
Ezért aztan irhato, hogy

.x y7 Zzanm Sh{ n2+m2 L}Sin[%nxjsin(%myjzvo

n=l m=1

Célszerl lesz egy 1j jelolést bevezetni, nevezetesen:

A =a, -sh{f!\/n2 +m2}

Ekkor a ¥a kovetkezo alakot veszi fel:

W(x,y,L ZZAM s1n[—n xj sm[;im yj V,

n=l m=1

Ebbdl az osszefiiggésbol kell az ismeretlen {Anm} egyiitthatokat meghataroznunk.

Ez elkovetkezd Elmleti Fizika tanulmédnyainkban ilyenfajta feladattal igen gyakran taldlkozunk majd.
Nyugodtan éllithatjuk, hogy ez egy igen tipikus probléma, amelynek a megold4dsa mindig ugyanazzal a
mddszerrel torténik. Ennek az alapja pedig bizonyos fiiggvényrendszerek igen dltalanos matematikai
tulajdonsagdban gyokerezik. Ennek a neve a ,.fliggvények ortogonalitdsa”. Az evvel a tulajdonsaggal
rendelkezd fiiggvények halmazat ,,ortogonalis fiiggvényrendszernek™ nevezziik. Ez tulajdonképpen egy
absztrakt, linedris (vektor) tér egy lehetséges megvaldsitasa.

Roviden a kovetkez0rol van szo.

Tekintsiik egyvaltozds fliggvényeknek egy halmazat :

Ui (). £ (). £ (x)oes £, ().

Ezek mindegyike az
as<x<b
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Tartomdnyban van értelmezve €s a hatdrokon eleget tesz ugyanannak a peremfeltételnek.
Természetesen az ,,a — —oo” és ,,b — +oo 7 is megengedett. Marmost akkor az {f ( )}n 0

fuggvenyhalmaz akkor lesz egy ,,ortogondlis fliggvényrendszert”, ha teljesiil e kovetkezo
j £,@) £, ()dx = g(n.m)-5,,

Lathato tehdt, hogy ez az I, integrdl mindig zérus, ha n# m . Emiatt az integrdl neve a két fiiggvény
,skaldr szozata”. (Szemléletes utalds a vektorok ortogonalitdsara). Erre bevezetiink egy jelolést:

(£, 1) jf x)dx = g(n,m)-5,,

Konnyen belathato, hogy a sin(x)és a cos(x) fliggvények ortogonalis fiiggvényrendszert alkotnak, ugyanis
a matematika szerint:

(sin[knx], sin[kmx]) = I sin[knx]- sin[kmx]dx = %a 0, OT1
0

(cos[knx], cos[kmx]) = jcos[knx]- cos[kmxdx = %a -0

nm
0

Ahol k="
a

Ezekkel mar taldlkoztunk a ,,Fourier transzformacié” kapcsan, csak éppen a ,,’t” idéskélan.
A feladat tehat a potencialfiiggvény dltaldnos alakjaban szerepld azon {Anm} egylitthatok meghatdrozasa,
amelyek esetén az utols6 (negyedik) peremfeltétel is teljesiil. Azaz

¥(x,y,L ZZAM sm(—n xj 51n(7£m'-yj=V0

n’=1m'=1

(Most a késébbiek miatt a szummaz6 indexeket 4tirtuk n”-re és m’” -re.) Szorozzuk be az elébb definialt
skaldr szorzdssal mind a két oldalt a ,,sin(kn - x)” fiiggvénnyel. Természetesen a feladatunknak
megfeleléen most az kell, hogy

a=L és
k="
L

Ekkor kapjuk, hogy

34, sm( m yj (sinffn’x] sinkrc])= (V. sinknc)

n’=1m'=1

Az OTI1 ortogonalitasi tétel felhasznéldsaval kapjuk, hogy

ZZAM sm( yj ZAM sm( yj ; (V,,sin[knx])

n’=1m'=1

A jobboldali integralés t elvégezve kapjuk, hogy:

L L
(Vo,sin[knx]): .[ V, -sin[knx]' dx=1V, '{—icos[knx]} =V, 'L[l—cos(nfr)]
0 kn 0 T-n
Azaz

= . , 2
Z A, sin(km’- y)= Vy —— [1-cos(nr)|
m’'=1 ﬂ: ‘n
Ezutdn az egyenletet ,,sin(km - y)” fiiggvénnyel skaldrisan beszorozva ez elézéekhez hasonlé médon
kapjuk, hogy:

2 2
A =V, — —— [1 - cos(nfr)]' [1 - cos(mn’)]

n-n T-m

Létszik, hogy minden olyan A, nulla, amelyikben valamelyik index pdros szdm.
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Végiil is kapjuk tehdt, hogy:
A =V, 1—62 S , ahol {n, m| pciratlan}
- n-m

Vegyiik el az A, definiciés egyenletét

A, =a,, -sh{ﬂ\/nz +m’ }
ezzel adédik, hogy :
a — Anm
" sh{ﬂ\/nz +m’ }’

16 1

?n-m-sh{ﬂ\/n2+m2}

Es igy a végeredmény:
.= 16 1 sh{;[\/nz+m2'z}
T T
P(x,y,2)=V, — 'sin(—n'xj'sin(—m'yj
0;;752 nm sh{ﬂx/n2+m2} L L

Ezzel a feladatunkat megoldottuk. A keresett potencidlfiiggvényt sikeriilt végtelen sorosszeg formdjaban
megkapnunk. A numerikus eredmények ennek az adott pontossagu kiszdmitdsa fogja nyujtani.
A varhaté megoldas az alabbi dbran lathatd.

azaz

a, =V,

nm

.;‘}J‘
;‘:) 4
>

4.abra

A most targyal peremérték feladat viszonylag egyszerii volt, hiszen a megoldds sordn csak jol
ismert szog fiiggvényeket illetve hiperbolikus fiiggvényeket haszndltunk. A kovetkezdkben ,,specialis
fiiggvényekkel” dolgozunk majd. Az elnevezés csaloka. Megkérdezhetnénk ugyanis, hogy mennyiben
»specidlisak” ezek a fiiggvények. A vélasz egyértelmii: ,,Semmivel sem specidlisabbak, mint az
eddigiek!”. Legfeljebb més a neviik és mads a fiiggvény alakjuk. Azért nevezziik mégis ,,specidlisnak”,
hogy megkiilonboztessiik ket az eddigi megszokott ,,hatvany-, sz6g-, exponencidlis-, logaritmikus-,
hiperbolikus-,, fliggvényektdl. Mindegyik felsorolt fiiggvénytipus egyfajta igen egyszerli kozonséges
differencidlegyenlet ,,megolddsaként latta meg a napvilagot”.

Vannak azonban bonyolultabb k6zonséges differencidlegyenletek is amelyek igen gyakran
szerepelnek a fizikai modelljeinkben.

Ezeknek a megoldasait ugyanigy megnevezziik és abrazoljuk, mint pl. a ,,sin(x)”-t.

A fizikai tanulmédnyaink sordn a leggyakrabban a kovetkez6 nevekkel taldlkozunk majd :
,JLegendre polinomok”, , Laguerre polinomok”, ,,Bessel fiiggvények”, stb . (Kiejtésiik: ,, lozsandr, lager,
besszel”.) Ezek mindegyike egy-egy jol definidlt fiiggvényt jelent, amelyeknek a rajzolata a matematika
konyvekben megtaldlhat6 és adott pontbeli értékeit tdblazatbol kikereshetjiik. Ugyantigy, mint azt a
,.Sin(x)” esetén tennénk.



Bessel fiiggvények Laguerre polinomok

Friedrich Wilhelm Bessel Edmond Nicolas Laguerre
(1784-1846) (1834 - 1886)

A Laplace egyenlet polarkoordinatas megolddsa maris szolgaltat egy ,,specidlis fiiggvény”
csaladot. Ismerkedjiink meg tehat a Legendre polinomokkal!

A Laplace egyenlet megoldasa gombi koordinatarendszerben

A feladatunk tehat a AY =0 Laplace egyenlet megoldasa gombi koordindta rendszerben.
A, P (r,0,0)=0
Ehhez tudnunk kell a Laplace operator polar koordinatas alakjat. Fellapozva a matematika konyvek
idevonatkoz¢ oldalait, azt taldljuk, hogy

1
Aw(o:Ar+—2AM,
ahol
Ar:%i(rzij és
r’ or or
1 d (. 0 1 9°
s = —| sin?— +T 2
sin ¢ 989 0¢¥) sin“ ¥ dg

Az els0 pillanatra meglehetdsen bonyolultnak tind matematikai alakzatokat latunk. A megoldds menete
ugyanaz, mint az eldbb, a sokkal egyszeriibb Descartes esetben volt. A megoldast szeparalt alakban
keressiik.

12
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Azaz
Y(r,0,90)=R(r)-Y(6,9),
majd tovébb:
Y (0, 9) =0(0) P(p)
Elészor az ,, R(r)” sugartél és a ,, Y (&3, @) "szdgekté] fiiggd részeket fogjuk szétvalasztani. Irjuk be ezt a
szepardlt ¥ = R-Y filiggvényt az egyenletiinkbe! Ekkor kapjuk, hogy:

1
(A, +r—2AMjR-Y =0,

azaz

2
r

R-Y
Osszuk el az egyenletet a ,, ¥ = R-Y ” -al és szorozzunk ,,rZ”—el. Adddik, hogy

R

2
r

YA R+

A,,Y =0

2

r 1
?ArR‘F?Aﬂ!qJY = 0

Lithat6an, az elsé tag csak az r, a masodik tag pedig csak a {&%, @} szogek fiiggvénye. A Laplace
egyenletnek a tér minden pontjdban, azaz minden {r, %, ¢} értéknél teljesiilnie kell. Mivel a valtoz6k

fliggetlenek egymastol, azért ez csak ugy lehetséges, ha mind a két tag kiilon-kiilon alland6, amelyek
Osszege nulla pl: ,,+ A— A = 0. Ekkor kapjuk, hogy

r’A,R— AR =0 REGY

Ay, Y +AY =0

Az els6 egyenlet mar egy ,,kozonséges differencidlegyenlet”, amely megoldhat6 (ha masként nem is de
numerikus mddszerrel biztosan.) A masodik egyenlet szepardldsa kovetkezik.

Y (0, 9) = 0(9) - P()

2 2
= i[sinﬂ'a—(aj+—_ | 0%, jow=po |57
sin ¢ 9 ¢ 0¥) sin” ¥ dg O
A szokdsos ,,beszorzas” utan kapjuk, hogy
2
isin ﬂ-i(sin zﬁl-a—®j+Asin2 19+ia CI2> =0
C] 0V tok2s D Jdp

A helyzet most is ugyanaz, mint eddig volt. Azaz két fiiggetlen véltozdju fiiggvény Osszege lathat6 az
egyenlet baloldalan. Jeloljiik az j szeparéciés allandét ,,m””-el. Ennek a ,,fura” jel6lésnek az oka késébb

nyilvanvalo lesz. Ezzel megkaptuk a két szeparalt egyenletet, nevezetesen

isin19-i sinﬂ-a—® + Asin® ¥¢=m’
Q] 0 0

valamint
10°®
D g’
Ez utébbi az egyszerlibb, hiszen
@'=-m’P

Ennek altalanos megolddsa mar jol ismert




O(p) = {

c,p+d,,

Térjlink at a masik egyenletre

1
—sin¢}-—
® 0

azaz

sin ¥ do?

2
m
! i(sinzﬁ‘-@j+ A——

ha m =0

(sin 0‘a—®j+ Asin® 9 =m?
0

c,sin(m ¢)+d, cos(m ¢) ha m #0

FEGY

Felismerhetobb alakot 61t az egyenletiink, ha 1j véltozét vezetiink be a kdvetkezd definicidval

X =cosv

Némi egyszerii algebrai miivelet elvégzése utan (,,Hazi Feladat”) a kovetkezokre jutunk:

(l—xz)'®”—2x-®'+(A— i

2

1—x?

j.@:o

14

Ez az un. ,,Legendre-féle” differencidlegyenlet (helyesebben annak tin ,.kapcsolt” v. ,,asszocidlt” védltozata.

Legendre polynomials (n= 5)

0.8t
06
04r

02

P
o

021

04

06}

3 , Dpelpet
WA ax |
,"” 15JA‘ o

Legendre polinomok

Adrien-Marie Legendre
1752-1833

MEGJEGYZES:Az egyenlet megoldésa tin. polinom médszerrel torténik. Mivel ez altaliban minden esetben célra vezet

ezért roviden ismertetjiik a médszer lényegét. Olyan egyenleten mutatjuk be, amelynek megoldésa kizismert. Igy csak magara
a szamitasi eljardsra tudunk koncentralni.

V' +@'y=0 DE

Ahol @ egy éllands.

A megoldést egy Taylor sor (ebbdl lesz esetleg a végén egy polinom) alakjaban keressiik, azaz

y(x) = ZCkxk
k=0
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A derivélas konnyen elvégezheto:

’ k-1
y = Zk-ckx
k=0

y’ = Zk(k —1)-¢,x*7
k=0
Irjuk be ezt az alakot az egyenletiinkbe

ik(k ~1)- c, X7+ a)zickxk =0 SZ1
k=0 k=0

A elsd ,,szumma” a kdvetkezd képpen indul

v =2c,x" +6c,x" +12¢,x° +...
Mig a mdsodikndl nincsen véltozas, azaz
@'y=wcyx’ +@cx' +@c,x’ +...
Lathat6an a két ,,szumma” 6sszeadhatd, azaz az azonos hatvanykitevdji elemek 6sszevonhaték. Ez formélisan konnyen
kezelhetd alakba irhat6, ha az y” -ben végrehajtjuk a szummazé index 4tnevezését a kovetkezé modon:

k—k+2
Ekkor SZ1 helyett kapjuk, hogy:

3 (k+2)(k+1)'ck+2xk +a)zickxk =0
k=0 k=0
Azaz

Sk +2)k+1)-c,, +@* ¢ J* =0

k=0
Az algebra alaptétele szerint ez akkor teljesiil az ,,x” valtoz6 minden értékére , ha mindegyik ,x*” hatvanykifejezés egyiitthatéja
azonosan zérus. Azaz

(k+2)k+1)-c,,, +@* -c, =0, ahol k=0,23....
és ezért
Crin :m'ck (k=0,12,3,...) RF

Kaptunk egy tn. ,rekurziés formuldt”. Ez azt jelenti, hogy ha megadjuk a ¢, €rtékét, akkor abbdl minden paros indexii
konstans kiszdmithat6 €s ¢, ismeretében a pdratlan indexii egyiitthatok hatdrozhatok meg, azaz

Co = Cy,CysChrene

€, = C5,Cs5,Cqse..

Nyilvédnval6, hogy a ¢, €s a ¢, értékét €ppen a (a mdsodrendil kozonséges differencidlegyenleteknél fellépd) két kezdeti

feltétel hatdrozza meg.
Példaként vegyiik azt, hogy

¢, =A
c,=0
Ekkor természetesen
cp=¢C,=c,=cg=..=0
és
c, =+A
2
= —Aw—
6
2 .2
cs = +A—w—
6 20
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Tehét a y(x) megoldast egy sordsszeg alakjaban kaptuk meg. Ebben az esetben ,,szerencsénk™ van, mert ezt a z 9sszeget fel
tudjuk irni masképpen is. Ugyanis tekintsik a f(x) =B - Sin(ﬁ - x) fiiggvény Taylor sordt
. 1 1 1 n—
f(x)=B-sin(B-x)=B- ((,Bx)l —g(ﬁxf +§(,3x)5 t.. i—'(ﬁx) + j ahol n=pdratlan
Vegyiik két egymads utdni tag hanyadosat:

B a
(B‘<n+z>!xj g,

= X

(B B xnj (n+1)n+2)

n!

Ez pedig pontosan megegyezik a megolddsul kapott RF rekurzids dsszefiiggésiinkkel a B=A és ,5 = @ értékek esetén. Azaz
kaptuk, hogy

y(x) = A-sin(®- x)

Ez pedig valéban a vizsgdlt DE differencidl egyenlet jol ismert megoldasa.
A kérdés marmost az, hogy miként lesz némely differencialegyenlet esetében a megoldés egy polinom?

A vilsz egy egyszerii példaval szemléltetheto.

Tegyiik fel, hogy van egy masik differencialegyenletiink, amelynek rekurziés formuldja ,,majdnem olyan” mint az
iménti volt. Azaz legyen ez

o _kk-)-o’ VR
(ke 2)k+1) t
Legyen a kezdeti feltétel (most is) olyan, hogy aza ¢, = 0 vélasztasnak felel meg. Tegyiik fel, hogy @ értéke éppen akkora,

hogy
@ = r(r - 1) , ahol ,,r” egy pératlan szdm.
Ekkor érdekes helyzet 4ll el6. Ugyanis azt kapjuk, hogy
#0 ha k<r
Cr
=0 ha k>r
Hiszen k =1 esetén ¢, #0 és
r(r=1)=r(r-1)
Cr+2 = ’ Cr = O '
(r + 2)(r + 1)

Ettdl kezdve pedig a rekurzi6é miatt minden ¢, egyiitthat6 zérus lesz. Megolddsul adédik tehdt, hogy

y(x)= ZCk X =0, (x) ahol k =1,3,5,7,...r
k=1

Ez pedig valéban egy polinom. Az ilyen esetekben dltaldban az szokott lenni, hogy @ sem ismert. Azaz meg kell keresniink
@ azon értékeit, amelyek esetén az y(x) megoldds polinom. Ekkor az eredmény az, hogy

@ =r(r-1)

Y(x)=0,(x)

r=13,5,7,..

Hangstilyoznunk kell, hogy ez ,.csak” egy példa volt. A jogos kérdés persze az, hogy van-e olyan differencidlegyenlet,

amelynek a rekurzids 6sszefliggése éppen az imént megadott formula. A valaszt az Olvasé fantdzidjara és kivancsisdgara
bizzuk!

Tekintsiik tehat a Legendre-féle differencidlegyeneletet
2

(1-x*) @ —2x-0+| A- @=0 ahol —1< x < +1

1—x?

Ennek megolddsa polinom mdédszerrel torténik. Megmutathat6, hogy akkor van véges megoldas az
értelmezési tartomany minden ,,x” pontjdban, ha ®(x) egy polinom. Azaz végtelen sordsszeg esetén nem!
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De polinom megoldast akkor kapunk, ha a rekurziés formula miatt pl. ¢, #0,de ¢,,, =¢,,, =...=0. A

tehét helyzet ugyanaz, mint a MEGJEGYZES-ben szereplé MR esetén volt. Nyilvanvald, hogy az
ismeretlen ,,A” és ,,m” szeparalasi dllandok értéke jelen esetben (sem) lehet tetszoleges. Végiil is azt
kapjuk, hogy akkor lesz a ®(x) megoldds polinom, ha

A=Il(l+1) [=012,...
m=0,x1,£2,... =/

Az x =cos? definicids Osszefiiggéssel visszatérhetiink a ¢ szogvaltozora. Az igy kapott megoldasok
jelolése és a neviik:

P(cos?¥) m=0 Legendre polinom

() = { LPM

PZ""‘ (cos) m=#0 asszocialt Legendre polinom

MEGJEGYZES: Nagyon gyakran az {m,l } kozott fenndllo m = 0,21,£2,... £ szoros kapcsolata miatt az m = m,

jelolést szoktuk haszndlni. Tipografiai okokbdl most ettdl eltekintiink.

Nagyon gyakran az CI>(¢) FEGY megoldasban szerepld két fiiggetlen szogtiiggvény helyett masik
kettot valasztunk, azaz

{sin(m q)), cos(m (0)}H {exp(+ im q)), exp(— im q))}

Nyilvanvald, hogy a két fiiggvény halmaz egy linedris transzformdaciéval egymdsba dtvihetd. Igy ezek a
differencidlegyenlet szempontjdbol ekvivalensek egymassal.

Ezzel W(r) potencidlfiiggvénynek a szogektél fiiggd része a kovetkezd elemeket fogja tartalmazni.
Y (8, 9) = explime}- P"! (cos ) (1=0,12,..6s m=0+1%2,.+])

A {8, ¢} polir szogparok a gombfeliilet egy pontjat jelolik ki. Igy aztén az Y" (&, ¢9) fiiggvény a

gombfeliilet minden pontjdhoz egy szdmot rendel. Ezért a neve ,,gombfiiggvény”. Megmutathato, hogy
ezek a gdmbfiiggvények un. ,,ortogondlis, teljes rendszert alkotnak™. Ennek egyik feltételeként fenndll a
kovetkez0 (sulyozott) ortogonalitdsi 0sszefiiggés:

T 2z
.[ J-Ylinl (79’ ¢)* erznz (79’ ¢)Sin AP =06,, 0,1,

=0 =0
Ez azt jelenti, hogy egy gombfeliileten értelmezett, tetsz6leges F (2%, ) fiiggvény (pl a Foldiink teljes

domborzata) ezen gombfiiggvények rendszerében ,,sorba fejthetd”.
Azaz:

oo +/
F(&,0)=)Y >, ¥ " (@0
1

[=0 m=—
A Laplace egyenlet dltaldnos megoldasa ezek utdn konnyen megkonstruédlhato.
Ehhez azonban még meg kell oldanunk sugartél fiiggd részre vonatkozé6 REGY differencidlegyenletet.

r’A,R— AR =0
A 0O(2%) megoldésa soran méar megkaptuk az ,,A” integraldsi 4lland6 lehetséges értékeit. Ezért irhatjuk,
hogy

AR, —I(l+1)R, =0

[=0,12,..



Mivel pedig tudjuk, hogy (Isd Matematikai kézikonyvek)
2
A Rzii(rz de L (o)
dr rdr’
ezért adddik, hogy

2

r—z(rRl)z l(l +1)Rz | r

dr

avagy
2

(R =10+1)-(R,)

dr
Vezessiik be a

Q, =rR,
jelolést! Ezzel a megoldandé egyenletiink a kdvetkezd alakot olti
r’Q/=1(+1)-Q,

Ez mar egészen ,,bardtsdgosnak” tlinik. Az egyenletbdl lathatd, hogy egy olyan fiiggvényt keresiink,

18

amelyet ha kétszer derivdlunk akkor az megfelel annak, mintha r* -el osztottuk volna. A hatvanyfiiggvény

pontosan ilyen! Azaz legyen
0, (r) =
Beirva az egyenletbe adddik, hogy
P2k = )r 2 |= 100 +1)r*
Azaz
k(k=1)r* =11 +1)r*
Es ezért
k*—k-I1(I+1)=0

eV 150420 10420 [1+1
2 2 2 |-
Azaz mivel

R()=0,()

Igy
l

1
Rz(r):_Qz(r):{ —’;1+1)
r r

Az egyenlet édltaldnos megoldasa ezen elemi megoldasok linedris kombinécidja lesz, hiszen a Laplace
egyenlet linedris differencidlegyenlet. Tehat

R (r)= i(a,rl +%)
r

=0
Nekiink azonban a teljes (szogektdl is fiiggd) megoldas kell. Ez nyilvanvaldan a kovetkezo lesz

¥(r,8,0)= Z Z(a,mr + Mj-e’”"P,’" (cos )

=0 m=—
Természetesen a {a ” ,blm} ismeretlen egyiitthatokat a peremfeltételek teljesitésével hatdrozzuk meg.
A peremfeltétel azt jelenti, hogy egy zart,,I'” feliileten eldirjuk a potencidl viselkedését, azaz
P(L,)= /(@)
V()= g(T,)
I'=I,url,
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Nagyban leegyszeriisodik a matematikai komplikacid, ha hengerszimmetrikus problémékkal
foglakozunk. Ez ugyan lesziikiti a vizsgalhat6 jelenségek korét, de a viszonylag egyszerti megoldhat6sag
didaktikai eldnye karpo6tol minket.
Mint azt lattuk, hengerszimmetrikus esetben a W(r, %) nem fiigg a ¢ szogtél és igy az m=0

(minden ,,I” esetén). Az altalanos megoldas tehat az LPM alapjan kovetkezd alakba irhat6:

=

Y(r,0) = Z(a,r’ +%) - P(cos %)
r

=0

Ahol P, (cos?¥) a Legendre polinomok. Ezek koziil az els6 par darab a kovetkezd

Legendre Polynomials

P(x)=1 :i
P(x)=x ' P
3x* -1 _ :
P, (x)= z
5x* —3x
P(x) =22 2%

Ezekre a Legendre polinomokra is érvényes egy ortogonalitasi tétel, nevezetesen

1
2

_jl (P, (dx =8,
A kiindul6 feladatunk megoldésa sordn lattuk (fémdobozra kapcsolt fesziiltségforras), hogy a ,,sin(mx)
fliggvényeknél fenndllé ortogonalitdsi tétel felhasznédldsa alapvetd fontossagu volt. Hasonl6 a helyzet a
gdmbi koordinatds Laplace egyenlet megoldésa esetén is. Itt természetesen Legendre polinomokra
érvényes fenti 6sszefiiggés jut majd dontd szerephez.

A kovetkezdkben megvizsgéljuk azt, hogy az eddigi tanulmanyainkban megismert (Kisérleti
Fizika) hengerszimmetrikus elektrosztatikus terek valéban olya szerkezetliek-e, mint azt az iménti
altalanos felirds szolgaltat

’»

=

P (r, ) = Z(alrl +%} - P, (cos ¥)
r

=0

Példak a Laplace egyenlet megoldasara
Ponttoltés tere:

Mint az ismeretes egy ,,Q”” nagysagu ponttoltés elektrosztatikus terét a

w(r)=—2 .1

- dre, r
potencidllal adhatjuk meg (ha a ponttoltés az origéban van és r #0).
Nagyon tavol a toltéstol
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lim¥(r)=0

r—eo

Ezért most a potencidl dltalanos alakja

W(r, ) = i(%} . P(cos ®)

=0
A ponttoltés potencidlfiiggvényét akkor kapjuk meg, ha
0

4re,

0

b,=0,hal=1234,.
Azaz a ponttoltés potencidlfiiggvénye valoban megolddsaa AW =0 (r # 0) Laplace egyenletnek.

Homogén elektrosztatikus mezé

A homogén tér skalar potencialja
WY=—E-F,

hiszen
E=-V¥=+V(EF)=E

Legyen az elektromos térerdsség ,,z” irdnyu, azaz E= (0,0, E) . Ekkor
VY=-FE 7

GOmbi polar koordindtakkal ez a kdvetkezot jelenti
Y(F)=—E-r-cos(s)

Tekintsiik az dltalanos potencidlfiiggvényt (homogén a tér, tehat hengerszimmetria van)
‘P(F) = Z(a, ! +%) - P (cos )

!

Nyilvanvald, hogy ebbdl megkaphatjuk a homogén tér potencialjat, ha
a =-EF
a,=0 ha [#1
b,=0 ha [=012,..

Tehat a homogén tér szintén kielégiti a Laplace egyenletet.

Elektromos dipdlus tere

Egy {qi| i=123,.N } ponttoltésekbdl all6 rendszer tn. ,,dipdlmomentumat” az alabbi médon
definialjuk:

N
p= z r.q; ,ahol {Fl N A FN} a ponttoltések helyvektorai.
i=1
A legegyszeriibb ilyen elrendezés az elektromos dip6lus. Ez + g és — ¢ ponttoltésekbdl dll, amelyek

helyvektorait (rendre) 7, -al és az r -al jeloljiik. Ekkor elektromos dipdlmomentumra azt kapjuk, hogy

p=+qi, —qi =q-(F,-7)=q-d,
ahol
d.

r.=r +
da+ q toltésnek — g hoz viszonyitott helyét adja meg.

Tehat a



5. abra

Helyezziik a — g t6ltést az origéba. Ekkor az elektromos potencidl két ponttoltés potencidljanak az
Osszegeként konnyen felirhato:

eiF)=—2 | ~ _~ DP

Legyen a + ¢ toltés a ,,z” tengelyen, azaz d= (0,0,d). Ha ,,d << r ” (azaz elegendéen tivol vagyunk a
dipdlustdl) akkor adddik, hogy

‘?—j‘zx/rz +d? —2rdcos19zr1/1—2icosﬁzr(l—%-Zicosﬂj
r r

Eztbeirvaa DP egyenletbe kapjuk, hogy

\P(?):4q : - z%'_(l"'ic 819—1):4(161 '008219
o r(l—cos 19) d T T r e, T
,
De tudjuk, hogy
qd =p,
Mivel most is teljesiil, hogy
lim¥(r)=0,

r—eo

ezért a
(b
¥ (r, ) = Z(ﬁ} - P, (cos )
=0\ "
altalanos alakbdl kell kiindulnunk. Lathat6, hogy megkapjuk a dipdlus potenciéljat, ha
=P &
4re,
b, =0, ha [=0,234,...
Ezért aztan irhatjuk, hogy:

1

p_Plcosv)
B 4re, r’
Hiszen tudjuk, hogy
P (cos?) =cos ¥}
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Tehat a dip6lus elektromos terében is teljesiil a AY =0 Laplace egyenlet.

Nagyon gyakran mds matematikai format hasznalunk.

‘P(?): p .cosﬁ:ﬁ'F 1: p -Vl
dre, ¥ dme, r Ame, r

Ezek utdn hatarozzuk meg az E (¥) térer6sséget a tér minden pontjdban, azaz

—

E=-V¥

Ennek kiszdmitdsakor hasznos az imént bevezetett alak. Hasznélni fogjuk ismét a mechanikaban mar
bevezetett indexelési konvenciot (Einstein). Azaz minden ,,dupla indexre” dsszegezni kell.
Igy irhat6, hogy

lP(;:)—— P 1_ pj 1_ 1 pj'xj)3/2

Tro dme, (x, - x,

e, r - 4re,
A térerdsség pedig

1 PiX; 1 1 1
Ei:_aiq>:_47z_g .ai|:( - 13/2}:_4 (pj'aixj' 3/2+pjxj'ai 3/2}
0 X, -x) TE, (x, - x;) (x, - x;)

Itt kihasznaltuk azt, hogy a p dllandé. Elvégezve a kijelolt derivdldsokat kapjuk, hogy:

1 1 30,(x, -x,)
E=—7 (pjé‘ij'—m_pjxj'g—m :
e, (X x) (e - x,)
Azaz tovabb
1 1 x,0.x 1 1 X, 0,
= — . _pox. 3Tk - . _p.x. 3K
i 47[80[1)' 3 PjX; I j 47[80(2 3 DX, I
és
1 X
E=- iz, (p, 7 TP 3—5j

A kapott végeredmény atirhaté vektoros alakba a kovetkez6 képpen:

1 3p-FFi-p-r’
4re, r’
Ne felejtsiik el, hogy ez csak akkor igaz, ha a dip6lustdl elegendden tdvol vagyunk (d << r ). Mind e

mellett azonban a teljes térre is igaz lesz, ha a ponttoltés mintdjara bevezetjiik a ,,pontszerti dip6lus”
fogalmait.

E=

lng-d = p

g0
Ez a fogalom igen hasznos lesz. Az anyag ugyanis atomokbdl 4ll, amelyek rendelkez(het)nek elektromos
dipdlussal. Hiszen van, hogy az elektron(felhd) toltéskozéppontja nem esik egybe a pozitiv toltésii
atommagéval (molekuldk esetén : magokéval). Mivel az atomok mérete sokkalta kisebb minden
makroszképikus méretnél, ezért az atomok (molekuldk) pontszertii elektromos dipélussal jellemezhetok.

Tegyiik fel, hogy a ‘P(F ) potencidlfiiggvény olyan, hogy a toltésektdl elegendden nagy tavolsagra

a kovetkezo modon kozelitheto

(b b b

Y(r, )= Z( = j - P,(cos ) = =2 P, (cos ¥)+— P, (cos &)
=0\ " r r

Ez el6zdek értelmében ez azt jelenti, hogy elegendden tavolrdl szemlélve a toltésrendszert az egy

ponttoltés €s egy dipdlus egyiittesével kozelithetd. Meg is tudjuk mondani ezen ,,helyettesitd” elemek

nagysagat.
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Ez el6zdek értelmében ugyanis:
Q=b,-4re,

p=>b, -4re,
Azt is észrevehetjiik, hogy bar a fenti sordsszeg csak hengerszimmetrikus esetben igaz, az elsd két tag
tetszoleges toltéselrendezés esetén is ugyanilyen lesz. Hiszen ezt a ponttoltés és a dipdlus szimmetridja
garantélja.

6.abra

Az eddigiekbdl (is) lathato, hogy a Laplace egyenlet olyan térrészben adja meg az elektrosztatikus
mez0t, ahol nincsenek toltések. Azaz a teret gerjesztd objektumok a vizsgélt térfogaton kiviil vannak.

Most azt kell megvizsgdlnunk, hogy mi a helyzet akkor, ha a vizsgélt térrészben toltések is jelen
vannak. Azaz az elektrosztatika alapegyenletét jelent6 PE Poisson egyenlet megoldasédval kell
foglakoznunk.

AP =—F
80

A Green fiiggvények hasznalata az elektrosztatikaban.

Tudjuk j6l, hogy az anyag atomos szerkezetii. Igy az elektromos toltések (+ ¢ ) hordozéi is
atomok, molekuldk lehetnek. Azt is tudjuk mér, hogy az elektromos toltés ,,.kvantdlt mennyiség”, azaz
minden * g toltés egy elemi ,,e” toltésegység egész szamu tobbszordse.

tg=1N-e, ahol

N=0,1.2,.. ¢&s

e=1.602...-10™°C
Mivel a Maxwell egyenletek linedrisak, ezért érvényes az EMT-re a ,,szuperpozicié” elve. Ez azt jelenti,
hogyha pl. ismerem két ponttdltés elektromos terét kiilon-kiilon, akkor meg tudom mondani azt, hogy
egylittesen milyen elektromos mez6t hoznak 1étre. Azaz formadlisan

Ha qi %Ei(F)

akkor iqi eiéi(F),
i=1 i

Ez azt jelenti, hogy az alapfeladat egy ponttoltés terének a meghatdrozasa. Természetesen most ezt is a
Maxwell egyenletek segitségével kell megtenniink. Azaz nem a ponttoltések kozott fellépd Coulomb erd
matematikai kifejezésének a felhasznaldsaval. Mivel a differencialis alapegyenletekben p(7)
toltésslirliség szerepel ezért a ponttoltést is ebben a ,,formdban” kell hasznélni. Ezt a (térbeli) Dirac-delta
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(disztribucid) segitségével tudjuk megtenni. A Linedris rendszerek analizise sordn mér
megismerkedtiink ezzel a fogalommal (legalabbis az id6skdlan). Szamunkra elegendd precizitdssal
megbeszéltiik a vele valé korrekt matematikai miiveletek lehetdségét is. Most ezeket ez ismereteinket
fogjuk hasznélni.

Helyezziink el a tér 7, helyvektord pontjdba egy ,,Q” ponttoltést. Ekkor térbeli toltéssiirliséget a
kovetkezd (immaron trividlis) modon irhatjuk fel

p(F)=0-6(F -7,
Hiszen a Dirac deltdnal tanultak szellemében

[p(F)a*r=[08(F -7)dr =0
A ponttoltés EMT-t meghatiaroz6 Poisson egyenlet ekkor tehat
A7 T)) = _9 56 - 7))
E

0
A szamolds egyszerlsitése végett rogzitsiik az origdt a ponttoltésiinkhdz. Ez nem csorbit semmit az
altalanos vizsgéaléddsunkon, hiszen a fizikai eredmények nem fiigghetnek a koordinatarendszer
megvilasztasatol. Amugy pedig az eredmény ismeretében, utélag még mindig visszatolhatjuk az origét az
eredeti helyére. Ekkor a Poisson egyenlet a kdvetkezo lesz:

A¥(F)= —gg- 8(F)

0

A (1d6fiiggd) linedris rendszereknél mar foglakoztunk azzal, hogy ha ismerjiik a rendszernek a
,valaszat” egy ligyesen megvalasztott gerjesztésre, akkor ebbdl tudni fogjuk azt, hogy miként reagdl a
rendszer egy tetszOleges hatdsra (bementre). Az egyik ilyen ,,vizsgdlé gerjesztés” a Dirac delta volt, a
masik a ,,szinuszos” idofiiggésli. Ez utébbinak a megfeleld matematikai dltalanositasdaval jutottunk el a
Fourier transzforméciéhoz. Ennek haszndlata igen hatékony eszkdznek bizonyult a ,.fizikailag értelmes”
(nem végtelen nagy energiatartalommal rendelkez0) gerjesztések esetén. Azt is lattuk, hogy ezek a
,,vizsgdld” gerjesztések egymadsba dtszamithatok, ezért aztidn a valaszok kozott is igen jol definialt
kapcsolat van.

A mostani Poisson egyenletiink is egy linedris egyenlet. A védltozé azonban most nem a ,,¢” 1dd
paraméter, hanem pl. az (x,y,z) térkoordinatdk. Természetesen ez a matematikailag nem érdekes, ezért,
vdrhatdan, ugyanazt a technikdt alkalmazhatjuk most is mint annakidején.

George GREEN
(1793 — 1841)

A Dirac delta gerjesztésre adott ,,vdlaszt”, azaz a kialakult EMT-t megadé potencidlfiiggvényt most is
Green-fiiggvénynek fogjuk nevezni és megtartjuk a G(7 ) jelolést is.
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Tehat

AG(F)=-6(F) GF1
A G(F) ismeretében természetesen a ponttoltés ¥, (¥) potenciilja kozvetleniil adédik:

¥, (F)sggG(F)

0

Mindebbdl azonban tobb is kovetkezik. Ugyanis, ha GFI1 igaz, akkor igaz lesz a kovetkezo ,.eltolt”
Poisson egyenlet is

AGF—7)=-8GF~-7")
Ahol a ,,vdltoz6” tovébbra is az 7 vektor és az ¥’ az egyenlet szempontjabol csak egy ,.eltoldsi”
paraméter.
A7)

&

Szorozzuk be az egyenletet el, ami érzéketlen a A operdtorra, hiszen nem tartalmazza az r

valtozot. Kapjuk, hogy
| Gl )| == i)
80 80
Mind a két oldal elvégezhetd egy térfogati integralds az ¥” paraméter szerint. Ekkor adédik, hogy:

A{i [G(F - F’)-p(?’)d%’} __ L [8G -7 p(F)ar
80 ) 80 oo

A Dirac delta definici6ja értelmében az egyenlet baloldalan megjelenik a p(7) toltéssiiriiség, azaz

R L R R
80 ) 80
Ez pedig azt jelenti, hogy a
- | .
AY(7)=—— p(F)
80
Poisson egyenlet értelmében a megoldast a kovetkezd ,.konvolucids” osszefliggéssel tudjuk kiszamitani.

\P(f):gi- j G -7 p(F)d’*r GFM

Tehit (hasonléan az idStartomdnyban tapasztaltakhoz) a G(F ) Green fiiggvény ismeretében tetszoleges
p(? ) toltéselrendez6déshez tartozé (7 ) potencidlfiiggvény ,,egyszertien” (bar legtobbszor nem kis
matematikai munkaval) kiszamithato.

A feladatuk tehat G(7 ) Green fiiggvény meghatdrozdsa. Megprébalunk, amennyire csak lehetséges

tdmaszkodni az eddig tanultakra. Természetesen 1ényeges értelmezésbeli eltérések is lesznek, amely az
,,1doskdla” és a térkoordindta kozotti alapvetd kiilonbségbdl fakad.

Az els6 rogton az ,,id0 egyirdnyuisiga” amely azt jelenti, hogy a multbdl a jovo felé haladunk de a
multba visszamenni nem tudunk. Ez azt jelenti, hogy csak a milt van hatéssal a jelenre, a jovo ezt nem
befolydsolja. Ez a ,,kauzalitds elve”, amelynek tiikrozddnie kell a fizikai egyenleteinkben is. Lattuk azt,
hogy az ,,id6beli” Green fliggvény esetében ez azt jelenti, hogy

G(t—1)=0 ha ' >1,ahol ,¢” a ,jelen” idSpontot jeloli.
Ugyanez a kovetelmény természetesen a G(r —7’) , térbeli” Green fiiggvénynél matematikailag is
értelmetlen volna, hiszen az 7 és 7’ vektortéren a ,,rendezési reldciot” nem tudjuk definidlni.
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Ez fizikailag azt jeleneti, hogy a tér barmely 7’ pontjaban lezajlé esemény hatdssal lehet a kivélasztott
r pontbeli eseményekre. SOt ez a hatds legtobbszor csak a két pont kozotti d=r—7 tavolsagvektortdl
fiigg. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy (a fizikai mez0) ,,a tér homogén”. A tapasztalatok szerint ennél

tbb is igaz, nevezetesen G(F,7’)= G(]? -7 ) = G(d). Tehét a Green fiiggvény csak a két pont kozotti

tdvolsdg nagysdgatol fiigg. Ebben az esetben (a fizikai mezd) a tér ,,izotrép voltardl” beszéliink.

A masik kiilonbség inkabb matematikai jellegi. Ugyanis a {t,1"}paros két skalar paramétert jelent

csak, mig az { ¥, 7"} vektorok dsszesen 6db skaldr adat megadasat igényli.
Ennek megfelelden kell definidlnunk a ,,térbeli” Dirac deltat is. A legegyszertibb ezt Descartes
koordindtdkkal megtenni. Legyen tehét definicid szerlien:

8(F) = 8(x)- 8(y)- 8(z)
Ahol az egyes tényez6k matematikailag pontosan tgy viselkednek, mint az id6beli J(r).

Lattuk, hogy a Dirac deltat ,,hagyoményos” (reguldris) fliggvények hatirértékeként lehet eldallitani. Az
egyik ilyen, jol ismert forma a kovetkez0:

S(x)= lim[l. sin KX}

K—e| g7 X

Az 1d6skdlan tortént vizsgalddasunk sordn bevezettiik a Fourier transzformédcié miiveletét is.
Ennek soran egy (megfelelen jol viselkedd) f(¢) idofiiggvényt egy F(w) frekvencia fiiggvénnyé
alakitunk at. Ez a transzform4ci6 linedris. Matematikailag semmi akadélya annak, hogy a ,,/”” id6paraméter
helyett pl. az ,,x”” koordinatat ,,haszndljuk. Természetesen az idObeli Fouier transzformacio eredete j6l
megfoghat6 és érthetd fizikai motivécidkon alapult. Nevezetesen a célunk, a mér emlitett ,, sin(@-1)”

gerjesztésekre adott valaszfiiggvények meghatdrozasanak az igénye volt. Ha felidézziik a linedris
rendszerek analizisénél tanultakat, akkor a Fourier transzformacidhoz vezetd ut jellegzetes
,mérfoldkoveit” a kovetkezd sémdval jellemezhetjiik:

fl)eexpltio o ﬁ(a))

99 £

Ha ezt most ,,atvissziik” az ,.x” térkoordindta esetére, akkor az ,, @ -t is ki kell cserélniink egy mésik, ,,k
mennyiségre, amelynek a mértékegysége értelemszertien [1/m] kell, hogy legyen. Azaz

f(x) e expftik - x}e ﬁ(k)
Ebben az esetben ,,térbeli” Fourier transzformdaciorol beszéliink. A ,,k”-t nyugodtan nevezhetjiik

z z 99 * ’9 . . s sz . 2~ P . 2”
Htérfrekvencidnak” is az ,, @ korfrekvencia analdgidjara. Nyilvdnval6 az is, hogy A= m a

,hullimhosszat” adja. Ezek utédn frhatjuk tehét, hogy

Af))=Flk)= [ f(x)-e ™ dx
Illetve az inverz transzformacid

f(x):i_]iﬁ(k)-e"kxdk

Szamitsuk ki a &(x) Dirac delta Fourier transzformaltjat. Azaz

To(x)]= ]ié'(x)- e Mdx = [e_”“ ]X:O =e’ =1

Az eredmény a Dirac delta definici6jabol egyértelmiien adddott, hiszen
I5(x—x0)' f(x)dx = f(xo)

Az inverz transzformécid is végrehajthato, azaz
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1 % . 1 7 .
Sx)=— 1| 76(x)] e™dk =— |1-e™dk
W= ] A ear= L ]
A jobboldali (improprius) integralt a szokdsos hatarérték képzéssel szamithatjuk ki:
K
S(x)= L im ek =
2 Ko o

Elvégezve a kijelolt miiveleteket, kapjuk, hogy

[ etar =| € " sinly)
_K Ix X

-K
és igy

T X

Ez pedig valdéban a Dirac delta egyik lehetséges megvaldsitdsa.

Ezen matematikai anal6gidn til azonban konnyen észrevehetd a hittérben meghuzddo fizikai tartalom is.
Ezt most az elektrosztatika példdjan fogjuk értelmezni. Mint azt lattuk, ebben az esetben arra vagyunk
kivancsiak, hogy egy tetszoleges, id6fiiggetlen p(F) toltéssiirliség milyen elektrosztatikus mez6t hoz létre.

Ezt a fizikai mez6t a W(7) sakaldr potencialfiiggvénnyel adjuk meg. Tehét joggal mondhatjuk, hogy a
p(7) gerjesztésre az elektromagneses tér W(7) vélaszfiiggvényt produkal. Ebbél aztén az E(F) = —V¥(F)

elektromos térerésség szdmolhaté és egy ,.q” probatoltéssel az F(F )=q- E(F ) kolcsonhatés alapjan
megmérhetd.

Toltésloszlas — linedis EMT— potencialfliggvény

7.abra

A térbeli Fourier transzformacié hasznélatdnak az alapja az, hogy pl. p(F)= Py sin(lgF) toltéssiiriiség

elektromos terének az ismerete elég ahhoz, hogy tetszdleges toltésstirliség elektrosztatikus terét
kiszamoljuk. Ehhez altaldnositani kell mddszeriinket és a térbeli, haromdimenzids (7 ) komplex Fourier
transzforméciot kell bevezetniink. Ezt Descartes koordinadtak hasznélata esetén a legegyszertibb. Mivel az
{x, y, z} koordinatik egymastdl fiiggetlenek, ezért az egy véltoz6rdl a haromra vald {x}—{x, y, z} 4ttérés
szinte trivialis.
Ugyanis a térbeli , i[f(? )] Fourier transzformdcid, hdrom, egymastdl fiiggetlen (skaldr) Fourier
transzformécié egymads utani alkalmazasaval kaphat6. Azaz szimbolikusan irva:

ArFl=7z 7% %)
Részletesen kiirva a védlozodkat:

Aoy dl= 77 %5 f 6 y.2)].
Alkalmazva az elmondottakat, ad6dik, hogy

Koy, 2l= [ flxy.2)-e ™ dx= Flk,,y,2)

A kapott kifejezés az ,,y” fiiggvénye, tehat ezen véltozora nézve is végrehajthatunk egy transzforméciot,
azaz

5 |Fk,,y.2)]= Tﬁ(kx,y,Z)-e_[k)“'dy = = Flk,.k,.2)

Ugyanigy jarunk el a ,,z” véltozo esetében is:
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ZFk k. 2)= ij k,.z)edo= Flk, k, k)= F(k)

De a harom (fiiggetlen) 1ntegra1 egybe is irhatd, tehit:

00 00 o0

y‘[f(?)]: j.[J-f(F)'exp{—kxx—kyy—kzz}lxdydz

—00—00—00

Ezzl megkaptuk a végeredményt, amely szerint a térbeli, komplex Fourier transzformacié definiciéja a
kovetkezd lesz:

00 00 oo

U= [ [ [6)-expl 7 dxavas

—00—00—00

Igy az egydimenziés esetben latottak értelmében:
. 1 7. 1 5w, 1 5.
8(F)=— |e""dk,— [e" dk, — | e"“dk
) 2n'_~[° "Zn'J- y27r~[ )

—oo —o0

Osszevonva az integraldsokat azt kapjuk, hogy

- 15 ikr
8(F)= " " dk .dk ,dk

)

Bevezethetjiik az ,,infinitezimdlis térfogat” fogalméra az alabbi szokasos jelolést:
dk dk dk. = d k
¢s igy irhatjuk, hogy

o(F)=

ikr 73
e d’k

Ami a definicok alapjan azt (is) jelenti, hogy
716(F)]=1

Mindez felirhat6 a Fourier transzformacié formélis alakja szerint is, azaz
716(F))= J-é'(F)' e Vdir=e" =1

Ezzel eljutottuk oddig, hogy a Fourier transzformaci6 alkalmazédsaval lehetévé vélik a térbeli Green
fiiggvény meghatdrozdsa. Azaz oldjuk meg a kovetkezd Poisson egyenletet.
A.G(F,7)=-8(F -7)

A formailag ,.egyszeribb” r'=0 esetet véve

AG(F)=-8(F)

Alkalmazzuk a Fourier transzformécié technikdjat! Transzformaljuk tehat az egyenletiinket
[AG-e™ad’r=—[8F)e " d*r

A Poisson egyenletet , részletesen kiirva kapjuk, hogy

AP P
?G—'—WG +a—Z2G = —5(X)5(y)5(Z)



Ezért aztan konnyen képezhetd az egyenlet ,,x” valtoz6ju Fourier transzformaltja, azaz:
0°G 0°G 0°G
T + H +. %% =—Z;5 X 5 5 Z
{axz} {ayz} {azz [5(0]-5(5)-8(c)

2 2
k2 xl6]+ 2 - &[G+ 0 > AlGl=-1-6(y)- 8(z)
dy 0z

Majd hasonléképpen az ,,y” véltozéra

Es igy

82
0

Es végiil .7 alkalmazésaval adédik, hogy

2 2 2\ -
B (kx + ky +k; ) ?[G] =1
Ez pedig roviden igy frhatd, hogy:

-k AGl -1
Majd étrendezés utan

; 1

—k! %#Gl -k} 7 #Gl+ — % %[G]=- 6(2)

Avagy a szokdsos jeloléssel
~() 1

Glk)= =
A keresett Green fliggvény most mar konnyedén legyarthat6
1
kY4

G(F) = — [ G(k)- ™ di dk,dk.

=

Az egész .k térre vett integraldsndl attérhetiink gombi koordinatdkra ugy, hogy a ,,z” tengelyt a k
irdnyaba vessziik fel. Ezzel kapjuk, hogy

dk dk dk. = k*sinddk -d-dg,
ahola,d9” k ésaz 7 vektorok kozotti sz6g. Igy tehit

=\ _ 1 1 tkrcosdy 2
G() = Ik—ze k* sin - dkd ¥d @

=

A ,,¢” szerinti integrdlds trividlisan adodik. A ,,k” —ndl egy hatarértéket adunk meg 0 <k < K — . Az
igy ,.feldarabolt” integralds tehat a kovetkezé mdédon irhato:

K V3

871[ . Td(p{}(ig}c | { [e're? sin ﬁdz?}dk} Gl
0

k=0 (=0

A ,, U7 esetén egy viltozo cserét érdemes alkalmazni, azaz
cosd=¢

Ezért
sin ¥9d? = —d(cos V) = —d&

Igy pedig az adédik, hogy
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V4 -1

[e'r? sin v = ["¢ (-d&)

0 1

Azaz, elvégezve a kijelolt miiveletet kapjuk, hogy:
+1 ikr _—ikr

jeik"fdé_’,‘ = %-2 _2. sin kr

’ ikr 2 kr

Ez beirhaté a GI integrdlba, aminek eredménye képen adddik, hogy

2 2. tsinkr
3 -—hrnJ.
877 r Koy

G(r)= dk

Matematikai kézikonyvekbdl kiolvashatd, hogy

oo

jsina-x

dxzz, ha a>0
2

0 X

és ezért

G(F) = 1 4”3 z_1
r8r’ 2 4mr
A feladatunkat ezzel megoldottuk.

Azt szoktuk erre mondani, hogy a ,,A” Laplace operator Green fiiggvénye a kovetkezd

PN
Gr) = d7r

Azaz a kiindul6 definicids (Poisson) egyenletiink alapjan

1 -
A(Ej =-0(7)

Ezt ugy(is) szoktuk irni, hogy

Al =—470(r)
r

Alkalmazva egy ,, 7~ -vel” torténd ,.eltoldst” kapjuk, hogy:

r—r

AF[%] = —47'[5(1_’: — F,)

Es ezzel tetsz6leges p(F) toltéssiirtiség esetén a

A¥(F) = p(7)

Poisson egyenlet megoldésa kiszamithatd, hiszen a mér levezetett Osszefiiggés szerint .

W(F) = [GFE-7): p(F)d*r GFM
80 o

Beirva ide a kapott Green fliggvényt adodik, hogy
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— /|

dre, ? |[F -7

Y(F) = d’r

Az eredmény igen szemléletes és ellendrizhetd. Gyakorlatilag a Coulomb torvény €s a szuperpozicid
elvnek az egyiittes alkalmazasardl van sz6. Ne felejtsiik el azonban azt, hogy most éppen az volt a cél,
hogy a Maxwell egyenletek alapjan és ne ,,elemi” titon, azaz Coulomb térvény alkalmazasaval kapjuk
meg az eredményiinket!

Természetesen ezt modszert (marmint a térbeli Fourier transzforméciot) a Fizika szamtalan teriiletén
hasznalhatjuk, amennyiben azt a felallitott fizikai modelliink lehetévé teszi (pl linearitas).

Az elektrosztatika egyértelmiisége

A Laplace egyenlet megolddsakor mar beszé€ltiink arr6l, hogy miért varjuk azt, hogy az
elektrodinamika egyenletei egyértelmii megoldassal rendelkeztek. Az érvelésiink bar spekulativ volt,
mégis teljes egészében Osszhangban 4llt a természettudoményos szemléletiinkkel. Mindenesetre az
elektrodinamika koherencidjat erdsitené, ha az allitdsunkat egzakt matematikai eszk6zokkel is bizonyitani
tudnank.

A kovetkezdkben ezt fogjuk megtenni. Igaz ugyan, hogy most csak az elektrosztatika esetében
adunk egy bizonyitast, de hasonlé gondolatmenettel (csak tobb matematikai faradtsaggal) az egész
elektrodinamikdra is megtehetd.

Az éllitasunkat a kovetkezd képpen lehet matematikai nyelven megfogalmazni:

,,Ha a Laplace (Poisson) egyenletnek megtalaltuk két ‘P, (F) és Y, (¥) megoldasat
amelyek ugyanazoknak a peremfeltételeknek tesznek eleget (vagy ugyanaz

a toltéselrendezés hozza létre az elektromos mez6t) , akkor ez a két megoldas
egymastol csak egy dllandéban térhet el.”

Az allitas bizonyitasa a kovetkezo:

A, =-P & A, =-P

80 80
A peremfeltételek (is) azonosak, tehat
Y, () ="¥,T)

Ha kivonjuk egymasbdl a két Poisson egyenletet, akkor a jobboldal kiesik, hiszen ugyanarrél a p(7)
toltéseloszlasrdl van szo.

AP, -¥,)=0
Vezessiink be egy uj jelolést:
Y=v,-Y,.
Ekkor irhatd, hogy
AY =0;
A peremfeltétel pedig igy alakul:
YO =¥0)-¥,0)=0 PF
A W -re vonatkoz6 Laplace egyenletet szorozzuk meg magaval a ¥ -vel. Ekkor kapjuk, hogy
Y-A¥Y =0
A vektoranalizis mér nagyon sok nevezetes azonossagot falfedezett mar, amelyekben a V operator
mindenféle szerepben (gradiens, divergencia rotacio) szerepel. Ilyeneket mar hasznéltunk a kontinuum
mechanikéban is. Ezek matematikai kézikonyvekben megtaldlhatok. Tobbek kozott megtalaljuk a
kovetkezO egyenldséget is:
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Va-W)=a-V¥+¥ -Va VE
Legyen most
a=V¥
és igy
Vi =V(V¥) =AY
Ekkor pediga VE egyenletre kapjuk, hogy

V(¥ -V¥)=(V¥)* +¥ - A¥Y
De az el6z6ek miatt a jobboldal mésodik tagja zérus, azaz
V(¥ -V¥)=(V¥)*¥
Integréljuk az egyenletiinket a kijelolt ,,I"” feliiletli ,,V” térfogatra
j V(¥ -VW¥)dV = j (VW¥)*dV
\%4 \4

Az egyenlet baloldala feliileti integralld frhaté 4t, hiszen tudjuk, hogy egy tetsz6leges v(7) vektormez
esetén a

§vdﬁ = j (V¥ )av

r Vv
Ez a vektoranalizisbdl jol ismert Gauss tétel. Ezt alkalmazva, az egyenletiink baloldala atirhaté feliileti
integralra:

§r(‘P VW) = [(V¥)’dV

Azonban tudjuk, hogy ( PF ) a W(F) fiiggvény a ,,I"” feliileten eltiinik, azaz W(I') =0. Ezért aztin az
egyenlet baloldala zérus és kapjuk, hogy

j(vqf)zdv =0

Az integrdl argumentumaban egy valds fiiggvény négyzete van, ami biztosan nem lehet sehol negativ,
azaz
(V¥)*> 20
Mivel az egész ,,V”’ tartomdnyra vett integral zérus, ez csakis ugy lehetséges, ha itt a
(V¥)’ =0.
De ez azt jelenti, hogy
V¥ =0
Azaz ateljes ,,V” térfogatban
Y =Y, =dllando
Ami azt jelenti, hogy
Y,n=%@r+Y¥Y, (hareV)
Pontosan ezt akartuk bizonyitani!

A kovetkezd részben egy olyan szdmitasi technikdval ismerkediink meg, amelyik pontosan ezen az
»egyértelmiiségi” tételen alapszik. Segitségével igen hasznos eredményekhez juthatunk. Ennek a neve
,,elektrosztatikus tiikkrozés™

Az ,.elektrosztatikus tiikrozés” médszere. (sik, henger és gombi tiikrozés)

Mar kozépiskolai fizika tanulmanyainkban is hasznaltuk a siktiikrozést.

A feladat a kovetkez6 volt: ,,Egy végtelen nagy vezeto sik felett egy ,,+Q” ponttdltés helyezkedik
el. Hatdrozzuk meg az elrendezés elektrosztatikus terét!”.

A feladat megoldasa soran az alabbi médon okoskodtunk.

Tudjuk azt, hogy a fém belsejében a térerdsség zérus és az elektromos ,,er0vonalak” mindig
merdlegesek a fém feliiletére. Ezért az ,,er6vonalképet” (kvalitative) most is felrajzolhatjuk.
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8.abra

Ugyancsak felrajzolhatjuk két azonos nagységu, de ellentétes {+ Q és — Q} toltésbol 4116 dipSlus
erdvonal szerkezetét is.

Az dipdlus geometriai szimmetridja miatt az erévonalak tiikkorszimmetrikusak a két ponttoltést
Osszekoto szakasz felezd sikjara Ezért aztdn az er6vonalak merdlegesek is erre a sikra. Rogton
észrevehetjiik a két rajzolat kozotti hasonldsagot, ha a dipdlus felezd sikjat a fémfeliiletre helyezziik. Azaz
a fém feletti térrészben az erévonalkép ugyanaz, mint a dip6lust felezd sik (+) toltés feloli oldalan. Azaz a
vizsgélt térrészben az elektrosztatikus tér ekvivalens lesz az odahelyezett ,,+Q” toltés €s az alsé fél-térbe
képzelt, ,,virtudlis” ,,—Q” toltés eredd terével. Ezzel a feladatunkat ,,megoldottnak tekintettiik™.

A virtudlis ,,—Q” toltést tiikortoltésnek nevezziik. Az elnevezés metafordja igen talélo.

Természetesen egy kvalitativ hasonlésag még egyaltaldan nem bizonyiték, de ezt nem firtattuk.

A most tanultak alapjan mar egzakt vélaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy mennyire volt jogos
az allitdsunk, amely az erévonal képek azonossagit mondta ki.

A feladat ,,atfogalmazasa” szinte trividlis. A sik feletti térrészt és a dip6lus félterét ugyanolyan
R— oo sugart félgomb hatarolja. Mindkét esetben ugyanazt a peremfeltételt irjuk eld.

Nevezetesen:

nvv¥ = |V‘P , ahol n a zart, félgomb térfogat sik feliiletének a normadlisa és
IimW¥ =0 , valamint

R—o

. + 1 .
IimY¥Y = Q -—, ahol ,,a” a ,,+Q” toltést korbevevo kicsiny gobmb sugara.
a0 4rme, a
Ezzel azt mondtuk ki, hogy az E térerdsség merdleges a félgdomb térfogat sik lapjara és a végtelenben
eltlinik és egy +Q t6ltés is van a vizsgalt térben. Az egyértelmiiségi tétel kimondja, hogy megadott
félgsmbon beliil a fenti peremfeltételnek csak egyetlen W(7) potencialfiiggvény felel meg. Ez ,,nem latja”

azt, hogy a fél-teret hatarol¢ feliileten kiviil mi van. Mind a két esetben, a vizsgélt térrészben azonos
megolddsokat szolgaltat.

Ezen a szemléleten alapszik az un. ,,gdmbi” és a ,,henger” tiikrozés is.

A siktiikrozés azon az észrevételen alapult, hogy egy dipdlus felezd sikja ekvipotencidlis feliilet és
egy vezet0 sikfeliilet szintén az, ha egy ponttoltés van a kozelében. . Emiatt lehetett a két feliiletet
azonosnak venni és ezért volt az is, hogy a két kiilonboz6 elrendezés azonos térrészében ugyanaz a W(7)
potencidl-fiiggvény szolgaltatta az elektromos mez6t.

A sik, a (végtelen hosszii) henger, a gdbmb igen egyszeri feliiletek. Matematikai leirdsuk is igen
konnyti. Ezért aztan érdemes megvizsgélni azt, hogy a gomb és a henger esetén taldlunk-e valami hasonl6t
ahhoz, mint amit a sikndl tapasztaltunk. Azaz, ha egy dipdlus felezd sikja ekvipotencidlis feliilet, akkor
vajon van-e olyan toltéselrendezés amelynél az ekvipotencidlis feliilet gomb, vagy henger.

A valasz szerencsére az, hogy igen, 1étezik ilyen toltéselrendezddés.
Tudniillik, elgondolkozva a feltett kérdésen az deriil ki, hogy

a.) TetszSleges + Q, és —Q, ponttoltések esetén a W(7)=0 értékhez tartozé ekvipotencialis
feliilet gobmb alakd. S6t, csupan csak ez az egyetlen-egy gomb alaki ekvipotencialis feliilet 1étezik
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9.4bra

b.) Ha vesziink két parhuzamos, végtelen hosszi, egyenletesen toltott vonalat + A4 és — A
toltésstirliséggel, akkor itt minden ekvipotencialis feliilet henger alaki lesz. Természetesen a hengerek
tengelyei nem esnek egybe.

10. abra

Ezek utdn tekintsiik a kovetkezd feladatot!

Vegyiink egy ,,R” sugari fémgombot és a centrumatdl ,,D” tavolsagra helyezziink el egy ,,+Q”
ponttoltést! Ekkor fellép a jol ismert ,,elektromos megosztds” jelensége. Azaz a ponttoltés hatdsdra addig
mozognak a toltések a semleges gombfeliileten, amig az ered6 elektromos tér merdleges nem lesz
mindenhol a gomb feliiletére. Ennek az eredményeként a feliiletnek a +Q ponttoltéshez kozelebb esd
részén (—) negativ, a tivolabbi felén (+) pozitiv t feliileti toltésstirliség alakul ki €s az 0ssztoltés tovabbra is
zérus marad. A vezetd gombfeliilet természetesen ekvipotencidlis lesz. Ennek az értékét jeloljik W, -val.
Ez nem nulla, hiszen a fémgomb a +Q ponttdltés terét csak eltorzitotta, de djabb toltéseket nem hozott
illetve nem tdvolitott el a rendszerbdl (W, #0).

Mint tudjuk (definici6 szeriien) a zérus potencidl a végtelenben van. Ezek utdn kossiik 6ssze
gombot a ,,végtelennel”! Ez azt jelenti, hogy addig tavolitunk el toltéseket a fémgombrol, amig a
potencidlja zérus nem lesz. Az igy kialakult elrendezésben tehdt a fémgdmb Ossztoltése mar nem lesz
z€rus, de a potenciélja igen.

Most 1ép be a képbe a fenti a.) pontban megfogalmazott allitdsunk. Ennek értelmében a
fémgombon kiviili tér ekvivalens kell, hogy legyen a+ Q, és —Q, ponttoltések altal 1étrehozott
elektromos térrel. Ahol most, értelemszerlien, a + Q, = +Q, az altalunk elhelyezett ,,valodi” ponttoltés. A
fémgombon, kialakult feliileti toltésslirliségnek a fémen kiviili tere ekvivalens lesz a gomb belsejébe
képzelt — Q, ,,virtudlis” toltésnek a terével.

A szamitasok szerint (amit az Olvasdéra bizunk) ez akkor kovetkezik be, ha a virtualis

~Q, =—-Q’, ahol

-0k,
0'=0—:

ésa — Q" toltés a gobmb centrumatdl
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D
tavolsdgra van. A — Q’toltést , tiikkortoltésnek hivjuk. Ezutdn ,,hozzuk vissza” a végtelenbdl az oda
eltavolitott + Q" toltést. Azért, hogy a gdbmb tovdbbra is ekvipotencialis maradjon, ezt a centrumba kell
helyezni. Ezéltal a gomb potencidlja a kovetkezo lesz

g 04| L |- *C
dre,R ) 4Arme,D

t

Tehat a fémgdombon kiviili tér ekvivalens lesz a +Q ponttoltés és a gdmb belsejébe képzelt dipdlus
terével. Ahol a dipSlus egymdstol ,,r” tavolsagra 1évé + Q" toltésekbdl dll. Ezzel meghataroztuk a

fémgomb és a ponttoltés egyiittes terét. A most kozolt eljards neve ,,gombi tiikrozés”.

11.4bra

A ,hengeres tiikr6zés” teljesen hasonlé az imént elmondottakhoz. Ekkor egy végtelen hosszu ,,R” sugard
fémhenger tengelyétdl ,,D” tavolsagra egy ,,+ A egyenletes, végtelen hosszi vonaltoltést helyeziink el.
A henger az elektromos megosztas miatt ekvipotencidlis lesz. A hengeren kiviili tér ekvivalens lesz a
,»+ A7 vonaltoltés és a henger tengelyétdl . tavolsagra elhelyezkedd, virtudlis ,,— A tiikkor(vonal)toltés
egylittes terével. A ,,f” tdvolsdg nagysdga most is

R 2

t=——;

D
Természetesen, ha a fémhengeren az 9sszt6ltés nulla, akkor még el kell helyezniink egy + A virtualis
vonaltoltést is a henger tengelyében. Igy a harom vonaltsltés (a valédi és a két ,,virtudlis” ) egyiittes hatdsa
adja az elektrosztatikus teret a fémhengeren kiviil.

+
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12.4bra

FOLYTATASA KOVETKEZIK !



