1. Variiacios elv

Egy hermitikus Hamilton operator normaélt sajatvektorait megkaphatjuk az

Ey] = (Y[HY) (1)
energiafunkcional
(Yl) =1 (2)
feltétel melletti széls6értékének (minimumdnak) keresésével. Ehhez érdemes bevezetni az
F ] = (Y[HY) = e(ilh) (3)

funkcionélt, ahol € egy Lagnrange multiplikdtor. Szémitsuk ki a funkciondlt [1) + |07)) argumentum-
mal:

Fy+0y] = (PlHp) + (0| Hp) + (Y[ HOp) — e(0y|ih) — e(|de))
= F ]+ (00| (H —e) ¢) + (4] (H — €) 59)
= F ]+ (09| (H — &) ¢) + (H — ) ¢|d%)) (4)

ahol a |6¢)-ben masodrendii tagokat elhanyagoltuk. Igy F [¢/] varidcidja:

OF [, 0] = F'[{ + 0¢] = F [y]
= (0Y[(H — &) ) + (H — €) ¥[0¢) = 2Re(0y| (H — ) ¢)) . ()

Képezziik a varidciét |¢) + i|01)) esetén:

OF [, i09] = (09| (H — ) ) + ((H — &) [idep)
= =i (0| (H — &) ) — ((H — &) 9|09)) = 2Im (09| (H — ) ¢)) . (6)

Legyen |1)) olyan vektor, melynek tetszleges kicsiny megvaltozdsa esetén F' [1)] megvéltozédsa zérus,
azaz F [1] staciondrius:

SF[] =0 (7)

amib¢l a fentiek alapjan

(Y[ (H—-¢e)Y) =0 <= (H—¢)yp=0 (8)
kovetkezik.

Megjegyzés: A fenti eredmény kozvetleniil tigy is megkapjhatjuk, hogy az F' [¢] funkcionélt fiiggetleniil
varidljuk (| + (91| szerint, mikozben a [1)) vektort fixen tartjuk.



2. Hartree-Fock moédszer

Z rendszamu, N elektronos atom Hamilton operatora

»(1,2,...,N)= — (=P P(,...,N)gs, (1) s, (2) ... iy (N)

,,,,

= A, (1) ¢i, (2) ... iy (N)
ahol

az antiszimmetrizalé operator és a ; egyrészecske fiiggvények ortonormaltak:

(pilwj) = 0

A rendszer energidjat meghatdarozé funkciondl a normaldsi feltétel figyelembevételével

F ({@i}) = (| HJp) — Zé‘m (eiles)

ahol €;; = €;;, ami biztositja, hogy F ({¢;}) valds értékii legyen.

A Hamilton-operdtor varhatéértékének kiszamitdsa:

(WIHY) = (Api, (1) 9iy (2) - - iy (N) [HA @i, (1) 045 (2) ... iy (N))
= (i, (1) iy (2) ... @iy (N) [JAHA @i, (1) 03y (2) .. iy (N)
mivel az A operdtor onadjungalt.
Nézziikk meg N = 2-re:
1

(o3 (D21 ()| = (91 (D22 (2) = 01 (2) 2 (1)
%«og (1) 00 (2) |1 (1) 0 (2)) — %@3 (1) 04 (2) |1 (2) 02 (1))
%«og (1) 00 (2) |1 (1) 0 (2)) — %@3 (2) 01 (1) |1 (1) 02 (2))
- % (3 (1) 05 (2) — 03 (2) 1 (1) 1 (1) 2 (2))

(10)

(11)

(16)



> Ho (i) vérhatéertékének szamitdsa:

(1o (1) + Ho ()] An (122 (2) == (Ho (1) 1 (D] 2 2) = 1 ) [ (1) 2 (1)
422 (1 (D 1H ()62 ()] = [ () 1 2)) 2 (1)
Z5A Ho (o1 (D)2 (2) = 5 (o (1) 21 (D] 2 2) = [ (2) 1 (2] 2 1)
— A @) [ (1) 22 (1)] = 5 (1 () [Fo ()22 (1] + 01 (1) [ (2) 2 )
Z5Aer (D10 2) 2 (2)] = 5 (1 () [Ho(2) 2 ()] = 1 (2) [y (1) 2 (1)
A )1 22 (1) = 5 (= [Ho (21 (] 2 (1) + [ (1) 2 (0] 2 (2)

A [Ho (1) + Ho (2)] A1 (1) 02 (2) = [Ho (1) o1 (1)] @2 (2) — [Ho (2) @1 (2)] @2 (1)
+ip1 (1) [Ho (2) 2 (2)] — 1 (2) [Ho (1) 2 (1)]

(01 (1) 2 (2) | A [Ho (1) + Ho (2)] Apr (1) 02 (2)) = (1 (1) [Ho (1) 1 (1)) + (02 (2) [Ho (2) 2 (2))

Altalanositas tetszoleges N-re:

Mz

(i (1) [Ho (1) @i, (1))

(19)

(Api, (1) @iy (2) - - -y (N) | ZHO (1) Ai, (1) 9i, (2) .. iy (N)) =

B
Il

1

> 4; V' (i, j) varhatéeértékének szamitdsa:

V(L,2) A (1) 03 (2) = % (V(12) o1 (1) 2 (2) — V (2.1) 1 (2) 2 (1))

AV (1,2) Agr (1) 02(2) = 51V (1,2 01 (1) 922) ~ V(2. 1) 1 (2) 2 (1)
— V(2,01 (2)p2(1) +V(L,2) 1 (1) p2(2)}
=V (1,2) 1 (1) 02 (2) =V (2,1) 01 (2) 2 (1)

[\

(1 (1) 2 (2) AV (1,2) Apr (1) 92 (2)) =(p1 (1) 02 (2) [V (1,2) 1 (1) 2 (2))
—(p1 (1) p2(2) [V (2,1) 01 (2) 2 (1))

Altalsnosités tetszéleges N-re:

(A, (1) 03y (2) - o1 (V) |2

DO |
=
=
AS
AS)
©
AS)
2
=

=% Z 2)[V(1,2) @i, (1) s, (2)) — % Y (en (V)i @)V (1,2) 05 (2) 00, (1) (20)



Tehdt a Hamilton-operator varhatéértéke:

N

(WIHY) = > (o: (1) |Ho (1 Z
32 bl

2) [V (L,2) @i (1) ¢; (2))

l\DIr—‘

2)[V(1,2) ¢; (2) @i (1)) (21)

l\DIl—‘

ahol az egyszeriiség kedvéért az egyelektron hulldmfiiggvényeket az ¢ = 1,..., N indexekkel jeloltiik,
ami most mar nem keverhetd Ossze az elektronok indexelésével, mert csupan egy- és két-elektron
tagok szerepelnek a kifejezésben. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet jobboldaldnak ma&sodik és
harmadik tagjdban az Osszegzésben az ¢ = j tag kiejtik egymdst, igy az F ({¢;}) funkciondl a

F({ei}) Z 1) [Ho (1) @i (1)) +% Z(% (1)@, (2) [V (1,2) @i (1) 9 (2))
&
% Z 2)[V(L,2)¢; (2 Zgzg (piles) (22)
)

alakban frhaté. Varidljuk ezt a kifejezést (py| szerint:

F({i}) = 0eel Hopr) + 3 (00r (1D : () IV (1,2) e (1) 1 (2)
(17h)
Z 0ok (1) @i (2) [V (1,2) ¢ (2 ngz (0l ei) (23)
(1)

melyet felirhatunk az aldbbi médon

OF ({p;
F (o) = a5 20 21
ahol % az F' ({;}) funkciondlderivaltja:
OF ({2:}) -
— % = Hypi + Z i (2) [V (1,2) 05 (2)) e — Y {0 (2) [V (1,2) 1 (2 Zéwz (25)

4 <90/€ | i=1
(1) (k)

melynek eltinését kiveteljiikk meg a bevezetett varidcios elv szellemében. A 1) tobbelektronos Slater
determindns hullamfiiggvényt egy unitér transzformacié nyilvanvaléan véltozatlanul hagyja. Vilasszuk
azt a transzformdciot, amely az e;; szimmetrikus métrixot diagonalizdlja. A sajatértékeket ex-val
jelolve, valamint a sajatvektorok dltal meghatdrozott unitér transzformaciot az ¢; bazisra alkalmazva
kapjuk a kanonikus Hartree-Fock egyenleteket:

2) [V (1,2) ¢ (2)) i = erpr (26)

Mz

Hopr, + Z i (2) [V (1,2) ¢ (2)) o —

=1
(1) i#k)

—~



Az egyelektron hulldmfiiggvényeket ¢; (1) = ¢; (77) Xm,, alakban felvéve és kihaszndlva, hogy Hy (1)
és V' (1,2) nem tartalmaznak spin-operatorokat (spin-fiiggetlenek):

(6 @)V (1.2) : (2)) = / Pragi (F)' %s@ (72) (27)

1— T2

és
ke?
|7 — 7]

(01 (2) [V (1,2) 01 (2) = B, . / & i (T2)" ox (T72) (25)

(Megjegyezziik, hogy, ha my, # ms;, v; (T') = ¢; (T") megengedett.)

Bevezetve az 1in. Hartree-potencidlt,

N
. ke?
VH (?) = Z /d3T/g07, (?/) ngz (?/) (29)
(i£k)

T

és a nemlokalis kicserél6dési potencialt,

Ve(T, T = Zams me i (T
k | T
(Z#k)

a HF egyenletek koordindta-reprezenticiéban a

(Ho (7) + VI (7)) o1 (T) + /dSr’Vx(?,?’)gok(?’)=ekg0k(?) (k=12 N) (30

alakban rhaték, melyeket onkonzisztens médon, iterdlva lehet megoldani.

Nézziik meg az ¢, Lagrange paraméterek jelentését. A HF egyenleteket ¢y (77)"-gal beszorozva és
kiintegralva kapjuk, hogy

o= [Era @V B (@) o)+ [ [ o VEE) 0 (T) (31)

Vagy
ke?
& /dwk( Y Ho (7) o0 (T) +2//d3wk () e (7) 6 ()
i(#k)
ke?
—Z/d3 [ e (7) =t (7) o (7).
i(#£k)

ami az E = (y|H) kifejezésben azon tagok Osszessége, melyekben a ¢y egyrészecske éllapot els-
fordul. Igy ha az N-elektron rendszerbél a ¢ allapotban 1évé elektront eltdvolitjuk (és a tobbi
egyelektron édllapotot vdltozatlanul hagyjuk), akkor a rendszer energidja ei-val csokken, azaz az ion-
iz4ciés energia —¢y.

Az egyrészecske energidkat felosszegezve a kivetkezd osszefiiggéshez jutunk:

N

S i = (WHY) + By + E, (33)

k=1



ahol az elektrosztatikus (Hartree) energia

és a kicserél6dési energia

1 .
R=33 [ [ @@ ve @70 )

1 « . ke?
=5 3 [ [ 7Y e (7Y e ()6 ()
2]

(i#5)

(35)

A kolcsonhaté rendszer energidjat tehat megkapjuk, ha az egyrészecske energidk 6sszegébdl levonjuk
a kolcsonhatdsi és kicserélddési energia onkonzisztens megoldédsokkal vett értékét (double-counting
jarulékok). Ez az eredmény nagyfoku hasonlésdgot mutat pl. a spin-modelleknél alkalmazott at-
lagtér kozelitéshez, igy a Hartree-Fock mddszert nevezhetjiik a kolesonhaté elektronrendszer atlagtér

kozelitésének.



3. Impulzusmomentum OGsszeaddsi szabalyok

— —
Legyen J, és J o két impulzusmomentum operator, mely két kiillonb6z6 Hilbert-téren hat,

— — — —
JiZHiﬁHi,JiX JZ'=ZTLJZ'7 (36)
JH Giyma)e = B2 5 (i + 1) g madi s Jiz| Ji, madi = bl Gi,ma)i (37)
Jivt | Giymi) = A/ Gi (i + 1) — my (my £ 1) | g, my £ 1) (38)

Terjessziik ki ezen operdtorokat a két Hilbert-tér tenzorszorzatara:

7iIH1®H2—>H1®H27 (40)
— — — —
J1— J1®1ly, Jo—=11® J,. (41)

Az impulzusmomentum sajétéllapotok tenzorszorzatdn (a ® jelolést elhagyva) a 71 operatorok a
kovetkezOképpen hatnak:

JE | g madi] 2. mads = B2 1 (1 4+ 1) | ji, ma)1| ja, ma)s (42)
Jiz2| j1, ma)a| jo, ma)e = Fuma| ji, ma)1] j2, ma)a (43)
Jix | j1i,ma)i] ja,ma)e = A/ g1 (n 4+ 1) — my (my £ 1) | ji, my £ 1)] ja, ma)a (44)

ﬁ
és J 1 hasonléképpen. Nyilvanval6, hogy az igy definidlt J, és J, operdtorok felcserélheték egymédssal
és Osszeglik, .

— —
J=Ji+ Js, (45)

is impulzusmomentum operdtor, ugyanis:

—ih T +ih Ty =ihJ . (46)

Az algebrai levezetés értelmében J? és J, kozos sajatfiiggvényei és sajatértékei kielégitik a

T2 jym) =R j (G +1) [j,m), J.|j,m) = hm|j,m), (47)
Jiljm)y=nyj(+1)—m(m=El)|jm=£l), (48)
|j,m) € H1® Ha, (49)

osszefiiggéseket. A kovetkezékben megmutatjuk, hogy milyen |j, m) sajatfiiggvények sllithatok elé
adott ji és jo esetén a | j1,mq)1| jo, ma)2 tenzorszorzat-fiiggvények linedrkombindciéjaként, azaz

|.]7m> = Z C(j1m17j2m2|j7m) |j17m1>1|j27m2>2 (50)

mima2

alakban. A C' (jima, jomalj, m) egyiitthatékat, melyeket szokds (jimq, jama|j, m)-vel is jelolni, Clebsch-
Gordan egyiitthatéknak nevezziikk. Megallapodés szerint a Clebsch-Gordan egyiitthatékat valés

7



értékiinek vélasztjuk. Vegyiik észre, hogy Osszesen (2j1 4 1) (2j2 4+ 1) ilyen sajdtéllapot létezik,
melyek - mint az dbrézoldselmélet igazolja - a J? és .J, hatdrozott sajdtaltereire (irreducibilis dbrs-
zoldsaira) esnek szét.

A J, operdtor hatdsa az (50) dllapotra kifejezhet® mint
Tljom) = (Jiz+ Jaz) Y C(ima, jamalj,m) | j1,ma)] ja, ma)o
miy,m2

= Z h(my +ma) C (jima, jamalj, m) | ji, ma)1| ja, ma)2

mi,m32

=h(my+mg)l|j,m), (51)

amibol

[ =y ] )

kovetkezik. Tehdt azok a Clebsch-Gordan egyiitthatok, melyekre m # m; 4+ msy, bizonyosan zérussal
egyeznek meg. Ebbdl az is kovetkezik, hogy adott j; és jo mellett m maximélisan a j; + jo értéket
veheti fol, ezért j sem lehet ennél nagyobb, azaz j > j; + jo esetén C (jimq, jomal|j, m) ugyancsak
zérus.

Allitas:
| J1 + G201+ J2) = [ J1 Jihlde, J2)z2 (53)
azaz,
C (juj1, jejoljn + j2, 1+ j2) = 1. (54)
Bizonyitds:
Egyrészt

lejl,j1>l|j27j2>2 = (‘]172 + JQ’Z) |j17j1>1|j27j2>2
= h(j1+ j2) | J1, Jr)1ldz, J2)2 (55)

masrészt a

T =y + o) = T+ 5+ 20,
= J12 + J22 + 2<]1,z J2,z + J1,+ JQ,_ + JL— J27+ , (56)

azonossag felhasznaldsdval,

J?| 1, gidldes jo)e = B2 (i (n + 1) + J2 (o + 1) + 2j1j2) | J1, 1 )1lde, J2)a
+ Ji 4| j1s d1) 12— g2, Jo)o + Ji—| j1. Ji)1 o] g2, Jo)o
N6 0
=1 (j1+ J2) (1 + jo + 1) |1, ja)1lda, jo)2 (57)
ahol |)§ a H; Hilbert-tér nulleleme.

Vezessiik be a jnax = J1 + j2 jelolést. Nyilvanval6, hogy a J_ = J;_ + Jo_ operdtort egymé-
sutdn hattatva a | jmax, jmax) allapotra, a | jmax, m) (M = —jmax, —Jmax + 1, - - -, jmax — 1) allapotok
el6allithatok.

Példa:
J_| i+ g2 g1+ 72) =h/ 2051+ j2)| 1 + Jo, 1 FJ2 — 1) (58)

(Ji— + Jo—) | J1s di)1lgas J2)e = B/ 251] 41, 1 — Daldz, J2)2 + B/ 272 J1s J1)1lg2, Jo — 1)a (59)

8



|+ Jjo.ji+ja—1) = /1 ~| j1, 71 — 1)1]J2, J2)2
=+ J2

fj2|j17j1>1|j27j2_1>2 5 (60)
azaz
C (v, 1 — 1 josoljs + oot + o — 1) = Jlﬁh (61)
valamint
C(ijiigzjo—lp+ o, i+ja—1) = /2 (62)
J1+Jj2
Nyilvanval6, hogy a
(21 +1)(2ja+1) =21 +j2) +1 (63)

egyenloség csak akkor teljesiil, ha j; vagy jo egyike zérus. Ebben az esetben megtaldltuk az Osszes
J? és J, kozos sajatfiiggvényt, melyre (50) teljesiil. Minden més esetben tovabbi sajétfiiggvényeket
kell keresniink, melyek j < jmax = J1 + j2 kvantumszédmmal rendelkeznek.

A |ji+j2— 1,51+ j2 — 1) éllapot
|1+ 72— 1,51+ jo — 1) = 1| j1, 1 — Daljas Ja)o + 2| ju, Ja)ilizs j2 — 1)2 (64)

elballitdsat ugy kaphatjuk meg, hogy kihaszndljuk ezen éllapot ortogonéltsdgat a | ji + j2, j1 + 72 — 1)

allapotra, melybol
[N J2
C1q [ = — + Coy [ = - =0 65
' J1+ )2 2 J1+ 2 (65)

kovetkezik. Mivel a sajatdllapotok normdltak, ehhez még hozza kell venniink a

a+ca=1 (66)

feltételt is, amibél (41 szorzéfaktor erejéig)

(67)
J1 + g2’ J1 + J2

adédik. Innen a | j; + jo — 1,m) (m=—j1 —jo+1,...,j51 + jo —2) é&llapotok J_ alkalmazdsdval
nyerheték, majd jabb ortogonalizdlassal léphetiink a j = j; + jo — 2 altérbe stb.

Kérdés, hogy meddig folytathaté ez az eljards, avagy mi azon jy;, minimdlis érték, melyhez tar-
toz6 altér sajatfiiggvényei még kikeverhet6k a | ji, mi1)1] j2, ma)s édllapotokbol? Mint emlitettiik, a
szorzatfiiggvények egy (2j; + 1) (2j2 + 1) dimenzidju alteret feszitenek ki, melynek meg kell egyeznie
a kikevert sajatfiiggvények dltal kifeszitett sajdtalterek dimenzidinak osszegével:

Jmax

21+ 1) 2 +1) = Y (2i+1) . (68)

J=Jmin



Két eset lehetséges: (1) j € Ny, azaz 2j + 1 pératlan szdm. Ismeretes, hogy

n

> @2j+1)=(n+1)*

=0

I
jmax
. . 2 . . . 2 .
> (2 +1) = (max + 1) = 2 = (1 + 2+ 1)° = j
j:jmin

(2) j € No + 1, azaz 2j + 1 pdros szdm. Ekkor:

n-+ n+ 3

(2j+1)= 22]+n+1—2(2j+1)+n=(n+1)2+n+1=(n+1)(n+2)
7=0

NI

<
I
N|=

Y

jmax 2
. . 1 . 3 . 1 . 1
Z (2.] + 1) - <]max + §> (]max + §> - < min — §> < min + §>

J:Jmln
= jIQnax + Qjmax +1-— jI%liIl = (]1 + jQ + 1)2 - jr%lin

Mindkét esetben tehat azt kapjuk, hogy
Janin = (1 G2+ 1) = (21 +1) (22 + 1) = (1 + j2)° = 4j1j2 = (1 — )’

azaz:
Jmin = |J1 - ]2| .

Végeredményben tehdt a lehetséges j kvantumszamok:

L=l —Jdol i —gol + 1. it jo =L g1+ jo -

Megjegyezziik még a Clebsch-Gordan egyiitthatok két tulajdonsédgat:

Ortonormdltsdg
(G'm|im) = 05 Omme

Gmli'm')y = Y >~ C (jima; jams|jm) C (jrmsy; jamby|j'm') (o |jimh), Guma|jim),

mima m/m/, 57:1;,1 57::);/2
J
> C (juma; jamaljm) C (jima; jamali'm') = 6 6mms -

mims2

Teljesséq
Jiti2

Z Z ljm) (jm| = Pjj, ,

J=lj1—je| m==J

10
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(79)



ahol P}, a | j1,m1)1| jo, ma)2 (J1, jo rogzitett) szorzatfiiggvények &ltal kifeszitett altér projektora:

Pjije = Z [jima)y (Gima| ® [jama), (Jomel (80)

mimso
ahol ® most a két kiilonboz6é Hilbert tér projektorainak tenzorszorzatat jeloli. Ugyanakkor,

Ji+j2

> Z |jm) (jm| =

J=lj1—ja| m=—j
Ji1+j2

= > Z >0 CGmas jamalim) C (jumb; jamb|jm) [jima )y (umi| @ [ama)y (jamb|

J=|j1—jo| m=—j mima m/ml

Jitj2

=> > Y Z C (jimu; jama|jm) C (jimi; jams|jm) | |jima), (imi| @ [jama), (Jams)|

mima mimjy \ j=[j1—jo| m=—J

(81)
amibdl
J1+j2
Z Z C lml ]2m2|.]m) ( 1m17 2m2|jm) = 6m1m’15m2m2 (82)
J=lj1—jal m=—j
kovetkezik.
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4. Szoraselmélet

4.1. Haromdimenziés széras, Lippmann-Schwinger egyenlet

Idealizalt beesd részecske: monokromatikus nyaldb — sikhulldm

zh@t% (?7 t) = Howo (?, t) (83)
o (T,1) = Ae(FT=71) (84)
h2k?
="
o (85)
ahol a szabad részecske Hamilton operatora
2 2
P h*A
H=—=——
7 om 2m (86)
A beesd nyaldb aramsfiriisége .
— hk
Jo=14P" — (87)
m
A szérédsprobléma:
ihdg (77, t) = (Ho +V (7)) ¢ (7, 1) (88)

ahol V (77) a sz6r6do részecskék és a szordsi objektum (target) kozotti kolesonhatdst lefré potencialis
energia.

Rugalmas szords — a részecske energidja megmarad

W (T8 = ¢ (T) e (89)
(Ho+V (7)) ¢ (7) = Ey (7) (90)

Ansatz a staciondrius megolddsra: szdrt hulldm
(7)) = o (7) +9s (7) (91)

Behelyettesitve a Schrodinger egyenletbe

(Ho + V(7)) (4o (7)) + sz (7)) = E (00 (77) + sz (7)) (92)

(Ho + V(7)) s (7) + V(7)o (T7) = E bz (77) (93)
(Ho— E) s (7)) = =V (7) 9 (7) (95)
A szabad rendszer Green fiiggvénye
(Ho (77") = E) Go (7,7, E) = =6 (7" = 7) (96)
4 (97)



%Aﬂ:/Gwﬁ?EWTM¢ﬁﬂfﬂ

Lippmann-Schwinger egyenlet

=l

Y (T) = tho (T) + / Go (7, 7 EYV (7" (7T d*

Rezolvens operdtor

Y (E—en)n) (n|Go(E) =1

(E —¢e,) (n|Go (E) |m) = dpm
1

(nl Go (E) m) = Onm 5=~

A zérus nevez6 elkeriilése érdekében az energia valtozét kiterjesztjitk a komplex sikra:

1
+ —
(n|Gy (E) |m) = 5nmE o S

azaz a rezolvens operdtor spektralfelbontédsa:

n)n
-

illetve a Green-fiiggvény:

Gi(?f?E)=Z<7’In><nl7>= pu (77) 0n (7)°
0 r E+i0—¢, — E+i0—e,

2m

Kifut6 hulldm Green fiiggvénye (E = M):

Gl =
zk|r’—r|

, 1 e%?( 7=7) 2m e
Gm?ﬁﬂ+m:ﬁ/ dp =

2m

A Lippmann-Schwinger egyenlet megolddsa: Born sorozat

= 1o+ GV

PO =g

PO = 4y + GoVip© = oy + GoVihy

Y@ =g + GoVypD = ¢y + GoVay + (GoV)* o

P =y + GoVip® = 1y + GoVhy + (GoV)? tho + (GoV)? 1o
)

13

2.2 . 2 T 3o 1= =
B +i0— h? Am |7 — 7|

(100)
(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)



=10+ Go Y (VGo)" Vi (114)
n=0

Ha ||V Gyl < 1, azaz a sz6r6 potencidl gyenge, akkor alkalmazhatjuk a Neumann sor sszegét

» (VGo)" =(I-VGo)™ (115)
n=0
és az LS-egyenlet megolddsa a
W = 1P+ Go (1= VGo) ™ Vi (116)

alakban irhat6. Tovabbi dtalakitédssal,
Go(I—-VGo) ' =(Go' —V) ' =(E~Hy—V) ' = (E-H) ' =G(E) (117)

a szoro kozeg Hamilton operdtordnak rezolvensét kapjuk, mellyel

Y=o+ GV 1o (118)
illetve koordinatareprezentaciéban:
B (F) = o (7) + / G (7. T E)V (') o (F') & (119)
Elsé Born kézelités
P (7)) =W (7)) = 9o (T) + / Go (7, 7", EYV (7)o (7) d* (120)
Aszimptotikus forma
—\ 2 2—>—>, 2 —>—
R I Y - =l<:r\/1— LA o (. (121)
?,«:% r r2 r2 > 72
— — meikr KT
Go(T’ s T’7E+ZO) _ﬁllﬂ'r (122)
ahol . -
B =k, =k— (123)
ikr
— e SRITFIN (=  ART 3.0
Sz ~— 124
b () = =g [ TV () FT (124
J
R - R eikr
b7y A (7745 (7)) (125)
Szordsamplitido
—y . m =N _—iqT! 33,1
f(q)= 2ﬂh2/V(r)e d’r (126)

14



ahol

.
7:?-?#%-?#(&-&) (127)

Szokdsos jelolés:
FC0)=f .9 (128)

L, —_— ., . 21 2 , . — — ¢ ¢
ahol ¥ és ¢ az €', irdnyvektor azimutdlis és poldrszoge €' = €', vilasztassal:

) )
Tr=2k*(1-"¢1¢€,) = 2k* (1 — cos¥) = 4k” sin® 5 = ¢=2ksing (129)

A bees6 hulldm dramsfiriisége:

— hk
Jo=|AF— (130)
A sz6rt hulldm dramsfirtisége:
. ho Rk f 9,0 If (9, 9)
oo e (L (P (7)) = Jap LR ITORL gy
mi m r r
A hatdskeresztmetszet és szérasamplitidé kapcsolatas:
—
P L L NP (139
o\v,p _]Qdﬂ_ ]Qdﬂ - P
m’ =\ —iqT 13 ’
0(19,4,0):W V(r)e d’r (134)

Osszetett target hatdskereszmetszete: Ha a szér6 kozeg ]_%)Z (kozép)pontokba helyezett, azonos atom-
okbél (molekuldkbél) 4ll és az egyes atomok kompakt tartéji potencidlja Vo (7°), akkor a rendszer
potencidlja,

V(T =YV (7’ . ]_%:-) : (135)
Ekkor
/ V(7)) e T dr = ( / Vo (7)) e7@7 d%) > elTH (136)

ezért a differencidlis hatdskeresztmetszet
o(q)=00(q)S(q) (137)

ahol az egy atomi potencidlhoz rendelt hatdskeresztmetszetet alakfaktornak nevezziik:

2

—\ __m —\ _—iqT 3
70 (7) = g | [ Vo(7) 77 (138)
mig az atomi pozicidkra vonatkozé informaécio a statikus szerkezeti tényezében jelenik meg:
S(q) = 7R, (139)
.3
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4.2. Parcialis hullamok mdédszere

Altaldnos megoldds gombszimmetrikus potencidlra:

o

£
V(ET) =YD camue (B,r) Y] (9, ) (140)

£=0 m=—¢

ahol

R1d2  ROE+1)
(“grie g+ V ()= E) uelEr) =0, (4

A z irdnybdl beest sikhulldm esetén hengerszimmetrikus megoldédst varunk, ezért a hullamfiiggvényt
a

(B T) =Y can (B0 0) = 3 el B yp (142)
VA 14

Y0 (0) = 4/ 264: LB, (cos ) (143)

és Py (z) a Legendre polinomok, az Ry (E,r) fiiggvények pedig kielégitik a
(d2 ((l+1)  2mV(r)

alakban vessziik fel, ahol

dr? 72 h?

+ k2) ue (B, r) =0 (144)

radidlis Schrodinger egyenletet.

V =0 esetén

dr? r2

az origéban véges (reguldris) megoldasok:

<d2 _bex) +k:2) Re(r) =0 (145)

Ry (r) = je (kr) (146)

ahol k% = 2?2E és jo (z) az elsérendii gombi Bessel fiiggvények, melyek az aldbbi hatarfeltételeknek

tesznek eleget:

0 () v’ és jo () ! sin (x Eﬂ) (147)
_ — = —fl—) .
Je =0 (204 1)!! Je z—00 I 2
Az origéban divergens megolddsok .
Ry (r) = rng (kr) (148)

ahol az n, (r) a méasodrendli (irregulédris) gombi Bessel fiiggvények (v. Neumann fiiggvények) az
aldbbi hatarértékekkel:

20— 1 7r
ne (x) DT e s (x) oo T3 08 (x - EE) . (149)
A 57616 kozegtdl téavol (V = 0) az dltaldnos megoldds tehdt felvehet6 a
Y (7) =Y [Aeje (k) — Bong (kr)] Y, (9) (150)
¢
1 . 7'(' ™ 0
~ zg: = [Ag sin (kr - gg) + By cos (kr - 65)} Y0 (9) (151)
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alakban (Ay, By € C). A parcidlis hullimokat (egy komplex szorzéfaktor erejéig) valds fiiggvénynek
valasztva,

V(7)) = ; % [cos g sin (k:r — Eg) + sin d; cos (]W - Eg)} Y/ (9) (152)
— ; % sin (k‘r - Eg + 5z) Y (9) (153)

ahol C; € C és §, € R. Az utébbi mennyiséget (értelemszertien) parcidlis fazistoldsnak hivjuk.

ﬁ
k = ke . vélasztdssal a bees6 stkhulldm kifejtése a gombi Bessel fiiggvények szerint (Bauer azonossag):

e = e*reos? = N fam (20 + 1) o (k) Y (9) (154)
¢
Igy a szérasmegoldds aszimptotikus alakja:
¥ (7) =™ + 4 (77)
ikr

_ Zé: %\/zm 20+ 1) sin (kr - eg) Y2 (9) + f(9) S (155)

,
1 i(kr—t3) _ —i(kr+e%) ikr
=3 VARl i e 2; YO + f (9) er (156)
¢
ikr 1 —ikr _1 1
. > o VAm 2+ 1Y () | + ‘ > CY i 20+ 1)Y2 () (157)
r Z 2k o5 2k
mely tehdt egy kifuté és befuté gombhulldm szuperpozicidja.
Ezt kell 6sszevetniink a (153) fiiggvényalakkal:
i(kr—tZ+60) _ —i(kr—tZ+3)
() = e e w) (158)

7 kr 21

eikr C 6725;32'—2—1 e—ikr C e—i&[ié—l
= (Z ZTYeO (79)> - (Z éTYeO (19)> (159)
l

14

A befuté gombhulldm egyiitthatéinak azonossagabdl:

1\ —i8 :0—1 )
(2];_) VAT (204 1) = C‘”eTZ = Cp = i \/4m (20 + 1) (160)

és a kifuté gombhulldm egyiitthaténak azonossdgabdl,

2i8,

eiégz'—ﬁ—l e
F@)+> zim*/‘” QU+ DY (0) =) @z—kyf @)=Y o VAT 20+ 1D)Y2 (9)  (161)

¢

kapjuk a szérdsi amplitidot a fazistoldsok segitségével:

62725@ -1

f)=>" o VAT (20 + 1)YL (9) (162)
=> —V47T(ZM e sin 6, Y (9) (163)
L
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A teljes hatdskeresztmetszet:
A7
Ttot = /dQU(ﬂ) /dQ If (D] = 12 Z (20 + 1) sin? g, (164)
¢

ahol felhasznaltuk az Y, (¥) gombharmonikusok ortonormaltsdgat.

4.3. Optikai tétel

Tm f (¥ Z viar 2+ 1) 2“ Y in? 6,72 (0) (165)

Im f () =0) =+ Z (20 + 1) sin? 6, (166)
14

azaz 4
oot = % Im f (9 =0) (167)

Az elbreszords amplitiiddjanak imagindrius része tehdt ardnyos a teljes hatdskeresztmetszettel. Ez a
tétel a szorasi folyamatokra a Valészinﬁség megmaradését fejezi ki. A befuté sikhulldm Valc’)szim'jségi

//////

//////

egy zart feliileten. A szuperpozicié elve miatt ezt csak egyféleképpen lehet biztositani: a tovibbmend
sikhulldmbdl interferencidval ki kell oltani annyit, aminek a val6szinfiségi daramfluxusa annyi, amennyi
a kifuté gombhulldm (szért hulldm) dramfluxusa. Az optikai tétel rugalmas és rugalmatlan szérdsra
egyarant érvényes.

Bizonyitds rugalmas szordsra:

) (7)) =10 (77) + s (7) (168)

//////

ﬁ
J

h — —
=L (0T - T0) = o [+ ) T o) — (o 00 T (5] (169)

- = —
J=J0F Jszt Jint (170)
Beest hullam dramstiriisége
— h = = .
Jo=5— (45 ¥ w0 — voVe5t) (171)
Szért hulldm dramstiriisége
— h — —
Joo = 5= (Vb — 0. V0l (172)
2ma
Szuperpondlt hullimok dramstiriisége (interferencia tag)
— 1) = .= = . = .
Fim = 5 [0V s + 92T b0 = Y0 VUl — 0 V5 (73)

ennek radidlis komponense

T €r =5~ (1060 bs. + 5, 0ntho — Y001y, — s:0,10)] (174)
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aszimptotikus tartoményban

Yo (77) = e* Y — 9,aho (T7) = ik cos e eos? (175)
_ ezkr _ ) ezkr 1
Vs (77) = [ (U, ) , — O, (17) = ik f (U, ) ” +o ) (176)
7int?7‘ ~ 2h_7,:r [ez’kr(l—cosﬁ)f (197 (70) + ¢~ ikr(1—cos?) cos ) f* (197 (70) (177)
+ e—ikr(l—cosﬁ)f* (197 (70) + 6z'l<:7"(1—cos19) COS’l?f (197 90)]
~ —;er [eikr(l_cow} (1+cos?) f (0, @) + e *rld=cos?) (1 4 cosdd) f* (9, 90)} (178)
= % Re (eikr(l_‘mm (14 cos®) f (9, ) (179)

Ha ¢ # 0, akkor 1 — cos® # 0, ezért kr > 1 miatt e*"(1=¢>?) 9 fiiggvényében igen gyorsan oszcilldl.
Mivel az (1 4 cos?) f (¥, @) fiiggvény ehhez képest lassan véltozik, az interferencia dramsiir{iség in-
tegralja a térszog egy ¥ = 0 koriili kis tartomédnyan kiviil zérusra dtlagolédik, és a fluxushoz csak a
0 <9 <09, 0 < <27 kipszogbdl kapunk jarulékot, ahol 09 egy zérustdl kiilonbozé kis érték. Az
interferencia dramsfirtiséget ebben a tartomdnyban az aldbbi médon kozelithetjiik:

= 20k ikr92 /2 _
11913(1) Jint €r p— Re (e fw= O)) (180)
és a megfelel fluxus:
2 6
/dQ?im?r ~ 2hk Re (f (O)/ dgp/ dv) sin ﬁeikw&/Q) (181)
mr 0 0
Archk o 02 Amchk o
~ ikrd? /2 _ ikrx 182
p— Re (f (O)/0 dd de ) Y Re (f (O)/0 dre ) (182)
4mhk FO) ( ikns
_ ikréz _ 1 1
mr Re( ikr (6 ) (183)

ahol 6z = (69)° /2. Emlékezziink vissza, hogy a Lippmann-Schwinger egyenletben a kifuté hulldm
Green-fiiggvényét alkalmaztuk, amit (a konturintegréldsbol adédéan) precizen az aldbbi hatérérték
definial:

. L= = . 2m . 6i(k+iﬁ)|?,_?|
ahol F + 1a = 52(];7% Tetszblegesen kicsi, pozitiv S-ra:
ei(k-l—zﬂ)réz _ eikr&ze—ﬁrdz T 0 (185)
igy az interferencia dramsfiriiség fluxusabdl az oszcillalo tagot elhagyhatjuk:
Amhk 0 Am h
/QQTM?;21L4% SON AR ) (186)
mr ikr r2m
A beest sikhulldm valdszintiségi dramfluxusa
hk
!/nglzizz—— dQ¢, =0 (187)
m
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//////

A szért hulldm valészintiségi dramfluxusa

hk
T2 /dQ 7sz?r = Eatot (188)

//////

A staciondrius hulldmfiiggvény teljes valdszinfiségi aramfluxusa zérus:

hk h
r2 / Q€ = — 0y — dr—TIm £ (0) = 0 (189)
m m
I
47
Otot = T Im f (0) (190)
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5. Kvantummechanikai leirdsi médok (képek)

5.1. Schrodinger kép

Idéfiiggetlen Hamilton operdtor

5,5HS (t) = 0

Id6fiiggt Schrodinger egyenlet
ihdp® (t) = Hy® (t)

Hatarfeltétel a hullamfiiggvényre
W® (to) = ¢

[d6fejleszté operdtor
V7 () = U (t,t0) ¥° (to)
U (to, tg) =1

ih%U(t,to) — H°U (t,to)

- t
U(t,to)zl—i/ HSU (¢, o) dt’
h to

. t
U (¢, t) =I—%/ HSU® (' ) dt’

to

U(l)(t7t0)=1_ﬁ Hsdt/—j gHS(t—tO)
to
U(Q)(t,to)zl—iHS(t_tO)Jr<_%) ( )(2 0)
. 2H52t—t2 ,3H53t_t3
o =1t () B ()
k 1 ; I

Az idbfejleszté operator unitér:

ih%UT (t,to) = —U" (t,to) H®

dt )

UT (to, t0) U (to, to) = I

21

4 [UT (t,t0) U (t,t0)] = ih (=U" (t,t0) HU (t,t0) + U' (¢, t0) HU (t,5)) =0

(191)

(192)

(193)

(194)
(195)

(196)

(197)

(198)

(199)

(200)

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

(208)



Ut (t,t0) U (t,tg) =1 = Ut (t,t0) = U (t,t) " = U (Lo, 1)) (209)

Operédtorok métrixeleme (explicit id6fiiggést megengedve)

afy (1) = (0 (] 4° (1) U5 () = (1| U (1,00) A° () U (1 10) ) (210)
L (1) =~ (uF (O HSA (1) |5 () + - (0 ()] A% (0 1 [u5 (00) + (5 ()] 2d® (0[5 ()
= (03 ()] = = [H°,4° ()] +0:4° ()05 (1) (211)

5.2. Heisenberg kép

Operdtorok és hulldmfiiggvény:

AT (1) = U (t,t9) A° () U (L, to) (212)
() = UT (t,10) 0% (8) = &° (o) = (213)

Operétorok mozgasegyenlete:

%AH (t) = % (U (t,to) HOA® (t) U (t, o) + U' (t,t0) A® (t) HOU (t,t0)) + U' (¢, t0) 0, A° (t) U (¢, %)
(214)
_ _% [HY (1), A" ()] + 0,A" (1) (215)
ahol
HY (1) = U (¢, t0) HU (t, o) (216)
QAT (1) = U (t,t0) 0,A% (t) U (t,10) (217)
Hamilton operédtor idéfiiggése:
%HH (1) = % (—UT (t,to) (H5) U (t,t0) + UT (¢, 10) (HS)* U (t,to)) —0 (218)
HY (t) = HS (219)
Operatorok matrixeleme:
aty () = (1| A7 () [93") = (@7 ()] A% (1) 5 (1)) = afy (1) (220)
Lty (1) = (uf] — = [H" (1), A7 (1) + DA™ (1) o) (221)
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5.3. Dirac (kolcsénhatasi) kép

Idéfiiged perturbacié

H (t) = HS +V° (1) (222)

Operitorok a Dirac képben '
U (t,t) = e w5 (t=t) (223)
AP (1) = U (1,10) A5 () U (8, ) (224)

Az operdtorok mozgédsegyenlete

%AD (t) = —%UT (t,t0) HSAS (£) U (£, o) + %UT (1, t0) AS (#) HU (£ t0) + U (£, 10) A5 () U (£, 1)
(225)
= _E [Hy (), AP (8)] + U (¢, t0) 0, A° () U (¢, to) (226)
CH (1) =0 = H (1) = Hy = (227)
%AD (1) = —% [Ho, AP (1)] + 0,A” (¢) (228)
QAP (1) = U (t,t9) 0,A% (t) U (t, o) (229)
Allapotfiiggvények a Dirac képben
PP (t) = Ut (t,t0) 9° (t) (230)
PP (to) = p° (to) = ¢ (231)
Mozgédsegyenlet
ihopP (t) = ihd,UT (t,to) ¥° (t) + ihUT (¢, 1) Opb® () (232)
= —U" (t,to) Hoy® (t) + U (t,t0) (Ho + V" (t)) 4 (t) (233)
= U (t,10) VZ (1) ° (1) = V" () " (t) (234)
ahol
VP (t) = Ul (t, o) VI (1) U (¢, o) (235)
Operétorok matrixelemeinek idéfiiggése:
ara () = (¥7 ()| AP (1) |93 (¢)) (236)
C‘;tam —— <¢1 )| VP (t) AP (t) |[#% (1)) + = <¢1 )| AP @) VP (t) |98 (1)) (237)
- E <¢1 (1) [Ho,AD( )] |2 () + <¢1 )| 0 AP (t) |93 (1)) (238)
=~ (WP ()] [H” (1), 47 (9] [0 () + (0P ()] 9A” (1) [0 (1) (239)
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A hulldmfiiggvény id6fejlodését leiré operator:

¢D (t) = UD (tv tO) ¢D (tO) = UD (tvtO) P (240)
UP (to, to) =1 (241)
0P () = =z V" ()4 (1) (242)
J
Lo (10 = —Lvo 1y U (1. 10) (243)
dt 0 h » L0
J
. et
UP (1) =T+ / VD (#) U (¢ 1) dt’ (244)
to
Megoldas:
o i ko et 11 tp_1
UP (t,to)zz<—ﬁ) /dt1/ dtg.../ dt, VP (1) VP (t) ... VP (t) (245)
k=0
=1
=ZE(‘%) /dtl/ dty . . /dtk T[VP () VP () ... VP ()] (246)
k=0
#Texp( : / it VP (¢ )> (247)
to
ahol az operdtorok idérendezett szorzata:
TIVP)VP(t2)... VP ()] = VP () VP (ts,) ... V7 (t,) (248)
ti, € {ti,ta, .t} (1=1,2,... k) (249)
til > tiQ > tig o>t >ty (250)
Bizonyitds:
/dtl/ dty T f (t1,t2) = /dt1/ dty f (t1,t2) /dtQ/ dty f (ta, 1) 2/ dt1/ dty f (t1,t2)
(251)

t t t t t1 t2
/dtl/ dtg/ dthf(tl,tQ,tg):/ dtl/ dtg/ dts f (t1, b2, t3) +/ dtl/ dtg/ dts f (t1, s, 12)
to to to to to to
t to t1
+/ dt2/ dtl/ dts f (ta, t1,t3) +/ dtQ/ dt3/ dty f (t2,t3,t1)
to to to
t ts t
+/ dt3/ dt1/ dts f (ts, b1, ts) +/ dt3/ dtQ/
to to to
t t to
=6 / dty / dt / dts f (t1, o, t3) (252)
to to to

24
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Teljes indukcids logikdval, ha feltételezziik, hogy k € N :

¢ ¢ ¢ ¢ t te 1
/dtl/dtg.../dtka(tl,tg...,tk)=k:!/dtl/ dtg.../ dte f(tts-. 1) (253)
to to to to to to

akkor
> /dt /dtj T f(t o, tiy . tis)

/dt1/ dts .. /dtk+17f ti,te .. tegr) =
=1 k41
(J#Z)

ti—1 te—1
/ dt / dtl / dtg / dti_l / dti—i—l .. / dtk+1 f (ti, tl, tg, e 7t7;_1, ti+17 PN 7tk+1)
i=1k+171%0 to to
1 2 i—2 ti—1 te—1
= (]{7+1)'/ dtl/ dtg/ dtg/ dtl_1/ dtz—l—l/ dtk+1f(t1,t2,t3,...,ti,ti+1,...,tk+1)
to to to to to to

(254)

ahol az utolsé lépésben az indexeket az alabbi médon cseréltiik at:

i—1,1—-22-3,...,i—1—1 (255)

Egy kicsit egyszertibb érvelés: A (253) egyenlet baloldaldn szereplé integrélban az integréldsi tar-
tomdnyt k! részre bonthatjuk, ahol a ti,t,..., ¢, vdltozék hatdrozottan rendezettek (a legkisebb
valtozot k-féleképpen valaszthatjuk ki, az utdna kovetkezdt k — 1-féleképpen stb.) A k! integralban
a valtozokat célszertien dtnevezve latjuk, hogy azok mindegyike a jobboldalon all6 integréllal egyezik
meg.

Kapcsolat az idbfiiggd perturbdcidszamitassal:

Az éllapotfiiggvény Schrodinger képben:

. t )
zbs(l)() U(t tO)SO_%U(t7tO)/ 6hH5(t to)vs( )6—%H§(t'_to)¢dt/ (258)
to
- t
:e‘%HOS(t_tO)so—;—i/ e TS (1) e T HE(E=t0) o gy (259)

to-ban Hj egy sajatallapotdbdl indulunk:

Hy = euln) (n| (260)

¥ (to) = ¢ = [k) (261)
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. t )
P50 (1) = e~ hex=t0) |y — hZ/ e 770 ) (n| VI () [k) e o0 a (262)

n to

i

—e hak(t t() |k, ehakto Ze re’-:nt |n / F {-:n—{-;k)t’ <n|VS( /) |k> dt/ (263)

= eiicKlo (e rert |y — Ze rent |p) / FEn=e) (| VS () |k) dt’) (264)

_ e%akto e hakt |:1 h/ ka( :| Y Z e rant |7L / zwnkt’vni (t/) dt' (265)
to

W = g il (266)
= ( vélasztdssal a Schrodinger képben a hulldmfiiggvény tehdt felirhaté az alabbi alakban:
WO ()= el () e i |n) (267)
ahol o
AV =1- % /t Vs (t) dt! (268)
0
és n # k esetben
. t
V(1) = —% / e VS (¢) dt (269)
0

Ez utébbi eredmény megegyezik azzal, amit az elsérendi id6fiiggd perturbédcidszamitassal kaptunk.
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6. Adiabatikus id6fejlodés

A Hamilton operdtor paraméteres idéfiiggése a Schrodinger képben:

H(t) = H (R (t))
ahol R egy tobbdimenzids valés paramétertér eleme.

Paraméteres sajatallapotok és sajdtenergidk:
{&n (R) [om (R)) = 0nm

A sajatédllapot paraméteres id6fiiggése:
on (t) = o (R (1))
an (t) = R (t) VRQOn (R)
(fn (£) [m () + (@n () [om (£)) = (n (£) [om () +
Re (¢n (t) [¢n () = 0
azaz (o, (R)|Vren (R)) tisztdn imagindrius mennyiség.

A hullamfiiggvény id6fiiggése:
ihopp (t) = H (t) ¢ (t)

Kifejtés a paraméteres megolddsok szerint:
= Z cm () ¢

A kifejtést behelyettesitve a Schrodinger egyenletbe:

om (8) [@n (1))

th Em ( )+ cm (1) om (1) = ZEm (t) em (1) om (1)
J
G () + 50 () O+ 2 n® (on (1) 1m (1) = 0

Kezdeti feltétel:
"? (tO) = Yk (tO) = Cp (tO) == 5nk

Adiabatikus megoldds: nincs dtmenet mésik sajatallapotba

Czd (t) = 6nk Cr (t) , Ck (to) =1
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?

o)+ (3B O+ (000} a0 =0

I
Cine (1) = 1 B (1) — {ox (1)1 (1) (282)
N2
cr (t) = el gine(t) (283)
ahol di (t) a dinamikus fazis
d (1) = & / "B (1) ar (284)
h to
és v (t) a geometriai fazis t
wl) =i [ e ®) ) ar (285)
NS
P (t) = e e Dy (1) (286)

A hullamfiiggvény tehat csupén egy fazisfaktorban kiilonbozik a ’pillanatnyi’ sajatfiiggvénytél. (Kvan
tum adiabatikus tétel.)

Az adiabatikus kozelités feltétele (n # k) :

(o (8) LH (1) [on (6)) = B (8) (91 (0) [0 (1)) = O (287)
< (1) (1) b (1) = (2 (0) T ) i (00 (' 6 L 0) i (1)) + e 6) BT (6) [ (1)
— B (1) (91 (8) lpn (0) + Bi (1) {1 (1)1 (8)) + (i (0 1H (0o () )
— (B (£) = Ba (1) (i (1) [0 (1) + (0 (0) L (0) [0 () (288)
U
| (s () 1H (1) [ea (1))
(o (8) o (1)) = —0 (289)

Ey (t) — B (1)

Ez egy frekvencia mértékegységii mennyiség, melynek elhanyagolhaténak kell lennie a rendszer k — n
dtmenetéhez tartozé karakterisztikus frekvencidjahoz képest:

(iow () [H (1) ln (1)) .
E, (t) — Ej (t) < |Wkn (t)l = 7 |En () — Ex (t)| (290)
B|(in (01 (1) o ()| < (Bn (8) = B (1)) (291)

Vizsgdljuk meg a geometriai fazist! A (276) egyenletbdl nyilvanvald, hogy i (t) € R. Mésrészt,

(or (t) [x (1)) = R(t) (or (R () [Vrew (R(1))) (292)
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amibl

t

() =i / (on () [0 (1)) dt! = / (oo (R(E)) [V (R (1)) () dt

to to
R(t)
y / (o0 (R) [V n (R)) dR
R(to)

tehdt a geometriai fazis az
A (R) =i (or (R) [Vrer (R))

Berry-féle vektorpotencidl paramétertérben vett vonalintegraljaval fejezhetd ki:

R(t)

e (£) = / A (R)dR'

R(to)

6.1. Meértéktranszformacid

Legyen a (R) egy valésértékii fiiggvény a paramétertéren és vezessiik be a

&r (R) = e Py (R)

(293)

(204)

(295)

(296)

(297)

bazisfiiggvényeket, melyek tovédbbra is a H (R) Hamilton operdtor sajatfiiggvényei. Ekkor Ay (R) az

alabbi médon transzformé&lodik,
A (R) =i (5 (R) [Vapx (R)) = Ax (R) = Vra (R) |

ami igazolja a vektorpotencidl elnevezést. A geometriai fazis transzformaécioja:

~ RO / /

)= [ AR =) - a(R () +a (R(w).

R(to)
igy a (286) adiabatikus hullimfiiggvény transzformécidja:
D0 (1) = OO, () = oidk(0)gim (D) g=ialRD) iR 3, (4)
— e OGO (1) = 4 (1)

azaz az adiabatikus hullamfiiggvény invaridns a bézisfiiggvények mértéktranszformacidjara.

Gondolhatndnk azt, hogy
a(R(t) =7 (t)
vélasztdssal a gemetriai fézis zérussd teheto:

Y
P () = e mOZ(t)

igy annak bevezetésére nincs is sziikség ( Viadimir Fock kovetkeztetése).
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6.2. Ciklikus mozgas

Nyilvanval6 ellentmonddsra jutunk viszont, ha a paraméteres id6fiiggés olyan, hogy T periédusid6
alatt visszatériink a kiinduldsi paraméterekhez:

R{to+T) = R(to) . (304)

Ekkor a ¢y, (R) bazisfiiggvények egyértékiisége miatt

pia(R(to+T)) _ yia(R(to)) (305)
kell, hogy teljesiiljon, amibé&l
a(R(to+T)) =a(R(ty))+21k (ke€Z) (306)
és a (301) mértékvalasztds miatt
Y (to+T) = (to+T) —a(R(to+T)) +a(R(to)) = (to+T)+ 27k (307)

kovetkezik. A mértéktranszformalt adiabatikus hullamfiiggvény:

wad (to 4 T) o e_zdk(to—i-T) i (to+T) = (tO + T) —’Ldk (to+T) Z’}’k(to-l-T)gp (to -+ T)
_ G_de (t0+T)€Z’Yk (tO+T)S0k (tO) _ e—ldk(to-l-T)ez’Yk(to—i-T) wad (tO) (308)

azaz a mértéktranszformacié nem tiinteti el a geometriai fazisfaktort. Ezért a paramétertérben egy C

zért gorbén torténd (ciklikus) mozgds sordn a hullamfiiggvény a dinamikus fézis mellett mindenkép-
pen felszed’ egy geometriai fazist

C) = $Ax (R)dR + 2mk (309)
C
amit Berry-fazisnak neveziink.

Az egyszerliség kedvéért a tovdabbiakban tekintsiink hdromdimenzids paraméterteret. Az ismert
Stokes-tétel miatt a Berry-fizis atalakithato a

7 (C) = / B o(R)d2S + 21k (310)
S
alakban, ahol a feliileti integralt a C gorbe dltal hatérolt S feliiletre végezziik el és a
Bi(R) = V3 x Ax(R) (311)

mennyiséget szokds Berry-féle gorbiileti vektormezdének nevezni. Nyilvdnvalé, hogy ?k (J_%) mérték-

mvarians:
Bi(R) = Vg x Ax(R) = Vg x A(R) — Vg x Vga(R) = Bi(R). (312)
Tovabba: o - . . -
Bi(R) =iVy x (or(R)|[Vzee(R)) = i(Vzee(R)| X Vger(R)) (313)
azaz _ _ _ _
By (R) = ieapy (0s0x( R)|0you(R)) = capy FY(R), (314)
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ahol

F7(R) = = Im(9s0r( R)[0;0k(R)) (315)
a Berry-féle gorbiileti (fesziiltség) tenzor, melynek alternativ alakja:
FP(R) = —Im > (0501 (R)lon(R)) (0n(R)|0,0n(R)) (316)
n(#k)
i 3 LI B R B0 R (B
vt (En(R) —Ek(R))

Innen kapjuk a Berry-gorbiilet szdmitasdra alkalmas formuldt:

B =t 3~ BTN X PNV HDIAT)
n(2h) (E (]_f) Ek(ﬁ))

6.3. Degenerancidk kezelése

A fenti formuldbdl kiindulva kiszémolhatjuk a Berry-fazist egy kétszeres degenerancia kozelében.
Legyen
— — —
En(R*)=Ey(R") = FE(R") (319)

— —
és R legyen R* kis kornyezetében, ahol
— —
En(R) = Ee(B)| > [Bun(R) = E(R)| (0 #m, k) , (320)

azaz a paramétertér ezen tartomanydban a Hamilton-operator tobbi sajatértéke messze van. Ekkor
hasznédlhaté az alabbi kozelités:

(e(R)IV2H(R)om(R)) X (om(R)|VEH(R)|pe(R))

N
Bir(R)~ —1 4 — — (321)
(En(R) - E(R))
— - =
Alkalmazva az R — R — R™ eltoldst a paramétertérben,
En(0) = E(0) = E(D) (322)
—

és a {|<,0k( )5 lem (0 ))} kétdimenzids altérben a Hamilton operdtor métrixa a

H(R)=7 -CR (323)

alakban kozelithet&, ahol C egy 3x3-as valés métrix. Térjiink at az ]_%>’ = 2(3]_%> paraméterekre:
1
H(R') = 5?1_%’/ (324)
melynek sajatértékei
R/
+—.
2

Ey(R') = (325)
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A koordinatarendszert gy elforgatva, hogy R = (0,0, R'), azaz z-irdnyu legyen, a sajatfiiggvények
= 1 = 0
@0 = (g ) le-@n= (7). (326)

ezért V4, H (fi)’ ) = 30 figyelembevételével:

— — — 1 =, — 1 )
(- (B)IVg H(R)|p+(R) = S{o- (RN |1 (R) = 5 (1,4,0) (327)
—>/ _)/ _)/ ]' —>/ _)/ ]' .
(o (B H(E)|p-(R)) = Slp+ (B)[o]p-(R) = 5 (1, -, 0) (328)
és _
- =, 1 1 e’
B+(R)__4R,21m(17 Z,O)X(I,Z,O)__QR/Q (07071):_2R,2 (329)
A koordinatarendszert visszaforgatva:
N
- =, R’ = =,
B () =55 =B (F) (330)

a paramétertérben egy —2 erésséeli mdgneses monopélus terének felel meg.
2

A Berry-fazis egy a degeneracié-pont kozelében C zért gorbén torténd ciklikus mozgds esetén:

B R oo R R _, 1
Y (C) = /SZR,SdS _ /523f3 LR = -20(C) (331)

ahol C = 0S8 és Q) (C) az a térszog, amely alatt a C zdrt gorbe latszik a degeneracié R pontja aldl.

6.4. Spin magneses térben

Legyen a Hamilton operator

H (TDZ (t)) - WTBE’ R (@) (332)

ahol B (t) az iddben valtozé magneses indukcid, g a giromdgneses faktor, up a Bohr-magneton és
ﬁ
S = (Ss, Sy, S:) egy s—spin operdtorai. Az energia sajatértékek:

En(R) = gusmR (333)

ahol R = |J_~2}|, ahol m = —s,—s+1,...,s—1,s. Az m-ik sajatéllapothoz tartozé Berry-féle gorbiileti
vektor:
ﬁ

B (R)=

N SR ER

T R (n— m)? .

n(£m)
A sajétédllapotokat gy kapjuk, hogy alkalmazzuk az O € O (3) ortogonilis transzforméaciot gy, hogy
ﬁ

R a z tengely irdnydba mutasson:

SE=(0S)OR)=(05)(0,0,R) (335)

valamint
— —
0S8 =U"'SU (336)
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ahol U € SU (2). A Hamilton operatort az 1ij korrdindtrendszerre transzformalva:

H(R)=UH(R)U (337)
H'(R) = WTBSZR, (338)
az |m)’ sajatallapotokra fenndll, hogy
H'(R) |m)' = E,. (R) m)’ (339)
S2m) = K2 (s + 1) |m)’ (340)
S, |m) = hmg |m)’ (341)
Sy|m) =hy/s(s+1)—m(m=E1)|m£1) . (342)
Innen megkapjuk az eredeti Hamilton.operdtor sajatallapotait:
UH(R)U™ |m)’ = By, (R)|m)’ (343)
J
m) =U"1|m)" . (344)
Ekkor
SN 1 < < 1 / Trr=11\ ! =110\
B = L g 3 E X @S 1 SO < U S U
n R%2(n—m) h R?(n—m)
n(£m) n(£m)
(345)
1 / 1T\ o ! —1 |\
n R%(n —m)
n(#m)
ahol
= 1 (m| 5 |n)" x "(n] S |m)’
R)y=—-=1 347

Mivel csak atlonkiviili métrixelemekkel van dolgunk, .S, métrixelemei nem szerepelnek a fenti kife-
jezésben, ezért

Bl (B) = (0,0, B (R)) (348)
ahol
1z 1 / I / / !y /
B (R) = =y Im {' (m|S,|m +1)" " (m + 1|Sy[m)" =" (m|S,|m + 1) " (m + 1|S,|m)
+/(m|Selm —1)" " (m — 1|8, [m)" =" (m|S,|m — 1)" " (m — 1] S |m)’"} (349)
1 1
= _ﬁlmél_i {2s(s+1)—=2m(m+1)—2s(s+1)+2m(m—1)} (350)
m
= (351)
Innen az O~ visszaforgatdssal kapjuk a Berry-féle 'gorbiileti’ vektorra:
— = ﬁ
B..(R)= ~M s (352)
és a Berry-fazisra:
- —
7 (€) = $ Bu(R)d2S = —mQ(C) . (353)



7. Mozgas elektromagneses térben

A relativisztikus Hamilton fiiggvény

—> =\ __ 2.4 2—) _)2
H(7r,p)=m*ct+c2 (P —qA) +V

Nem-relativisztikus kozelitésben:

ahol 7" a kanonikus impulzus és

a kinetikus impulzus.

7.1. A kinetikus impulzus cserereliciéi

A koordindta és kanonikus impulzus kozotti felcserélési relacio

h
[pis 2] = 03
alapjan, koordindta reprezentacioban megtartjuk a
h—
==V
i
definiciét. Kovetkezésképpen:
—  h= —
K=-V —-qA

i
A kinetikus impulzus operatorok felcserélési relacidja:
(K, K] = ihq ([0;, Aj] + [Ai, 95])
= ihq (0;A; — A;0; + Ai0; — 0;A))

‘ 0A; 0A; ‘
= ihg (axj - &Ej) = ihq eiji By

Innen egybél kovetkezik (1. impulzusmomentum operétorok), hogy
— — —
K x K =ihg B

A kinetikus impulzus és a koordindta operatorok felcserélési relacidja:

h
(K, 5] = [pi, ] = ~ 03
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7.2. A Schrodinger-egyenlet

A kovetkez6kben a

2
(7-ad)
== < 4
2m
Hamilton operdtor koordindtareprezentaciébeli alakjat vizsgaljuk:

(4% @) = wear - (F7 4 A7)

0A;
(9%-

ezért Coulomb mértékben (de’ = O)

A+ A0 = 2 1 94,0, — VA4 AV =divA +24V |

2 ¢ ‘
He Davve Cap M3s
2m 2m m

azaz az 1d6tol fiiged Schrodinger egyenlet

. — R — C]2 2, = hg—=

thOg) (77,1) = ——=Aap (7,8) + Vb (7,8) + 5 =A%) (7,1) + — A VY (7,1)

2m 2m m

(Megjegyzés: elektronra ¢ = —e, ahol e az elemi toltés.)

7.3. Paramadgneses és diamagneses kolcsonhatés

(363)

(364)

(365)

(366)

(367)

Homogén (térben dlland6 nagysdgu és irdnyt) mégneses tér esetén, Coulomb mértékben a vektorpo-

tencidl felirhato az
— 1—

A=-BxT7T
2
alakban. Ugyanis
— 1 1 1
divA = 0;A; = 5 ik B; Oy, = 5 Ciik ik Bj = o Ekik Bj=0
valamint

R |
(V X A)i = §5ijk5klmaj (Br )

1 1
=3 (0i10jm — Oimj1) Ojm B = 3 (3B; — B;) = B;

Ezt nevezziik szimmetrikus mértéknek. Ekkor az (366) Hamilton operédtor utolso tagja

1 i 10
RUAY = q(ﬁx )ﬁ_l—q (7’ ?)ﬁz_iwxmﬁ
m 2m 2m 2m
4 >3 — =
= LB=-M.B |,
" 2m
alakra hozhat6, ahol (ismételten a ¢ = —e vélasztdssal)
f
— q —=
Mp=—L =—ug—
L om UB A )
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e az elemi toltés, m az elektron tomege és pg = 2 = 9.27 x 1072 J/T a Bohr-magneton. Ezt

2m

hivjuk Pauli paramdgneses tagnak, mely a spin figyelembevételével
— — — Up [~ —\ —
Hpam:—(ML+2MS)B:7(L +25)F . (373)

Kézonséges Zeemann effektus: Homogén, z irdnyi mégneses térben a H-atom energianivéi a pertur-
béciészamitds els6 rendjében a kovetkezéképpen hasadnak fel:

Ertmym. = E® + pg (me +2m,) B . (374)

Erdekes, hogy a felhasadss mértéke ppB /h= % éppen az elektrodinamikabdl ismert Larmour kor-
frekvencia. A felhasadds tehdt a pdlyamomentum szerint 2¢ + 1-szeres, a spinmomentum szerint
2-szeres, igy 2 (2¢ + 1) nivé alakulhatna ki. A pdlyamomentum és spin kvantumszamok fenti kom-
bindci6jabdl azonban kideriil, hogy dsszesen 2¢ 4+ 3 nivé alakul ki, melyek koziil 4 nivé egyszeresen,
20 — 1 nivé pedig kétszeresen elfajult: 2 (20 —1) +4 = 2(20+1). (Valdjdban ezt a felhasaddst a
relativisztikus spin-palya kolcsonhatés erésen modosithatja, 1. Relativisztikus kvantummechanika).
Pératlan rendszamu atomok esetében kiils6 mégneses tér nélkiil is megfigyelhet$ az atomi palydk

felhasaddsa. Ezt anomdlis Zeemann efektusnak hivjuk.
A (366) Hamilton operdtor méasodik tagja
2 2 27132

2 — 2 — 2 B
2 4 ( _>)_q 2 2 (—> ) _ 49 2, .2
— A“=— (B = — B — B = —
2m 8&m T 8m (T " 8m (x +y) (375)

az in. Langevin diamdgneses tag, ahol az utolso kijezést z irdnyd magneses tér esetében kapjuk.
Ez a legtobb esetben elhanyagolhaté a paramédgneses jarulékhoz képest. Ugyanis (kivételesen CGS
egységben):

0By  *B? (eB\ " [(a?+y%)|
0Epara ~ 8me? (2mc> (L, +285.)|
_eBag & B 1 B
T 4hc  Ahce/a?  4-137T(E)

(376)
ami dltaldban igen kicsiny érték. (A fenti becslésben kihasznaltuk, hogy a = 2—:; = o a finomsz-
erkezeti dllando, atomokban [(x? + y?)| ~ a2, valamint |(L, + 25,)| ~ h és (€) ~ e/a? az elektromos
térersség dtlagértéke.) Amennyiben viszont a paramdgneses tag eltiinik, (L, +2S5,) = 0, a di-
amdgneses jarulék domindl. Konnyen kiszamithaté az is, hogy az atomi energiaszinteken fellépd
paramdgneses korrekcié 107 B (T) nagysdgrendii.

Vegyiik észre, hogy a paramdgneses jarulék a méar meglevé 7@ = kR T + 25 ) atomi magneses

momentumnak a magneses indukcié irdnyaba valé forduldsa miatt 1ép fol. Ezzel szemben a Langevin
diamégnesség a magneses tér hatdsara indukalt mégneses momentummal kapcsolatos:

N 2
OFy; 626<(BX?)>
ﬁ)dia = - 8_;2}11 = _8_777, 8§
e? — — e’B
=—— (B -(7(¥B))) -~ — e (377)

amely tehdt a kiils6é médgneses tér nagysdgdval egyenes ardnyos, de vele ellentétes irdnyi. A linedris
valaszelmélet keretein beliil targyalva bevezethetjiik a diamégneses szuszceptibilitds tenzort

62

Xyjo =~ (UL = (T o T))
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(ahol I a 3x3-as egységmatrix), mellyel

H

K dia Xdz'aB

és 1 ]
- — —
OB gia = —53 K dia = _§BX¢1mB

7.4. A valésziniliségi aramsiiriiség elektromdagneses tér jelenlétében

A kordbbi targyaldshoz hasonléan, elektroméagneses tér jelenlétében is levezethetd egy kontinuitédsi
egyenlet, mely lehetévé teszi a hullamfiiggvény valdsziniiségi értelmezését. Induljunk ki a

h?
zhat¢_——A¢+q A2¢+ (dsz+2AV)w+V¢+uBBa¢ (378)
1d6t6l fiiged Pauli-Schrodinger egyenletbdl, ahol figyelembe vettiik a magneses tér és az elektron spin
kozotti kolesonhatdst és )
N
= 379
o= (1) (379)
a kétkomponensii hullamfiiggvény. Komponensenként kifrva
) h? q2 — 1hq = ——
O, = —— Ay + L A2%p, 4 2 (dw A+24 v) by Vb + ppBiotp,  (r=1,2) . (380)
2m 2m 2m

ahol o7 az i-ik (i = x,y, z) Pauli métrix komponenseit jeloli (r,s = 1,2), melyekre természetesen
fennall, hogy o7® = (0¢")". A fenti egyenletet konjugalva nyerjiik

2
S0y = Ay A,

divA+24 )w YV upBite  (r=1,2) , (381)
amit frhatunk a
—ihop)T = AM q A%/ﬁ 27; (d A4+24 )@DT—FVQ/JT-F;LB?/JTBU (382)

kompakt formédban is, ahol
V= (91, ¥s)
A (378) és (382) egyenletek felhaszndldsdval adédik, hogy

A (10,0 + [0T] o) = —h—Q (WAw — [AyT] )
+ zh_q ([?’Z] Wi+ Ayt [Vzp] A WM w) , (383)

mc

ahol a szogletes zdrdjelek most expliciten azt jelzik, hogy a megfelel differencidloperatorok mely
fiiggvényekre hatnak. Figyelemremélt6, hogy a Pauli-Schrodinger egyenlet spinoperédtort tartalmazé
része kiesett. A fenti egyenlet mindkét oldaldn dtalakitdasokat végezve:

Vo + (0] v =0, (1)
piay - [ae]v =¥ (¥ - Vol v)
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illetve
[?X} by + A ot [ﬁ’w] +A WW] p=V [Z’ M;@} ,

a kovetkez6 kontinuitési egyenlethez jutunk:

dp+V j =0 , (384)
ahol
p =1l (385)
és -
=5 ([F']w—v! Vo) - LAyt (386)

Léthatd, hogy a valdszinfiségsiirtiség kifejezése megegyezik az elektromdgneses tér (vektorpotencidl)
nélkiil levezetett eredménnyel, mig viszont a valdsziniiségi dramsfiriségben expliciten megjelenik
a vektorpotencidl hatdsa. Ezt tgy érthetjiik meg, hogy az dramsiriséget a kinetikus (és nem a
kanonikus) impulzussal hozzuk kapcsolatba:

7= Re (WRy) = — it [Fu] - (0 [Fo]) ) - LHuty (37)
s

Megjegyezziik, hogy az dramsfiriiséghez egy divergenciamentes (mdgnesezettségi) tagot hozzdadva a
kontinuitési egyenlet érvényben marad. Az itt kozolt levezetés nem ad informdciét arra nézve, hogy
a spin magnesezettségnek milyen dramsfirtiség feleltetheté meg. Erre a problémadra a Dirac egyenlet
nem-relativisztikus hatdresetének targyaldsakor vissza fogunk térni.

7.5. Meértéktranszformacid

Az elektromos térertsség

oA
— —
EF=———
BT V¢ (388)
és a magneses indukcié
— -
B=VxA (389)
az = - = = = — — —
A" (7 t)= A (7, t)+ VA (T, 1) & (T, t) =9 (7T ,t) — WA (7, t) (390)
mértéktranszformacié erejéig meghatdrozottak, ahol ¢ a skaldrpotencidl. V' = q¢ vilasztéssal az
. — 1 h—= = ? — —
Zhatw(r7t): % ZV—QA(T,t) —|—q¢(7”,t) w(rvt) (391)
idé6tol fiiggd Schrodinger egyenlet a mértéktranszformdcié hatdsdra a
1 (h - :
o (7.0) = | 5= (57 = A (70)) 40/ (7, t)] e

h —

_ %GV—qA(r,t)-ﬁA(?t)) +q¢(7’,t)—q8tA(7,t)] V(T 1) (392)

?
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alakba megy dt.
Allitas: ‘
V(70 =0 (T e (4 (70) (303

Bizonyitds:

iho, {eXp (%A (7, t)) v (T, t)} _ exp (%A (7,t)) (ihD, — g0 (7 0) U (Fo1)  (394)

azonossagot behelyettesitve a (392) egyenletbe, majd némi dtrendezés utdn kapjuk, hogy

; — — — 2 i —
ihou (7,1) = [ﬁe—%“(”) (37 - aA (70— aFa(70) 10D a0 (7o) 0 (7).

(395)

Felhaszndlva az 5 5
e~ (7) <;€ +g(T)-Vf (?)) et () = 56 +9(7) (396)

ill. tetszbleges n € N esetén az
—+(7) h= — =0\ L1(7) h= )

e ;V—i—g(r)—Vf(r) eh = ;V-I—g(r) (397)

azonossagot, az f (
lethez jutunk.

7.6. Az Aharonov-Bohm effektus
[d6ben dlland6é mégneses tér esetén
ON(T ) =0 ¢é ¢ (T, t)=0(7T,t) . (398)
Ugyanakkor B B
/: Z/(?)d?:/:X(?)d?+A(?)—A(?O) . (399)

Zérus magneses tér esetén megvalaszthatjuk a mértéktranszformaciét gy, hogy a vektorpotencidl is
zérus legyen,

A7) = —/: A(F)ds | (400)

ahol A (7y) = 0. Nyilvdnval6, hogy a fenti konstrukcié csak rotdciémentes vektorpotencidl (azaz
zérus mégneses tér) esetén biztositja a A (7) egyértelmiiségét, azaz, hogy az integrél tetszéleges
7o — 7 ttvonalra ugyanazt az értéket adja. Ezenfeliil fel kell tenniink, hogy a B = 0-val jellemzett
tértartomany (jeloljiik ezt Qg-lal) egyszeresen dsszefiiggd. Ha ugyanis ) kirbefog egy olyan tértar-

tomanyt (25), ahol B # 0, akkor A (77) csak a korbeolelt fluxus,
By — j[ A(3)ds (401)
egésszamszorosdig meghatarozott.
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Legyen 7 € €y esetén a vektorpotencidl A (7"), a hullamfiiggvényt pedig jeloljiik 14 (7, t)-vel.
Amennyiben a vektorpotencialt a fentiek szerint kitranszformaljuk, a hulldmfiiggvény legyen 1o (7, ).
Ekkor a hullamfiiggvények kozott fenndll a

Vo (T11) = s (T 1) exp (%‘ZA(?)) — s (7o 1) exp (-% L A(3) d?) , (402)
illetve a ‘ -
Pa (T 1) = o (T, ) exp (% L A(F) d?) . (403)

Osszefiiggés, ami arra utal, hogy a mégneses tér viltozdsa a vektorpotencidlon keresztiil hat a
hullamfiiggvényre. Ugyanakkor tudjuk, hogy a mdgneses tér (indukcié) a mérhetd fizikai menny-
iség. Madsrészt, mivel a hatds a hullamfiiggvényben egy fazisfaktorként jelentkezik, nem triviilis
tény, hogy kisérletileg kimutathaté-e a mégneses tér jelenléte a részecske mozgdséban (kvantumos
viselkedésében) azon tartomanyban, ahol zérus a mégneses tér ().

Az AB kisérlet olyan kétréses elektron interferencia kisérlet, melyben a két rés kozotti zart térrészben,
az elrendezésre merbleges iranyt mdgneses tér (szolenoid tekercs) van. Legyen 7o a forrds helye,
7 pedig az ernyb egy pontja. Az egzakt kvantummechanikai megoldds helyett az erny6n kialakuls
intenzit4s lefrasdra hasznéljuk a rések szelektiv letakardsaval szamithat6 hullamfiiggvények, 1, (77, 1)
és by (7, 1), interferencigjat. Ezt a (Jonsson-féle kétréses elektroninterferencia kisérlet magyarsdza-
tandl bevdlt) ’segédképet’ azért kell haszndlnunk, mert igy a magneses tér mentes tértartoméanyok
egyszeresen Osszefiiggdek lesznek (nem olelik at a szolenoid fluxusdt) és hasznalhaté (403) egyenlet.
Eszerint a két hullamfiiggvény,

Vua (7o) = o (7, 1) exp (% /1 A7) d?) (404)
) on (T8) = thao (T 1) exp (% /2 A3 d?) (405)

alakban frhaté. A erny6n ezen hullamfiiggvények szuperpozicidjanak abszolitérték négyzetével ardnyos
intenzitds jelenik meg,

[ (7, 1) = I%A(?” t) + oa (7,1))
2
=%¢10(rtexp( {/_) ds—/gZ(s)ds})—kwgo(r t)
_1 t U A(F)ds ol 406
—5 [ (T e (A )T ) +vm(7.0) (400
. 2
= % wIO (?,t) exp (%@B) + 1#20 (?, t) (407)

A hullamfiiggvényekre szabad sikhullamokat feltételezve kvantitativ becslést is adhatunk az erny6én
megjelend erdsitési (vagy kioltdsi) vonaltavolsagokra,

1 2
I(r)~—
()~

exp (ikfl + %Q)B) + exp (ikls)

_ % ‘1+exp (Z [Ml — kly + %%Dr)

— 1+ cos (kﬁl ks + %@B) , (408)
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ahol ¢ és 0y az l-es és 2-es pélydk hosszdt jelolik. Az elekroninterferencia maximumainak (vagy
minimumainak) egymdshoz viszonyitott poziciéi megfelelnek annak, amikor

P P
k(gl_EQ)_%CI)B:27T”_)€1_€2:)\(TL+}L_/B€):)\(n'i'gj) s (409)

ahol n € Z, k = 2%, A = - a de Broglie hulldmhossz és ®¢ = h/e = 4.135 x 107" Tcm? az elemi

fluxus. Az erny6n kialakulé vonalak pozicidja tehdt a szolenoid mégneses fluxusdnak véltoztdsaval
eltolodik, amit a kisérlet valéban igazolt.

Az Aharonov-Bohm effektus itt kozolt magyardzata ersen kvalitativ jellegii. A kisérletben ugyanis
mindkét rés nyitva van, tehdt a hullamfiiggvényt egy nem osszefiiggt tértartoményban kell megkon-
strudlni. Teljesen nyilvanvaléva valik ez a probléma akkor, amikor egy sikhullam szoérasat vizsgaljuk
egy dramjdrta szolenoid tekercsen. Az erny6n kialakulé intenzitdskép hasonlé fiiggést mutat a ®p
fluxustdl, mint a kétréses interferencia kisérletben, viszont a (403) hullamfiiggvény transzformdicié
nem alkalmazhaté. Sir Michael V. Berry és mtsi. megmutattdk [M.V. Berry és mtsi., Fur. J. Phys.
1, 154 (1980), M.V. Berry, Eur. J. Phys. 1, 240 (1980)], hogy az q tartoményban megkonstrusl-
hat6 egy egyértékii (egzakt) szordsi hullimfiiggvény, melynek aszimptotikus alakja jol magyardzza a
kisérleti megfigyelést.

Az egyszerliség kedvéért tekintsiink egy vonalszerti @5 médgneses fluxust. Hengerkoordinatdkat
(r, p, z) hasznédlva a vektorpotencidl lehetséges reprezentécidja,

g
A, =—2 A, =A, =0. 410
7 (410)
Misik egyszeriisitésiink az, hogy a toltott részecske mozgdsit csak egy a sugaru korpdlyan (igen
vékony gyfirtiben) engedjiik meg, ezért a Hamilton operdtort a

1 (k1O 2 o0 g, \°
i = 2m (;5 dp qAW) ~ 2ma? <8gp a E(I)B) (1)
oo o5\’
T 2ma? <5<,0 — <I>0> (412)

alakban frhatjuk. A Schrodinger egyenlet trividlis megolddsa,

Rh2C?
~ 9ma?

) (p) = JIQ—W exp (z‘ {C + %ﬂ <p> (414)

ahol a hulldmfiigguény eqyértékiségét a

E (413)

C+ %’j =nez (415)
osszefiiggés biztositja. A sajitdllapot energidja tehdt
2
E, = 2212 <n - %‘) : (416)
a hullamfiiggvény pedig
U (p) = L ine (417)

V2T
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Az eredményt tgy is interpretdlhatjuk, hogy egy adott E energiihoz tartozé hulldmfiiggvényben,

V(B p) = ! exp (iM<ﬁ> exp (i%sO) , (418)

V2 h @y

expliciten megjelenik az AB effektusndl megismert mégneses fazisfaktor.

Az energia fiiggését a ®p fluxustél megérthetjiik a kovetkezé médon. A médgneses tér bekapcsoldsa
Faraday indukciés torvénye alapjan

1 dPs (1)

E (t) = — 419
®) 2ma  dt (419)
elektromos teret indukal, melynek kovetkeztében a toltott részecskére hato erd
q dd B (t)
F.(t) = ——— , 42
®) 2ma  dt (420)
az energia id6beli viltozdsa pedig
dE (1) 1 dp: (t) q d®p (t)
=——n,(t = — - (t 421
dt Qmp (®) dt 27Tamp (®) dt (421)
q dPp (t) g [E(t) d®gs ()
— Et)— = ——{| —5—= 422
oxam Y < ®) dt 7wV 2ma? dt (422)

amibl

dF ¢ ( E \"*
__4 423
ddp 7r (2ma2) (423)

kovetkezik. Ez teljesen 6sszhangban van a sajdtéllapotok energidjara kapott (416) kifejezéssel. (A
fenti gondolatmenet E. Merzbacher, Am. J. Phys. 30, 237 (1962) cikkébdl szarmazik.)

7.7. Fluxuskvantalas els6faji szupravezetében

A Meissner-Ochsenfeld effektus kovetkeztében egy magneses térbe tett elséfaji szupravezetébol
kiszorul a magneses tér. Képzeljiink el egy szupravezett gytiriit, mely belsejében a gyfirti sikjéra
mer&leges magneses tér van. Kisérletileg kimutattdak [B. S. Deaver, Jr. és W. F. Fairbank, Phys.
Rev. Lett. 7, 43 (1961); R. Doll és M. Nibauer, Phys. Rev. Lett. 7, 51 (1961)], hogy a bezart
mdagneses tér fluxusa kvantdlt.

A jelenség megértéséhez az els6faji szupravezetd sajdtos tulajdonsdgait kell felhaszndlni. Mivel a
szupravezet® idedlis diamdgnes, belsejében a magneses indukcié értéke zérus. Staciondrius esetben,
’ o€
ﬁ
rot B = Ho (7 + Eoﬁ) (424)

H
Maxwell egyenletb6l kovetkezik, hogy a szupravezet6 belsejében a j dramstirliség zérus. (Az dram
egy behatoldsi tartomanyban csak a szupravezet hatdran folyik.) Beldthatd, hogy szupravezett
allapotban a toltéssiiriség térben is homogén, azaz a szupravezett allapot hullimfiiggvénye a

¢ (7) = Vo) (425)
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17 2”2 2 o2 , — 7oz ¢
alakban vehet fel, ahol g a szupravezet® részecskék stirtisége és ¥ (77) a szupravezetd dllapot fazisa.
Az dramsfiriség kifejezése ekkor,

(7)) =

3
Al
A
5l
|

A(7)) o (426)
.
és j = 0 miatt fenndll, hogy

Vo (T) = %A (7). (427)

Most ki kell haszndlnunk a hullamfiiggvény egyértékiiségét, azaz, hogy korbejards esetén a fdzis
valtozédsa legfeljebb 27 egészszamu tobbszorose lehet:

AD = jf% (3)ds = %7{2 (7)d5 = Lo = 2mn (428)
azaz
h
b =—n . (429)
q
Mivel a szupravezet6 kozeg ¢ = —2e t6ltésti Cooper parok kondenzdtuma, az els6éfaji szupravezett

gyliri dltal bezart mégneses fluxus ®y/2 egészszamu tobbszorose lehet.

7.8. Szabad elektronok mozgdsa homogén magneses térben: Landau
nivok

A klasszikus elektrodinamika szerint a z irdnyd homogén mégneses térben, a térre merdleges sikban

egy toltott részecske

B
we = % (430)

korfrekvencidji kormozgést végez. Mivel ekkor a rendszer energidja

1
E= 5mR?wg : (431)
a Bohr-Sommerfeld kvantdlasi feltétel alapjén,
1
f{ L.dp = 2rmRv = 2nrmR*w, = hn = mR’w.=nh = E, = 5w (432)

megsejthetd, hogy a kvantummechanikai tdrgyalds a sikbeli mozgds kovetkeztében kvantdlt ener-
gianfvokat eredményez.

Vegyiik fel koordindtarendszeriink z tengelyét B irdnyaban: B = (0,0, B) . Szimmetrikus mértéket
hasznélva a vektorpotencidl

— 1 1
A =|—-=zBy,=Bz,0 , (433)
2 2
a kinetikus impulzus pedig
— eB eB
K = (K:m Ky7 Kz) = (pm - 7% py + 71‘7 pz) (434)
mwe mwe
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alaku (elektronra ¢ = —e !) és fennill a

cserereldcio. A

g h
[Km7 Ky] = TeB = ;mwc

H= L (kg k2 4+ 22
2m ~ " Y 2m

Hamilton operétor sajdtfiiggvényei,

Hy =By
Y (7) = gn (wy) e

alakban frhatcék, ahol k£ € R és a ¢y (x,y) fiiggvény teljesiti az

1
2m

sajatértékegyenletet. Bevezetve az

K?+ K? = E—@
X:E:—K‘y és P=K,
eB MW,

operatorokat, a (436) cserereldciobdl egyrészt kovetkezik, hogy

masrészt pedig (440) a

(

oszcilldtor egyenletbe megy at. A tanult algebrai megoldds alapjan bevezethetjiik az

és

léptetboperatorokat, ahol

PQ

__|__

1me2X2> o (2,7) = (E - —) or ()

2m

2

Behelyettesitve a h és e értékeit,

h
[PvX]Z; )

n2k?

2m

a= me(X—i— ! P)

2h mw,.
1 1
= — (K, +iK
NGT mwc( + 1K)

1 1
= — (K, —1K
\/§LH mwe. ( y)
| h | h
L = = _—
" MW, eB
Ly = 25.66 o
BIT]

(436)

(437)

(438)
(439)

(440)

(441)

(442)

(443)

(444)

(445)

(446)

(447)

(448)



adédik, ahol a m&agneses indukciét teslaban mérjiikk. Szokvdnyos terek esetén a karakterisztikus
(mdgneses) hossz tobb nagysdgrenddel nagyobb az atomi tdvolsdgokndl. A Hamilton-operdtor nyil-
vanvaléan

1 P2 p2 1 p2
H=-mw?X*+ —+ 2 =hw.(ata+ = - 44
e o T om (“ “+2)+2m (449)
alakot olti. Kovetkezésképpen a sajatenergidk,
1 h2k?
E=F,, = hw. — —_— 4

ahol az n = 0,1,2, ... index az un. Landau-nivékat jelolik.

A kvantummechanikai probléma megoldhaté az aszimetrikus (in. Landau-) mértékben
A = (-By,0,0) (451)

. . 1 2\2 y— kwL%{
Yok (0,y, 2) ~ exp (ikz) exp (ikz) exp (=575 (y — ko L%)” ) Hn — ) . (452
H H

ahol H,, Hermite polinom. Innen is ldthaté, hogy a hullamfiiggvény karakterisztikus y irdnyu kiter-
jedése Ly.

Mivel az energia nem fiigg a k, kvantumszamtol, a Landau nivdk elfajultak. (Szimmetrikus mérték-
ben, az algebrai levezetésbdl ez tgy latszik, hogy az x,y,p, és p, operdtorokbdl konstrudlhatok a
részecske tomegkozéppontjdnak helyével és sebességével kapesolatos b és b 1éptetdoperatorok, melyek
kommutdlnak az a és a® operatorokkal, fgy H-val is. Ezért ezek a léptetéoperdtorok egy Landau
nivén beliili dllapotok kozott léptetnek.) Ha a rendszer véges (L, L,) kiterjedésti, akkor

2
ky = L—”m (m € N) (453)

és mivel y irdnyban a Landau palydk k,L? tdvolsdgban helyezkednek el egyméstol, fenndll az

2 L.L, AlgB &
Lhf M =L, — M =57 . oy (454)
max Kz

osszefiiggés, ahol M egy Landau nivé degeneriltsiga, A a minta feliilete és ® a mégneses induk-
ci6 fluxusa. Ezt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy egy Landau pélya egy elemi fluxust képvisel és a
mintdban kialakul6 Landau pélydk szdama (Landau nivok degeneriltsdga) a fluxussal egyenes arédny-
ban n6. Ha kvaziklasszikus kozelitésben egy Landau dllapotot egy Ly sugari kéron torténd mozgas-
nak feleltetiink meg, és figyelembe vesszitk az dllapotfiiggvény kiszélesedését (r ~ +/2Ly), tigy az
egy éllapot feliiletére vett fluxus:

B
d =2rL%B = h =E=c1>0 ! (455)

mw, e
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