1 A linearis harmonikus oszcillator

Az egydimenziés harmonikus oszcilldtor potencidlja

V(z) = %DxQ , (1)

ahol D az er6allandé6 (direkcids erd). A klasszikus mechanika alapjan, a fenti potencidlban egy
m tomegl részecske w = /D/m frekvencidji harmonikus rezgést végez, igy (1) a kovetkezd

alakban is irhato,
2

Vie) =" )
azaz a Hamilton fiiggvény
2 2
D mw® o
H =— 4+ —1z°.
(x,p) o + 5 % (3)

A t =0 id6pontban zérus kitérést feltételezve, az ismert klasszikus megoldds
x (t) = Asin (wt) (4)

ahol A a rezgés amplitiddja, mely az energidval az

2
E=-A (5)

kapcsolatban &ll. Nyilvanvald, hogy az energia ill. az amplitidé folytonosan véltozhatnak.

A kvantummechanikai térgyalds szerint a
Hy = By (6)
sajatérték problémat kell megoldanunk, ahol koordindta reprezentédciéban,

R A omw?

H(z) = —— 2 .
(z) 2m dx? + 2 . (7)
Bevezetve a

_z ¢ _1d

2 de?  xtdg?

véaltozo transzforméaciét, a Hamilton operdtort

o mwad

H(q) = ————— 8
@)= ~gpzia g o 5)

alakra hozhatjuk. Célszer(i az xy paramétert igy megvélasztani, hogy a fenti kifejezésben a j—;
és a ¢? tagok egyiitthatdi, az eldjeltdl eltekintve, megegyezzenek, azaz,

h? mw?xd I
2mad 2 o mw ©)

Ekkor a Hamilton operator a

H(q)=%{—dd—;+q2} : (10)



alaku lesz és a Schrodinger egyenletet

d2
{——dqg + qQ} via) = mi(a) (11)
formédban frhatjuk, ahol
2F
= — 12
1 hw (12)

az energia helyett bevezetett dimenzidtlan viltozo.

1.1 Megoldas Sommerfeld polinom mdédszerrel

Irjuk 4t a (11) sajatérték egyenletet a

d* (q)
dq?

+(n—q¢*)v(g) =0 (13)

differencidlegyenletre, melynek eldszor a ¢ — oo hatdresetben vett, in. aszimptotikus megolddsat
keressiik,

d*ha (q) 2
_ o =0 . 14
e — (0 (14
Felhaszndlva, hogy
d_N(d N_# d _d_,
a0 I\t et at %
Tap T ARG T
beldthatd, hogy a
d _
(d_q + q> Yalg) =0 —  ta(q) = e 7 (15)

a keresett reguldris aszimptotikus megoldas.

A kovetkezd 1épésben az dltaldnos megolddst az aszimptotikus megoldds és egy ismeretlen
fiiggvény szorzataként keressiik

(@) = u(@) valg) = ulg)e ™ . (16)
Ezt behelyettesitjiik a (13) egyenletbe,

& (u(q)e 2

e + (77 — q2) u(q) e 2= (17)
Elvégezve a megfelel$ miiveleteket,
d (u (q) e_q2/2)
i = u/(q)e "/ — qu(gq)e "2 (18)
@ (u(q)e 12 )
= u"(q)e”"/? = 2qu/ (@)™ + (¢ = Dulg)e " ? (19)




az

u’(q) = 2qu'(q) + (n — Du(q) =0 (20)
egyenletet nyerjiik. A tovdbbiakban feltételezziik, hogy az u fiiggvényre érvényes a folytonos
fuggvénykalkulus:

= Z aq” (21)
r=0
= Zrcrqr_l —  2qu'(q) = ZZrcrqr : (22)
- =0

Zr (r—1)c.q"~ Z (r+1)(r+2)c42q" - (23)
r=2 r=0

A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a (20) egyenletbe a
Z{r+1 (r+2)cae—2re, +(n—1e}g" =0 (24)
r=0

egyenletet kapjuk, melybdl a
2r+1—n

Cr
(r+1)(r+2)
rekurzios osszefiiggés adodik (r = 0,1,2,...). Vegyiik észre, hogy az u fiiggvény hatvanysordban
az r-ik tag egyiithatéja az r + 2-ik tag egyiitthatéjat hatdrozza meg, igy a mésodrendii differ-
encidlegyenlet két fiiggetlen megolddsdt generdlhatjuk a kovetkezd valasztassal,

Cry2 = (25)

co=1 , =0 — wupéros fliggvény
co=0 , ¢g=1 — wu paratlan fliggvény
Mivel 1, péros fiiggvény, a Schrodinger egyenlet megolddsai is vagy pdros vagy paratlan fiig-

gvények lesznek, osszhangban a szimmetrikus potencidlra kimondott kordbbi tétellel. Mésrészt
viszont 7 — 0o esetén a rekurzids sszefiiggés kozelithett a

2
a2 26
Cri2 TC ( )

kifejezéssel, mely az et fiiggvény hatvanyegyiitthatoira jellemz6 rekurzids reldcio:

T S A
rl 4 (r)2)! P

r=0 r=

Kovetkezésképpen konnyen beldthato, hogy az u megoldds tetszbleges pontossdggal kozeliti az

u(q) ~ f(q) + Cef’ (pdros) vagyaz wu(q) ~q (f (q) + Ceq2) (paratlan) (27)

fiiggvényt, ahol az f (q) véges, paros polinomot és a C' dllandét a kivant pontossdghoz lehet
bedllitani. Ez viszont azt jelenti, hogy a v (¢) = u (¢q) e~7/2 megoldés aszimptotikusan e?"/? sz-
erint divergdl, tehdt dltaldnos esetben 1) nem reguldris fiiggvény. Ezt csak ugy tudjuk elkeriilni,
hogy a (25) rekurzids osszefiiggést valamely r = n indexnél megéllitjuk, azaz

n=2n+1 (n=0,1,2...) (28)
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vélasztdssal biztositjuk, hogy
cn#0, Chao=Cpra=...=0 . (29)

A n paraméter definiciéjabdl kivetkezik, hogy a lehetséges sajatenergidk az

|E,=hw(n+i) (n=0,1,2,..) | (30)

értékeket vehetik fol. Tradiciondlis okokbdl, a megfelel hulldmfiiggvényeket

[ (¢) = Ny Hy (x/0) e =778 | (31)

alakban irjuk, ahol H,(q) az in. Hermite-polinomokat jeltli:

n  H,(q)
0 1
1 2q
2 4¢® -2
3 8¢ —12¢
Ellenérizziik a rekurziés relaciot:
1-5
n n y Co , C2 1.2
3-7
n=3: 77:7, 61:—12, 03:—122—3:8
A Hermite-polinomok ortogonalitdsi reldciéjabdl,
/ dg e " H, (q) Hm(q) = 2"nIN/T S (32)
adédik, hogy
N, = (2'nlvmze) (33)

A zérusponti energia kisérleti bizonyitéka: A kétatomos molekuldk rezgési szinképe
A kétatomos molekuldk infravoros tartomédnyban észlelt egyenkozii emissziés szinképe jol mag-
yardzhaté a harmonikus oszcillditor modellel. Valamely n'-ik dllapotbdl az n-ik allapotba val6
ugrds esetén kibocsdjtott foton energidja ugyanis

hvy=Ey —E,=ho(n’—n) n'>n . (34)
Az észlelt frekvenciakozokbdl nyilvanvaléan meghatdrozhaté a rezgés direkcids allanddéja:

w 1 D 2
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W (X)

n=3

n=0

Figure 1: Az egydimenziés harmonikus oszcillator energiaszintjeinek és hulldmfiiggvényeinek
illusztréacioja.



A TH33CY (sésav) molekula esetén, Avy = 8.65 - 10'% 1/s (AE; ~ 0.3 €V) , my = 1.673 -
1072" kg — D ~4.9 N/cm (a redukilt tomeg figyelembevételével D ~ 4.713 N/cm) adédik

Nagyobb energids gerjesztéssel atmenetet indukilhatunk a sdésav molekula elektrondllapotai
kozott is. Jeloljiink két ilyen dllapotot A-val és B-vel. Ekkor a molekula teljes ('konfigurédcios’

és vibrécids) energidja
D 1
E(A,n)zEA—i—h\/WA <n+§> (36)

E(B,n) = Eg + h\/% (n + %) (37)

tehdt a visszaugras soran kisugédrzott foton frekvencidja

_Ep—FE, 1 /D (, 1 | DA 1
VBn/—An = A +27T! m<n+2 - n+2

A 'H atom helyett azonban el¢fordulhat a D (2H) atom is, melynek kétszeres a tomege, viszont
az elektronszerkezettol fiiged F 4, Eg, D 4 és Dg dllandok nem véltoznak. Az j redukalt tomeget
m*-gal jelolve a szinképben megjelennek a deutérium izotépra jellemzé

. _Ep—E4 1 Dg(, 1 Da 1
Vi An, = T o [ p_— <n + 2> p— (n+ 2>] (39)

frekvencidk is. A fenti izot6peffektust vizsgaljuk meg az n’ = 0 — n = 0 (null-null) dtmenetre:

1 1 1
a0~ Vioeao = 1= (==~ =) (VD5 — V/Da) £0 . 40
VB0—40 = V040 = - (\/ﬁ W) ( B a) # (40)
Nyilvdnval6 azonban, hogy amennyiben a harmonikus oszcilldtornak nem lenne zérusponti en-
ergidja, a null-null &tmenetre nem tapasztalnank izotépeffektust. A fenti jelenséget észlelték
pl. a B — O molekula vibrdciés spektrumdban is (1B — B ill. 10 — B0).

ill.

(38)




1.2 Keltd és eltiintetd operatorok

dN(d LN
osszefiiggést, mely segitségével a (10) Hamilton operédtor kifejezhet6

H(q)zhw{%<q—d%) (q+d%)+%} (41)

alakban. Célszerii bevezetni az

chd) ) ) e

) Al ) e

operatorokat, melyekkel tehdt

Mir kordabban levezettiik a

és

H=hw{a+a+%} : (44)

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a harmonikus oszcillitor spektruma levezethet az a
és a™ operdtorok algebrai (felcserélési) tulajdonsdgaibol, és nem sziikséges valamely konkrét
reprezentaciét hasznalnunk. Ehhez csupan az

[l‘,p] =1h

felcserélési reldciot kell felhaszndlnunk, melyb6l a (42) és (43) definicick alapjan kovetkezik:

: 212 me’ mw’
mw 1 7
=55 <_% [z, p] + po [p, 95]) =1 . (45)

A (44) kifejezésbél kovetkezménye, hogy a Hamilton operator spektrumanak alsé korlatja fiw/2:

1 1 fuw
Lt o) = o (Gl o lo) + 3 ) = o (lawf 5 ) 25 (46)
Fennallnak tovabba a kovetkezé kommutacids relacidk:

[H,a) = —hwa ill. [H,a"|=hwa® . (47)

Ugyanis )

1

[H,a]:hw{aJ“a—i-?a :hw[aJ“,a}a:—hwa (48)

és . )
[H,a"] = hw {cﬁa + 3 at| =hwa' [a,a"] = hwa™ . (49)




Legyen | 1) H egy sajatfiiggvénye E sajatértékkel. Ekkor

Ha|) = aH|y) — hwa| ) = (E — hw) a[ ) (50)

azaz a|v) is sajatfiigevény E — hw sajatértékkel. Ezért hivjuk az a operétort lefelé léptetd
vagy eltiintet6 operdtornak. Mivel azonban H spektruma alulrél korldtos, léteznie kell egy | 1)
sajatfiiggvénynek, amit az a operator a Hilbert-tér null-elemébe (| )o) 1éptet, melynek norméja
zérus, ezért - a kvantummechanika axiémaéi szerint - nem reprezentdlhat fizikai dllapotot:

alto) =)o - (51)

Nyilvanval6an

1 hw
cralin) = 1 — Hlwp =t (Dot 5l ) =lw) . (2
tehdt |1p) pontosan a minimalis sajatértékhez tartozo sajétfiiggvény.
A (50) egyenlethet hasonléan belathatjuk:

Ha'|¢) = a"H| ) + hwa| ) = (E + hw) a"|1) (53)

azaz a™| 1) is sajatfiggvény E + hw sajatértékkel. Ezért az at operdtort felfelé léptetd vagy
kelté operdtornak hivjuk. A kelt$ operdtor segitségével szukcessziven felépithetjiikk a Hamil-
ton operdtor Osszes sajatfiiggvényét. Az n-ik 1épésben kapott hullimfiiggvény sajdtenergidja
értelemszertien

En=hw(n+%) (n=012.) . (54)

Mis sajdtértek az (50) egyenlet kovetkeztében nem létezhet.

A hullamfiiggények egyértelmfiiségét a kivetkezé tétel biztositja: Az egydimenzids Schrodinger-
egyenlet kotott dllapoti (requldris) megoldasai nem lehetnek elfajultak.

Jeloljiik az n-ik lépésben kapott hullamfiiggvényt | n)-nel! (] o) = |0)) Ekkor
|n) = A, (a")"]0) (55)

ahol A,, egy kés6bb meghatirozandé normélési tényezd. Az (44 és (54) egyenletek dsszevetésébol
azonnal kovetkezik, hogy
ataln) =nln).

Ezért az a®a operdtort szokds ”gerjesztési szam” operatornak nevezni.

Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy

atln) =vn+1n+1) . (56)

Mivel
(0la*al0) =0, (57)

n = l-re

) =c:a:[0) — (1[1) =[P Olaa™|0) = |e* (0]0) + (Ola*al0)) = [P =1 — c=1
(58)



Tételezziik fol, hogy valamely n-re is teljesiil az allitdas. Ekkor
Intl) =cia®:n) — (ntlintl) = [ (nlaa*[n) = o ((nln) + (nla*aln)) = (n+1)]c]* = 1
(59)
1

chﬁ’ (60)

és pontosan ez az, amit bizonyitani széndékoztunk. Mostmar konnyti beldtni, hogy

aln) = v/nln —1) . (61)

Ugyanis:
1 1 —1)+1
aln) = %aaﬂn = (aFa+1)|n—1) = %m — 1 =vhn—1) . (62)
Ezekutdn a normalt sajatfiiggvényeket nyilvanvaléan a kovetkezé formaban tudjuk felirni:
1

m) == ()" 10) (63)

1.2.1 A sajatfiiggvények koordinatareprezenticiéban

Hatdrozzuk meg el6szor az in. vdkuumallapotot:

~ 1 (dyol(q) _
(o) = 5 (8D 4 ) =0 (61

melynek ismert megolddsa

Yo(q) = co eXp(—qg/Q) : (65)
A ¢y normélasi konstanst a kovetkez6 integral alapjan szamitjuk,
/ V(@) o(z)dr = / e~ (@) gy = ¢ o / e_quq = arg =1 — co= (Vmzy) 2
—0o0 —0o0 —0oQ0

A normalt sajatfiiggvények tehdt

() = (2"nlv/7ro) (q - i)“e_q2/2|q:m : (66)

dq
vagy
Yo (z) = (2”n!ﬁx0)_1/2 H, (%) e~ (@/w)?/2 (67)
ahol I
Hy(g) = 2 (q - d_q> e (69)
a jol ismert Hermite polinomok.
Bizonyithatok a kovetkezd rekurzids osszefiiggések:
Hy11(q) = 2qH,u(q) — Hy(q) (69)
H,(q) =2nH, 1(q) , (70)
és
2qH,(q) = Hora(q) +20H;,_1(q) (71)



2 Egydimenzios szoras

2.1 Szabad mozgas, hullAimcsomag

Az idbfiiged Schrodinger-egyenlet

‘ h? d?
stkhullam megoldédsa .
Wy (w, 1) = A(p) et Pe=F0), (73)
ahol
P2
E@p) = o (74)

A sikhulldm &llapotban az impulzus varhatéértéke (1. Ehrenfest tételek):
- * hd 2
vy (@,t) -ty (@, ) do = [A ()" p = p (p) p (75)

ahol p (p) a részecske megtaldldsi valészintisége, mely fiiggetlen az x koordindtétdl. Ez azt je-
lenti, hogy a részecske azonos valésziniiséggel taldlhaté meg a tér barmely pontjaban. Nyilvan-
vald, hogy sikhullamallapot nem normélhaté, ezért a szabad részecske lefrasdra csak idealizalt
esetben haszndlhato.

Térben lokalizalt (normélhat6) megoldést gy kapunk, hogy a sikhulldmokat 6sszegziink (inte-
gralunk):
vt = [ Ap)eto g (76)

o0

mely tovdbbra is megolddsa az id6fiigg Schrodinger-egyenletnek. Célszerti az amplitudé im-
pulzusfiiggését Gauss-fiiggvénynek vélasztani:

A(p) = Ce~ )@/ (0 e R (77)
Ekkor a hulldmfiiggvény:
P(x,t) = C’/OO (3_(7”_1"0)26’2/7‘26%(p‘”_p%/m)dp7 (78)
amit a
/00 dae® T2 — \/gelﬁ/a (a,b € C,Rea > 0) (79)

Gauss-integral segitségével kiintegrélunk:

(p—po)d® iz it

2 + wP 5P ap” + 2bx — ¢ (80)
d? it p0d2 T png
W)=t ton W =Tty =T (81)
()
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m z)?/a(t)—c

Szémitsuk ki a hulldimcsomag allapotban a megtaldlédsi valészintiségs{irtiséget:

O 2 Refb(@)? a)] 2
: R ) 83
O = e 3
pod? w ’ - 2pod? 2
b(35)2 - ( ! Qh) = 1 <x_ZT) _ _; x—i2pod2 Q(I—iat)
at)y £ gmh oe:;,:‘dg 4d2 14idiat  4d? (1 + a?t?) 5
(34)
1 2 4p%d4 ‘pon )
N A2 (14 a2t?) ( T TR 4i n L (1—iat) (85)
: 2 _ Apod” pod” pod*a . 22— Apgd*
- _m (x K2 — i B LT 4 3 xt — 1ot = (86)
4
’ B - 87
o) T AR+ at) r o) ("” ® (87)
= 2170  Appd?
B 4d2 1_|_ a2t2 <$ o (88)
- _Apgdt pg
T 42 (1+ o) 1 + a%?) ( - ’5 gt (89)
(z— ﬂt) Ppid?
"W tam e (90)
U
b(x)’ (z — B2¢)
2 - 2%=—-——m/ .
e a(t) ¢ 2d2 (1 + a2t?) (91)
azaz o
(@, ) = (oo (1) (92)

d>v/1 + o?t?
ahol vy = po/m a részecske csoportsebessége. A hulldimcsomag 1-re normélhaté, amibsl C? =

dv/8/h? adodik:

1
|w ($7 t)|2 _ e—(w—vot)2/2d2(1+a2t2) ‘ (93)
dy/2r (1 + a2t?)

Vildgos, hogy a hullaimcsomag kozéppontja vy sebességgel egyenletes mozgést végez, kiterjedése
Az = dv1+ o?t* viszont az idével monoton né, a hulldmesomag szétfolyik. Mivel a ~ L,
makroszkopikus tartomanyban a szétfolyds jelensége nem észlelhet6.
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2.2 A szérdasprobléma megoldasa

Szorasi kisérletek elméleti leirdsdban a hullimcsomag mozgdsét tanulményozzuk valamely sz6ré
potencial (target) jelenlétében. A szérépotencidl kiterjedését végesnek (elegendéen gyorsan lec-
sengbnek) valasztva, attdl téavol valéban a fent megismert hullimcsomag megoldast kapjuk,
fgy a kérdés arra egyszerfisithetd, hogy az egyes sikhullimok amplitidéja milyen valtozést
szenved a szorépotencidl hatasdra. Egydimenzids esetben a bejové hullamcsomag kdzéppontjat
az xo (t = 0) — —oo kozelitéssel vessziik fel, mig a tovabbhaladé hulldimcsomag kozéppontjédra
xg (t = 00) — o0, de a kisérletekkel 6sszhangban a Schrodinger egyenlet megolddsa egy vissza-
vert hulldimcsomagot is eredményezhet, melyre xq (t = 00) — —oo. Ezeket a hullimcsomagokat
rendre a

Py (2,t) = / A (p) er ™=@ gp (3 — —o0) (94)
Py (2,) = / B (p) e @Oy (1 — o) (95)
bolet)= [ Cp) et PPy (2 o) (96)

ahol az utolsé fiigvény egy jobbrol balra haladé hulldimcsomagot ir le. Az id6fiiggd Schrodinger
egyenlet minden egyes sikhullimkomponensre kiilon-kiilon megoldhats. Mivel a szérépoten-
cidl idofiiggetlen (konzervativ rendszer), adott £ = FE (p) energia mellett, az amplitudék
meghatédrozdasihoz elegendd a staciondrius Schrodinger-egyenletet megoldani.

2.3 Potencialgat, alagiteffektus

Potencidl barrier

0 I:2<—a
V)= Wo>0 Il:—a<2<0 (97)
0 IIT:2>0
Hullamfiiggvények és dramstir{iségek
h2k?
E=—
2m (98)
Yr (z) = Ae™ + Be ™ (99)
i (x) = Ce™ (100)

i) = o (47 0) 0 ) D) — B (w0 ) o

dx
|A|2 ik |B|2 ik EIm (iB* Ae**™ — jA* Be k") (102)
0
Jr=1Jb = Ju (103)
hik hik
|A|2 = |B |2 (104)
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Visszavertdési (reflexics) egyiitthato

Athaladési (transzmissziés) egyiitthat6

Kontinuitasi egyenlet kévetkezménye:

Hullamfiiggvény a potencidlgaton

RZQZE
Jb A
) ) hk
Jirr = Jt = |C|2—
m
. 2
TZQZE
g A
Jr— Jjrir =0
Jb—Jv—73:=0
N8
R+T=1
h2 2
E-Vy=—~2
2m

wll (I‘) — Feiam 4 Ge—iaaz

Hullamftiggvény illesztések és az egyiitthaték meghatarozasa

Y1 (—a) = (—a) => Ae” " 4 Be* = Fe'* 4 Ge'
V) (—a) = ), (—a) => Ake™™** — Bke™* = Fae " — Gae™

Y

Ala+k)e ™ + B(a—k)e** = 2Fae™"

A

(a — k)e ™ + B (a + k) e** = 2Gae™

Y1 (0) = (0) = F+G=C
Vi (0) = Y5, (0) = (F = G)a = kC

4
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(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
(114)

(115)
(116)

(117)
(118)



2Fa = C (a+k) (119)

2Ga=C(a—k) (120)
3
Ala+Ek)e ™ £ B(a—k)e* =C(a+k)e ™ (121)
Ala—k)e ™ 4 B(a+k)e* =C (o — k)™ (122)
J
AetleRa 4 pa—~ kei(aJ’k)a =C (123)
a-+k
/{:
Ae—z(a-l—k)a + Ba + —ila—k)a _ C (124)
a— l<:
3
, —k o+ k
A i(a—k)a Ba i(atk)a A —i(atk)a B—= —i(a—k)a 125
e + P e + A (125)
- ; +k _. a—Fk .
A i(a—k)a _ —i(atk)a) _ B o —i(a—k)a _ i(atk)a 126
(e ‘ ) a—k atk (126)
B B ei(a—k)a _ e—i(a—i—k)a B eiaa _ e—iaa oika 24 sin aa vika
A o g_i—]]ze—i(a—k)a _ g_;:ei(a-i—k)a - g-l—ze—zaa _ g_’_:ezaa T g-l—:e—zaa _ g_}_zezaa
(127)
Reflexiés egyiitthato:
4sin® aa
B | 128)
a k o a—k jiaa atk iaa a—k iaa (
‘ ShpeTior — Sje ) (&tpeioe — atk® )
_ 4sm aa _ 4sin® aa 129
_a+k2 a—k22 9 _oz_—I—kQ oz_—k224~2 ( )
(520)" + (555) —2cos2aa (55)" + (555) — 2 +4sin"aa
o 2 a—k\2 -1 a+k a+k k -1
(o) () (e« (1) (s )
- + . 2 - +
48in” aa 4sin® aa
(130)
1 1 -1
(i 4ka ((a_k)g — (a+k)2) B (1 N Ak202 >—1 (131
- s 2 - 2 .. 9
4sin® aa (k? — a?)”sin® aa
C 4k .
v ~ (e} — ez(a—k)a (132)
A (k+a)” — (k— ) e2ion

14



Transzmisszios egyiitthato:

T 4ka 2_‘ 4ka 2 (133)

| (k+a)? = (k — a)? edica 4ka + (k — a)? (1 — e%ioa)

2 5 -1

(k — a)® (1 — e¥ow) (k* — a?)”sin® aa
— — 134
Lt dka Lt 4k?a? (134)
, 1

mzvell+t+1+l:1=>R+T:1 (135)

t

Transzmissziés egyiitthaté a potencidlparaméterekkel kifejezve:

-1

V2 sin? (@ /25 (E — Vo)a)
T=|1+ (136)

1E (E— V)

1) Ha /22 (E — Vp)a=nm = E =V, + %: tokéletes dthaladas.

2) Kozvetlen a potencidlgat folotti energidra vagy nagyon keskeny potencidlgétra:

mVpa? !
2h?2

<1 (137)

lim T=<1+

E—Vp+0

azaz mindig van visszaszérédds (még vonzé potencidlvolgy esetén is).

3) Alaguteffektus: dthaladds akkor is van, ha az energia kisebb, mint a potencidlgit magassdga

-1

V2 sinh? ( 22 (v, — E)a)

E<VW=T=|1
= Vo + 1E (Vo — )

> 0 (138)

4) Magas barrier és kicsi energia, vagy széles potencidlgat esetén a transzmisszids egyiitthato
alakja:

2m 16E (Vo — E) 8m
h? oy P

(Vo—Ela>1=Tr o = (Vo - E)a> (139)
0
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3 Meéréselmélet

Helymérés

Annak valdsziniisége, hogy a részecskét a [x1, xo] intervallumban taldljuk

wieya) = [ p@Pdo= f%(w)*wx)dx

Megtaldlédsi valészinliségstirtiség

w(z,r+dr) =P (x)dx

P(x)=

A helyoperitor sajatfiiggvénye

W (x) ¢ (2)

§|5$0> = Zo |51?0> — <5zo| T = To <5$0|

{0z |10} = 1) (0)

Y

A mérés atlaga
(x) =/ rzw(x,x+ dr) =/

Impulzus mérés

8

8

w (p, p +dp) = P (p) dp

P(p) =

Y (p) 1 (p)

z ([02) (0z|9)) dix

N
w(p)=<¢p|¢>=ﬁ/_oodxe o ()

<p>=/_oopw(p,p+dp)=/oo

o —00

oo

pP(p)dp=/

—00

Mérési eredmény hely illetve impulzus sajatallapotban

p (Plep) (pplt) dp

() 4 =/_Oox6(x—x0)dx=x0

o

(p)py = /_Oop5(p—po)dp=po

[ee)

Altalsnositas diszkrét spektrumi operdtorra

16

(140)

(141)
(142)

(143)
(144)

(145)

(146)

(147)
(148)

(149)

(150)

(151)

(152)



1) Az O megfigyelhetd fizikai mennyiséget mér6 kvantummechanikai méréeszkoz (szepardtor) a
Y hulldmfiiggvényt az O operdtor valamely sajatéllapota szerint vdlogatja szét (hullémfiggvény
redukcid). A mérési eredmény ezért mindig az O operator valamely sajatértéke lesz.

2) Egy megfigyelhetd fizikai mennyiség operédtordnak sajatallapotdban (tiszta dllapot) a mérési

eredmény az operator megfelel sajdtértéke

Olp) =olp) = (0),) =0 (153)

)

3) Ha a rendszer az O operator sajatallapotainak szuperpozicidja (szuperpondlt dllapot),

) = Z Cn on) (154)
ahol
Cn = (nlt) (155)
akkor annak val6szinfisége, hogy a mérés o, értéket ad
wa = |eal” = (@alt)) (Wlion) - (156)

Nyilvdnval6, hogy a teljes mérési valdsziniiség

S we =Y leal’ =D (Wlen) (galtr) = (Wlw) = 1. (157)

n

4) Kovetkezmény: Az o megfigyelhet fizikai mennyiség mérésének &tlaga a |¢) szuperpondlt
allapotban:

0), =3 wion =3 leal 0 = 3~ (Wlen) (palt) 0 (158)

n

= (¥ (Z On | on) <son|> ) = (¥ O |v) (159)

A kvantummechanikai dtlagérték megegyezik a mérési dtlaggal.

A mérési eredmény id6fiiggése

(O)(t) = (w (D] Ol (1) (160)

L — 50y = (3 )] 01 ) + 01Ol (0 (161)
= LS (0] 01 (1)) + = (v (0] O [H () (162)

— - (0 (0 [OHY (1) = (v (1) [HOV (1)) (163)

— (6 (0| (OH = HO)w () = 37 (6 (1) [0, H] ¥ ¢) (164)
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Kvantummechanikai iddéderivalt

dO 1
E=E[O’H]
J
d{0)

dO
i (1 ()] I P (1))

Az O fizikai mennyiség mozgdsdllandd, ha [O, H] = 0.
Ehrenfest tételek

2

p
H=—+V
2m +
dr; 1 ! o1
o = e Hl = 5 [zi,p7] = 577 ([T Pl i+ pi i, pi])
1 . Di
= S 2=

dt

1
= [pi, H] = o [pi, V] = = |:Zai>V:| =0V =FK

18

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)



4 Hatarozatlansagi relaciok
Mérési eredmény szérésa (standard eltérés)
(A0)* = 07 = (0 = (0))*) = Y wa (0 — (0))*
- Z el (00 = (0))* = Z (1]n) (00 = (0))* (2nlt))

n

= (¥ (Z (00 = (0))* |ion) <90n|> [) = (1 (0 = (0))* )

n

Megjegyzés:
(A0)* = (| O [) — (] O |¢)*

1) Sajatallapotban a szérds zérus, azaz a mérés determinisztikus:

(0)

Pn = On

(0%),, = (pal O% ) = 02
(A0);, = (0%, —(0);, =0

2) Szuperpondlt édllapot szordsa véges: (AO)i >0
Példa:
1) = c1le1) + c2|p2)

O lp1) = o1 |p1), Olpz) = o1 |pa), (p1]p2) =0
e, 20, |+ el =1

A8
(0) = @|Oyp) = |01|201 + |02|202

01 = (0) = |ca|* (01 — 02)

03 = (0) = |e1|* (02 — 01)

(A0);, = [er]* (01 = (0)* + [ea]* (02 = (0))?
= (|Cl|2 |C2|4 + |Cl|4 |02|2) (01 — 02)2

= |Cl|2 |C2|2 (01 — 02)2

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)
(177)

(178)

(179)

(180)
(181)

(182)
(183)
(184)

Vildgos, hogy (AO)i csak abban az esetben zérus, ha o1 = 09, azaz p; és py egy degenerdlt

sajatértékhez tartozé sajatallapotok.

Heisenberg-féle hatdrozatlansagi reldacié: Legyen A és B két megfigyelhett fizikai mennyiség

operdtora és C' = [A, B] # 0. Ekkor a rendszer bérmely allapotéban:
1
AAAB > S [(C)]

19
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Megjegyzés: A tétel szerint, amennyiben méréssorozatot végziink ugyanazon 1 allapotban
(preparalt allapot) az A és B megfigyelhet mennyiségekre, akkor ezen mérések mindegyike
nem végezhetd el tetszbleges pontossaggal, illetve csak abban az esetben, ha (| [A, B] [¢) = 0.

Mivel [p,, x] = % = Ap, Ax > %, azaz egy részecske valamely helykoordindtdja és ezen irdnyu
impulzusa semmilyen dllapotban sem mérhetd ’egyszerre’ tetszdleges pontossdggal.
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Bizonyités:
1f) = (A= (A) ), lg) = (B = (B)) [¢)
(AA)* = (fIf), (AB)* = (glg)

(AA)? (AB)* = (f1£) (glg) = [(Flg)]* = [(¥| A'B' [v)[*

(W] 5 (AB' — BA) + (B + BA) |y)

1 2
2

2

1
= w15 B - 5 )

{015 (AB' — BAY )" (9] (A'B' + B4 )
5 (B = BAY ) (] 5 (B + BA) o)
Mivel A’B’ 4+ B’ A’ hermitikus
(15 (4B + BA) [9) = (6] 3 (B + BA) [9)°
és (A'B' — B'AYY = — (A'B' — B'A')
(15 (4B = BAY ) =~ (0] 5 (A'B' — B'4) gy’

az utolsé két tag kiajti egymaést. Tovabba

2

1
015 B+ B )] 20

ezért
2

(AAF (AB)' 2 (05 (B~ B4

Végezetiil
A'B'—B'A=[A-(A), B—(B)]=[A,B]=C

gy ezzel a tételt bizonyitottuk.

A hely-impulzus hatdrozatlansdg hullimcsomag esetén

A helyoperitor sajatallapotdban Az = 0. Ez az éllapot impulzus reprezenticiéban

1 > i e_%p“”‘)
R

Az impulzus virhatéértéke ebben az dllapotban

1 [ i i 1 [~
p) =+ / dper™pe 1 = / dpp =0
—0o0 —0o0

viszont az impulzus mérése

1o Lo
(Ap)* = (") =+ / dpettropte i = o / dpp® = oo

[ee) [ee)

21

1
ol (5 + B

(186)
(187)

(188)

(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)

(198)



miatt teljesen hatdrozatlan.

Konstrudljuk meg a

1 [~ .
V(x)=—7 [ dpp(p)er” (199)
Vh
allapotot (hullimcsomagot) gy, hogy
(p) = / dppy® (p) = po (200)
(Ap)* = / dpp** (p) = o . (201)
Legyen ,
p (p) = Cle™wmpo) /e (202)
J

<p> = 02/ dppe—(p—p0)2/20'2 — CQ po/ dpe—(p—p0)2/20'2 +/ dp (p _ po) e—(P—PO)Q/QUQ

—0o0 [ee) —0o0
N J/

) (203)
= pOC’2/ dpe_p2/202 = pOC2\/§U/ dte ™" (204)
o —¢2 o —¢2 > ]. —y 1
dte™ =2 dte™" = dy ﬁe =T 5) = VT (205)
—o0o 0 0
1
(p) = poC?cV2r = py = C = — (206)
oz (2m)4
2 1 & 2 _( _ )2/20_2 202 e 2 _¢2
((p—p0)*) = T [ dp(p—po) TPV = [ dtt’e (207)
g (27‘(‘)5 —o0 T2 J_c0
/ dtt?e™ =2 / dtt2e " = / dy Jye ™ =T BN _1p (L) _ v (208)
NS 0 0 2 2 \2 2
{(p—po)*y =0 (209)
Impulzus reprezentaciéban a keresett hullamfiiggvény tehat
e—(P—P0)2/402
ep) = —F—73 (210)
o2 (2m)4
koordindta reprezentdciéban pedig:
w (Jj) = —1 T /Oo dpe_(p_p())?/‘lo'?e%px (211)
0% (2m)% hz J-oo
l;20033 0 i
o e (212
02 (2m)1 h2 J-oo

22



Felhaszndlva, hogy

o0 2
/ ds e+ = \/Ee% (213)
o a

T 4o b= ot = dpe /47 eiP" = 25\ /me” iE (214)
adédik, hogy
1
Y (z) = ﬂe—”fj eiPOT _ @Ll)(zle%pow— gt _ (215)
0% (2m)7 hs (2m)7 hz
A valészintiségsliriiség
2 CCQUQ
[ (@) = ———e T (216)
(2m)2 h
A hely mérési értéke
20' o _2x202
(x) = ; / dexe 2 =0 (217)
(2m)2 h /-0
és szorasa
(Az)? = 01 / do a2 e = 01 / dz 22 ™% = — —01/ dtt2e™"
(27)2 hJ o0 (27)2 A Jo t=¥22e 220% (27)2 R Jo
(218)
o4 n? h
2203 (2m)2 h 4 2202 20
Innen kovetkezik, hogy a hulldmcsomagra
h
Ax Ap = 3 (220)

azaz a hely és impulzus mérés szérdsdnak szorzata a Heisenberg-féle hatdrozatlansédgi relacié
alsé hatdran van.
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5 Idofiiggetlen (Rayleigh-Schrédinger) perturbaciészamitas

Perturbalt Hamilton operdtor
H = Hy+ \W (221)

A perturbalatlan Hamilton operdtor spektral-felbontésa
Hy=> &) [99) (V)| (222)
i=0

A perturbalt staciondrius Schrodinger egyenlet

(Ho+ A\W) |W;) =g, |F;) i=0,1,... (223)

Hatérfeltétel
lim W; (\) = W (224)
}\iir(l) g(\)=¢) (225)

Ansatz a hullamfiiggvényre

Wi (A) = ci (A) W0+ 0%, (N) (226)
/I\ILI(I)CZ' (A)=1 és 115)1(1)5\112- (A) =0 (227)
Szokdsos védlasztés
c(\)=1=T; (\) =¥+ 6V, () (228)
Kovetkezmény
0T (A) =D ea (N T = ()[00;) =0 (229)
n (i)

A perturbalt megoldds sorfejtése A hatvanyai szerint

o, = i A — <\I/?|\1/§’“)> —0 (230)
k=1

azaz a hullamfiiggvény perturbativ korrekciéi ortogondlisak a perturbalatlan dllapotra, valamint

g =&+ i Ak k) (231)
k=1
A (223) egyenletet felhaszndlva
(WO[HoW:) + A (U7 |W i) = e (17| ¥;) (232)
gi=¢e; + A(U)|W ;) (233)
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majd a sorfejtéseket behelyettesitve

PIPLELEE N SPU <\If?|W |\Iff-k)>
k=0

k=0
e Yol = S (wl )
k=1 k=1

kovetkezik, hogy
= (v ey k=12,

Specidlisan, az elsérendii energiakorrekcio

Y= (WOW )

Elsérendi degenerdlt perturbicidszamitds

=D& W) (Ll + > & |9 (Y]]
p=1

i(e5#<0)

v, =0 pault

v = "¢, )
v=1

(Ho + AW) [W5) = (0 +Ae) [ws)
Ho [0®) + W [0 =20 [o®) 4 = |0”)

0
(W w0 = & (wh,|w”)

Z<\If |W |0 >c,,=5§1)cu
S [ouh v 19) — e8] o =

v=1

= (PR W 95,
det (W I) 0

25

(234)

(235)

(236)

(237)

(238)

(239)

(240)

(241)
(242)

(243)

(244)

(245)

(246)
(247)



A hullamfiiggvény korrekcidinak szamitdsa

wom(Een)-(Ee) (o)

k=0
Hy W) =)0}
HoW" + W 00 = 29 4 M g?

Hyo® 4w o= = Z Wyt =12 ...

=0
(HO — gt ) \I/(k) i l)qj(k )
k
37 (0 —ef) [w0) (@] | wi) = —wwtY Z DD

n(#t) =1

0= 3 R

0 _ L0
) n S

Qi [ D (h—el) [wo)y (ws| | i = | S [wo) (w] | w = w)
n(#i) n(#i)

k
v = —Qiw oY 4+ 30w

A hullamfiiggvény elsérendf{i korrekcidja:

WOy (g0 Y

Az energia masodrend{i korrekcidja:

o = (v

1

O W [0 (WO W | W0
__Z< | W) (W | W[ 87)

0 _ -0
() Fn T Ei
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(248)

(249)
(250)

(251)

(252)

(253)

(254)

(255)

(256)

(257)

(258)

(259)



5.1 Els6rendii Stark-effektus

A hidrogénatom elfajult nivéinak felhasaddsa homogén elektromos tér jelenlétében. Példaként

tekintsiik a négyszeresen elfajult n = 2 nivéjat. A nulladrendii hullamfiiggvények:

anle) = s (1 5 ) € W00,

B 2@0
2 T __r
= — 2a m
wQIm(f) \/§(2a0)3/2 2&06 OYI (197 90) )

ahol
1

Ybo(ﬂ’gp) = E 7Y10(19790) = \/%COS(??) )

Vi 0,9) = 4 on sin(@)e™ VP, ) =~/ o sin()e’

A perturbdcié operdtora z irdnyu elektromos tér esetén:

A perturbdcié métrixelemeiben vizsgéljuk a térszog szerinti integrdlokat:

T 27
<?/1200|V|¢200> _—_>/ sinﬁdﬂ/ d@%o(ﬂa‘wo)*ylo (19: SO) Yoo(ﬁa‘ﬂ)
0 0

T 1
:\/g/ sin Jdv cos ¥ = \/g/ xdr =0
™ Jo T™J1

s 27
(0| V] thatom) — / sin 9 / doY2(0, 0)"YP (9, 0) Y (9, ¢)
0 0

1 ™ 2T 1
= — in Ydv deY? (0, 0) Y™ (0, ¢) = —6m
\/E/O S /0 208 ( 90) 1 ( 90) \/E 0

(260)

(261)

(262)

(263)

(264)

(265)

(266)

(267)

(268)

a gobmbharmonikusok ortonormaltsdga miatt. A maradék maétrixelemeiben elészor a @-szerinti

integralt vizsgdlva:
T 27 ,
(el = [ sinddd [~ de¥r 0.0 0.0 ¥7 0,9)
0 0
21 L,
= / dgoez(m P = O,
0

igy csak a (o1,,|V|1h21m) métrixelemeket kell kiszamitani:

1

(1210|V|1210) ~ / cos® ¥ sin ¥dvd :/ 22dx =0
0 -1
1

(o11|V|1ha11) ~ / sin? ¥ cos ¥ sin Ydv) = / (1 — xQ) xdr =0
0

-1
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(270)
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(272)



hiszen mindkét esetben pératlan fiiggvényt integraltunk a [—1, 1] tatoményon.

Az egyetlen zérustol kiilonbozé matrixelem tehat:

4 & r r _r
V=V = ——¢f dr [1— — ) —r3¢a
200,210 3(2&0)36 /0 r < 2a0) 2a0r e @

8 o0
= —aoeé’/ dra* (1 —x)e ™
0
4

3
8 2 120
= gaoeé’ <§ — 6—4> = —3@065 (273)
ugyanis
/0 e dx = il (274)
A szekuléris métrix (a hulldmfiiggvényeket (200), (21 — 1), (210), (211) sorrendben irva:
A0 -V O
0O X 0 O
vo x o] ¢ (275)
0O 0 0 X

melynek sajatértékei {\,V + A\, A — V} . Kovetkezésképpen az elsérendii energiakorrekciok:

1 -V = 3&068 1 1
AEéozmlo = { V = —3age€ ) AEgl)l = AEél)—l = ) (276)
azaz a perturbdcidszamitds elsé rendjében az eredetileq négyszeresen elfajult nivé eqy (viltozatlan
energidju) kétszeresen elfajult nivdra és két szimmetrikusan elhelyezkedd, eqyszeresen elfajult
nivdra hasad fel.
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6 Impulzusmomentum operatorok

6.1 Definicidk és felcserélési relacidok

A tomegpont impulzusmomentumanak (perdiiletének) definicéja a klasszikus mechanikdban:

L=rxp (277)

vagy
Li=ceijzjpr  (Lj,k=w29,2) . (278)

A kvantummechanikdban a fenti definiciét megtartva, a megfelelé operatorokat helyettesitjiik
be. (Az érén targyaltuk a perdiiletoperator bevezetését a térbeli forgatdsokon keresztiil.) Vizs-
galjuk meg az egyes komponensek felcserélési relaciit:

[Lz‘, Lj] = €ikl €jnm [% b, Tn Pm]

Kihasznélva az
[AB,C] = A[B,C]+[A,C]|B

operdtor azonossagot,

[Tk D1y T D] = @k D1y T D] + [Thy T D] D1 = Tk (P15 Tn) P+ T [Tk, D] D1

h
= ; (5nl Tk Dm — Omk Tn, pl)

Y

[Li, Lj] = = €irt Ejnm (Ot Tk D, — Ok T, D)

(Eikn Ejnm Tk Pm — Eiml Ejnm T pl)

(gilm Ejnm Tn P — Eikn Ejmn Tk pm)

| St = St | St | St

= — ([04j 0t — 0in 1) Tro D1 — [04j Ok — Oim Ojk] Tk Dim)

| St =

= — (64 Ty Pn — @i Pj — Oij T P + T4 Pi)

~

A fiiggetlen felcserélési reldcidkat explicit kifrva:

[Ly, Ly =ih (xpy, —yp,) =ihL, (280)
[Ly, L.] =ih (zpy —yp.) =ihL, (281)
[L., L, =ih (2py —x p.) =1ihL, (282)

A fenti eredményeket médsképpen is osszefoglalhatjuk:
[L;, Lj] = ihejje Ly, (283)
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hiszen
Eijk Lk = €ijk Ekim T1 Pm = TiDj — Tj P

Kovetkezésképpen
€kij [Li, Lj] = iR egij €ijm Lim = th (Opk 0ii — Omi Oi) L,
=ih 3Ly — L) =2ih Ly . (284)
A fenti reldciot a (279) egyenletbdl kiindulva egyszeriibben is megkaphatjuk, mivel
ekij |Lis Lj] = ih egij (v pj — x5 pi) = 2ih Ly,

Innen azonnal kovetkezik, hogy
LxL=1ihLl . (285)

A (283) vagy (285) reldcickat kielégité vektoroperdtorok tun. Lee-algebrdt alkotnak.
Kovetkezmény: Az L; operdtorok kozos 1 sajatfiiggvényeire fenndll, hogy L; ¥ = 0.
Bizonyitds: Tételezziik fel pl., hogy v L, és L, kozos sajatfiiggvénye,

Lyp=avy , Lyyp=>by (1 #0)
Ekkor (280) egyenletb6l kisvetkezik, hogy

1
Lz@D:E(L:cLyQ/J_LyL:EQ/J):O

Viszont akkor (281) alapjan
1
L,y = E(Lysz_LzLyw) =0 ,

és ugyanigy, (282) alapjén L, = 0, tehdt a = b = 0.

Megjegyzés: Kés6bb létni fogjuk, hogy ezek a 1) (r) alaki, radidlis (gombszimmetrikus)
fiiggvények.

Az L? operdtort az
LP=LLi=L+L+ L2 (286)

kifejezés definidlja.

Allitas: Az L? operator kommutdl Li-vel (i = z,y, 2).
Bizonyitas:
[L? L;] = [LxLy, L;) = Ly[Ly, L;] + [Ly, L;] Ly
= Z.h(:«kij (LkLJ + LJLk) =ih (Gkij + fjilc) LkLJ =0 . (287)

Kovetkezmény: Az L? és barmely L; operdtornak létezik kozos sajatfiiggvény rendszere.
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6.2 Az [? és L. operitorok sajatérték problémdja a felcserélési rels-
ciék alapjan

Vezessiik be az
Ly=L,+iL, (288)

operatorokat, melyekre teljesiilnek az aldbbi felcserélési reldciok:

[L..Li] = [L., L) % i[L., L,] = ihL, + i(—ihL,) = ihL, + AL, = +h(L, £iL,) = +hLy |

(289)
[Ly,L_|=[L, +iLy,, L, —iL,| = —i[L,, L, +i[L,, L;] =2hL, (290)
és
[L? Ly) = [L? L) +i[L* L, =0 . (291)
Ezenkiviil nyilvanvaléan fennall, hogy
(Ly)" =Ls (292)

tehat az L. operdtorok nem hermitikusak. Fejezziik ki az L? operdtort az Ly és L, operd-
torokkal:

LiL_ = (Ly+iLy)(Ly —iLy) = L3 + Ly +i(LyL, — LyL,) = L3 + Ly + hL, = L* = L2 + AL,

-~

—ihL,
(293)
L Ly = (Ly —iLy) (Ly +iLy) = Lan + L; —i(LyLy — Lo Ly) = Li + L; —hL,=L*— Lﬁ —hL,
_ih.
(294)
U
LiL_+L_L,=2(L;+1L})
U
1
L2+ L2 = 3 (LyL_+L_L,) (295)
és .
L? = 3 (LyL_+L_L)+L* . (296)
Jeloljiik L? és L, kozos sajatfiiggvényeit |A, p)-vel,
L2 |A ) = RPN (A, 1) (297)
LA ) = h|A ) (298)
valamint
<A7 MlA/7 :U’/> = 61\/\’ 6;4#’ . (299)

Megjegyzés: Mivel az L, és L, operdtorok is felcserélheték L2-tel, viszont L.-vel nem,
valamely rogzitett A mellett, azok sajatfiiggvényeit ki kell tudnunk keverni a |A, p) fiiggvények-
bél. Kovetkezésképpen L? rogzitett A-hoz tartozé sajdtaltere az L. sajdtértékei (hu) szerint
elfajult. (A kordbban beldtott tétel szerint, ez aldl csak a zérus sajatértékhez, p = 0, tartozo
altér lehet kivétel.)
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Mivel L? pozitiv szemidefinit, A > 0. Tovabba,
(A, L3+ LA, ) = (A L2 = L2A ) = B2 (A= p®) >0 — @2 <A . (300)

Vizsgdljuk meg az Lo operdtorok hatdsat a |A,u) sajétfiiggvényekre! A (289) cserereldci6
alapjén:

LoLy [N p) = [Ls, L] |A, )+ L L [A, p) = £ Ly |, p)+hp Ly [A p) = h(u£1) Ly [A )

(301)
azaz Ly |A, u) L.-nek sajatfiiggvénye h (u £ 1) sajatértékkel. Ezért L -t felfelé, L_-t pedig
lefelé léptetd operdtornak nevezziik. Mivel azonban Ly kommutal L2-tel, Ly |A, u) valtozatlan
(h2A) sajatértékkel L? operator sajdtfiiggvénye:

L:I: |A7 :U“> = Qi,p |A7 K + 1> ) (302)
ahol Qi ., normdldsi faktorok, melyek kozott fenndll a kovetkezd Gsszefiiggés:
Qxp = A+ 1Ly |A p) = (A pl Lo [N p+ 1) = (Qx i)™ (303)

ill. Qi ,~kat valésnak vdlasztva,

Qan=Q1,=CQrp - (304)
Most hatédrozzuk meg Q -t !
L oLy |Ap)=QupL [N p+1)=(Qnn)? A ) (305)
Lyl A ) = Qupr Ly [A = 1) = (Qapr)” [A 1) (306)
Felhaszndlva a (293) és (294) azonossagokat:
(@) =h(A—p’—p)>0 | (307)
ill.
(Qayr)? =R (A—p®+p) >0 (308)
a kovetkez6 egyenl6tlenségeknek kell teljestilnitik:
A>p(p+1)
— A= |p[(p[+1) (309)
Azp(p—1)
és
Qap="vA—p(p+1) . (310)

Mivel az L, operator egymésutani hattatasaval egyre novekvé p sajatértékii dllapotba jutunk,
nyilvanvaléan létezik olyan puma > 0, hogy zi2.. < A < (fmax + 1), A (300) feltétel miatt
azonban ilyen piym. + 1 sajatérték nem létezhet, igy sziikkségszerien

Ly A, pmax) = | o (311)

ahol | )o a Hilbert tér nulleleme. A (294) egyenletbdl rogton kovetkezik, hogy
A — piax (lmax +1) =0 . (312)
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Hasonlé meggondoldssal 1étezik olyan jimi, < 0, hogy p2,. < A < (fmin — 1)2. Ekkor
Lo A, frin) = | Do - (313)
és a (293) egyenletet alkalmazva
A — fimin (min — 1) = A — | ttmin| (|ptmin| +1) =0, (314)

kovetkezik. A (312) és (314) feltételek osszevetésével:

Hmax (Nmax + 1) - |Nmin| (|Nmin| + 1) = (/’Jmax - |//Jmin|) (/’Jmax + |//Jmin| + 1) =0 (315)
A8
Hmax = |Nmin| = ] 5 (316)
és
A=j(G+1) . (317)

A szokvanyos terminolégia alapjén a |A, ) sajatallapotokat | j, p)-vel jeloljiik. Mivel a | j, —j)
allapotbdl a | j, j) dllapotba L. -t hattatva egész szdmu 1épésben jutunk el,

i=0,1,2,...
2j=0,1,2,... — : (318)

-1
]_57

[ ][9]
Nt

5 PRI

Osszefoglalva tehdt, az L? és L, impulzusmomentum operdtorok kozos sajatfiiggvényrend-
szere:

L2 j,py =R +1) |4, m

Lol g, ) =hp|j ) : (319)

Lolju)=h/j(+1)— p(pxl) |ju+1)

ahol

j=0,1,2,... vagy j=4,32 .. (320)

és
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6.3 L, sajatértékei és sajatfiiggvényei
Irjuk fel a perdiilet operdtor z-komponensét:
h
L. =apy —ypo = ~ (20, —y0:) (322)

vagy gombi polarkoordindtakkal,

r=rsindcosy , y=rsinvsiny , z=rcos?
h
L, = ;850 : (323)
Bizonyitds:
0 0 0
0, =0, + Lo, + 20, = —yo, + 20,

Oy Oy Oy

Az L. operitor hermiticitdsanak a

h

Wit =7 [To@roee =Twe ol + [ (Jae) o6

== i
h . «
= (Lo [9) + — [ (2m)" ¢ (2m) =9 (0)" ¢ (0)] (324)
Osszefiiggés alapjdan az a feltétele, hogy barmely 1 és @ fiiggvényre
) (s6m)°
¥ (0) \ ¢(0)

fgy tetszéleges a € R szamhoz definidlhaté egy L2 [0,27] = {4 : ¢ (27) = ') (0)} fiiggvény-
halmaz, melyek mindegyikén L. hermitikus. A hullamfiiggvény egyértékiiségére vonatkoz6 ax-
i6ma miatt a fizikai dllapotokat az £3[0,27] = {t : 1 (27r) = ¢ (0)} halmazon keressiik.

L, sajatérték egyenlete,
h
Ly (o) = 0.0 (0) =K (p) (325)

mely normalt megoldésa

U (p) = —=ei e (326)
Az egyértékiiség kovetkeztében

Y(p) = (p+2r) — %:m — K=hm (m=0,+1,42..) . (327)

Azt kaptuk tehdt, hogy a perdiilet z irdnyd komponense kvantdlt: h egész szdmszorosat veheti
fol. Természetesen az x és y komponensekre is ezt mondhatjuk el, csupan a sajatfiiggvények
lesznek kiilonbozoek.
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6.4 A p? és az L? operitorok kapcsolata

Az L? operdtor sajatérték probléméjdnak megolddsa elétt vizsgdljunk meg néhdny alapvetd
Osszefiiggést, mely a kés6bbiekben, nevezetesen a centrilis potencidl Schrodinger egyenletének
targyaldsakor, is segitségiinkre lesz.

L? = L;L; = €ij1. €itm T P Tt D = (81 Okm — Ojim O11) T Dk Tt P

h h
=TjPkTj Pk — TjPk Tk Pj = Tj xjpk'i‘gfskj Pk — Tj Pk pjfEk—;CSkj

h f i
=P T 25— @ PPk k= TP+ 250 — 5 Pk Pr — 370 P
h
]

—r2p? — (rp)’ = =rp . (328)

A klasszikus mechanikdban a fenti kifejezés utolsé tagja nem jelenik meg: az kizérdlag az x és
p operatorok felcserélési tulajdonsdgainak kovetkezménye. Az (328) egyenlet dtalakitdséhoz a
kovetkez& csereldciokat kell felhasznalnunk:

[Li, Tk] = €itm [T1 P, Tk| = €itm Tt [P, Tk] = them xr (329)
[Ls, D] = €itm [T1 Pim Dk) = €itm (21, Pk] D = TR it P (330)

melyekb6l
[LZ-7 7’2] = [L;, xpwg] = xx [Li, xg] + [Liy ox] o = 20h e v = 26k (rxr), =0 (331)

és teljesen hasonléan
[Li,p*’] =0 (332)

kovetkezik. Felhaszndalva, hogy
[A,B™Y] =-B'[A,B]B™" |
adédik, hogy

1
{LQ,ﬁ} =0 . (333)
Ezért értelmes az (328) egyenletet az aldbbi médon dtalakitani,
1 2 h L?
2 _
P=1 {(EB) + gfﬂ} T (334)
Definidljuk a radidlis impulzus operatorat:
1 h1
Pr=-rp+-—-— (335)
rY=
melynek négyzete )
1 h1 Rl 1 H?
P} = <—£p> +-rp+—-rp-—— . (336)
ro= ir?s drTerooor
Segédtételek:
RN 1l hx
R N o (337)
h / TpXs T; h (1 TpXs
pef )l == (F@)oa+f )22) — [ 2] =2 (;% - —) . (339)



A fenti 6sszefiiggések felhaszndldsaval

2
1 T T TLT; zrh (1 TpT;
“I'p| = Pk Pi= 5 PkDit —Opi — 3 | Di
r roor r roio\r r
= — | T Téi i — ——=I = —I\r — ——T s 339
r2 ( P+ ik ) D i 7,2—2 r2 (—B) i r2—£ (339)
_Z?I::Cz

valamint

Rl 1 hR1 h?

Clpp- =2 = 340
A (340)
adddik, amit behelyettesitve az (336) egyenletbe a
1 2 h
pi = p> {(EQ) + ;m_?} (341)

kifejezést nyerjiik. A fenti kifejezéshez eljuthatunk gy is, ha kihaszndljuk a p, operdtort gombi
polérkoordindtés reprezentécidjat,

h 1 h1
Pr == (81" + _) =—-=0.r . (342)
i r ir
Ekkor ugyanis
2 2 (1 ’ 2 (10 21
p.=—-h(-0.r| =-h*|-0:r)=—-h"=0,[r0+1] (343)
r r r
h2
= —ﬁ[r&r@r—i-r@r] . (344)

ami valéban az (341) operdtor (poldr)koordindta reprezentdcidja .Az (334) egyenlet alapjan
rogton latjuk, hogy

=t (345)
ami a klasszikus osszefiiggés analogonja azzal a kiilonbséggel, hogy a csereldacidk kivetkeztében

a radidlis impulzus kifejezésében megjelenik a ?% tag. Mivel az L; operdtor kommutdl az L2,
p? és r? operatorokkal, lathatd, hogy

[Li,p] =0 . (346)
A p? operdtor poldrkoordingtds alakjabol
= —I*A
— { 82r+— (8,9—#(‘0‘519819—1- = ﬁ82>] (347)

most mar konnyen le tudjuk valasztani az L? operdtor kifejezését,
L* = —R? (819 + cot ¥ Oy + 62> : (348)
sin?4) ¥

Mivel az L? operator csak a poldr és azimutalis szogkoordingtak szerinti derivdldsokat ill. azok
szoggfiiggvényeit tartalmazza, igy természetes, hogy felcserélhett az r és a p, operatorokkal.
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6.5 L? sajatértékei és sajatfiiggvényei

Legyen Y (U, ¢) az L? operdtor sajatfiiggvénye h2A sajatértékkel,

1
— (05 +cot9 Oy +——=02 )Y (V,0) =AY (9,9) . (349)
sin®y) ¥
Egyszerti algebrai dtalakitdsok utdn a
sin® ¥ (85 + cot ¥ Oy + A) Y (9, ) = —QiY (P, ) (350)

egyenlethez jutunk,amibdl ldatjuk, hogy a differencidlegyenlet megoldédsa szepardlhaté o és ¢
szerint. Keressiik tehat Y (9, p)-t szorzatfiiggvény alakban,

Y (0,0) =F@0)G(p) - (351)
Behelyettesités és tovabbi dtalakitdasok utdn nyerjiik

S () + ot I (9) + A F (9)) = — GG”((;O))

£ (9)
Nyilvanval6, hogy az egyenl6séget csak gy biztosithatjuk, ha az egyenlet mindkét oldala
ugyanazon konstanssal egyezik meg. Jeloljiik ezt a konstanst a-val. Ekkor

(352)

G"(p) +aG(p) =0 | (353)
mely trividlis normélt megoldédsa
1 .
G (p) = ——etVee 354
()= 7 (354)

Az egyértékiiség miatt /a=m (m=0,£1,£2,...), tehdt az elviardsnak megfeleléen Y (¢, )
egyben L, sajatfiiggvénye is,

1 )
Y (0,¢) =—F (1) ™ . 355
(0.9) = Z=F (1) (359)
Az F fiiggvényt meghatdrozoé differencidlegyenlet
m2
in

Térjiink &t az x = cos®) vdltozéral (Mivel ¥ € [0,7], ezen a tartomdnyon cost) szigorian
monoton fiiggvény és « € [—1,1]). Legyen F (x) = F (9). Ekkor

dF (9)  dF (z)dz . dF (x) dF (9) dF (z)
= _— = — _— _ t —_ —
) o Uy, otV o
valamint
EF (V) d SdF (2) ) dz o 2F (z)  dF(z)
49? _%<_”1_$ o Ja =) e
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tehat

(1—2?) dQng) . Qxd]:;;x) + (A - T;) Flz)=0 |, (357)
N % [(1—352) %] ﬁ<x)+(A— 1T12>ﬁ(x)=o | (358)

A Sommerfeld polinom mdédszerben megismert eljarés szerint keressiik az ’aszimptotikus’ megoldést

2% — 1 esetben,

d ~ m? ~

Prébélkozzunk az F, (z) = (1 — x2)° fiiggvényalakkal:

dF, () . JF, (2) S
dr =—25x(1—x2) e (1—x2) . =—25x(1—x2) .
di; {(1 — %) dix} F, (z) =—-2s (1- xQ)S +4s%2* (1 — xQ)S_l

= (1 — 1:2)5_1 (—23 (1 — 1:2) + 432x2) —  44? (1 — 1:2)5_1

z2—1

Visszahelyettesités utdan kapjuk:

48 —m?* =0 — s=5 (360)
azaz a keresett aszimptotikus megoldds
F(z)=(1—22)""? (361)

Ezek utdn a (358) egyenlet megolddsat
= _ 2\ Im[/2
F(z)=(1-27% P(z)

alakban vessziik fol. Elvégezve a sziikséges miiveleteket:

dlji:(cx) = (1= P(2) = m|z (1—22)" P(x)
I
d% [(1 — 2% d%] F(z) = % [(1 - x2)lm|/2+1 P'(z) — |m|z (1 - x2)|m|/2 P(x)]

— (1= [(1=2%) P"(x) = (Im| + 2) 2P'(z) — |m| 2P’ (x)

x
1— 22

—|m|P(x) + m? P(x)

=(1- :EQ)'m'/Q {(1 — %) P"(z) — 2(|m| + 1) 2P’ (z) — |m| (jm| + 1) P(z) + 1Tx2 P(x)} :
és behelyettesitve (358)-ba a kovetkez$ differencidlegyenletet kapjuk P-re:

(1—2*) P"(x) =2 (Jm| + 1) xP'(z) + (A — |m| (Jm| + 1)) P(z) =0 . (362)
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P hatvanysorat,

[oe)
= E e’
r=0

Y
—2 (lm|+1) 2P'(z Z[ 2(lm|+ 1) re, ] a”
(1—2%) P'(z Zr—i-l ) (r +2) ¢rpoz” —Zr(r—l)crxr
r=0 r=2

beirva a fenti egyenletbe és az x" hatvanytagok egyiitthatéit vizsgdlva kapjuk:
r+10)(r+2)caa—(rr=0D+2(m|+1)r+m|(m+1)—A)ec. =0 (363)

azaz

7"(7“—1)+2(|m|+1)r+|m|(|m|+1)—AC
(r+1)(r+2)

Cri2 = r

_ (r+|m|)(r+|ml+1)—A
(r+1)(r+2)

o . (364)

Léthato, hogy a megolddsok (a harmonikus oszcilldtoréhoz hasonléan) csak paros vagy csak
paratlan o hatvinyokat tartalmaznak. Ez ismételten azzal van Osszefiiggésben, hogy L? kom-
mutdl a paritds operatorral:

P:ir——-r — ¢Y—-m1—19 — cost—cos(m—1)=—cost |,

igy a paros megolddsok paritdsa 1, mig a paratlanoké -1. Az egyiitthaték hdnyadosa r — oo
esetben ¢, 2/c, — 1, tehdt a megoldds kozelithetd

F(z)~ (1 _ x2)|m|/2 (A(:c) + Bz’ Z l,r) _ (1 _ x2)|ml/2 A(z) + Ba™ (1 _ x2)|ml/2_1
r=0,2,4,...

(365)
alakban, ahol az rq fokszdm, A(x) véges polinom és a B konstans a kozelités pontossiagdhoz
allithaté. Lathato, hogy a fenti fiiggvény, legaldbbis |m| < 1 esetén, © = +1-re divergdl. A
megoldds fiiggvények értelmezési tartomdnydba viszont beletartoznak a ¢ = 0 és 7 értékek,
igy ezt a divergencidt ki kell kiiszobolniink. Ezt dgy tudjuk elérni, hogy valamely r = ¢
kiiszobindexre, melyre ¢; # 0, biztositjuk, hogy ¢, o = 0, azaz

A=({t+]|m|) (t+|m|+1) . (366)
Nevezziik el a t + |m| értékét f-nek, mely tehdt tetszoleges nemnegativ egész szam lehet:
A=0(l+1), (=0,1,2,... (367)
Ugyanakkor viszont egy rogzitett -re a lehetséges m értékek:

m=—,—0+1,... 0—10 | (368)
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Az L? és L, operdtorok kozos sajdtfiiggvény rendszere és sajdtértékei tehdt teljes 6sszhangban
vannak az dltaldnos (reprezentacio fiiggetlen) levezetés eredményeivel azzal a kitétellel, hogy a
7 értékei itt csak egész szamok lehetnek.

A P(z) polinomokat, melyek értelemszertien £—|m|-ed fokuak asszocidlt Legendre polinomoknak
nevezziik és P(Jml (x)-el jeloljiik A sajétfiiggvények az. tn. gombharmonikusok

Y™ (9, ) = A sinl™ (9) P (cos9) e (369)

ahol az Ay, norméldsi egyiitthaték

[m| _ 1 20+ 1 (f— |m|)'
A 200\ “ar \ 0+ m)! (370)

Szokds kiilonbo6z6 faziskonvencidkat is bevezetni. Pl. az in. Condon-Shortly konvenciéban:

Y0, e)" = (=)™ (0, ) - (371)

Az els6 néhany gombharmonikus:

{ m Y0, )

0 0 7=

1 0 % cos v

1 +1 :F\/g sin ) exp(Fip)

2 0 \/ 7 (3cos? ¥ — 1)

2 £1  Fy/2sind cosd exp(Lip)

2 42 \/ 52 sin® ¥ exp(42i¢p)

Osszefoglalas:
L. Y[ (0, ¢) = hmY " (0, ¢) (372)
LAY (9, p) = R2(L + 1)Y,™(0, ¢) (373)
—<m<{l,0=0,1,2 .. (374)

Ortonormaltséag:
/ Y7 (9, 0) Y (0, 9)d = S0t (375)
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Teljesség:

i > YW ) YW, ) = 00 =7)o(p ~ ) (376)

sin v
=0 m=—/4

0<d9<m ,0<p<2r , dQ=sinddiddy)

6.5.1 Kétatomos molekuldk rotaciés spektruma (vézlat)

LQ
H= 26 (377)

h?
Ey=FEs+ %6 (5 + 1) (378)

h?
Epe = Ep+ 550 (+1) (379)
h?

hVBg/_,Ag EB - EA + % (5/ (6/ + 1) —/ (6 + 1)) (380)

Kivélasztdsi szabdly (1. id6fiiggd perturbédcidszémitds)— ¢/ = ¢ + 1

h?
hvp@esy—ae=Ep — Ea+ = ((+1)({+2) —(((+1))

20
h2
=EB—EA+6(€+1) , =0,1,2,... (381)
h?
hvp@—1)—ac = Ep — E4 + 26 ((—=1)f—L(t+1))
2
_EB—EA—%f, (=123 . (382)

Kovetkezmény: a null-vonal hidnya, azaz a h*/© egyenkozii spektrumban van egy 2h%/©
mértékii vonalkoz.

Bohr-modell:

h2
Eo=—07 ., (=123, ... 383
=35 (383)
hvgi1)y—ae = Ep — E4 + —— ( A
2 1
=FEz—F — - =0,1,2,. 4
B A @ (£+ 2> 5 e 07 ) (38 )

h2
hp@-1)—ac = Ep — Ea+ — (€ — 1)2—52)

20
ORI N I (=123 (385)
— B (_) 2 ) — by ey e

Tehat az egyenkozii spektrumszerkezetben itt nem jelenne meg egy dupla méretli vonalkoz!
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7 A hidrogénatom spektruma

7.1 A radialis Schrodinger-egyenlet

Centrdlis potencidl
Vir)y=V(r), (386)

esetén a

2m + 2mr?

id6fiiggetlen Schrodinger egyenlet megolddsét kereshetjiik a
P (r) =P )Y, ¢) (388)
alakban. Behelyettesités utén, (373) felhasznaldsdval a P (r) fiiggvényre a

;. N R0+ 1)
2m 2mr?

{pr L +V(?“)]?/J(£)=E¢(£) (387)

+V (7’)} P(r)y=EP(r) (389)

differencidlegyenletet kapjuk. Haszndljuk az ismert

1
p:=—h <;a,? 7“) (390)
Osszefiiggést és vezessiik be az
R(r)=rP(r) (391)
radidlis hullamfiiggvényt. Ekkor a (389) egyenletet atirhatjuk a
R d*  RH(0+1)
—%w—i-w—i-‘/(T)}R(T)—ER(T) (392)

alakba, amit radidlis Schrodinger egyenletnek hivunk.

7.2 A hidrogénatom kotott allapotai

Tekintsiink egy Z rendszamu atomot! Ekkor egy elektronra

V) = — er ¢ (393)

vonzé potencidl hat. Mivel a potencidl r — oo-ben 0-hoz tart alilrdl, a kotott dllapotok negativ
energigjuak,
E=—-|E|. (394)

A (392) egyenletet ezért a kiovetkezOképpen alakithatjuk at,

W (1) Zke?

2m dr? 2mr?

+|E|| R(r)=0, (395)
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noda Wol(e+1)  Zke* 1

S 2R =0. 396
smiEla?  smE 2 g 1) B0 (396)
Bevezetve a
8m|E|r  2r
— il bl L 397
g= VImIEr _ 2 (307)
valtozot, ahol )
h h
- T p—_ 398
o= 1= 5 (399
¢ s Zke? ke? ke? h?
e e mke o
c 2|E|ro r02|E|r§ "0 a0’ 7 mke” (399)
paramétereket, ahol ag = 0.529 x 107'° m a Bohr sugir, a
d’R 1 ((l+1
&+ R =0 (400

e |T1tEe T e

differencidlegyenlethez jutunk. (A véltozocsere utdn a némiképp pongyola, R () = R (r (§))
jelolést haszndljuk.) A fenti egyenlet megoldésait konnyen megtaldljuk az értelmezési tar-
tomény, £ € (0, 00), aszimptotikus pontjaiban:

§— oo )
d“R 1
Tﬁ”t)—i%ho:m(ooce‘if? (401)
£—0
d*R(§) (({+1)
gz

A (400) egyenlet megoldasat, a Sommerfeld polinom mdédszer szellemében, keressiik a

R() =0 = R(£) x & (402)

R(§) =€ *u(¢) (403)
alakban: IR .
PO —cxe[-Ju+v)]. (404)
d’R !
B =t @ - v © o) (105)
melyet behelyettesitve a (400) egyenletbe az
(= (© + |5 - LE2] e =0 (406)

egyenlethez jutunk. A megolddst polinom alakban keressiik. Ez nyilvanvaléan nem tartal-
mazhat konstans tagot, mert akkor £ — 0 limeszben a (406) egyenlet elsd két tagja zérushoz
tart, a harmadik tag pedig divergdl. Célszerti ezért a megolddst

(@)= ag™ (407)
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alakban felvenni, ahol s-et inicidlis indexnek nevezik (s > 1). A sziikséges derivildsokat

(=) (i+s) et t=3 (i+s—1)c 672, (408)
=0 i=1
Zz-l—s J(i+s—1)¢ T2 (409)
i=0

és behelyettesitést

|:% B g(gg—i- 1 :| chz gz-l-s 1 ZE f + 1 Cz €z+s 2 ieci_1€i+s—2_i£ (f + 1) ci €i+s—2
i=1 =0
(410)

elvégezve a kovetkezd egyenletrendszert nyerjiik:

[s(s—1)—=¢(+1)] 0058_2—1-2{[(2' +8)(i+s—1)—L(l+D]ci—[(i+s—1)—¢clcii1} &2 =0,
i=1
(411)
mely tetsz6leges &-re akkor teljesiil, ha mindegyik hatvinytag egyiitthatéja eltiinik. A legkisebb
kitev6jli hatvinytag egyiitthatéjat vizsgalva (co # 0),

Ms—U—E@+1%ﬂ)=¢s:{£j; , (412)

amibdl nyilvinvaléan csak az s = ¢ 4 1 vélasztds szolgédltat az origéban reguldris megoldast. A
tobbi hatvéanytag egyiitthat6jabdl a
14+l —¢ 140 —¢
Cil = <=~
(+0G+L0+1)—C(+1) " ii+20+1)
(i=1,2,...)

Ci-1 (413)

C; =

rekurzids osszefiiggés adodik. Mivel a ¢;/¢;_1 hdnyados nagy i-re 1/i-hez tart, nagy &-re u (§)
¢S, kovetkezésképpen R (€) o e2¢, ami nyilvanvaléan divergens & — oo esetén. Reguldris
megolddst tehdt csak gy kapunk, ha u (§) véges polinom, azaz létezik olyan iy, = 1,2, ...,
hogy ¢;_..—1 # 0, viszont ¢;_. = 0. Ekkor

N (114)

Vezessiik be az
N = fmax + ¢ (415)

jelolést, amit fékvantumszdmnak neveziink. Nyilvanvaléan,

n=1,23,.. . é(=01...n—1, (416)
na
valamint a sajdtenergia,
h? RZ% 1 kZe?)? 1 kZe* 1
Ep=——s=— 2=—T<——Q———=— <. (418)
— 2mrg 2ma2n 2r2 n? 2a9 n?

44



A hulldmfiiggvény:
1
¢nlm (f) = ;Lné (T/ZTO) e—r/To Yém (197 (70) ) (419)

ahol L,, az in. Laguerre polinomokat jeloli. A fentiekb&l kovetkezik, hogy az L,, polinom az
¢+ 1-ik hatvannyal kezdddik és a legmagasabb hatvanykitev® (ipmax — 1)+ (€ 4+ 1) = ipmax +£ = n.
Ezért a polinom n — ¢ (egymadst kovet$) hatvanytagot tartalmaz, igy zérushelyeinek szama
n —{ — 1. Ezek a hullimfiiggvény csomoéfeliiletei. Fontos tény, hogy a sajdtenergia csak az
n f6kvantumszamtdl fiigg, az ¢ mellékkvantumszdmtol és az m mdgneses kvantumszdmtol nem
(bar ez utébbit nem is vartuk, mivel a radidlis Schrodinger egyenletben az nem is szerepelt).
Az energiaszintek degenerdltsiga konnyen kiszdmithato:

—_

(26—1—1):2@—1—71:712. (420)
l

Il
o

Megjegyezziik, hogy centralis, de nem 1/r alaku potencidlra a sajatenergidk mar ¢-t6l is fiiggnek.

A hidrogénatom alapdllapoti energidja F; = —13.6 €V, a gerjesztett dllapotok energidja E, =
Ei/n* (Ey = Ei/4, F5 = E1/9, stb.). Ez megnyugtatéan magyardzza a (durva) vonalas
szinképet, melyben egymastol elkiiloniil6 sorozatokat figyeltek meg. A legnagyobb frekvencia az
alapdllapot ionizdciés energidjihoz tartozik: —FE; = 13.6 eV. Ettol lefelé egy siir(i vonalsorozat
indul, mely a gerjesztett dllapotok és az alapallapot kozotti dtmenetnek felel meg,

1 1
him = E, — By = —E (1 - ﬁ) — 13.6 (1 - E) eV (n>2). (421)

Ezen sorozat, az tn. Lymann sorozat legalacsonyabb frekvencidja, hre; = 13.6-3/4 eV=10.2
eV. A Balmer sorozat az els6 gerjesztett dllapotra torténd dtmenetekkel értelmezhet6:

1 1 4

A legnagyobb és legkisebb frekvencia ebben a sorozatban: hv,s = 3.4 €V és hvzy = 1.89 eV. A
Paschen sorozatndl a masodik gerjesztett dllapotra "ugrik’ vissza az elektron:

1 1 9

a frekvencia tartomdny, hv,s € [0.66 eV, 1.51 eV).

A hidrogénatom kotott dllapoti hullamfiiggvényei ortonormaltak,

/ A1 g, (1) Yo (1) = GO0 Sy (424)

de nem alkotnak teljes rendszert. A Hamilton operdtornak ugyanis van folytonos spektruma
(E > 0), és a teljességi osszefiiggés ezek figyelembevételével irhaté fel,

> bt (1) i @)+ 3 [ AB b (B Vi (i) =l -1) . (429)
Im

ném

Erdemes megvizsgslni a hidrogénatom elektronjanak megtalaldsi valészintiségét a sajatallapo-
tokban. Ezt a
2 2
Ontm (1) = [thnem (1) = Pry (r) Y7 (9, )| (426)
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figgvény firja le, ahol a P, (r) radidlis hullimfiiggvény fiiggvény ¢ szerint indul az origéban.
Ebbdl kovetkezik, hogy az ¢ = 0 mellékkvantumszému allapotokban (s allapotok) az elektron
nem-zérus valészinfiséggel tartézkodik a mag helyén, s6t, az alapdllapotban (n = 0, £ = 0) itt a
legnagyobb az elektron tartézkoddsi valészintisége. Ez azért nem jelent értelmezési problémat,
mert az elektron tartézkoddsi valszinliségét valdjaban egy adott térfogatelemben értelmes tek-
inteni,

Onem (r) P = (P2, (r) r2dr) (Y™ (9, 9)|° d (cosv) dip) . (427)

A P?,(r)r? = R2,(r) fiiggvény viselkedése az origé kozelében 7272 ami mar tetszéleges (-

re zérust ad r = 0 esetén. A mag kornyezetében felvett infinitezimaélis térfogatelemben a
megtaldlasi valészintiség tehdt zérushoz tart.

Célszeri megkérdezni, hogy az elektron milyen valészintiséggel tartézkodik egy (r, r + dr) gomb-
héjban. A gombharmonikusok norméltsaga miatt:

/d (cos ) / dp Onem (1) T2dr = R2, (r) dr = Wy () dr (428)

ahol W, (r) = R?,(r) mennyiséget radidlis megtaldlasi valdszintiségnek nevezzik. Mint mar
megdllapitottuk, a radidlis hulldmfiiggvény n — ¢ — 1 zérushellyel rendelkezik: ezen sugari
gombfeliileteken az elektron megtaldldsi valdsziniisége zérus, ezért ezeket csomoégomboknek
hivjuk. Nyilvdnval6, hogy az (n, ¢ = n — 1) éllapotok esetében nincsenek csomégombok. Azt a
gombhéjat, ahol az elektron a legnagyobb valdszintiséggel tartézkodik, a Bohr elmélet szerinti
pélyasugarként (r,,) definidlhatjuk. A

AW,y (1) dRy; (1)

— 7 —2R, =0 429
dr e(r) dr (429)
Osszefiiggés alapjan, a maximumok helyét a
dR,
() _ (430)

dr
a feltétel szabja ki (a minimumok a zérushelyek). Konnyti kiszémolni az (n, { = n — 1) dllapotok

péalyasugardt, ugyanis ebben az esetben R, (1) o 7" exp (—nZ—aTO), amibol

a
Tnn—1 = nQEO (431)

kovetkezik.

Ertelmezhetjiik viszont a palyasugarat a radidlis koordinsta kvantummechanikai atlagan keresztiil.
Rekurzios osszefiiggések iigyes haszndlatdval kiszéamolhato, hogy ennek értéke,

b= [ i @) 1o ) = [T R ) = [T W)

= %% (3n® —C(t+1)) . (432)

Specialisan,
1 ap
(M =n|n+ 2] 7 (433)

Lathato tehdt, hogy a kétfajta értelmezés nem ugyanazt az értéket eredményezi a palyasugérra:
a kvantummechanikai atlagérték kisebb, mint a maximalis tartézkoddsi valdszin{iségii gombhé;j
sugara.
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8 Pauli-egyenlet

1

Spin-operdtorok matrixdbrdzoldsa: j = 5

Si € L(C*C? (434)
h
Pauli méatrixok
01 0 —1 1 0
O'm—<10) Uy—(i O) Um—<0 _1) (436)
[O'Z', O'j] = 2i5ijk0-k - [Su S]] = Zh€wk8k (437)
A spin-operatorok hatédsa a spinortéren:
x € C? (438)
1 0
X1—(0>,X2—<1) (439)
X = cixa + eaxa = ( . ) (440)
SHos (1 s
Six1 = ( Sim 5222 > ( 0 ) = ( 5221 ) (441)
SHSEY (0 512
Six2 = ( Sim 5222 > ( 1 ) = ( 5222 ) (442)
J
SHer + SHe
Six = c1Six1 + ¢25ix2 = ( Slcy 4 53262 > (443)

S1S ( ¢
(3 )()
Hullamftiggvények a tenzorszorzat Hilbert-téren

pel’(R)oC =H (445)
—\ "701 (7})
o= (05 (446)
Skalarszorzat

(o) = / Fr (7)o (F) = / Pr iy (7) o1 (7) + / Frin () oo (F) (447)

Operitorok kiterjesztése:
Ae L (L% (R%), L7 (RY)) (448)
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4

A®1le € L (L% (R%), L* (RY)) (449)
(A®1e2) (1hy @ x1 + 12 ® X2) = Aty @ X1 + Athy @ X2 (450)

illetve szokdsos matrixalakban:

<glg>(z2)=(ﬁz2) (451)

valamint
1e2rey ® S € L (L% (R) @ C? L% (R?) ® C?)
St S 1 Sy + 512,
(152(]1{3) ®Sz) "70 = < 5221 5222 ) ( wQ = Sflwl + 51-221#2 . (452)
Kovetkezmény: A @ 1c2 és 1,2(rs) ® S; operatorok felcserélhetdek
A 0N [SH OS2 ([ ASHey + ASE, (453
0 A S2 g2 Py )\ ASHp + ASPhy
SV AP SEAY, [ SHSE Y [ Ay 459
O\ SH A+ SPAY, ) T\ SE S Atpy
SHg2\ (A 0
-(5 ) (0 ) (%) ()
Hamilton operdtor
H = H() & 1((:2 + 152([{@3) & 73 S 5 (456)
ahol a spin giromdgneses faktora:
g=2. (457)
Mitrixalakban: . .
H0+MBB?H MBB?H
H = = — oy (458)
;JJBB o HO + NBB g
Tomor frasméd (a fentiek tudatdban!):
2
_r _ —>1 — —
H—2m+V(r)+uBBh(L+gS) (459)
Pauli-egyenlet
ihop) (7, t) = Hy (77,1) (460)
J
h 8{(#1 (?, t) _
8{1#2 (?, t)
P V(T)+ 8B L +pupB ot B ( v (7, 1) )
= = —— —
pp BT P LV(T)+ 2B L +usBo2 ) \ ¥2(7,1)
(461)
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z irdnyd (homogén) mégneses tér esetén:

(0 (T1) )
Zh( atq/; (7>7t ) B

(£ +V(P)+LBL. + upB 0 (71
z_,UJBB r

=)
[
+
<
Sl
+
S
Sy
h

2

ﬂ@%ﬁiﬂz(%+Vﬁﬁ+ﬁ%u+mﬂ)m01w
]92 UB

ihOnpy (T ,t) = (—m +V(7)+=BL, - ,uBB)

Val6szintiségsiiriiség

p(7,8) =t (T )0 (7,8) = [y (7)) + obe (7, 1))

A spin id6fejlodése

dsS; 1 giB
= — (8, H] = 225, 8] B,
dt ih [S ] 1h? [S SJ] J
- =
= g'uTB&‘ijkBjSk = — (B X ]\45)Z
ds
— —
— =M B
dt s X
ahol
— 1—
Ms = —gup3 S

A palyamomentum idéfejlédése

= — |L;, H = — [ L, — |Li, L] B;
dt Zh[ ] Zh[ V]+Zh2 [ ]] J
= — |:?) X ?,V]Z_ + %&jkBij = |:? X (—?V) + (]\—jL X ﬁ)}z
1L (%) 4, « B
=7 (CVV) + M
ahol . .
M, = %B L
Teljes impulzusmomentum
J=T+58
L (%) 4T B
=T x (YY) + M
— —
M=Mp,+ Mg

(462)

(463)

(464)

(465)

(466)

(467)

(468)

(469)

(470)

(471)

(472)

(473)

(474)
(475)

(476)



9 I1dofiiggd perturbacidészamitas

Hamilton operator id6fiiggd perturbdcioval:

H(t)=Hy+ W (1)

A perturbdlatlan Hamilton operdtor sajatfiiggvényei

HOSDn = &nPn
on (t) = e went Pn

A perturbalt rendszer id6fiigg Schrodinger egyenlete

ihon) (t) = (Ho + W () (1)

Hatarfeltétel
lim ) (t) = ¢

t—0

Kifejtés a Hy sajdtallapotai szerint:

és a hatarfeltétel

A kifejtést behelyettesitve az id6fiiggd Schrodinger egyenletbe

Z (en cn (t) + ihéy, (1)) e ent On = Z (en + W (1)) cp (1) o et on

n n

Y
Z ihén (1) et o, = Z Cn () €T W (1) o
majd kihaszndlva a perturbédlatlan staciondrius sajatfiiggvények ortonorméltsagét

i, () €70 = Wi (8) ¢ (1) €775

illetve '
ihér (t) = Win (1) ¢ (t) €5
ahol
Wkn (t) - <(70k| w (t) |<10n>
és
e — Ek — Enp
kn h

(477)

(478)
(479)

(480)

(481)

(482)

(483)

(484)

(485)

(486)

(487)

(488)

(489)



A differencidlegyenletet kiintegrélva
. t
e (t) = ¢, (0) — 7—2 / Win (T) e (7) €507 dr (490)
—Jo
Megoldés szukcessziv approximéciéval
. t
A () = (0) - % / Wi (1) ¢ (1) €= 7 dr - (r=10,1,2,...) (491)
—Jo

Nulladik kozelités:

A2 (1) = ¢ (0) = 0y = YO (t) = ; (t) = e Toit g (492)

Els6rendi megoldés

-t
C,(cl) (t) = da — % /0 Wi (7)€% 7 dr (493)

Atmeneti valoszintiség k # 1

2

2 2 1 ! Wi T
PO = (el 0)[* = |l )] = / Wi (7) €*:7 dr (494)
Id6ben periodikusan valtozé potencial, pl. elektromos tér
W (7,t)=eE 7 coswt =W (T) (e“t+e7™") (495)
—
E —
W(7) =" 5 : (496)
Wi (t) = Wi (€*F + e7™7) (497)
E E
e e
Wi = (el W lpi) = —= (@nl T i) = 5 () ks (498)
/ Wi (1) €% 7 dr = Wy / (eflomitelr 4 eilowi=elT) gr (499)
0 0
ez’[wm-}—w]t -1 ez’[wki—w]t -1
= Wi | — + — 500
k(z(wki—i-w) z(wki—w)) (500)
— sz <ei[wki+w]t/2 sin [(CU]% + w) t/2] + ei[wki—w]t/QSin [(w]“ — w) t/2]) (501)
(wki+w) /2 (wki—w)/2

2 . . 2

P (1) = Wil piloritwlt/2 51 (@i +w)t/2] 1 gilni—wlt/251M (wri —w)t/2] (502)
h? (Wi +w) /2 (Wi —w) /2

ol



Ha t > 1/w, P

. (1) két éles maximumot mutat wy; = Fw értékeknél:

2 y2 2
i i 2 i — 2
Pz(i?k (1) ~ |W;;| <sm [(wri + w) tg ] sin® [(wy w)t2/ ]) (503)
h [(wri +w) /2] [(wri — w) /2]
A maximumok és a legkozelebbi csiicsok tdvolsdga:
Awy; t
Wi = Fw + Awy; — Wil 3% — AE,t ~ 3nh (504)

azaz o kindulo és végdllapot energiakiilonbségének bizonytalansdga, AEy; = Ey — E; £ hw,

) kozott a Heisenberg-féle hatdrozatlansdagi reldcionak
megfeleld kapcesolat dall fonn.

Mi a helyzet t — oo kozelitésben?

> sin? (at) > sin?y . sin? (at)
/—oo a’t da y—at /_oo y? dy=m- tlggo Ta?t 2 (a) (505)
U
2 ;2 .2
i i 2 i — 2
Pz(i)k () ~ |Wk2| (sm [(wri +w) z;/ ] sin® [(wri — w) tQ/ ]) . (506)
h [(wri +w) /2]t [(wri —w) /2]t
Wi 1 1
— 72 ) 2—7_1[5k—5i+hw] +6 2—h[€k—€i—h(4.7] t (507)
2
= 2 Wil [0 (e — i+ Fw) 4+ 0 (e — & = hw)] ¢ (508)
€x ~ &; + hw — abszorpcid (509)
ek & g; — hw — indukalt emisszi6 (510)
Fermi-féle aranyszabaly
P (1) ~ wi gt (511)
ahol az id6egységre juté dtmeneti valosziniiség
2
Wi = 7 [Wial® (3 (e — &0+ Fw) 4+ 6 (e — & = w)) (512)

A t = 0 idépillanatban bekapcsolt konstans perturbécié esetén, W (7,t) = W (7) O (t), a
fenti levezetés leegyszertisodik:

- '/t eiwkiT 0 Wk'eiwkit —1 _ Wk-eiwkit/2 sin [(wkz) t/2] (513)
ki 0 7 iwkz‘ 7 Wk:z/2

I
|VV]€Z|2 sin2 [w;ﬂt/2]
P () =~ ;
[wri/2]

(514)
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4
2
Wik = % |sz|2 ) (Ek — Ei) (515)

azaz elsérendben csak azonos energidji allapotok kozott torténik dtmenet.

Annak valdszintiségét, hogy a rendszer az i-ik dllapotbdl valamely mésik allapotba jut, a végal-
lapotokra val6 6szegzéssel kapjuk meg:

PV ()= P (1)~ wit, (516)
k (i)

ahol w; az i-ik dllapot teljes dtmeneti rétaja:

wi = Y Wik (517)
k (#0)

Stri (folytonos) spektrum, pl. szérasi dllapotok vagy szildrdtestek sdvjai esetén az i-ik allapot
teljes atmeneti rétéja:

w; = Z Wik = / Z 0 (E — Sk) Wik de (518)
k (#0) k(i)

Azzal a kozelitéssel élve, hogy w; ., helyettesithett az e energidju dllapotokon vett dtlaggal:

T v (er)|* (0 (er — i + hw) + 6 (e — & — hw))
(Wimk) = wi (ex) = ) (519)
2%|WZ| O (ex — i)

w; = /wi () Z d(e—ep) de = /wi (e) D (e) de (520)
)

k (i
ahol bevezettiik a folytonos spektrum dllapotstiriiségét:
D)= d(c—e) (521)
k
Osszefoglalva:

25 (IW; (&5 = hw) " D (g5 = hw) + [W; (&5 + hw) " D (e + hw))
W= (522)
2 Wil* D (&)

Dipdlatmenetek kivdlasztasi szabdlyai H-atomra

x =rsindcosp = g sind (€' + e~'%) (523)

y=rsindsing = %Sinﬂ (ei“" - e_i“") (524)
i

z =rcost (525)
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1 .
Onom == —Lpe (21 /10) e~/ A} Py, (cos ) e™? (526)
r

ahol Ly, () az asszocidlt Laguerre-polinomokat, Py, (z) = sin™! (1)) Pgm|(cos V) pedig az ass-
zocialt Legendre fiiggvényeket jeloli.

(0| s Infm) o / e (20 /o) Lus (2/79) v (527)
0
a fenti integralok zérustdl kiillonbozéek — a fékvantumszamra nincs kivalasztdsi szabély

2
; ' ) / 1
(| ) o [ [ 02 D] = (8 4 Bt) > =
0
(528)

2w
. , . , 1
(n''m'|y Infm) o / [el(m_m e _ gilm=m _1)"’} do = o (bmmr—1 + Ommr1) = m =mE 1
0

(529)
2w ) , 1
(n't'm’| z |nfm) o / el m=me iy = 2—(5m_m/ —m =m (530)
0 ™
Ezek a magneses kvantumszdmra vonatkozoé kivdlasztasi szabdlyok.
Vizsgédljuk meg z irdnyu elektromos tér esetén a 1 valtozé szerinti integrélt:
1
(n't'm’| z |nfm) o / Py (c080) Py, (cos ) cos 9 d (cos ) (531)
-1
1
= / Py () Poy () zd: (532)
-1
Fennill a kovetkez6 rekurzids osszefiiggés:
{—m+1 C+m
Pm = "5, 14 m —F_ m
PPin () = S Pt () + 5 P (0) (533)
ezért m' = m miatt az .
/ P[/m (:L‘) Pé:l:l,m ([L‘) dr « 54/’g+1 (534)
-1

integralok fordulnak eld, igy leolvashaté az ¢/ = ¢ + 1 kivédlasztési szabdly. Ugyanez éll fenn az
x és y matrixelemeire is.
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10 Azonos részecskékbodl allé rendszerek

10.1 Azonos részecskék rendszerének hullamfiiggvénye

Egyrészecske hullamfiiggvény spin-koordindta reprezentdciéban

Py € L3 (R3) ® C*H = VYrms (71) Xsmg = (71,m7) =1 (1)

N azonos részecske hulldmfiiggvénye:

wNGHN:L}'h@Hl@...Hl@HL=>¢N(1,2,...,N)

N —szeres tenzorszorzat tér

Két részecske feleserélése:

PO UN ooty ) =8 (o fseeeris.)

P(i,j) =1
P(i,j) = kip = k = +1

Azonossdg elve

A megtaléldsi valoszinfiség invaridns két azonos részecske felcserélésére:

(Unlon) = (P (i, §) o |P (i, 7) ¥n)

ill. barmely mérési eredmény is az:

(UnlAlpn) = (P (i, J) x| AP (i, ) w)

(535)

(536)

(537)

(538)
(539)

(540)

(541)

ahol A tetsztleges hermitikus tobbrészecske operdtor. Legyen A = |¢) (4] , ahol ¢ € Hy. Ekkor

(Vn[0) (Dlion) = (P (i,5) ¥ |d) (PIP (i) ¥n)

amit frhatunk igy is:
(@lYw) (Wnl@) = (OI1P (1, 5) ¥n) (P (i, §) dn ) -

Annak, hogy a fenti egyenldség teszbleges ¢-re teljesiiljon, elégséges feltétel:

[Yn) (| = [P (i, ) ¥n) (P (i, ) ¥w |

amibdl kovetkezik, hogy
(P (i, ) onlYn)
(Ynlyn)

azaz 1y sajatfiiggvénye a P (i, j) felcserélési operatornak:

P (i, j) [¥n) = k)

lthw) = P (i,j) [¢¥n)
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(542)

(543)

(544)

(545)

(546)



ahol k = (Yn|n) / (P (i,7) ¥n|tn). El6bb bizonyitottuk, hogy k lehetséges értékei +1.

Osztélyozas:
VN bozonok (s =0,1,...)

—n  fermionok (5 = %7 %, .. )

Hamilton operédtor és Schrodinger egyenlet

iy = Hy ty (548)

thOyP (i, j) vn = P (1, j) Hvon = P (i, ) Hy P (i, j) P (1, j) ¥~ (549)

Ugyanakkor a ¢, = P (i,7) ¥y = £¢n hullamfiiggvény is megolddsa a Schrodinger egyenlet-
nek:

ihOn)y = Hy W = ihO,P (i,)¢Yn = HyP (i,) YN (550)
Y

[Hy — P (i,5) HyP (i, 7)) ¢Yn =0 (551)
Y

Hy =P (i,j) HvP (i,j) < [P(i,j), Hn] =0 (552)

Mit jelent a P (i,j) Hy P (i, j) operator?

I
Hy (i,7) = Hn (j,49) (555)

tehdt az azonos részecskék Hamilton operdtora szikségszerdien invaridns két részecske felc-
serélésére.

Kovetkezmény: a hullamfiiggvény permutédcids szimmetridja mozgasallando:

(P (i) o) = o (] [P (6. 5)  Hl o) = 0 (556)

Pauli elv: Az elektronok fermionok, azaz egy tobbelektronos hullamfiiggvény antiszimmetrikus
a részecskék felcserélésére nézve.

Antiszimmetrikus hulldimfiiggvény konstrukcidja: ¢,, pp € Hi = £? (R3) ® C?

Tenzorszorzat hullamfiiggvények:

a (1) @ @a (2), 06 (1) @ @5 (2) 00 (1) @ 01 (2) 00 (1) © a (2) (557)
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egyszeriisitett frasmoddal:

Pa (1) 0a (2), 05 (1) 01 (2) , a (1) 01 (2) ;06 (1) a (2) (558)

Altaldnos hullamfiiggvény:

P (1,2) = Caatpa (1) a (2) + con o (1) 00 (2) + av pa (1) 0 (2) + a6 (1) 0a (2)  (559)

Két részecske feleserélése:

Y (2,1) = Caa Pa (2) Pa (1) + con 01 (2) 0 (1) + ap Pa (2) 6 (1) + coa 5 (2) @a (1) (560)
= Caa Pa (1) ©a (2) + cop 05 (1) 5 (2) + cab 5 (1) a (2) + ba pa (1) w5 (2) (561)

ugyanakkor
P (2,1) = =9 (1,2) = —caa a (1) a (2) — con s (1) 05 (2) = ab Pa (1) @6 (2) — cva 05 (1) pa (2)
(562)
I
Caa = —Caq = 0 (563)
Cpp = —Cpp = 0 (564)
Cab = —Cpq (565)
azaz
V2
¥ (1,2) = 5 (0a (1) 90 (2) = 21 (1) 0 (2)) (566)
ahol 9 (1,2)-t 1-re norméltuk. Ezt formalisan frhatjuk az aldbbi determinéns alakban:
\/5‘ wa (1) @u(1) ‘
1,2)=—|"" 567
YT ) @) o7

Altaldnositds: @i, @iy, - .., iy € H1 ortonormélt fiiggvények
1
Ve e (L N =—= > (=D)"P(L,....N) ¢, (1)...0i (N) (568)
PiqsPig s Pi ) ’ ’ ’ 1 N
¥ VNI,

ahol P(1,...,N) az (1,..., N) természetes szamok tetszleges permutdcija, melyben a felc-
serélések szama P.

Slater determindns:

ei (1) i, (1) iy (1)
\IIA 1..., N) _ L iy (2) Piy (2) Pin (2) (569)

@i (N) i (N) iy (N)
Pauli-féle kizardsi elv: Az N egyrészecske hullamfiigvény tenzorszorzat terén konstrudlt N-

részecske fermion hullamfiiggvényben mindegyik egyrészecske hullamfiiggvény csak egyszer for-
dul el§ (két fermion nem lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban).
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Altalanos hullamfiiggveny: {p, € Hi, n € N} TONR

P N)= Y Cliviy...in) ¥, (L. N) (570)
11,12, ...,iN EN

(i #ix)

Bozonrendszer hullamfiigguénye

Nyilvéanval6, hogy az aldbbi kétrészecske hullamfiiggvények szimmetrikusak a két részecske felc-
serélésére:
V2
pa (1) wa(2), u (1) pe(2) & = (0a (1) 05 (2) + 90 (1) 9a (2) (571)
Kovetkezésképpen a bozonokra nem vonatkozik a Pauli kizarasi elv, azaz az Osszes részecske
lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban (1. Bose kondenzacié a statisztikus fizikdban).

Altalanos konstrukcio: {¢, € Hy = £2 (R?) @ C**1} TONR (s=0,1,2,...)

N 'N
\Iji,iQ,..‘,iN (17 tee 7N) - e 2 Z Pl ) Piq (1) < Pin (N) (572)
N)

ahol az azonos egyrészecske dllapotok kozotti permutdcidkat nem vessziik figyelembe, hiszen
azzal nem kapunk 1j N-részecske hullamfiiggvényt. Az Ny, N ... szdmok éppen azt adjak meg,
hogy az azonos egyrészecske dllapotok hényszor fordulnak el6 a tenszorszorzatban. Az éltaldanos
N-bozon dllapot a szimmetrizélt hullamfiiggvények linedr-kombinacidja:

P N)= Y Cliniy.oin) ¥4, (L. N) (573)

11,12, ...,iN EN

Betoltési szam reprezentdicio

N szidmui azonos részecske, az egyrészecske hullamfiiggvények egy teljes rendszerének ten-
zorszorzat terén (Fock-tér) a hullamfiiggvények antiszimmetrizalt, illetve szimmetrizalt bazisét
egyértelm{ien megadhatjuk dgy, hogy megmondjuk, hany részecske taldlhaté valamely egyrészecske
allapotban:

U, i (0 F k)

= |n1,n2,...,ni,...> (574)
S
\:[1'51722 N
ahol a betoltési szamok:
Fermionok iy, =MNiy = ... =N, =1 egyébként n; =0
(575)

Bozonok ni= 1_1 n0i €No

és természetesen teljesiil, hogy a részecskék szama N :

> ni=N. (576)

ieN
Amennyiben az egyrészecske hullamfiiggvények az egyrészecske Hamilton operdtor sajatfiig-

gvényei:
Hipi=c¢ipi (577)
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akkor |ni,mo,...,n;...) a

Hy(1,...,N)=H (1) + H, (2) ...+ Hy (N)

fiiggetlen N-részecske Hamilton-operator sajatfiiggvénye,
EN = Z EiNy;
ieN

sajatértékkel. Ez nyilvanvaléan kovetkezik abbol, hogy

(578)

(579)

(Hy (1) + Hy(2) ...+ Hi(N)) [0, (1) @ .. @ @i (N)] = Hy (1) i, (1) @ ... @ @iy (N)

]
+ i, (1) @ Hy (1) i, (1) @ ... @iy (N) + oo+ 03 (D) @ ... @ Hy (1) @iy, (N)

= (e t i + ...+ &iy) [0i, (1) ® ... ® iy (V)]

10.2 Két kolcsonhatd elektron: Héliumatom

Hamilton operator
H(1,2) = Hy(1,2) + V (1,2)

Hy(1,2) = H, (1) + Hy, (2)

) h? 2ke? ‘
Hi (i) = —g A - (1=1,2)
ke?
|71 — 7o

Egyelektron hullamfiiggvények
H,y (Z) Onemms (Z) = EnPnlmms, (Z)

en=—A—— L — — __Ryd

10.2.1 Alapallapot

1s allapotokbdl képzett Slater determindns
Pa = ¢1,0,0,% = <Z5100X% = <Z515X%
P = P100,-1 = Pro0X 1 = P1sX 1

4
V2

Vs (1,2) = b1 (T1) 015 (T72) - [X%X_% —X_1X}

(580)
(581)

(582)

(583)

(584)

(585)

(586)
(587)

(588)

ahol, megegyezés szerint, az '1’ illetve ‘2" elektron spinorja a tenszorszorzaban rendre az elsd
illetve mésodik helyen szerepel. Nem jeloljiik kiilon a spinorok komponenseit sem, hiszen a

szokdsos abrazolasban ezt egyértelmiien rogziti a spinor indexe:

(1)e()
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X

N[
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Mi a hullamfiiggvény spin-fiiggt részének a jelentése?

Ossz-spinoperétor:

- = —
S =514+ 5
[Si1,Sj2] =0
[Si, SJ] = z'heiijk

S =824 82425,y =52+ 52425150+ Sy So +Si_ Soy

1 1
iX-1

X_1 = (S

3 3 1 1 1
222 171 2
=h <4+4+22( 2)))(1)(_;—#%\/ \/ +4X__X1

= (g + o)
ugyanigy
S5 g = 1 (Xopxs ey
tehat
57 [x%x_% — x_%x%} =0

(590)
(591)
(592)

(593)

(594)

(595)
(596)
(597)

(598)

(599)

Kovetkezmény: xé?% = @ [X% X_3 = X4 ;] az S? és S, operdtorok kozos sajatfiiggvénye

2772

egyarant zérus sajatértékkel — S =0, Mg =0 szinglet két-spin dllapot

A héliumatom ezen kozelité alapallapotat paradllapotnak nevezziik (Parahélium)

Yap (1,2) = b1y (T1) 15 (T2) X

Hy (1,2) wus)? (1,2) = E(1s)2 w(ls)2 (1,2)
E(15)2 — —8 Ryd

Mi az alapéllapoti energia a perturbaciészamités elsé rendjében?

AEY (1s)2 — <T/J(1s 2 (1, 2)‘ V(1,2) ‘,Ivb(ls)Q (1 2)>

— —
<X(()23|X00 k:e /9% 1) 9, (T2) d15 (T71) 15 (772) Pridirs

\—,_/
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(602)

(603)

(604)
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Ez az energiakorrekei6 a o1, (77) = @5, (77) ¢15 (77) toltéseloszlds klasszikus elektrosztatikus
energidja. A szdmitds eredménye:

5 Zm (ke?)?
tehat a He atom alapallapoti energidja elsé rendben:
n n
E(IS)2 = B2 + AE(IS)2 = —3.5Ryd (607)

ami nem is olyan rossz kozelités a kisérleti —5.807 Ryd értékhez képest.

10.2.2 Gerjesztett allapotok

Az 1s és 2s allapotokbdl képezhett Slater determindnsok:

oo (1,2) = ? (610 (71) 625 (72) Xy X_g = b2 (T1) 010 (T2)x_3x|  (608)
Vo (1,2) = g (61 (71) 62 (72) X_gog = 02 (T1) 010 (T2) gy (609)
B (12) = 2 [0, (71) 6 (72) = 6 (7)1 (P a0y (610)
Prs_as (1,2) = g (D16 (771) d2s (772) = s (71) G1s (T2)] X_g X3 (611)

Célszerli az els6 két hullamfiiggvény kovetkezd linedrkombindciéit képezni

L2 = 2 (0l (12— 02, 4 (12) (612)
= Q (¢15 (?1)

5 25 (T72) + 25 (T1) 15 (772))

X_1— X_%X%) (613)

(12 = 2 (0l (12 + 08,5, (1,2) (614

L s (P e (7o) b (P 0 (72D 2 (g 41 ) (615)

Ekkor ugyanis konnyen belathaté, hogy a két-elektron hullamfiiggvények spin-fiigg komponen-
sei minden esetben az S? és S, operdtorok kozos ortonormdlt sajétfiiggvényei

2) B _ szinglet allapot
X$=0,Ms=0 = 72 (X%X—% X—%X%) (aszimetrikus)
2
X.(S'il,Ms:O = 3? (X%X_% + X_%X%) (616)
(2) _ triplet allapotok
Xs=1,Ms=1 = X1 X1 (szimetrikus)
2
Xgil,Mle = X—%X—%
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és bevezetve az ugyancsak ortonormdlt szimmetrikus és antiszimmetrikus térfiiggd kompo-
nenseket,

o (P2 72) = 2 (010 (71) s (F) + 60 (7)1 (72) ©17)
Prens (771, 772) = g (615 (771) d2s (772) — as (771) b1 (772)) (618)

Y

a két-elektron hullamfiiggvények a kovetkez$ alakra egyszeriisddnek (most mér elhagyva a
jelolést)

a2 (1,2) = 6,5, (71, 72) X6 (619)
U0 (1,2) = 1y a (70, T2) X1 (620)
W20 (1,2) = 61, (70, T2) i (621)
Uity a0 (1,2) = 615 (71, 72) X1 (622)
Ezen dllapotok a Hy (1,2) perturbédlatlan Hamilton operdtor degeneralt sajatfiiggvényei,
Hy (1,2) ¢, 0, (1,2) = Brasthiy s, (1,2) (623)
Frs s = —4 (1 + i) Ryd = — 5Ryd (624)

Az elektronok kozotti Coulomb kolesonhatds operdtora spin-fiiggetlen, ezért - figyelembevéve,
hogy a spin-fiiggvények ortonormadltak - a perturbédcié operdtora diagondlis, igy az elsérendii
energiakorrekciék

A, = (Y1, s, (L, >| 2) |11, 5, (1,2)) (625)
— [ 6t (T )* = f b (P T s (620)
valamint ¢ = 2, 3,4
AB{, = (P, 00 (1,2)| V (1,2) [, 5, (1,2)) (627)
~ [ Fu TS b (P T s (@29)

A triplet allapotok tovdbbra is degenerdltak maradnak, de a szinglet és triplet allapotok en-
ergidja kiilonbozni fog. Vizsgdljuk meg az energiakorrekciok jelentését:

2
/ GFs oy (T2, 72) %qﬁi_% (71, 72) dPridPry = (629)
1— 72
1 — \* — % ke? — — 3 3
=3 D15 (771) P25 (772) m¢1s(7“1)¢23(7“2)d7“1d7“2 (630)
1 — \* — \* ke? — — 3 13
+§ B2s (T71)" 15 (772) m@s(rﬂcﬁuﬁv) d’rid’ry
L=

¢25 (7}1) ¢1s (7}2) d37"1d37"2
r1— 7"2|

+ - /¢23 (71)" 15 (T2)" |—>7—>

T — T 9|

¢1s (?1) ¢25 (?2) d37’1d37”2



Az elsd két tag a kordbban latott klasszikus kolcsonhatdsi energidt adja

— —
Clona = ke? / 016 (711) 026 (T"2) s, g3, (631)

|71 — T

a masodik két tagnak viszont nincs klasszikus megfelelje. Mivel azonos argumentummal két
kiilonbo6z6 hullamfiiggvény szerepel benne, ezt kicserélddési integrdlnak nevezziik

Ky oe = keQ/ P1s ( r 1)* Pas ( r 2)* P2s ( T 1) D15 ( r 2) d37’1d3r2 cR (632)

71— 7]
és a szinglet-triplet energiafelhasaddst pont ez a tag adja:

AB{DFE = Cpyg + Kisas (633)
AER P = Cygy — Koo, (634)

A héliumatom gerjesztett allapotainak vizsgalatakor persze azt is figyelembe kell venni, hogy
az 1s és 2p allapotokbdl képzett Slater determindnsok is a perturbédlatlan Hamilton opers-
tor —5Ryd energidhoz tartozé sajatalterében vannak. Ezen &llapotok azonban az L = 1
Osszpdlyaimpulzussal rendelkeznek, igy nem keverednek a fent tdrgyalt L = 0 6sszpdlyaim-
pulzust allapotokkal:

ABT = Oy g+ Kisoy (635)
AB P = Oy gy — Ky (636)

Az 1s-(2s,2p) dllapotok tenzorszorzat altere tehdt ebben a kozelitésben négy nivéra hasad fel.

Megjegyzés: spin-model kapcsolat

E(S = 0)

E(S=1)=C-K (637)

I
E(S)=C—(S(S+1)— 1)K (638)

U

2
Hspin (§>1, ?2) = C + K - % (?1 + ?2) K = C - %K - % ?1?2 (639)
—Hy—JS15 (640)
2K

63



