1 Relativisztikus kvantummechanika

1.1 Négyesvektorok és Lorentz transzformacié
A négydimenziés térido-vektorok

x = al'e, (1)
(1=0,1,2,3)

pszeudo-euklidészi teret alkotnak (Minkowski-tér), ahol a vektorok kontravaridns komponensei

T = (xo,xl,x2,x3) =(ct, 7). (2)

A bazisvektorok skaléris szorzata:
€, € = gu (3)

ahol g = {g,,,} a metrikus tenzor (fundamentdlis matrix):

&= 1 : (4)
-1

A Minkowski-vektorok skaldris szorzata (Minkowski-szorzat) kifejezhet6 a kontravaridns vek-
torkomponensekkel:

x-y=a2"y"e,-e, =1"g,y" =xgy. (5)

Egy térido-vektor normadja:
x-x=c"t— 77 (6)

ami lehet pozitiv (id6szerti vektor), negativ (térszerii vektor) vagy zérus (fényszerii vektor).

A Minkowski-tér dudlis terét az w linedris formak alkotjdk:
w (x) = w (z''e,) = 2''w (e,) = 2Mw), . (7)

A skalaris szorzat lehetdséget ad arra, hogy az w, komponensek dltal meghatdrozott linedris
format azonositsuk a Minkowski-tér vektoraival:

w = we,, (8)
ahol
Wy = G ", 9)
hiszen ekkor
w(x)=a"guw’ =X - w=w- -X. (10)

Az x térid6-vektor kovaridns vektorkomponenseinek nevezziik a hozzarendelt dudlis leképezés
komponenseit:
Ty = Gu T (11)

azaz
z, = (ct,=7) . (12)
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Vezessiik be a metrikus tenzor inverzét:

g ={g"} (13)
gwgm = 5‘;\ (14)
99" = 5;\ (15)

ahol N \

1 ha =
wo_ e %
5A_5“_{Oha LN (16)
Ekkor

o = §haY = gt = gM ey (17)

A Minkowski-tér esetében nyilvanvaléan fenndll, hogy:
guV = g;w . (18)

A
ds® = Pdt* — (d7)? = datdz,, . (19)

Minkowski-tavolsdg kiilonbozé inerciarendszerekben invaridns. (Homogén) Lorentz transzfor-
méicionak nevezziik a Minkowski-tér mértéktartd, valés értéki, linedris transzformacioit:

e, =e, N (20)
x = 1'e, = at'e, ', = 2"e, = 2" = A" 2" (21)
vagy
N={A'} =2 =Nz (22)
I

ay, = 2" gy = A 29 ALyt = 2V A g ANyt = 2ty (23)

amibdl
Gur Ny Ay = gun (24)

kovetkezik. A A métrix transzforméltjaval:

(A7), = A (25)
a fenti azonossdg dtirhato:
(AT, 9ur A% = gua (26)
azaz
Ngh=g. (27)

Fennadllnak a kovetkezé tulajdonsagok:

1) A, = 0%, megoldds: §9:505, = G

2) det ATgA = (det A)* det g = det g = det A = +1

3) Ha A megoldds, akkor A~! is megoldds: g = (/\T)_1 gh™ ' = (A gh?

4) Ha A; és Ay megoldds, akkor AyA; is megoldds: (AA)" g Ay = NIATgA Ay = ALgA, = g,
melyekbdl kovetkezik, hogy a Lorentz transzformécick csoportot alkotnak (Lorentz csoport).



Infinitezim4dlis Lorentz transzformacio:

AN=l+w= (I+uw")g(l+w)=g = w'g=—gw

elsérendben
T — w7 — T __ ’ T
(w )I'L g’TV - w“g’rl/ - qu—wu — wl/,u es gl«”—wy — wy,]j
Wy = —Wyy
Hogyan transzformdlédnak a kovaridns vektorkomponensek?
e o _ v T _ v TO _ A
Tu = G T = g7 2" = g9 s —Auxa

ahol B
A, = guwh7g™

vagy _
AN=ghg™ .

Fennill a kovetkez6 reldcio:
(N),T A = AT, gD, 67 = gupg”™ = 6,
——
=Yup

vagy
e T

NAN=Nghg'=gg' =1 = A= (A")

Négyes-derivalt:

0, kovaridns vektor:

9, =Qr0, — da" = Q0N = QTAY = QT ()
T

— QN =1=Q=(N") =A

1.2 Relativisztikus kinematika

Négyes-sebesség:

dzt 1
wo__ _ —
W= = = (e 7)
02
ahol
= d7r (t)
o dt

(40)
(41)



amib6l kovetkezik, hogy a négyes-sebesség normdja Lorentz-invaridns:

'’ g, = u'u, = ¢

E
e = (£.5)

ahol m a részecske nyugalmi tomege és

Energia-impulzus négyesvektor:

ch

E =

02

c2
a részecske energidja. Nyilvan a p* norméja is Lorentz-invaridns:
v _ 22
T U N

ami expliciten kiirva az in. energia-impulzus osszefiiggés:

B2 — %p? = (mc2)2
1.3 Elektrodinamika

Négyes-potencial

Térer6sség tenzor

Fr = grAY — gr A

F?==F9=—¢;By
c
Négyes dramstirtiség
. —
J* = (cp, J )
Kontinuitasi egyenlet
Ot =
8p ——
it =0
ot +\VJ
Maxwell egyenletek
8MF " = poj”

Exrd P = 0

ahol €57, a négy-dimenzids teljesen szimmetrikus tenzor €p123 = 1 normadlassal.

Négyes kinetikus impulzus

E_
K“=p“—qA“=< W??—qz)
C
E—qo —
K,U:pl/«_qu/«:< B »_?"‘QA



J
2
KHKM — @ _ <—> _>)2 — m2c? (59)

azaz

2
E = \/m204 + ¢2 (7 — qZ’) +q9. (60)

A relativisztikus kvantummechanika feladata az, hogy a (59) osszefiiggésnek megfelel$, Lorentz-
invaridans allapotegyenletet vezessen be gy, hogy a hullamfiiggvényre és operdtorokra kir6tt

kvantummechanikai axiémédk (pl. valdsziniiségi értelmezés, felcserélési relacidk) érvényben
maradjanak.



1.4 A Klein-Gordon egyenlet

A nem-relativisztikus kvantumelméletben a koordindta és a kanonikus impulzus operidtorok
felcserélési reldcidja: o B B
[p',27] = =i =ihg”  (i,j =1,2,3) (61)

amit kiterjesztiink a négyesvektorokra,
[p*, x"] = ihg"" . (62)

A p* négyes-impulzus operiatorok kontravaridans vektorként transzformalédnak, ami biztositja
a felcserélési relaciok invariancidjdt a Lorentz transzformdciora nézve:

CcH = [p*, 2"] — C = ihg™* (63)
[p*, 2] = NN [T, 2] = A [p 2] (A7) ) (64)
Y
C' = ACAT = ining AT = ing1ghg AT = ihg 'AAT = ihg ™! (65)

Koordindta reprezentdcidban ezért a négyesimpulzus operatort a kovetkezéképpen definidljuk,

P = (p(’g?) . (66)

ahol -
0 - o_ "
t| =ih =——. 67
e e (67)
Ez megfelel a nem-relativisztikus kvantummechanika
0

E =ih— 68
ihos (68)

megfeleltetésének (Schrodinger egyenlet), hiszen p® = % Osszefoglalva tehat:

p_ (RO PN _in (L9 ) Z ipor

P (c pr iV ih s \% iho (69)
thd h= .

P = (?57 —;V> = ih0, (70)

A kinetikus impulzus operatora

. - (71)

K, =p,—qA, =1ih0, —qA, = <Zh8t—_q¢7— (Ee—qZ)) (72)

K" = p' — gA* = iho* — gA* = <M’E€_qz>

c ]

amit formélisan behelyettesitve a Lorentz-invaridns (59) egyenletbe és hattatva a hulldmfiig-
gvényre, a Klein-Gordon egyenletet nyerjiik:

. 2 2
(=) ()
C 1

6

) (7T, t) =mip (7, 1) . (73)




Az A (7,t) =0, ¢(7,t) = 0 esetben (szabad részecske) a fenti egyenlet a
O+ k2] 4 (F,1) = 0 (74)

mc

alakra redukalddik, ahol » = %€ a Compton hullimszdm és [ = C%@f —A.

[dotél fiiggetlen vektor- és skaldrpotencidlra a hullamfiiggvényt a szokott
(T 1) =9 (T) et (75)

alakban keresve kapjuk a staciondrius Klein-Gordon egyenletet:

h > (B —q9)?

[<;€—q2) —%er?c? b(F)=0 . (76)

Szabad részecskére a B
[—hQA -5+ m202:| Y (7T)=0 (77)

egyenlet megoldésa a _

W (T)=AerPT (78)

sikhulldam, és a (60) egyenletnek megfeleléen
AP +mit —E*=0 (79)

adédik. Ebbdl kovetkezik, hogy a szabad részecske energidja

E = +v/m?ct + 2p? (80)
tehdt E > mc? vagy E < —mc?. A negativ energids megolddsok megjelenése ijdonsdg’ a
klasszikus relativisztikus mechanikdhoz képest. Beldthatd, hogy a pozitiv és negativ energids
megolddsok egyiitt alkotnak teljes rendszert az dllapotok Hilbert terén.

A stacondrius Klein-Gordon egyenlet a H-atomra (Z (7)=0, ¢(7) =—Ze?/ r) megoldhaté

és a pozitiv energia sajdtértékeket 1/c¢? szerint sorfejtve kapjuk, hogy

m(Ze?)®  m(Ze?)" (3 4_”)+... ,

Ene ~mc* — (81)

2h2n? At \ 2 20+ 1

ahol n és ¢ a nem-relativisztikus téargyaldsban megismert f6- és mellékkvantumszémok. Lathato,
hogy a H-atom energiaszintjeinek durvaszerkezetét (Balmer-tag) jol kaptuk vissza, a finomsz-
erkezetre viszont a Klein-Gordon egyenlet a kisérleteknek ellentmondé predikciot ad.

Még komolyabb probléméba iitkoziink, ha a hullimfiiggvény valészintiségi értelmezésén alapulé
koontinuitési egyenletet probéljuk levezetni. A (74) egyenletet konjugélva,

[O+r* (T, 8)" =0 , (82)

majd 1 (7, t)-vel balrél beszorozva, ugyanakkor a (74) egyenletet ¢ (7, t)"-vel balrél beszorozva
és az gy nyert két egyenletet egymasbol kivonva nyerjiik, hogy

(7, ) O (7,8 = (7, ) Ty (7, t) =0 (83)



amit tovabb dtalakithatunk a
1
= (WO = afy) — (A" — o Ay)
1 — — —
— <0 (0" — o) — ¥ (wvw* _ zp*vw) —0 (84)
ih

formaban. Az egyenletet 5 --mel beszorozva, majd a megtaldldsi valészintiségstirtiséget

p(?”,t) = 2m02 (w (7” 7t)8t’¢(7”7t) _w(r7t)8tw (T’,t))
* [—> Zhat —
—Re (07 (70 2 (7)) (55)
és az dramsfiriiséget
- — . i K= NS = _ — * [—>
77 =50 (6 (P Vo (7. = o (F,6) Vo (7.))
—
—re (4 (7.0 Lo (70) (56)
maédon definidlva, valéban adédik, hogy
Op (T ) +V j (T.t)=0 . (87)

Mig az dramsfir(iség definiciéja megegyezik a Schrodinger egyenlet alapjdn nyert kifejezéssel,
a valészinfiségsiirtiségé kiilonbozik attél. A problémét az jelenti, hogy p (7°,t) nem pozitiv
definit. Ugyanis az idében mdsodrendfi Klein-Gordon egyenletben a ;1) (7, t)-re, aminek
nincs fizikai jelentése, 1 (77, t)-t6l fiiggetlen kezdeti feltétel réhaté ki. A szabad részecske
valoszinuiségstirtisége:

E

- —_—
)_mc2

p (7t v (707 (88)

ami negativ energids megoldédsokra, ' = —/m?2c* 4+ p?c?, negativ valészinliségsiiriiséghez vezet.

Ezenkiviil a hullamfiiggvény skaldr volta miatt nincsen lehet&ség spin értelmezésére sem, igy a
Klein-Gordon egyenlet - amint azt a kvantumtérelmélet megmutatta - a nulla spini részecskék
(pl. m-mezonok) téregyenlete.

1.5 A Dirac egyenlet

hogy benne az id6éderivélt négyzete szerepelt. Ezért Paul Dirac (1928) nyomén a hulldm-
filggvény mozgasegyenletében p,, linedris formdjdt engedjitk meg (az elektromdgneses térrel
kolesonhatoé részecske mozgdsegyenletét késdbb tdrgyaljuk)

(V'pu—me)p=0 , (89)

ahol a 7 operdtorok felcserélheték a p, operdtorokkal. Ezt gy interpretdlhatjuk, hogy a 1
hulldimfiiggvény a négyzetesen integralhato fiiggvények Hilbert-terének (ahol a p, operatorok
hatnak) és egy 1j szabadsdgi fokokat reprezentdlé Hilbert-tér (ahol a v* operdtorok hatnak)
tenzorszorzatanak eleme.



Hattassuk a +"p, + mc operdtort a fenti egyenletre:

(7' pu 4+ me) (V'pu — me) ¥ = (Vo —mPc?) =0 (90)

A p,, operatorok felcserélhetdségét is figyelembe véve:

1
VA PPy = 3 (VY pupy + VY DuD) (91)
1 12 v
=5 (" ) pups - (92)

Szeretnénk ugyanakkor, ha érvényben maradna a relativisztikus energia-impulzus Osszefiiggés.
Ehhez megkoveteljiik, hogy a fenti kifejezés pp,-vel legyen egyenld, azaz teljesiilnie kell a
kovetkezé antikommutdcios reldcicknak:

A+ = {4 = 29" . (93)

Ebbdl egytittal az is kovetkezik, hogy
(") =1 & (3)=-1 (i=123) (94)

A fenti cserereldciokat teljesitt operdtorok tn. Clifford algebrdt alkotnak.

Dirac egyenlete szabad részecskére:

("0 =) =0, (95)

ahol (mint a Klein-Gordon egyenletben) s = %¢ a Compton hulldimszam.

1.6 A Dirac matrixok
1.6.1 A ~" matrixok dimenziéja
Allitas: A v* operatorok véges, n dimenziés dbrazoldsaira fennsll, hogy n paros.
Bizonyitds:
(i) Beldthat6, hogy bdrmely +* operdtor nyoma zérus. Ugyanis:
Trvy° = —Try" (’yi)Q = —Try'y% = Tr (’yi)Q A =—Try°, (96)
Tr"yi _ Tr"yi (70)2 _ Tr”yo"yi"yo = _Tr (70)271 _ —Tr’)/i : (97)
ahol felhaszndltuk a nyomképzés ciklikus tulajdonsdgat.
(i) Mivel (v°)* = 1, 7° lehetséges sajatértékei 1 vagy —1, illetve (v/)* = —1 miatt ~* lehetséges
sajatétékei +1.
Tételezziik fel, hogy m sajatérték 1 (vagy i) és n — m sajatérték —1 (vagy —i). Ekkor,
Ty’ =m—(n—m)=2m—-n=0 (98)
Try=[m—(n—m)i=Cm—-n)i=0 (99)

tehat n paros.



1.6.2 Standard abrazolas

Belathaté, hogy a négydimenziés Dirac csoport irreducibilis dbrézoldsai egy vagy négydimen-
zidsak. FEzek koziil csak az utébbi felel meg a Clifford algebrénak, igy a ~* operédtorokat a
tovdbbiakban 4 x 4-es métrixokkal reprezentaljuk. Az aldbbi, in. standard dbrazolas,

0 __ ].2 O i O O'i

eleget tesz a megkovetelt antikommutécids relacioknak:

_ ik , _
{77} =- ( v ba } {Uioak} > = —20"14 =2¢" 1, (101)

{70772} = ( _(372' %i ) + ( gi _(()ji > =0 (102)

A tovabbiakban sziikségiink lesz még a matrixok adjungaltjaira vonatkozo osszefiiggésekre:
(")'=+" ()= (103)
Py = =77 = () =10 (104)

A Dirac egyenletben szereplé hulldmfiigguények kovetkezésképpen négykomponensiiek:

wl (Z?t)
(7, 1) = Z; E;g | (105)
"704 (?J)

Megjegyezziik, hogy a +° = i7y1v2~3 Dirac métrix:

5 - 12 0 0 01 0 09 0 03 . 0 IQ
7 ”(0 1, )\ =1 0 J\ =0y 0 o5 0 )=\ o) - (09

0 g1 —iUl 0

is a Clifford algebra szerint antikommutal a v* matrixokkal.

1.7 Az elektromdgneses térrel kélcsonhaté részecske mozgasegyen-
lete

Elektromdgneses tér jelenléte esetén a Dirac egyenletbe a p, kanonikus impulzusok helyett a
K, kinetikus impulzusokat irjuk,

(WK, —mc)p =0 (107)
ahol 9 "
K/.t = DPu — qA“ = Zha/.b - un = <ﬂb, - <_€ - C]Z)) (108)

Cc
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I
(4" (i, — gA,) — me) b = 0 (109)

(WMGL+%AO—w>w=O. (110)

A nem-relativisztikus elmélethez hasonléan vizsgaljuk meg a Dirac egyenlet invariancidjat a

vagy

¢ — B\

C

ZEJZ+€AM5=¢—@A—ﬁA}:< ,—Z—%M)zAﬂ—@A (111)

mértéktranszformdacidval szemben:

(”MG%+%4J_”>W=O (112)

I
{m(@+%@—%@0—4¢50 (113)

alakban frhaté. Nyilvdanvald, hogy a hullamfiiggvény

Y = yeth (114)

transzformécidja kielégiti a (113) egyenletet. Ugyanis

és utdna e’ Mval egyszeriisitve a (109) Dirac egyenlethez jutunk. A (114) transzformdcio teljes
mértékben ekvivalens a nem-relativisztikus esetben levezetett mértéktranszformécioval!

A (109) egyenletben kiirva 0, és A, id6- és térszerti komponenseit kapjuk, hogy

(v (17 — qAy) —me) =0 (116)

{70 (ihat — %gb) -7 (7 — QZ) — mc} =0, (117)

c
melyet —cy°—lal balrél szorozva,
(=i, +49) + T (B = ¢A) +9°me?] 4 =0, (118)
majd az id6 szerinti derivaltat kiilon kezelve nyerjiik a kovetkezd egyenletet,
ihop) = [0707 (? — qZ) +qo + ’yOmCQ] . (119)

Vezessiik be az @ = %7 és 8 = 7 matrixokat. Az a; métrixok alakja,
. IQ 0 0 g; . 0 g;
(5 ) (5 9)-(58) =

11



mig a [ matrix nyilvanvaléan

(L 0
ﬁ_<0 —IQ)’ (121)
Az 1j métrixokkal a Dirac egyenlet az
ihop) = [ca (7 . qZ) +qo+ ﬁmcﬂ " (122)
alakot olti, melybdl az
ithop) = Hp (123)

analdgia alapjén leolvashatjuk a relativisztikus Hamilton operatort:
H=cd (? — qX) + qp + fmc?, (124)

mely az o és § matrixok ismeretében nyilvinvaléan hermitikus. A staciondrius hullimfiiggvényt
Y (7, 1) = (7) e 7P alakban keresve a Hamilton operator sajitérték problémajéhoz, azaz a
stactondrius Dirac egyenlethez jutunk

i (7) = [e@ (T = a4 (7)) + a6 (F) + fme? | 0 (F) = Ew(F) . (125)

1.8 A kontinuitasi egyenlet
Induljunk ki a Dirac egyenlet

i = [ca (7 - qX) +qé+ Bme] (126)
alakjabol, melyet a hulldmfiiggvény komponensei szerint kifrunk:

IOy = O Ty — Aty + qdthy + mc*Bustts (127)
Konjugdljuk az egyenletek mindkét oldalat:
iy = —C@ 1 T UL — QAW + o +me* B (128)
= —c(PU) @or — qAVIT o + 005 + My, (129)
) — e\ . — . —
ahol felhaszndltuk, hogy (p't,.)" = (7 Vwr) = —=Vr = —p'¢r, valamint, hogy az o és 3
matrixok hermitikusak. A fenti egyenletek tsszefoglalhatjuk a kovetkezé médon:
—ihdt = ¢ (—7 — QX) DS+ govt + mpts (130)
c

ahol

W= (Y5, 95,95, 05) (131)
a hullamfiiggvény adjungaltja. Az (126) egyenletet 1) -szal balrdl, a (130) egyenletet 1p-vel
jobbrdl beszorozva, majd az igy nyert két egyenletet egymdasbdl kivonva kapjuk, hogy

ih [p1oup + (00") ¢] = ¢ [pI A DY + (TyT) Ty (132)
N8
0, (V1) + ¥ (e @) =0, (133)
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amibdl a megtaldldsi valészintiségsiiriiség és dramsiiriiség megfeleld definicidjaval,
H
p=yly & j =cptdy, (134)

——
Op+Vj =0 (135)

kontinuitési egyenlet kaphat6. Nyilvanvalo, hogy p pozitiv definit, tehdt a Dirac egyenlet altal
lefrt részecskére alkalmazhaté a kvantummechanika valésziniiségi értelmezése.

A késtbbiekben beldtjuk, hogy a
J“=Q%?j=CW¢Ww (136)
négyes dramsiiriségvektor kontravarians négyesvektor és igy a kontinuitési egyenlet a kovaridns
o' =0 (137)

alakban frhaté, azaz tetszOleges inerciarendszerben érvényes.

1.9 A konjugilt spinor, konjugalt Dirac egyenlet
A fenti eredményhez eljuthatunk a Dirac egyenlet kovaridns alakjabdl is,
w@w+%w&@+mw=o (138)

amit ismételten a hullamfiiggvény komponensei szerint frunk fel,

%lfsauws + %]%lfsAuwS + Z.’%wr =0 (139)
majd konjugalunk, _
* * ? * * . *
(V)" 0 = 5 ()" At — iy = 0 (140)
J (141)
* ?; * - k
@2 ()], = S A ()], = iwet = 0. (142)
A hullamfiiggvény adjungaltjdval,
Of= (o7 v5 w5 vr) (143)
a fenti egyenlet a '
i .
(@) () = T At () — it =0 (144)

alakban foglalhat6 6ssze. A v* métrixok adjungéltjdra vonatkozé azonossdgot felhasznélva,
1q .
@w3¢%¢—gMWWWW—MW=O, (145)
melyet jobbrél 4°-lal beszorozva és bevezetve a
P =1h° (146)
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kongugadlt spinort, nyerjiikk a konjugdlt Dirac egyenletet:

(0,0) 1 — LA — in =0, (147)

A (138) egyenletet balrél 1p-sal, a (147) egyenletet jobbrél 1/-vel beszorozva, majd a két egyen-
letet osszeadva kapjuk, hogy

VYO + (9,) p =0, (148)
azZaz
O () = 0. (149)
illetve
gt =0, (150)
ahol
3" = cpytrp = epiyPytp. (151)

1.10 A szabad elektron spektruma

Zérus vektor- és skaldrpotencidl esetén a (125) egyenlet,

mel OV )y (7) = B (7) (152)
cop —mcil, - ’
megolddsat kereshetjiik a
Uy
W(T)=UerP7 = | “2 | ei?7 (153)
us
Uy

alakban, ahol 7’ most az impulzusoperator sajatértékét jelsli. Behelyettesités utdn a
H(p)U=EU (154)
matrix sajatértékegyenletet kapjuk, ahol
— mctl, cop
) = (en 5 (159
Nemtrivialis (U # 0) megoldas csak akkor létezik, ha a szekuldris métrix determindnsa, det (E — H (7)),
elttinik. Kihasznélva a (77)2 = p?I, azonossagot,
(E—=mc®) (E+mc®) —c*p*=0. (156)
Innen a szabad részecske energidja
E = +/m2ct + 2p? (157)
értékeket vehet fel, csakigy mint a Klein-Gordon egyenlet esetében.

A megolddsokat részletesen a gyakorlaton vizsgdljuk: itt csak annyit jegyziink meg, hogy
D = 0 esetén (&ll6 részecske) mindkét pozitiv és mindkét negativ energids megolddsokbdl
a koordinatarendszer barmely tengelyére vonatkoztatva hatarozott, +1/2 spinti dllapotok kev-
erhetdk ki, mivel a Hamilton operdtor matrixa felcserélhett a Pauli matrixokkal:

K mCOQIQ —m06212 ) ’ ( o (? )} =0 (i=wzy,2) . (158)
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1.11 Nem-relativisztikus kozelités: kinetikus energia korrekcié, Darwin-
tag és a spin-pdlya kolcsonhatas

Ebben a fejezetben 1/c?-tel ardnyos korrekcidkat taldlunk a Pauli-Schrodinger egyenlethez. A

[ca> (? — qZ) +qo + BmCQ} = FE (159)
staciondrius Dirac egyenlet megoldasat bontsuk fel két (egyenként két-komponensti) részre,
X
= , 160
o=} (160

ahol y és ¢ az tin. nagy- és kiskomponens. Irjuk ki részletesen a (159) egyenletet:

E —mc* —qo 7% (X>_<O)
. —
—coK E +mc? — q¢ 2 0

4
(E—mc® —q) x — c?f_()cp =0 |, (161)
(E4+mc® — q¢) ¢ — cFREY=0 . (162)

A ¢ kiskomponens kifejezhet6 a (162) egyenletbél,
o= (E+mc— ng)_l c?l_gx : (163)

Pozitiv energids megolddsokra szoritkozva, eldszor éljink az E + mc? — q¢ ~ 2mc? kozelitéssel:

1 ,—
=—0Ky. 164
p=5 —0 KX (164)
Ezt Vlsszahelyette51tve a (161) egyenletbe és bevezetve az B/ = E — mc? jelolést, valamint
— 3\ = .. T T g o
alkalmazva a (o @ ( ) —ah +1 (a X b) 0 ¢ K x K = —~1 B osszefiiggéseket,
1 1 )
B —q- 5 (7K) (7K)|x= |F—q— 5K~ 5 (ExE) |y (165)
2m 2m 2m
K2 h
ﬁ
—|E—gp——+LEBF|y=0, (166)
2m  2m

a y nagykomponensre a szokdsos Pauli-Schrodinger egyenletet kapjuk a spin-paramagneses
jarulékot is beleértve,

E,X = HPX ) (167)
ahol bevezettiik a Pauli-Schrodinger Hamilton operédtort,
1 K? h
— —
Hp:%<?K)( )+q¢——+q¢——q3?. (168)

Lépjiink til ezen a kozelitésen! A

1 E —
~ (1 — ng) C?ﬁx , (169)



kifejezést imételten visszahelyettesitve a (161) egyenletbe kapjuk, hogy

E' —q¢

1 — —
(E—wmzﬁf%(u-%ﬁ)?K% (170)
ill. a fenti egyenlete dtrendezve és kihaszndlva Hp definixiéjdt,
Ey=Hpy———0K (B —q¢) TK
X PX Am2c2 o ( ng) a X
1 — — 1 — —
= Hox = gna (7K) (7K) (' =000 = 557 F |F - 007K x
1 1 — —
= Hpx — 5— (Hp = q9) (B = 40) X — W?K [?K, q¢] : (171)
A (171) egyenlet masodik tagja 1/c* rendig kozelitheté mint
1 ) 1
Hy = R (Hp — qp)" x ~ — i K*y (172)

Ez a jarulék a relativisztikus tomegnovekedést (kinetikus energia korrekciét) irja le, hiszen

KQ
m2ct + K2¢2 — me® ~ —

E — qb=
qo o

1

4
R Y (R

(173)

Nézziik meg, hogy ez a korrekcié mennyiben befolydsolja a hidrogén atom energiaszintjeit az

id6fiiggetlen perturbdciészamitds elsérendjében:

2 2 22 2
_p Ze 0 m(Ze?)” 1 4 ,Z
Ho=gm = B e = (74)
ahol a = €?/hc = h/mcag a finomszerkezeti dllando,
4 2\ 2
P 1 Ze
H = —-— =" H _
' 8m3c? 2mc? ( ot r >
Ze?  (Ze?)?
=—5— (Hg +2Hy—— + ( 7’2) > : (175)
Innen
(5E7(12n = (ndm |Hy| ntm)
2
= — 1 (E(O))2+2E(O) Ze + 724 1
2me? " " r nfm, r? nfm
—_——— ———
—2p¥ 72 /[agn3(¢+1/2)]
1 3 94 4 4,2 474 1
— —_— Z B — —
2mc2< e 7 e n3 (0 +1/2)
__mé (Za\*(Za\"(_n 3 (176)
2 n n (+1/2 4 ’
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azaz a korrekcié a? nagysagrendfi és a féhéjak mellékkvantumszam (¢) szerinti felhasaddsat ered-
ményezi. FEz az eredmény egyébként megegyezik a Klein-Gordon egyenletbél kapott sajdtenergia
1/c* rendii kozelitésével.

Foglalkozzunk most a (171) egyenlet harmadik tagjdval:

L (F) (7[R = o] -

(= —
 4m2c2 C 4m2er T g (K % [K’QQSD (177)

4m?2c?

A jobboldalon &ll6 els6 kifejezés az tin. Darwin taghoz ad jérulékot, mellyel a késdbbiekben
foglalkozunk. A (177) kifejezés mésodik tagjét tovdabb alakitjuk,

— — — —
(K X [K,CWDZ, = ik [Ky, q9) = [eija K Ky, @) — eiji [, 9] Ky, = —([quﬁb} x K);
_hap, o
ic ¢ =[7,¢I¢]
=0
I
am2 © ([p 9] K) T ([V (q(b)] % K)
Staciondrius elektromdagneses térre szoritkozva, ezt a korrekciot
h /= =
Hy= =0 (qé’ X K) (178)
alakban frhatjuk, amit a spin-pdlya kolcsonhatdssal azonositunk. Centralis potencidlra
— s dgb (7’) 1 —
E=-V =— - 179
o) =-L"1"7 (179)
és zérus magneses tér esetén,
hg ldg(r) o — - 1 1d(go(r) 2=
s = — X f— —_ L S 5 180
P am2dr dr C (7<) 2m2c2r  dr (180)
adédik, amit az M = —5= L pdlya-mdgneses momentum és Mg = —= S spin-mdgneses
momentum operdtorok segitségével (¢ = —e, V (r) = q¢ (r)) dtirhatunk a
1 1dV(r) = —
Hyy = —- MM 181
Poc2e2r dr LAms (181)

formédba. Ennek elsdsorban nagyobb rendszami elemek esetén ill. szildrdtestekben a kotott
(atommaghoz kozeli) palydk spin-palya (j = ¢+ 1) felhasaddsdban van szerepe. Mdgneses
anyagokban ugyancsak elsdsorban a spin-pdlya kolcsonhatds felelés az tin. magnetokristélyos
anizotrépia jelenségéért.

Vizsgédljuk meg a H-atom energiaszintjeinek korrekcigjat spin-pdlya kolcsonhatds kovetkeztében
a perturbacioszamitas elsérendjében. Ehhez a

Ze? 1 —»—

H=—— 182
LT om2e2 3 (182)
perturbdl6 operatort atirjuk a
Ze? 1
H=—-= (-1~ 183
L 4m2e2 3 ( ) (183)
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alakra és a perturbdlatlan hulldmfiiggvényeket a J2, J,, L?, és S? kozos sajatfiiggvényeiként
vessziik fol,

2 2’

1
In, £, 3, m;) Z C (j,m],é mg2m5>

_il

n; L, my, 1m5> ‘1 ms> , (184)

ahol C (j, m;; ¢, m¢3m,)a Clebsh-Gordan egyiitthatck és j = ¢ + 1. Ekkor,

Zh*? /1 . 3
Y im, = oz () (iG+ 0=+ -3) | (185)
valamint 3
1 Z 1
il — 186
(7).~ () T )
felhasznaldsdval,
zre* [ Z\® jU+1)—(+1)-3
BN sy = e JU+D L+ -5 (187)
S 2m2e?n \ nag (204+1)0(0+1)
()
Némi algebrai atalakitas utdn,
jG+n -+ -3 (43 (+3) -+ -4 1 (188)
20+1)0(0+1) vl (20+1)0(0+1) TR0+ 1) ((+1)
1 1 1 1
_ _ - — 7 189
(+3 0+1 0+1 g+ (189)
jU+)—(e+1)—=3 (L =3)((+5)—0(+1)-2 1 (190)
20+1)0(0+1) j=r2 (20 4+ 1) (€4 1) 20+ 1)
1 1 1 1
_ - - , 191
(+3 0 (+% j+3 (191)
Za n n
OB, = —EY ( > ( - —> : (192)
o n) \l+3 Jj+3
Ezt az eredményt Osszevonva az energiaszintek relativisztikus kinetikus energiakorrekcidjéval,
adédik, hogy
Za\? n 3
EY) .. =EY (= -2 1

ami megegyezik a H-atom Dirac egyenletbdl szdmolt sajatenergidjanak 1/c*-rendfi korrekcidjd-
val.

1.11.1 A normadalés szerepe

A tovabbiakban is szoritkozzunk a zérus mégneses tér esetére. A Pauli-Schrodinger egyenlet
relativisztikus korrekcidira tett fenti meggondoldsok akkor lennének maradéktalanul érvényesek,
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ha a y nagykomponenst tekinthetnénk az elektron allapotat meghatérozé normélt hullamfiig-
gvénynek. Nem szabad azonban elfeledniink, hogy a teljes (négykomponensii) hullimfiiggvényt
kell normalnunk, azaz

/d3r T = /d3r (xTx+ete)=1 . (194)

A kiskomponens norméja

1
/d37“ P s /d37“ X" (@P) (dP) x

1 3,0 2
24m202/drx X (195)
ezért
3. A+ v 3. A+
1:/d7“x 1+4m202 X:/dTXsXS , (196)
ahol a normdlt nagykomponenst ys-sel jeloltiik. 1/c? rendben:
2 2
p p
— — =(1—- —— . 197
Xs ( v, >X X ( SmQCQ)Xs (197)
Ez azt jelenti, hogy egy normalt (ketkomponensu) hullamfiiggvénnyel dolgozva a hidnyzé kiskom-
ponens () norméjét az 1 — g operétor hatdsaval vehetjiik figyelembe 1/c¢? rendig. Vegyiik
észre, hogy ezzel az elJarassal vaIOJaban egy C—Q-rendu unitér transzformdcidt hajtottunk végre

Xs
0

Az eléz6 fejezetben levezetett 1/c?-rend{i Hamilton operdtort H-val jelolve,

a négykomponens{i ¢ és ( ) fiiggvények kozott.

E'x=Hy, (198)
kovetkezik, hogy
: P’ P’
E'xs = (1 + 8m202> H (1 — W) Xs (199)
amibél ugyancsak 1/c? rendig az
: p’
E'xs ~ (H+ {W,H]>XS (200)

egyenletet kapjuk. Lathaté, hogy az egyetlen tijabb 1/c*rendi korrekciéhoz akkor jutunk, ha
a kommutdtorba a g¢ operdtort helyettesitjiik, mivel a tobbi jarulék vagy kiesik vagy 1/c*-ben
magasabb rendii korrekciét szolgdltat. Kezeljiik ezt a tagot egyiitt a (177) jobboldaldnak els

tagjdval (I_{>—t D -vel helyettesitve):

Hy=——F [7.06) + s [1%09] = s (B0 T - T [Foad)  (201)
=—@[7,[7,q¢n=#f ¥.00]] = oA ) | (202)

amit Darwin-tagnak neveziink, melynek nincsen klasszikus magyardzata. FEredete arra veze-
thetd vissza, hogy az elektron nem tekinthet6 pontszerti részecskének, hanem egy h/mec (Comp-
ton hulldimhossz) linedris méretii tértartomédnyban 'rezeg’ (Zitterbewegung). A Zitterbewegung
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a pozitiv és negativ energids dllapotok kozotti interferencia kovetkezménye: a klasszikus elmélet

err6l valéban nem ad szdmot. Mivel a q¢ = —Ze?/r Coulomb potencidlra,
N Ze*RPr
Hp (1) =5 55 0(7) (203)
Ze*h*m

OB = / &1 Yo (7) Hp (7)) i (77) = Ry (r=0)=0, (204)

2m?2c?
ahol R, (r) a radidlis valészinfiségeloszlds. Pontszerti magot tekintve, a H-atom energiaszin-

tjeihez a Darwin-tag tehdt nem ad jarulékot. A valésdgban, azaz az atommag véges méretét
figyelembevéve, az s palyidk energiaszintjeit o rendben felfelé tolja el.

Osszefoglalva tehdt, a Dirac egyenlet 1/c?-rendfi sorfejtésével a
(Hp + Hy + Hp + Hyp) x = (E —mc®) x (205)

sajatértékegyenlethez jutottunk, ahol x a normélt kétkomponensii hullamfiiggvény,

1 h
Hp=—K>— ABG 140, (206)
2m 2m
a Pauli-Schrodinger Hamilton operétor,
Hy = L g (207)
M= gm0
a kinetikus energia relativisztikus tomegnovekedés kovetkeztében fellépé korrekcidja,
h2
Hp =——A 208
D 8m262 (ng) ) ( )

a Darwin tag, mely a potencidlis energia klasszikus analégidval nem rendelkezé korrekciéja és

hg /1= =
Hy =170 (€ xE) (209)

a spin-palya kolcsonhatés.

1.11.2 A nemrelativisztikus dramsiiriiség szarmaztatdsa

Nézziik meg, hogy mi a kapcsolat a relativisztikusan szérmaztatott dramsfirtiség és annak korab-
ban megismert nemrelativisztikus forméja kozott. Most csak a vezet® rendii tagokat vizsgaljuk,
ezért elegend® haszndlnunk a

X (210)

kozelitést. Ezért

_ L (xf? (7}) Y+ {( X)T?] E’X) . (211)
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=
O'i(O'K) = 0,0;K; = (6;; + ieijnon) K; = K —i—z( X )
H
o

T
(R)' 7o = 150" 0 = (g’ = | (Rn) < 7|
I
1 f ) f
= XTT{)X—F(?X)X T X*(?x?)x—([_(}x) xox| . (212)
2m 2m
Az els6 tag:
h
J,.=—Re (XT?X) = —x! W - ﬂ X~ LyiAy, (213)
=nr 2im m
megegyezik a nemrelativisztikus eredménnyel.
A ma&sodik tag:
h
X (I_fx?) Xz—_)(*(?X?))(—g)(T (Zx?)x
i
— A\t h— t (T =
(Kx) X ox=—=VXx'xX ox—qx (A X O')X
Y
) T
] EL<XT(T{>X?)X— (?x) X ax)
=m. 2m
h
=— (XT (?X?)X—F?XT X ax)
2m
h
— "V x (XTax) = -V x x'Mgx (214)
2m
ij jarulékot jelent, mely a spin-mégnesezettséghez kapcsolédik (]\_/.; 5= —;—;7). A megfelel$
toltésdaram . _
—ejm (7T, t) =10t Mg (7,t) (215)
ahol . .
az elektron spinje miatt felléepé magnesezettség siiriiség.
1.12 A Dirac egyenlet Lorentz invarianciija
Irjuk fel a
(7" (18 — q Ay (x)) — me) ¢ (x) = 0 (217)
Dirac egyenletet a
N=¢e", ng = —gW , Wy = —Wyy , (218)
homogén Lorentz transzformacié alkalmazdsa utén:
v dx' v v Y
o =AY, 0, = D ’V N, = (AT)u 9, — J,=AMA,0, (219)
Al (X) = A, A (x) (220)
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y
7 (M), (610, = g4, (x) = me| &/ (X) = 0. (221)

ahol 1" (x') a transzformalt hullamfiiggvény. Bevezetve a hullamfiiggvény S (A) transzforméciojat,
melyet a v#-hez hasonléan 4 x 4-es matrixszal reprezentalunk,

P X)) =8N Y (x) , (222)
a (221) egyenletet a
[y A, (i1, — qA, (x)) = me] S (A) 9 (x) =0 (223)
alakban frhatjuk. A (217) egyenlet segitségével elimindlva az mcS (A) 1) (x) tagot a
(V" A, S (N) = S (M) 7”) (ihd,, — qA, () ¥ (x) = 0 (224)

Osszefiiggést nyerjiik. Tetszéleges hullamfiiggvény és négyespotencidl esetén ez csak gy tel-
jesiilhet, ha megkoveteljiik a B
YA, S(A) =S (N)y1=0 (225)

egyenltséget, azaz B
SN SN =44, . (226)

Kihasznalva, hogy AT = A, a fenti 6sszefiigges 4tirhaté a

SIS = (K7) =7 (A7) =7 (A1)} = Aiy” (227)

v

alakra.
Allitdas: A (227) egyenlet megolddsa

S (A) = ezm™ (228)

Bizonyitds: Vezessiik be az infinitezimadlis 7 matrixot,

S(N)=e. (229)
Az ismert Hausdorff kifejtés szerint,
1 1
eTleue_T = ,-),M + [7—7 ’Ylu] + a [7-7 [7—7 ’Ylu” + ? [7—7 [7—7 [7—7 ’Ylu”] +.o. (230)
Ugyanakkor
APy = (e*) y, = A + Wt ”+l(w2)“ ”+l(w3)“ v 4 (231)
l/’)/ v f)/l/ 7 y’)/ 2! v ’)/ 3! v ")/ “ e e .

Konnyen beldathato, hogy a két fenti sorfejtés azonossagat a masodik, azaz elsérendben infinitez-
imélis tagok egyenlésége,
[7,7"] = Wi, (232)

biztositja. Ugyanis ekkor teljes indukciéval bizonyithatd, hogy

[mlr Ml = W), (233)

-~
n

22



ahol n az egymadsba dgyazott kommutatorok szamét jeloli. Mivel feltételezésiink szerint n = 1-re
a fenti allitds teljesiil, csak azt kell belatnunk, hogy

[T, lr, [1,...[T, *y’“”]]]J] = [7’, (w”_l)i”y”] = (w"_l)i [1,7"] = (w"‘l)’:w’i’ﬁ = (W) . (234)
n—1
Ezek utén bizonyitjuk, hogy a (232) egyenlet megolddsa 7 = —3w,,7"7". A +* madtrixok
antikommutécios reldciéja alapjan ugyanis:
1 1 1 1 1 1
T = =V = e — S g = — 7wV Y + s’ oM — Swas g
4 4 2 4 2 2
1 1
= Hr + wawégw + 59“5W5WA =T + iy, (235)
ahol felhasznaltuk, hogy wys = —wsy és g™ = g"*. Ezzel az 4llitést bizonyitottuk.
Mivel
1 v 1 v 1 v
Zw,uu'y#/y = gw,uu'ymy - éwup/yﬂv (236)
1 v v 1 v
= gW ("7 =7"7") = gow [1",7"] (237)
a S (N) spinor transzformécié a ,
S (N) = e wew™” (238)
formdban is irhatd, ahol
v Zh v
o =2 (239)

a hullamfiiggvény Lorentz transzformaciéjanak (a Lorentz transzformécié spinor dbrédzoldsdnak)
infinitezimaélis generatora.

1.13 Fizikai mennyiségek Lorentz transzformaltja

Az O hermitikus operdtorral megadott fizikai mennyiségnek egy adott ¢ dllapotban a Minkowski
téren értelmezett stirtisége,

O (x) = ()"0 (x) . (240)
melyet a konjugdltj Dirac spinor, ¥ (x) = 1 (x)77° , segitségével az
O()=v(x)0¢(x) , (241)
alakban is frhatunk, ahol _
0 =+0. (242)
Példa a valészintiségstiriiség és valdszinliségi dramstiriiségre,
0() =% (x)7°P (%), J*(x) = ()7 P (x) (k=1,2,3), (243)
ill. a négyes dramstir{iségre,
. — —
76) = (c0 9, T () =) (") ¥ ) - (244)
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Segédtétel: Béarmely Lorentz transzforméciora

SN =1"SN. (245)
Bizonyités:
=1
S (M)A = Z; —° (=77 (246)
Felhaszndlva, hogy
=7 (", (247)
1 , 1
7’ (=711 = 20w () ()19 = Jwun® ()T ()T (248)
1 1
= WY = et =T (249)
Y
2 2 n n
P (=)= (=N) =7 . A (=) =1 (250)
J
o0 7-” . B
WOS(A)TVO=;E=6 =SSN (251)

Kovetkezésképpen az O (x) sfirliség transzformaltja,
O' () =4/ () O’ (x)

=[S Y ITOS(N) ¥ (x)

SNTOS (N ¥ (x)

= ¢ (x)'
=P ()18 (M'7°7°0 S (A) ¥ (x)
=9 (x) (SN 708 (N) ¥ (x)
=P (x) (SNTOSN) ¢ (x) , (252)
amit gy fogalmazhatunk meg, hogy a hullamfiiggvény helyett az O operator transzformalédik:
0 =8(NOS (N (253)
és ezzel o,
O'(X) =1 (x) 0 (x) . (254)

1.13.1 A négyes aramsiiriiségvektor
A (227) és (252) egyenletek alapjdn,

I (<) = €9 () (SIS (M) v ()
= ¢t () (M) (0 = A [ (x) 74 ()]
=N (9 (255)

tehat a négyes dramsfirtiség vektorként transzformélédik. Ebbol azonnal kovetkezik, hogy a

0 (x) = 2;° (x) megtaldldsi val6sziniiségsiirliség nem invarisns a Lorentz transzformdciéra nézve.

Belathat6 tovabba, hogy a 1) és 1751 skalar, 1)7°y#) vektor, valamint, hogy y#~y"1) kétin-
dexes tenzor.
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1.14 Térbeli forgatasok és a spin

Csoportelméleti tanulmanyainkbdl emléksziink, hogy az 7' tengely koriili ¢ szogii térbeli for-

gatds (d7 = dpn x 7T ) métrixa,

ahol
(Xk)ij = —ig i (k=1,2,3).

Az infinitezimaélis Lorentz transzformacié matrixa tehét,

W, = —E& kNP (Z,j = 1,2,3) s

i
J

wh=uw) =0 (u=0,1,2,3) .

Ezért a spinor-téren értelmezett infinitezimalis transzforma&cio,

. i i L
WY = QWY = sk e = S,

4 4 4
ahol 5
7 i
Sk = ngij7 v,
vagy
S=—=7x7,
4
illetve komponensenként kifrva,
h h
Sl — 52,)/2,)/3 7 SQ o 52,)/3,.)/1 ’ S3 o _27172 ]

Vizsgaljuk meg az S° méatrixok felcserélési reldcidit:

1 o2 ih22331 ih22331 3.1.2 3
(S, 5% = o) [V, %] = 5 (VY ¥y — Py

Z.hQ 2.1 1.2 'Z.h12 . 3
=3 ) (7 +) =ingy’yt = ins?,

€s ugyanigy, [S27 53] _ ZhSl , [S37 Sl] = ZhSQ

azaz

(57, 89] = ihe,j.S" .

(256)

(257)

(258)
(259)

(260)

(261)

(262)

(263)

(264)

(265)

(266)

A térbeli forgatds S° infinitezimdlis generdtorai a spinor-téren teljesitik a Lee-algebrdt, ezért

ezeket spin-operatoroknak nevezziik. Tovabba:

2 h? h?
(51) _ —272737273 _ ZI

és ugyanigy

(267)

(268)



tehat
3h?

§2=jrl=h%@+4)[=$s= . (269)

N =

A Dirac egyenlet dltal lefrt hullamfiiggvény komponenseit a térbeli forgatdasokkal hatdsdra egy
%—es impulzusmomentum (spin) operator transzformalja. Ezt gy értelmezziik, hogy az elektron
s = % spinnel rendelkezik. Erthets, hogy a Klein-Gordon egyenletnél, ahol a hulldmfiiggvény
skalar (egykomponensii) volt, nem beszélhettiink spinr6l.

A ~* métrixok standard dbrézoldsait hasznédlva,

= th, _, i 0 7 0 7
S_Z*yx’y—z<_? o )Xl % o (270)
ih( dxa 0 h(3a 0 h—
___< 0 ?x?)_§<o ?)_52’ (271)
ahol -
= o 0
(70 o

Ez megnyugtaté abbdl szempontbdl, hogy a Pauli egyenletben a g?—t vezettik be a spin

operatoraként.
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1.14.1 A teljes impulzusmomentum

A hullamfiiggvény transzformaciéja térbeli forgatdsra tehat,

W (R(p, )T, t) = exp <—%ﬁ§¢) b (7, 1) (273)
illetve )
W (T,1) = exp (-%ﬁ?w) b (R(—p, W) 7,1 . (274)

Szamitsuk ki ¢ (R (—p, W) 7, t)-t egy infinitezimalis forgatasra:

U (R(=, )7 1) = (7, 1) —¢ (W x 7)

ill. véges forgatasra

PR ) 7o) e (57T ) (7.0 (277
Kovetkezésképpen a négykomponensti hullamfiiggvény (teljes) transzformdcidja a térbeli for-
gatdsokkal szemben,

W (T .t) = exp (—%H’Tgp) Y (To1) (278)
azaz a relativisztikus kvantumelméletben a térbeli forgatdsok infinitezimadlis generdtora a
- = =
J=L+S (279)
teljes impulzusmomentum operator.
A Dirac egyenlet
1thop) = Hp (280)

alakja kiilonos jelent6ségii, mert a nem-relativisztikus targyaldssal teljesen analég médon lehetséget
ad valamely O operédtor kvantummechanikai idéderivéltjanak kiszéamitdsara,
do 1
— =—[H,0] , 281
= 2 [H,0 (251)
és ezdltal annak megdllapitdsdra, hogy az adott operdtorhoz rendelt fizikai mennyiség mozgasél-
landé vagy sem. Gombszimmetrikus potencidl esetén a nem-relativisztikus esetben lattuk, hogy

az impulzusmomentum
ﬁ

L=7Tx7p (282)

mozgdsédlland6 volt. Nézziikk meg, hogy fenndll-e ez a relativisztikus esetben is! Zérus vektor-
potencidlt véve a Hamilton operator

H=cadp + Bmc* + q¢ (283)

alaki. Ekkor
[H, L] = [caD + q¢, cijixipe] (284)
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hiszen L; kommutdl Bmc>-tel. (Az L; operdtor a spinorok terén egységoperdtorként hat, ezért
valgjaban L;I-t kellene frnunk.) A fenti kommutétort két részre bontva,

[caupr, €ijiujp] = ceijray [, xjpe] = ceirau([pr, ]pr + [P, Pr))
—— N—

Lo 0
he

:7(0[

X 7)2 (285)
(90, €ijixiDk) = q€iji [, i) = qeiji([P, 5|pk + 25[0, Pi))

0 —Lowe

=—— (7’ X €¢) , (286)

kapjuk, hogy
h
[H, f] - [c(a’ X T) —q (? X ?qﬁ)] , (287)
melyb6l centrilis potencidlra csak a mésodik tag tiinik el. Relativisztikus esetben centrélis
potencidlra a impulzusmomentum nem mozgdaséllando!

Bizonyitjuk, hogy centrélis potencidl esetén a teljes impulzusmomentum

— — —
J=L+S (288)
mozgasallandé, ahol
= hwg KT 0
a spin-operator. Ugyanis
he he
[H,S;] = 0] [cupr, Xi] = 2P [og, 8] =

~n[(a ) (5 2)- (5 ) (0 %))

_ he 0 oo\ . 0 o
=3P < (01, 0] 0 = theeyrp o 0

h
- ZLaxp), . (290)
i
foy tehdt -
— —
ahol F' = —V (q¢) az er6. A fenti Osszefiiggés szerint a Dirac egyenlet éltal leirt részecskére

haté forgatényomaték a teljes impulzusmomentum id6éderivaltjaval egyezik meg, ami centrélis
potencidl esetén valéban zérus.

28



1.14.2 Teérbeli tiikrozés
A Minkowski térben a koordindta tengelyek tiikrozését az
¥ =2 2 =-2" (i=1,2,3), (292)

transzformécio irja le, tehat

1
1 _
A= 1 =NA. (293)
-1
A transzformadlt Dirac egyenlet:
(YKo — 7' Ki — me) ¢/ (X) =0, (294)
amit tovabb atalakitva kapjuk
(KO — K — mcvo) ) = (Ko + K — mcvo) P'=0 (295)
U
(VKo +~'K; —me) /" =0, (296)
azaz a hullamfiiggvény
Y =% (297)

transzforméciéja mellett a Dirac egyenlet invaridns marad a tiikrozésre. Vizsgdljuk meg a
kordbban bevezetett mennyiségek viselkedését a térbeli tiikrozésre:

(W) ' = 01y % = gTy (298)
Y = (1) 170 = iy =Py (299)
Ezek valddi skaldrok. Tovabba,
Y = iy = —9iy Py = =Py, (300)
amit pszeuddskaldrnak neveziink. Ugyanigy:
Py ==y b P =9, (301)

tehdt j, = iCE%ﬂ/’ poldris vagy normdl vektor, valamint
i i 4o ! o
DAY =P s P Y = 9y, (302)

azaz YyHy01) tn. azidlvektor.
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1.15 Kapcsolat a Klein-Gordon egyenlettel: az elektron sajat mag-
neses momentuma

Most vizsgdljuk meg, hogy az elektron spinje milyen formdban jelenik meg a Dirac egyenletben,
azaz milyen jarulékot szolgédltat az részecske energidjihoz. A Dirac egyenletet kovaridns alakjat
(77K, + mc)-vel balrdl beszorozva,

('K, +mec) (WK, —mc)p = (VYK K, —m*P)p=0 (303)

majd az aldbbi dtalakitdsokat elvégezve,

1 1
VWK K, = 5 A"+ M) KUK, = (g”“ + = [”y”m“]) K,K,=K'K, + - h KK,

2
(304)
= KUKy 5y K K (305)

a
((K“K —mc)-i-;vv [KV,K]>¢=0 (306)

egyenlethez jutunk. Ldthatjuk, hogy az els¢ két tag a Klein-Gordon egyenletet adja. A
harmadik tagban szétvédlasztva a tisztdn térszerti, illetve a vegyes komponenseket tartalmazé
tagokat:

]‘ v ]‘ 1.9 7
57 VK, K] = 57 v Ki, Kj) + 7% [Ko, K] (307)

és kihaszndlva a kinetikus impulzusok kordbban levezetett felcserélési reldciéjét és a spin (260)
definici6jat,

1, j hq i —— ——
377 (Ko Kyl = —— €'y’ Bk =205 B =hqE B, (308)
mdsrészt, hogy af = %9
. ih ik 1h
072 [Ko,Ki] ( O — chb iho; +in) = CVZ( g [57:, ] _q[ z»(b])
ih 1
ch o (950 + 0 A;) = %E?. (309)
ahol € az elektromos térerdsség vektor, a
KM K, —m2 + hgS B — MaE )y =0 310
: c

egyenletet nyerjiik, ahol tehdt expliciten megjelennek a m&gneses indukcidhoz és elektromos
térertsséghez kozvetleniil kapcsolédo tagok.

Hogy ezen tagok jelentését kozelebbrél lassuk, vizsgdljuk meg a fenti egyenlet nem-relativisztikus
hatdresetét! Ehhez a

ih q¢ ? — —\ 2
K'K, —m?*c* = <—8t——) — (p —qA) — m2c? (311)
c
kifejezés jobboldaldnak els6 és harmadik tagjdt alakitjuk dt:

. 2
(ﬂ&; — q%b) —m? + (hﬁt + qb) = —0—12 [m62 + (iho, — ng)] [ch — (ih0y — ng)]
~ —2m [mc2 — 1ho; + ng} , (312)
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ahol kihasznaltuk, hogy egy pozitiv energids (a tovdbbiakban csak ezzel foglalkozunk), sta-
ciondrius megoldés esetén vezet6 rendben,

(me® +ihd;, — qd) o (T, 1) = (m* + W — q) o (T, 1) = 2mc*y (7, ) . (313)
Az egyszerii dtrendezések utdan kapott egyenlet,

q

1 2 h I
o = |me? + — (7 - —A) FIPPSL ISy S g T (314)
2m & 2m 2mec
staciondrius megoldasét a
Y (7,t) = (7T) exp <—% (E' +mc?) t) (315)
alakban keresve (E = E' + mc?) jutunk az
L q,\? hg <= thg — '
— —=A ——YB 4+ — =F 1
{Qm (p c_) a9 2m N ome e|v 4 (316)

egyenlethez, mely joggal tekinthet$ a Pauli-Schrodinger egyenlet négykomponensti valtozaté-
nak. Ebben fellelhetjiik a

— =
Hs=—-MgB (317)
spin-paramégneses tagot, ahol az elektron sajiat magneses momentuma

— he 1— 2up—
Mg= ol lg_ 2y 318
s 5 T - : (318)

ahogy azt kordbban bevezettiik. A négykomponensi{i megoldds valgjiban egy kétkomponensii

megolddsra vezethet® vissza
(4
,Ivb = - ) (3]‘9)
—1p

I
1 /1, ¢ 2 hg _,— thqg _,— ~
(Qm(p_cA) +q¢—2m03+2m005>¢—E¢ ’ (320)

mely mar csak az elektromos térersség kozvetlen megjelenése miatt kiilonbozik a két-komponensti

Pauli-Schrodinger egyenlettél. H-atom esetén az %?? tag elhanyagolhaté a q¢ potencidlis
energia mellett.

1.16 Zitterbewegung

H=cadp + pmc* (321)

{ai, a;} =26 (322)

{ai, 8} =0 (323)

B2 =1 (324)

[Oéi, Oéj] = {Oéi, Oéj} — QOleéi = 2(5@' - 2OéjOlZ' (325)
18, 0] = {8, a;} — 2Ba; = —2fq; (326)
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[H, pi| = caj[pj, pi] =0 (327)

h
[H, z;] = caj[pj, xi] = o (328)
._dxi_i[H ] = ca; (329)
v =— = [H x] = ca;
[H, ;] = cpj [, ai] + me? [B, ai] = 2¢p; — 2cpjaia; — 2mctoy 8 = 2cp; — 20 H (330)
dv; da;  ic 2ic’p;  2icoyH - 2ic’p;  2iv;H
e L i T Sy (331)
Heisenberg kép (to = 0) . ,
A (1) = ent pAem 1! (332)
H" (t) = H = const. (333)
d )
— AP (t) == [H, AT (¢ 334
L% ()= L 1,47 (1) (334
[H, H(t ] = enHt [H,p;]e 77t =0 (335)
PH(t) =7 = const (336)
vl (1) = caJH (1) (337)
daf (t)  2icp;  2iaf (t)H
ad  h h (338)
doll (t) 2 2ic? 2, 5
T OF: = ")~ Vi) H
N O) E A (339)
ahol
Vi = *psH ™' = const. (340)
d (v (t) - V) 2i , o
S R -V H (341)
Kezdeti feltétel:
vl (0) = ca; (0) = coy (342)
vl (t) =Vi+c (ai — E) e H (343)
c
1 i — Vi H! i
2 (1) = 2, (0) + Vit + = (a . 2) (e—%f“ - 1) (344)
(x; (1)) = 23 (0) + (Vi) t + (Axi) + (277 (1)) (345)
2 2
A— 2 . -1\ o ¢ pz ~ % — &
(Vi) =(’p;iH™ ") ~ 7 S5 (346)

(Azy) = e (o)~ 52) o (fo0 -~ %) = —%AC <<a,-> - %) (347)

2K 2me c
I
Ao=—>2x10""m (348)
mc
(x5, (t)) = — (Am;) e (349)
2F  2mc?
w= - ~ W;LC ~ 102 Hz (350)



