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1. feladat: Mi a homogén E térerdsség potencialja?

Megoldas:
A potencial definicidja: E(z,y,z) = — V U(z,y,z), amely kifejtve a harom
komponensre:

oU (x,y,z

Eulny.z) = - 2002 (1)
oU (x,y,

By wy2) = — 2050 (12)
oU (x,y,

E.(x,y,2) = —(azyz) : (1-3)

ahol a 0 a parcialis derivalast jelenti. Homogén térerdsség esetében E =
(Ey,Ey,E.). Tehat az U fliggvénynek olyannak kell lennie, hogy x, y és
z szerint is derivilva egy-egy konstanst kapunk. Azonnal latszik, hogy az
U(zy,z) =—E; -z — E,-y— E, -z fiiggvény jo valasztas, hiszen ez mind a
héarom fenti egyenletet kielégiti:

0o 0 0
VUG = (g ) (Bero - Byy-Es) (e
= (E,EyE,) =E. (1-5)

Azonban vegyiik észre azt is, a fent megadott potencialfiiggvényhez egy
tetsz6leges konstanst hozzaadhatok, a gradiens nem fog megvaltozni, hiszen
egy konstans derivaltja nulla. A lehetd legéltalanosabb megoldas:

U(zyz)=—Ey-o—Ey-y—E,-2+C=-Er+C . (1-6)

2. feladat: Hatéarozzuk meg az E(x,y, z) = a(yi+xj) elektromos erétér
potencialjat, ha a allandé, i és j pedig az x és y tengely irdnyadba mutatéd
egységvektorok!

Megoldas:
A potencialfiiggvény definicidja alapjan a keresett V(x,y,z) fiiggvénynek
olyannak kell lenni, amely kielégiti az alabbi egyenleteket:

oV (x,y,z
ay = _(&cy) (2-1)
= _W%’M (2-2)
Y
_ OV(zy.2)
0= 37" (2-3)
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Ezek az egyenletek most kicsit bonyolultabbak, mint a homogén esetben.
Kezdjiik megoldani ezeket az egyenleteket szépen sorban. Integraljuk az elsét
x szerint:

V(xyz)
e W (2-4)
V(xy.z) . _/
/ 9 dz = ay dx (2-5)
V(x,y,z) = —ary + Cl (y,Z) ) (2_6)

ahol a C(y,z) egy integralasi konstans. Hatarozatlan integralasnal egy kons-
tans mindig megjelenik, 4m itt a konstans még fiigghet a masik két koordina-
tatol, hiszen ha derivaljuk a egyenleteben szerepl$ V (z,y,2)-t x szerint
parcialisan, akkor kielégitjiik azt az egyenletet, amibél kiindultunk, a parci-
alis derivalasnal minden csak y-tol és z-t6l fiiggd tag kiesik.

A potencial akkor ezek szerint kielégiti a egyenletet. Most
nézziik a egyenletet. Ebbe mar a egyenletben szerepld potencialt
helyettesitjiik be:

oV (xy.z)
oy —ax (2-7)

0C1(y,2)
=g, =0 (2-8)
C1(y,z) = Ca(2) (2-9)

hiszen ha a C(y,z) fiiggvény y szerinti derivaltja nulla, akkor az csak z-t6l
fiigghet. Visszahelyettesitve a (2-6|) képletbe:

V(z,y,z) = —azy + Ca(2) , (2-10)

amely mar a (2-1)) és a (2-2)) egyenletet is kielégiti.
A harmadik komponenssel is hasonléan jarunk el:

8‘/(;2,3/,2) _0 (2-11)
60{;;@ =0 (2-12)
Cs(2) = C, (2-13)

ahonnan lathatjuk, hogy a Cy(z) egy konstans, ami mar semmitél sem fiigg.
Tehat a potencial:

V(zy,z) = —azy + C . (2-14)

Ha ennek a gradiensét képezziik, akkor valéban elé lehet allitani a meg-
adott térerGsséget. Az is latszik, hogy a potencial egy konstansban bizonyta-
lan. Fz mindig igy van, a potencialfiiggvény egy szdmmal mindig eltolhato.
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3. feladat: Mutassuk meg, hogy az E(z,y, z) = a(yi — xj) elektromos
erétérnek nincsen potencidlja a # 0 esetén, tehat nem lehet 4llo t6ltések
altal keltett erétér!

Megoldas:
Egy térer6sséghez akkor és csak akkor tartozik potenciél, ha a térerfsség
rotaciomentes, vagyis Vx E = 0. A feladatban megadott térerdsség rotacidja:

i j k
VxE=|2 & 2 (31)
ay —ax 0

() ()
(3-2)
= 2ak . (3-3)

Ez nem nulla, ha a # 0, vagyis a térer6sség nem roticiomentes, azaz nem
lehet potencidlfiiggvényt sem megadni.

4. feladat: Tegyiik fel, hogy a térben a térfogati t6ltéssiirtiség csak az
x—y siktol mert tavolsagtol fiigg, tehat o(z,y,z) = f( |z|) valamilyen f
fliggvényre. Fejezziik ki f segitségével a potencidlt a tér minden pontja-
ban!

Megoldas:
Hasznaljuk fel a 3. feladatsor 6. feladatdnak eredményét. Ott kiszamoltuk,
hogy ebben az esetben a térerGsség

E(z) = 1 / o(2')d2 -sgn(z) - e, . (4-1)

€0
0

A toltéselrendezés szimmetridja miatt a potencial is szimmetrikus lesz az
x—y sikra, vagyis U(z) = U(|z|). A potencial a z > 0 tartomanyban

U(z) = U(0) — / E(r')dr (4-2)

ahol az integralas egy olyan titon megy végig, amelyik a 2/ = 0 magassagban
kezd6dik, és 2/ = z magassagig jut. Sok ilyen integralasi ut létezik, azonban a
potencidlelmélet alaptétele kimondja, hogy a potencial értéke fliggetlen ettsl
az integralasi 0ttol, az csak a kezdeti és a végponttol fiigg. Valasszuk akkor
ezt az utat tgy, hogy az integrélas a lehetd legegyszeriibb legyen: haladjuk a
z tengellyel parhuzamosan.

/

U(z) =U(0) — /E(r’)ezdz' =U(0) — / 610 / 0(2")d2" ‘e, e, dZ (4-3)
0 0 0 =1

Valasszuk a potencial referenciapontjanak az x—y sikot, vagyis rogzitsiik
az U(z = 0) = 0-t. A megoldas igy:

U(z) = _510 / / o(2") 2"z | (4-1)
0 0
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5. feladat: Legyen a térfogati toltésstiriiség olyan, hogy az csak a z ten-

gelyt6l mert tavolsag fiiggvénye, azaz o(z,y,2) = f(1/2? + y?) valamilyen
f fiiggvényre. Adjuk meg a potencialt a tér minden pontjaban.

Megoldas:
A megoldas menete nagyon hasonlé az elézd feladat megoldasahoz. Itt is
emlékezziink vissza a 3. feladatsor 7. feladatanak eredményére:
T

11
E(r)=—- /r'@(r') dr’ -e, . (5-1)
EoT
0
A potencialt itt is definici6 szerint szamoljuk. A potencial nullpontjat a

forgastengely mentén (r = 0) rogzitjiik, és a szimmetria miatt sugariranyban

integralunk:
T T 1 1 T
U(r)=U(0)— /E(r') dr’ = — / —— /r'/g(r”) dr” - (e, - e,) dr’
N~~~ Eor ~——
=0 0 0 0 =1
1 r 1 I ! " 1 /
i ro(r'")dr” dr' . (5-2)
0 0

6. feladat: Tegyiik fel, hogy a térben a térfogati téltésstriség gomb-
szimmetrikus, tehat csak az origétél meért tavolsagtol fiigg, vagyis
o(z,y,2) = f(/a? +y? + 22) alaka. Hogyan fejezhets ki a potencial f
segitségével?

Megoldas:
Az el6z6 feladathoz teljesen hasonlé modon jarunk el. A potencial null-
pontjat itt az origdéban célszerd régziteni. Az eredmény:

r r/

U(r) = -~ / . / (") 20(r") dr" di” . (6-1)

€0 (7“')2
0

7. feladat: R sugari szigetel§ korlemezre @ toltést visziink fel egyen-
letes feliileti toltésstirtiseget kialakitva. A kor koézéppontja felett, a kor
sikjatol z tavolsagra mekkora a potencidl? Mekkora itt a térerGsség?

Megoldas:

A feladat megoldasahoz felhasznaljuk azt, hogy a kiterjedt téltéseloszlast
fel tudjuk osztani elemi toltésekre, és a toltésrendszer potencidljat meg tudjuk
U(2) adni Ggy, mint ezek az elemi toltések potencidljanak Gsszege.

Dolgozzunk polarkoordinata-rendszerben. Osszuk fel a korongot dr széles

_,_,/K és dip sz0g alatt latszodd darabokra. Ekkor a ¢ szog 0-t6] 2m-ig futhat, mig
’ ’ 3 a sugar 0 és R kozott valtozhat. Egy ilyen kis darab teriilete: dA = rdrdep,

-R R vagyis toltése: dg=dA-o =dA- % = %rdrdgp.

Az (r,p) helyen 1év6 dg nagysagu ponttoltés potencialja a P pontban:

1 dg

d =
vG) dmeg /12 + 22

7-A. abra (7-1)
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Az 6sszes ponttoltés jarulékinak 6sszege adja a teljes potencialt. Ne felejtsiik,
hogy a potencial skalarmennyiség (a tér minden pontjaban egy szam, nem
vektor), vagyis a jarulekok Gsszege is egy szam lesz.

1 1 r
Uz) / U) / dmeg /12 4 22 //47T€0 Rryrey2 "
0 0

korong korong
(7-2)
1 Q 2 2 R
Vi 7-3
47r50327r/\/m / 2503%[ r +Z}0 (7-3)
1
_Le (VR +22 - 2]) . (7-4)

N 260 R%r

A térerGsség vektor a potencial definiciojabol elsall. Most U(z) csak a z
koordinatatol fiigg, igy a térerdsségnek is csak z irdnyi komponense lesz a
derivalasok miatt.

B = -2 -2 (L (VERE-l)) 09

0z 0z \ 2e9 R?7w

= oo ()~ ) o

8. feladat: Egymaistol d = 10 cm tavolsagban 1év6, végtelen kiterjedésii
parhuzamos sikok feliileti toltésstriisége o1 = 3 - 1079 C/m2 és 09 =
7-1072C/m?. Mekkora a vezetdk kozotti potencialkiilonbség?

Megoldas:

Elgszor szamoljuk ki, hogy egy siklapnak mi a potencidlja. Azt tudjuk,
hogy a térerSsség nagysaga E(r) = ﬁ, ahol o a fémlap feliileti t6ltéssi-
riisége. Mivel a térerGsség a laptol elfelé mutat, azért ha az irdnyt is bele
szeretnénk foglalni a kifejezésbe, akkor E(z) = 52~ sgnz-et irhatunk, ahol az
sgn fliggvény az x valtozo elGjelét adja meg.

Ehhez a térerGsséghez nagyon egyszertien tudunk potenciélt talalni. A sgn
fliggvény az abszolutérték-fliggvény derivaltja, hiszen annak meredeksége —1

a negativ féltengelyen és +1 a pozitivon. Igy:
o
—/E(x)d:): =——/lz|+C. (8-1)
260
A két sik altal létrehozott potencial tehat:
Ur(2) = =5 |a] Up(a) = —o=le—d| . (82)
x)=——|x x) = T — -
! 260 ’ 2 260

Innen a teljes potencialfiiggvény: U(x) = Ui(x) + Ua(x), és a két lap
kézotti potencialkiilonbség:

U(d) — U(0) = Ur(d) + Ua(d) — (U1(0) + U (0)) (5-3)
_ o1 . _2 202—01 )
= 2€0d+0 <0 2€0d> bl (8-4)

01 02

8-A. abra

d 7T
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9. feladat: A 0 <z <a, 0 <y < a térrészben a potencial

. ™ 1 s 1 _x
U(z,y,z) = Uysin (ax> <1 — eQ”eay + - e*2”e az;)

alaki, ahol Uy és a &llanddk. Mi ebben a térrészben a térerdsség? Mennyi
toltés van a térrészen beliili 0 < z < L négyzetes oszlopban?

Megoldas:
A térertsség a potencial negativ gradiense, vagyis

8U(:1:,y,z)’8U(:p,y,z)’8U(x,y,z)> (o)

E(z,y,2) = -V U(2,y,2) = — <

ax a’y az
ahol
U (x,y,2) T T 1 s, I
_YLYE) g T m x I S P’
ox ancos<am> 1_er + 1 _—o-2r° (9-2)
aU(x,yaz) o . ™ 1 T Ty 1 T _my
Ty e (Ex) —enag Ti—eom (—g) e a¥) (9-3)
oU (x,y,z)
5, 9-4
0z ’ (9-4)
azaz
E(x,y,z) (9_5)
T ™ 1 ™ 1 ™
= —Uo— - 1 A ———— B
= an[cos<ax> (1—e2”e —I—l_e_%e ), (9-6)
i (Z2) (o™ - e ™ (9-7)
sin (—2 ) | T —z7e° =< ') )

0] . (9-8)

A térrészen beliili toltés kiszamolasdhoz hasznaljuk a Gauss-tételt. Is-
merjiik a téglatest hatarain a térerdsséget, igy a fluxust kozvetleniil ki tudjuk
szamolni, amely a Gauss-tétel értelmében megegyezik a bent taldlhato toltés
mennyiségével.

Mivel a térerGsségnek nincsen z komponense, igy a téglatest alsé és felss

sikjan nincsen fluxusjarulék, hiszen ott merélegesek az E és a dA vektorok.
A t6bbi négy oldalt az
Tr = 0 r=a
(1): O<y<a (2): 0<y<a (9-9)
0<z<L 0<z<L
O<z<a O<zr<a
(3): y=0 (4): y=a (9-10)
0<z<L 0<z<L

egyenletek hatarozzak meg.

Az elso kett lap esetén a feliilet normaélisa e, iranyt, igy a skalaris szorzés
utén csak az elektromos tér x komponense marad meg. Ezen a két feliileten
az integralas sordn az x koordinata végig 0, illetve az a értéket veszi fel:

e Az (1)-es feliileten: dA(;) = —dydze,, igy:

Dy = /E(:L’ = 0,y,2) dA (9-11)
(1)
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a L
e 1 s 1
= — f— Yy _ _ay _
// an (1 — o e > e, (—dydze,)
0 0
(9-12)
L a ] 1
— . T Ty Ty 1
U()a/dz/(l_e27r T )dy (9-13)
0 0
——
L
e™—1 e " —1
— UyL (1 =+ e—%) — )L (9-14)
e A (2)-es feliileten: dA (y) = dydze,, azaz
Dy = /E(:c =a,y,z) dA (9-15)
(1)
a L 1 1
— il T —av -
//an (1 — o © e ) e, (dydze;) (9-16)
0 0
= UL . (9-17)
e A (3)-as feliileten dA (3) = —dzdze,, tehat:
D3 = /E(:E,y =0,z)dA (9-18)
a L 1 1
T . (T
= //—an sin (E:E) (1 o ] e%) ey(—dadzey)
0 0
(9-19)
1 1 L a
= an (1 1o e_%) /dz/sin <Ea:) dz (9-20)
0 0
~—~— —————
L 28
1 1
= 2UyL — . -21
Yo (1—@27r 1—e—2”> (5-21)
e Az utolso esetben dA ) = dzdze,, vagyis:
Py = /E(m,y =a,z)dA (9-22)
a L
T . /T e™ e "
= //—U(]a sin (Em> (1 o 1o e_QW) ey(dzdzey)
0 0
(9-23)
L a
T e’ e "
- in (Z 224
an (1—e2” 1—e—27r> / dz/51n<ax> dz  (9-24)
0 0
—_—— ——
L 22
e’ e "
= —2UpL (1 1o e%) . (9-25)
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Ezek 6sszege adja a teljes fluxust, amelyb6l az 6ssztoltés:

Qosse = £0Procka = €0 (P(1) + P(2) + P(3) + Py)) (9-26)
1—¢" 1—e™T
— —2e4UpL + 250Uy L (1 T 62“> (9-27)

26T — 67271' ) P e27{'

= —2eoUoL + 2¢qUoL 9 _ @2m _ =27

(9-28)

10. feladat: Legyen a térben a potencidl a kdvetkezd:

1 pr

U(I‘) B 47T€0 7“73

ahol p konstans vektor, r # 0 és 7 = |r|. Mi lesz az elektromos térerGsség
az origon kiviil?

Megoldas:

A térerGsség kiszamitasdhoz a feladatban megadott potencidlfiiggvény
gradiensét kell kiszamolni. A gradiensképzés soran a fliggvényt az z, az y
és a z koordinéatak szerint kell parcidlisan derivalni.

Az integral kozvetlen kiszamitasa helyett probaljunk kicsit dltalanosab-
bak lenni. Mivel az r = \/22 + y2 + 22 mennyiség valamilyen hatvanyat kell
derivalnunk, ezért az r™-t fogjuk derivalni. Vegyiik észre, hogy a koordinatak
felcserélhet6 modon helyezkednek el a kifejezésben. Ha tudjuk pl. azt, hogy
mi az x szerinti derivalt, akkor az y szerinti derivalt ugyanaz lesz, csak az
x-et és az y-t fel kell cserélni. Derivaljunk az egyik (most az x) koordinata
szerint:

or" 0 0 3
- _ = 2 2 2\ (2 2 2\ 2 10-1
5 (%(\/x + 9% + 22) &U(m +y° +2%) (10-1)
= g (P22 2w =na (PP 422 (10-2)
=nx-r" 2. (10-3)
Igy tehat r™ gradiense:
A térer6sség ebben a konkrét esetben:
1 pr

E(r) = — - (—) 10-
(r) VU(r) Treg v 3 (10-5)
! (V( ))1+( )V1 (10-6)

- — r))— r J— -

47eg Pr))s TP r3 )’
ahol felhasznaltuk a szorzatfiiggvény derivilasi szabalyat. Az els6 tag:
0o 0 0

=\ =,==,= T z = Pz PysPz) = ) 10-

Vior) = (g ) et 4 pe2) = ey = (10D
a masodikra pedig hasznalhatjuk az elébb levezetett azonossagot:
1 ,
Vo= Vi3 =-3.rr= —i,r . (10-8)
r o

Igy
1 3(pr)r —r’p
4dmeg rd '

E(r) = (10-9)

Megjegyzés: ez a potencidl és ez a térerGsség a p dipélmomentummal
rendelkez6 dipélus tere.



