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1. feladat: Kozos pontban azonos hosszusagu szigetel fonalakon fel-
fiiggesztett egyforma, o, stirtiségti golyok fliggnek, mindketts toltése g.
A golyok kozotti teret e, relativ permittivitasa, of stirtiségd folyadékkal
toltjiik ki, ekozben a fonalak kozotti szog nem valtozik. Mekkora a golyok
strdsége?

Megoldas:

Mind a két esetben a testek szimmetrikusan helyezkednek el, igy elég, ha
csak mindig a bal oldali testet vizsgaljuk. Az els§ esetben a Newton-torvény
x és y irdnyban:

0= K1 sina — FC,l

0= Kjcosa—mg } = Fop=mgtga=Vyeggtga.  (1-1)

A maésodik esetben

0= KQ sina — FQQ

O:chosoc—mg—i-Ff} = Foz=(mg—Ftga =TVyloy —arlgtec.

(1-2)

A két Osszefiiggésbdl tg o kifejezve, majd azok egyenl6vé téve, illetve a
Coulomb-erd behelyettesitve:
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2. feladat: Két parhuzamos, a kézdttiik 1évd tavolsaghoz képest nagy

-0 20
kiterjedést lemez egyméstol d = 2 cm tavolsdgra helyezkedik el. Az egyik
Er lemezen o1 = —107°% C/m?, a masikon o9 = 2- 1078 C/m? a toltésstirt-
ség. A kozottik 1évs teret €, = 2 relativ permittivitdsu kozeg tolti ki.
Hatérozza meg az elektromos térerésség és az elektromos eltolas iranyat
és nagysagat a lemezek kozott és a lemezen kiviil!
i
d Megoldas:
‘ ) ‘ Azt tudjuk korabbrél, hogy egy o feliileti t6ltésstirtiséggel rendelkezd lap
} Dy () térerdsségének nagysiga E = %OET, amely a laptol elfelé mutat. A dielektro-
: : >, mos eltolas nagysaga D = goer ' = &, melynek irdnya megegyezik a térerésség
! ! irAnyaval.
: ) : Ezeket a mennyiségeket felirva az egyes tartoményokra, majd ezeket 6ssze-
} Do(x) adva:
l 1 x 7 < -2
| | Dy(z) = { ; i (2-1)
| I —3 T > —9 5
| P@)
—j l T —0 < % ,
I — D2 (ZL') = d (2—2)
| | o Tr>3,
fEe
| I _ d
E— | " -3 <3,
-1
| | D(w) = Di(a)+ Do) = § —% —d<p<d, (2-3)
d
4 g,
2-A. abra o d
b | TE T
E(z) = ={{ B3 _d <4 2-4
€=y e i<e<t (2-4)
E 2 <z

Az egyes mennyiségek eljele adja meg azok irdnyét: a pozitiv elGjel azt
jelenti, hogy a vektor a +z irdnyba mutat, a negativ pedig, hogy a —x irdnyba.

3. feladat: Egymastol 4cm tavolsagra 1éve fémsikok kozott olyan di-
elektrikum van, amelynek relativ permittivitdsa linearisan valtozik 1-t6l
2-ig. A lemezek ellentétesen t6ltottek, és a toltésstirtiség abszolut érté-
ke a lemezeken o = 4 - 1078 C/m?. Hogyan valtozik a térerGsség és az
elektromos eltolds a sikok kozott?

Megoldas:
Elgszor a relativ dielektromos allandé helyfiiggését kell fiiggvény alakban
megadnunk. Azt tudjuk, hogy x = —g—ben e(z) =182 = %—ben er(z) = 2,

és az a kettd kozott linedrisan valtozik. Erre a két pontra kell tehat egyenest
illesztentink. Az egyenes dltalanos alakban felirt egyenlete: e,(x) = A-z + B.
Behelyettesitve ebbe a két ismert pontot:

1= A-(-9)+B } 1
2= A-($)+B
A megfelel6 a mennyiségeket felirva az egyes tartomanyokra:
x <-4
x+3 —d<ca<d (3-2)
xr > %

er(z) =

— Qe =



Fizika A2E, 4. feladatsor — megoldédsok

0 z< —%

Dx)=¢o0 —-$<z<d (3-3)

d

0 xr > 3

D) 0 T f%
z 1 o d d
E = = - = Y X < 5} —4
(.’L’) €0€r($) €0 éx_t,_% 2 2 (3 )
0 T %

4. feladat: R; =10cm és Ry =20 cm sugaru koncentrikus gombok ko-
zOtti teret e, = 3 relativ permittivitast szigeteld tolti ki. A bels6 gombre
Q toltést viszlink fel. Mekkora a szigetel6ben a maximalis térerdsség?
Hogyan valtozik az elektromos eltolas a kozépponttol valé tavolsag fiige-
vényében?

Megoldas:
A Gauss-torvényt felhasznalva fogjuk meghatarozni az eltolasvektor su-
garfliggését. A Gauss-torvény:

D(r)d*f = p(r) &r = Qi , (4-1)
[[pwwe= ]
ov |4

ahol a bal oldalon a D dielektromos eltolas V' térfogat hatarara vett feliileti
integralja all, mig a jobb oldalon az elektromos toltésstriség V térfogatra
vett térfogati integralja taldlhat6. Ahhoz, hogy a fenti egyenletet ki tudjuk
értékelni, egy megfelel§ V' Gauss-térfogatot kell vialasztani. Ahhoz pedig, hogy
ezt ligyesen valasszunk meg, érdemes megnézni a rendszer szimmetriéit.

Ertelemszerten a rendszer gdmbszimmetrikus. Ez stlyos kovetkezmények-
kel van arra vonatkozoban, hogy milyen alaku lehet a D(r) fiiggvény.

e Ha gdémbi koordinata-rendszerben gondolkodunk, akkor a D vektor az r,
a ¥ és a ¢ mennyiségektdl fiigghet. A gbmbszimmetria miatt azonban
mindegy, hogy milyen szégnél nézziik a dielektromos eltolast, igy D
valdjaban csak r-t6l fiigghet.

o Emellett pedig a rendszernek minden olyan sikja tiikorsik, amely &at-
megy a kézépponton. Ennek az a kdvetkezménye, hogy a D csak sugar-
irdny1 lehet. Ez onnan latszik, hogy ha nem sugariranyd lenne, akkor
van olyan tiikorsik, amelyre nem esik ra ez a vektor. Ekkor viszont a
vektor és a tiikérképe nem ugyanaz. De ez ellentmondés, hiszen ha a
rendszert tiikrozziik a tiikorsikjara, akkor az eredeti rendszert kell 1at-
nunk.

Tehat valojaban D(r) = D(r) - ey, ahol e, a gomb koézéppontjatol elfelé
mutatéd egységvektor.

Ez alapjan tehat érdemes egy olyan r sugard, gomb alakt Gauss-feliiletet
valasztani, amelynek a kozepe megegyezik a rendszer kozéppontjaval. Ekkor
ugyanis a Gauss-felillet minden pontjara meréleges lesz a D, illetve a feliileten
a D nagyséaga allandoé lesz.

A Gauss-torvényt harom tartomanyra tudjuk felirni.

r < Ri: Ekkor a Gauss-feliilet nem tartalmaz toltést (Qin = 0), igy

O_//D d2f—//D Yd2f = D(r //de D(r)dr*r

(4-2)

&r (2

a‘
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D(r)=0 (4-3)

Ry <1 < Rs: A Gauss-gdbmhon beliil @ t6ltés van, igy
1 Q

Q = D(r)4r’n = D(r) = R

(4-4)

Ry < r: A foldelés miatt a kiils§ féemgdmbon felhalmozddott —Q toltés, igy
a Gauss-gémbon beliil @ — @ = 0 t6ltés van. Ekkor szintén

D(r)=0. (4-5)
Osszefoglalva:
0 r < Ry,
D(x)={¢ L% Ry <r<R, (4-6)
0 Ry <1,
ahonnan
0 r < Ry,
D(z) 1 Q
B(z) = goer() =\ Treoer 2 [0 <7 < I, (47)
0 Ry <.

5. feladat: Két koaxialis, igen hosszi fémhenger sugarai Ry = 2cm és
R3 = 8cm. A kozottiik 1éve teret kétféle szigeteld anyag tolti ki dgy, hogy
a hatarfeliilet a fémhengerekkel koaxialis, Ro = 4 cm sugaru hengerfeliilet.
A belss szigeteld relativ permittivitasa €1, = 5, a kiils6é g9, = 2. A belsé
fémhengeren o = 4 - 10710 C/cm? feliileti toltésstirtiség van. Mekkora az
elektromos eltolas vektoranak maximalis értéke? Mekkora a maximélis
térerGsség?

Megoldas:

A megoldashoz szintén a Gauss-térvényt fogjuk hasznalni. Most nem ve-
zetjiik végig az el6z6 feladatban részletesen bemutatott gondolatmenetet, de
itt is hasonléan kell eljarnunk. Ertelemszertien ez feladat hengerszimmetri-
kus. Itt a dielektromos eltoldas mindenhol a hengerek tengelyére meréleges
és attol elfelé mutat. A megfelel6 Gauss-feliilet itt egy henger lesz, melynek
sugara négy tartomanyra eshet:

r < Ri: Itt a D(r) =0.

R; < r < Ry: Legyen [ hossztt a Gauss-henger. Ez a fels6 hengernek A =
2w Ry - | nagysagu feliiletét tartalmazza, vagyis Qin = 0 - A = 027 Ryl.
A D feliileti integralja:

//D(r)dzf— // D(r)d2f+2// D(r) d*f , (5-1)

henger hengerpalést alaplap

ahol az alaplapra vett integral nulla, hiszen ott a felliletvektor mer6leges

a D-re, igy
//D(r) d*f = // D(r) d*f = // D(r)d%f (5-2)
henger hengerpalast hengerpaldast

4
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= D(r) / / d%f = D(r)2nrl (5-3)

hengerpalést

vagyis

Ry < r < Rs: Mivel ezen a tartomanyon is ugyanannyi toltést tartalmaz a
Gauss-feliilet, igy a megoldas itt ugyanaz, mint az Ry < r < Ro tarto-
manyon.

Rs < r: A foldelés miatt a kiils§ fémhengeren negativ toltések halmozod-
nak fel. A felhalmozo6dott t6ltés mennyisége ugyanakkora lesz, mint a
belss hengeren (emiatt persze a toltéssiirtiség nem lesz ugyanakkora).
Igy sszességében a Gauss-feliileten beliil az dssztoltés nulla lesz, tehat
D(r) = 0-t kapunk.

Osszefoglalva:
0 r< R1
D(z) =40 Ry <r<Rs (5-5)
0 R3 <r
ahonnan
0 r << R1
D o L R <r<R
E(IE) = (:U) — 5(51 é’ 1 r 2 (5—6)
505r($) 507&271 Ry <r <R3
0 Rs<r

6. feladat: Egy végtelen sik egyik oldalan vakuum van, a masikon &,
relativ dielektromos allandéja szigetels. A vakuumban a siktol d tavol-
sagra () ponttdltést helyeziink. Milyen lesz az elektromos térerGsség és az
elektromos eltolds a térben?

Megoldas:

A megoldas a 2. feladatsor 9. feladatahoz hasonlé lesz, itt is a tiikortolté-
sek modszerét fogjuk hasznélni, azonban itt ezt mind a két térrészre el kell
végezni.

A fémlap esetében a hatarfeltétel kielégitése azt jelentette, hogy a tér-
erdsségek merélegesnek kellett lennie arra. Dielektrikum hatarfeliilet esetében
azt irhatjuk fel, hogy a dielektromos eltolas meréleges komponense ugyanaz
a feliilet két oldalan, illetve a térer6sség parhuzamos komponense halad at
valtozatlanul:

DJ_,l = DJ_72 s E||,1 = E”’z . (6—1)

Ezt a két egyenletet kell majd kielégiteniink a feltételezett tiikortolté-
sekkel. A vikuumban 1év§ teret a fémlap esetéhez hasonléan probaljuk meg
megadni az eredeti, d = (0,0,d) helyen 1évs, ¢ nagysagu toltés és egy, a
d’ = (0,0, — d) helyen 1év6, ¢’ nagysagn toltés terének osszegeként:

1 g 1 4 :
Dyakuum (T) = Em(r —d)+ Eh‘—id’](r —d’) (6-2)
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1 q
:Z Q(xayvz_d)
T (224 y?+ (2 —d)?)?
1 /
+ o 1 sy +d). (63)
T(@2+y2+ (2 +d)?)?

A dielektrikumbol csak az eredeti toltés latszik, ott nem varhatunk tiikor-
t6ltés megjelenését. Azonban a hatarfeliileten felhalmozodott t6ltések miatt
azt meg kell engedni, hogy a toltés értéke masnak latszédjon:

1 qll
Ddie](r) = Em(r — d) (6—4:)
1 !
! (22— d) . (6-5)

3
2

:E(:UQ%—yz—i-(z—d)z)

A dielektromos eltolas meréleges (z iranyu) komponensének egyenlsége
a hatarfeliilet (z = 0) két oldaléan:

[Dvé,kuum]z(z =0)= [Ddiel}z(z =0) (6-6)
1 1 '
Ar ! 5 (=d) + Ar : g d
(22 + 92 + d?)? (22 +y2 +d?)>
1 i
T am oo p 23 (~d) (67)
(22 + 92+ d?)?
a—q=4q". (6-8)

Tlletve a térerésség parhuzamos iranyt komponensének egyenlésége a két
térrész hataran:

[Evékuum] x,y(z =0) = [Ediel] x,y(z =0) (6-9)

1 1
q 3 (xvy) + q
4meg (:1:2 +y2 + dz)a

_ z,
dmeper (xg 42 +d2)% (z.y)
(6-10)
/ 1 !
q+q=—-4". (6-11)
Er
A | és a (6-11)) egyenletekbdl g és ¢ meghatarozhato:
1—¢ 2¢e
/ r " T
= = 6-12
¢ =19 12! (6-12)

Mivel talaltunk olyan ¢’ és ¢” paramétereket, amelyekkel a hatarfeltételek
kielégithetGek, igy valoban felirhaté a vakuum térrészben a térerdsség ugy,
mint két ponttoltés terének az 6sszege, a dielektrikum térrészében pedig gy,
mint egy ponttoltés tere.
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7. feladat: R; = 10cm sugart gomb térfogati toltéssirtsége o =
300 C/m?, relativ permittivitasa e, = 5. A gémbot koriilveszi egy vele
koncentrikus fém gémbhéj, amelynek sugarai Ro = 20cm és R3 = 23 cm.
Abrazolja a térerdsség valtozasat a kozépponttol mért tavolsag fiiggve-
nyében!

Megoldas:
A 4. feladat gondolatmenetét itt is végigvezethetjiik. A Gauss-gémb su-
gara itt az alabbi tartomanyokba eshet:

r < Ry: Itt a Gauss-torvény egyik és masik oldala

///Q(r)d3r=///gd3r=g/// d3r:g§r37r, (7-1)
gémb gémb g5mb
/ / D(r) d*f = / / D(r)d*f = D(r) / / d*f (7-2)
gomb gdmb gomb
= D(r)4nr?, (7-3)
vagyis:
D(r)=gr. (7.4)

Ry < r < Ry: Ezen a tartomanyon a Gauss-feliilet az egész szigetel§ gdmbot
tartalmazza, vagyis Qi = Q%R?TF(: Q). A feliileti integral az el6z6
tartomanyhoz hasonldéan szamithato, igy

4
D(r)4nr? = QgR%ﬂ‘ (7-5)
o Y

Ry < r < Rs: Ezen a tartoméanyon a kiils§ félgémbhéj belsejében vagyunk.
Az idealis fém belsejében a térerdsség és a dielektromos eltolds nulla.
Ennek kovetkezménye az, hogy a gombhéj belsejére —(@) tdltésnek kell
felhalmozodnia, hiszen a Gauss-torvény csak igy teljesiil. Mivel a fém
nincs foldelve, igy a toltésmegmaradas miatt annak kiilsején @ toltés
halmozddik fel.

Rsg < r: Itt is Osszesen @ + @ — @@ = @ toltés talalhaté a Gauss-feliileten
beliil, vagyis a méasodik tartomanyhoz hasonlé megoldast kapjuk.

Osszegfoglalva:
r r<Ry
Qi; Ri<r< Ry
D(ry=¢3" (7-7)
0 Ry <r < Rg
g%{ R3 <r
ahonnan
35551%:7; r <Ry
D 21 Ri<r<R
E(r) = (r) — { 3e0 72 L=< 2 (7-8)
505r(r) 0 Ry <r < Rg
RS
%721 R3 <r
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U
D(r),
B(r).
R\
8-A. 4bra

8. feladat: R = 1cm sugart végtelen hosszi kérhenger homogén, e, =
5 relativ permittivitdsu anyagbol késziilt. A hengeren belil o = 5/3 -
1073C/ m?> tértoltés, a hengeren kiviil vakuum van. Mekkora a térerGsség
a tengelytsl 0,5 cm és 1,5 cm tavolsagban?

Megoldas:
Az 5. feladathoz hasonlban itt is hengerszimmetrikus problémank van. A

megfelel§ Gauss-feliilet egy [ hosszt, a szigetel§ hengerrel koaxidlis henger

alaku feliilet lesz. A henger sugara két tartoméanyra eshet:

r < R: Itt a Gauss-térvény egyik és masik oldala

///@(r)dBrZ///@dBrzg/// &Pr = or?al (8.1)

henger henger henger
//D(r)d2f=//D(r)d2f+2// D(r)de://D(r)d2f
henger palést alaplap henger
=0
(8-2)
— D(r) / / d2f = D(r)2rnl | (3-3)
henger
vagyis:
D(r) = gr . (8-4)

R < r: Ezen a tartoméanyon a Gauss-feliilet az egész szigetel§ hengert tartal-
mazza, vagyis Qi = o- R?ml. A feliileti integral az el6z6 tartomanyhoz
hasonl6éan szamithato, igy

D(r)2rml = o- R*nl (8-5)

o R?

Osszegfoglalva:

gr r<R
D(z) =12 8-7
(@ {R o (57

ahonnan
D(x) Er r<R

E(x) = = { 2808 8-8
(@) g0er () {250112 R<r (8-8)

A megfelels sugarértékek behelyettesitésével megkapjuk a feladat kérdeé-
sére a kozvetlen valaszt.
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9. feladat: Két parhuzamos, egymastol a = 2 cm tavolsaghan 1évé vég-
telen siklap kozotti tartoményt o = 1072 C/m? toltésstrtsegi, &, = 2
relativ permittivitast anyag tolt ki. Az egyik siklaptol a méasikkal ellen-
tétes irdnyban d = 8 cm tavolsigra egy, az el6z6ekkel parhuzamos féldelt
fémlap helyezkedik el. Hogyan valtozik a térerdsség a siklapokra mergle-
ges tengely mentén vett helyzet fiiggvényében?

Megoldas:

Szamoljuk ki el§szor a szigetel§ tartomény dielektromos eltolasat. Ehhez
vegyiink fel egy A alapteriiletii h magas hasabot, melynek tengelye meréleges
a tartomdany feliiletére és az szimmetrikusan helyezkedik el a tartomany bel-
sejében. Ennek palastjaval parhuzamos az eltolas, igy a feliileti integral csak
az alaplapokon fog jarulékot adni. A Gauss-torvény felirva:

h < a:
h
Dd1e1<2> - A+ Dgseal <—2> cA=A-h-p (9—1)
h h
Daia ([2) =02 2
diel <2> e 3 (9-2)
D(z) = ox (9-3)
a < h:
a
Dygie1 () 05 - (9-4)

A fémlap terének meghatarozésahoz azt kell elgszor meghatarozni, hogy
az mennyire t0lt6dik fel. A toltéssemlegességet tgy tudja elérni, hogy a fe-
liletére akkora feliileti toltésstriiséget halmoz fel, mint amennyi t6ltés egy

ugyz.i.nakkora feliiletd szigetel§darabon van. Tgy tehat oy = —Q%.
Osszefoglalva
& <-4
Dgiet(z) = o —§ <z <§ (9-5)
@ 2o
oa a
Dlap(x) - {_g2a d+ % < (9_6)
0 T < —%
e(z+3) —-§<z<j
D(2) = Daer() + Diap () = 97
() = Dasal@) + Diap(a) = { «zycars 0D
0 d+ 5 <z
0 x < —4
Blo = 2 e ) Eeesd (6-8)
505r(gj) 5a 3 <xr<a-+ 5
0 a+d<a

—
.
P
AL ‘1
T I ——1 h
h d
Deger() 4 ‘ ‘
? ? ? T
Dl‘%lp(x) A : :
1 1 1 T
D)y
- 1 o
B(x)y, ]
1 — 1
1 1 oz
-5 8 g+d
9-A. abra
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10. feladat: Egy R sugari gdmb a sugar fliggvényében linedrisan valtozo
permittivitasu anyagbdl késziilt. A relativ permittivitas kozépen €1, = 2,
a feliileten pedig €2, = 3. A gdmbo6t homogén o toltéssiirtséggel toltjik
fel. Mekkora az elektromos térerésség és az elektromos eltolas a kozép-
ponttol vald tavolsig fliggvényében, ha a gdbmbon kiviil vakuum van?

Megoldas:
Elgszor adjuk meg a relativ dielektromos allandé sugarfiiggését. A lineéris
fiiggvény legyen e,(r)A - r + B, igy

B=¢eyn, (10-1)

er= A-0+B N A_€2r—51r
eor= A-R+ B N R

vagyis

er(r) = 2 Elr 7 o ten. (10-2)

A homogén modon toltott gomb dielektromos eltolasat a 7. feladatban
mér kiszamitottuk:

,
e ; (10-3)

o 1
B(r) = D(r) _ [ 3 Ty, <R . (10-4)
) |2 Rer

10



