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1. feladat: A homogén, F nagysigu elektromos erétér a koordinata-
rendszer z tengelyének irdnyiba mutat. Hatarozzuk meg az elektromos
fluxus értékét az OABC tetraéder minden lapjara kiilon-kiilon, ahol az
O pont az origot jelenti, A = (a,0,0), B = (0,b,0), C = (0,0,c).

Megoldas:
Az elektromos térerésség fluxusa a térerdsség feliileti integralja:

P = //E(r) d’f . (1-1)
A

Ezt a mennyiséget kell kiszamitanunk mind a négy oldalra.

OAB: El6szor is a feliiletet kell iranyitanunk. Konvencio, hogy a feliiletelem-
vektor a zart felilletb§l mindig kifelé mutat. A feliiletelem-vektor a fe-
lillet sikjara merdleges és nagysaga az adott feliiletelem nagysagaval
egyezik meg.

A fluxus:

@OAB_//ECP / Ed%f E//de_ E—, (1-2)

OAB OAB OAB

hiszen (1) a feliiletelem-vektor eréleges a térerGsségre a teljes feliileten
mindenhol, (2) a térerésség homogén a feliilet mentén, vagyis az in-
tegralbol kiemelhetd, illetve (3) a feliiletelemek nagysaganak Osszege a
teljes feliiletre a feliilet méretét adja meg.

OAC és OBC: A feliileti integral itt nulla, hiszen a feliiletelem-vektorok me-
r6legesek a térerdsségre, igy a skaldrszorzatuk nulla.

ABC: Az OAB oldalhoz hasonléan itt:
(I)ABC://Ede:E// d*f = EA4pc , (1-3)
ABC ABC

ahol A spc a feliiletvektor. Ezt a haromszog két oldalat megadd vek-
torbol meghatéarozhatjuk: AB = (—a,b,0), és AL = (—a,0,c), igy

j k
1 b
Aape = ﬂﬁ x AC = 5 —a b 0= §(bc,ac,ab) , Papc = E%
—a 0 ¢
(1-4)

Vegyiik észre, hogy a teljes feliiletre a fluxus nulla.
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2. feladat: Az elektromos térerdsség a térben az E(x,y,2) = azi + bxk
fliggvény szerint valtozik, ahol a és b adott dllandok. Hatarozzuk meg
az elektromos fluxus értékét az O = (0,0,0), A = (w,0,0), B = (0,h,0)
csticspontok altal meghatarozott O AB haromszogre.

Megoldas:
A megoldashoz az alabbi feliileti integralt kell kiszdmitani:

P = // E(r) d*f, (2-1)

OAB

ahol az integralast az OAB haromszogon végezziik, és a d*f a feliiletelem-
vektorok a feliiletre merélegesek, és nagysaguk megegyezik a hozzajuk tartozo
feliiletdarabkak nagysagaval. Iranyitsuk a feliiletet felfelé, vagyis a d’f vek-
torok mutassanak a z irdnyba.

Az integralt Descartes-koordindtarendszerben fogjuk paraméterezni. Eh-
hez el6szor meg kell hatdroznunk azt, hogy az = és az y koordinatik milyen
értékeket vehetnek fel, mig azok bejarjak a megadott feliiletet. Az x koordiné-
ta 0 és w kozotti értékeket vehet fel. Minden egyes x értékhez az y koordinata
az OA és az AB egyenesek kozott lehet. Elgszor hatédrozzuk meg az AB egye-
nes egyenletét: y(z) = A-x + B,

ye=w)=0=A w+B __h _ ]
ylx=0)=h=A-w+ B A= w B=h, (22)
vagyis az integralasi hatarok: z € [0,w], y € [0, — %l’ + h}.

Ez alapjan az integral:

w —Xz+h w —Lath
o= / E(z,y,2)kdydz = / / (azi+ brk)k dydz (2-3)
0 0 0
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(2-5)

bh 4 w? 1 2

3. feladat: Végtelen hosszu egyenes mentén \ egyenletes toltésstiriség
van. Hatdrozzuk meg a térerdsséget a Gauss-tétel segitségével az egyenes-
t61 d tavol 1év6 pontban!

Megoldas:
A Gauss-tétel kimondja, hogy

4// E(r) d*f = 510/‘/// o(r) dPr = eloQi“ 7 5-1)
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ahol a bal oldal a térerdsség V' térfogat feliiletére valo feliileti integralja, mig
a jobb oldal a toltésstriiség a V térfogatra vett integralja. Ez egy integra-
lis Gsszefiiggés, a térerdsség egy adott felliletre vett integraljat koti Ossze a
feliileten feliil talalhaté toltésmennyiséggel. Nekiink azonban minden egyes
pontban (lokilisan) kell megadnunk a térerGsséget. Ez akkor tehets meg egy-
szertien, ha a rendszer nagyfokd szimmetridaval rendelkezik, igy a létrejové
térerfsség viszonylag egyszeri strukturaval bir. Ekkor egy megfelelGen meg-
valasztott Gauss-feliilettel gyorsan célt érhetiink.

Lathatjuk a toltéseloszlas hengerszimmetriaval rendelkezik: a z tengely
kériil tetszélegesen elforgathatjuk a rendszert, minden olyan sikra, amely tar-
talmazza a z tengelyt vagy meréleges arra megtiikrozhetjiik a rendszert, illet-
ve a z tengellyel parhuzamosan tetszélegesen eltolhatjuk a rendszert, ugyan-
azt fogjuk latni. A 1étrejove térersségnek is meg kell felelnie ezeknek a szim-
metridknak.

e Ha hengerkoordinata-rendszerben gondolkozunk, akkor a létrej6vé tér-
ergsség fiigghet az r, a ¢ és a z koordindtaktol. Mivel ugyanazt latjuk,
ha a rendszert eltoljuk a z tengely mentén, illetve ha elforgatjuk a z ten-
gely koriil, ezért valojaban ettél a két mennyiségtsl semmi nem fiigghet.
Tehat E(r) = E(r).

e Emellett a vektor sem allhat akarmilyen iranyban. Erezziik, hogy a tér-
erésség sugarirdny lesz, de mas nem is lehet a vizszintes és a fiiggsleges
tiikorsikok miatt. Emiatt E(r) = E(r)e;, ahol e, a sugariranyban kifelé
mutato egységvektor.

Ez alapjan mar fel tudjuk egyszertden irni egy henger alaki Gauss-feliiletre
a Gauss-torvényt:

//E(r)de@ // E(r)d2f+2//E(r)d2f@ // E(r) d2f

henger hengerpalést alaplap hengerpalést
=0
(3-2)
(3) 2
= E(r) d*f = E(r) - 2rnl, (3-3)
hengerpalast

hiszen (1) a teljes hengerfeliilet feloszthato a paldstra és a két alaplapra, ahol
az alaplapon vett feliileti integral nulla, hiszen ott a feliiletvektor meréleges
a teérerdsségre, illetve (2) a palaston szamolt feliileti integralnal a feliiletvek-
tor parhuzamos a térerésséggel. Mivel a térerGsség csak a sugartél fiigg, igy
a palaston a térerGsség nagysiga ugyanakkora (3), vagyis az kiemelhet§ az
integralas aldl, a feliiletelemek Gsszege pedig a palést feliiletét adja.

A hengerben taldlhato toltésmennyiség Qin = A-l. A kettd egyenlGségeébdl:

E(r)= > 1

Al
E — — et
(r) 2meg T

= 3-4
2meg (3-4)

4. feladat: Egymastol d tavolsdgban parhuzamosan elhelyezett két igen
hosszi fonalat egyenletesen toltok fel +\ és —A linearis toltésstriséggel.
Hatarozzuk meg a térerésséget abban a pontban, amely a két fonalat
magaban foglalo siktdl x tavolsdghan fekszik a szimmetriasikban.

Megoldas:

4-A. 4dbra
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Az el6z6 feladat megoldasa alapjan tudjuk, hogy a A toltésstirtiséggel
rendelkez6 vonaltoltés elektromos térerdssége:

Al
2meg T

E(r) = (4-1)

A két vonaltoltés altal létrehozott térerdsséget a megfeleld modon vekto-

ridlisan kell &sszegezniink. Azt lathatjuk, hogy a térerdsség x komponensei
kiejtik egymast, igy csak a —y irdnyba mutaté vetiileteket kell 6sszeadnunk.

2
E(z)zQE( z? + <d> ) -cosa:i;-cosoz (4-2)
2 TEQ 4)2
2

x2+(
A1 s A d (43)
e @ e e ()
Vagyis
Ew)= 2 — (e (4-4)

5. feladat: Milyen eréteret hogy létre két egymésra merdleges végtelen
stk, ha rajtuk egyenletesen elosztva o és 20 feliileti toltésstriség van.

Megoldas:

Elsszor hatarozzuk meg egy o feliileti toltéssiiriiséggel rendelkezé siklap
térerdsségét. Khhez is a Gauss-torvényt fogjuk hasznalni. Szimmetriamegfon-
tolasok alapjan megéllithatjuk, hogy a térerGsség csak a sfktol valé z tévol-
sagtol fligghet, illetve hogy a térerdsségnek erslegesnek kell lennie a sikra.

A Gauss-torvényt egy henger alaku feliiletre fogjuk felirni. Legyen ennek
alapteriilete A, magassiga 2z, és helyezziik el tgy, hogy a t61ttt sik ezt pont
felezze. A befoglalt toltés Qi = o A. A térerSsségnek feliileti integralja csak
a két alaplapon fog jarulékot adni, hiszen az a palasttal parhuzamos. Mind a
két alaplapon a felilletvektor és a térerésség egy irdnyba mutat, igy:

7014 // ) d’f =2 // z) d*f = 2E(2)A (5-1)

henger alaplap
E(z) =

Tehat lathatjuk, hogy a siktdl val6é tavolsagtol fliggetleniil a térerdsség
alland6 nagysagu.

Ha két ilyen lemezt merélegesen allitunk egymasra, akkor az egyes leme-
zek altal létrehozott térerdsségeket vektoridlisan 6ssze kell adni. A nagysaga
mindenhol ugyanakkora:

A térerGsségvektor:

250 (5-2)

ﬁ( 1, 20) 0<z,0<y

B(ry) %TO(—1, 20) 0>z,0<y (5.
E( 1,—2,0) O0<x,0>y
2 (-1,-20) 0>z,0>y
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6. feladat: Tegylik fel, hogy a térben a térfogati toltéssiirtiség csak az
x—y siktol mert tavolsagtol fiigg, tehat o(z,y,z) = f( |z|) valamilyen f
fliggvényre. Fejezziik ki f segitségével a térerdsséget a tér minden pont-
jaban.

Megoldas:

Ahogy azt a 3. feladatnal is tettiik, most is elGszor szimmetriamegfonto-
lasok alapjan adunk feltételeket arra, hogy milyen lehet a térerdsség alakja,
majd ezutan egy jol megvalasztott Gauss-feliilettel fel fogjuk irni a Gauss-
tételt.

Ha a toltésstrtiség csak az z—y siktol mért tavolsagtol fiigg, akkor a rend-
szer

1. az x—y sikkal parhuzamosan tetszélegesen eltolhatéd
2. az x—y sikra is tiikrozhets

3. minden z—y sikra mergleges sikra tiikrézhets

gy, hogy a rendszer a transzformécié utdn onmagaba megy at. Az 1. szim-
metria kovetkezménye, hogy semmilyen mennyiség sem fiigghet az x és az y
koordinataktol. A 2. szimmetriabol adodik, hogy a térerdsség z magassaghan
ellentétesen all mint —z magassagban. Végiil pedig a 3. szimmetriabol latszik,
hogy a térerdsség csak a z irdnyba mutathat.

Ez formalisan felirva:

e, z>0

. 6-1
—-e, 2<0 (6-1)

E(z,y,2) = E(2) = E(z)e, = E(|z]) {

A megfelels Gauss-feliilet egy olyan henger, melynek A teriiletii alaplapjai
parhuzamosak az x—y sikkal és azok a z, illetve a —z magassdgnal vannak. A
Gauss-tétel két oldalan szereplé mennyiségek:

//E(r) a2 @ // E(r) d2f +2 // E(r) d2f@2// E(r) &2f

henger hengerpalast alaplap alaplap
=0
(6-2)
) 20 _
= 2F(z) d*f =E(2) 24, (6-3)
alaplap

hiszen (1) a teljes hengerfeliilet feloszthaté a paldstra és a két alaplapra,
ahol a palaston vett feliileti integral nulla, hiszen ott a feliiletvektor merd-
leges a térerGssegre, illetve (2) az alaplapokon szamolt feliileti integrélnal a
feliiletvektor parhuzamos a térerdsséggel. Mivel a térerdsség csak a z koordi-
natatol fiigg, igy az alaplapon a térerdsség nagysiaga mindenhol ugyanakkora
(3), vagyis az kiemelhetd az integralas alol, a feliiletelemek Gsszege pedig az
alaplap feliiletét adja.

A korbezart toltés:

///Q(I‘)d3r(2///g(‘z")da:dydz’@//dxdy/zg(‘szdz/ (6-4)
v v A 2

=A
(3) / /
= 2A [ o(2")dz". (6-5)
0

5
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A Gauss-tétel alapjan:

7. feladat: Legyen a térfogati toltésstiriiség olyan, hogy az csak a z ten-

gelytsl mért tavolsag fiiggvénye, azaz o(z,y,2) = f(1/2? + y?) valamilyen
f figgvényre. Adjuk meg a térerésséget a tér minden pontjaban.

Megoldas:
Ha a toltésstriiség csak az v = /22 + y2-t6l, vagyis a z tengelytsl mért
tavolsagtol fiigg, akkor a rendszer

1. a z tengellyel parhuzamosan tetsz&legesen eltolhato,

2. a z tengely koriil tetszbleges szoggel elforgathato,

3. a z tengelyre meréleges sikra tiikrozhetd,

4. minden a z tengelyt tartalmazé sikra tiikrézhets
gy, hogy a rendszer a transzformacié utdn onmagaba megy at, vagyis a
rendszer hengerszimmetrikus. Erdemes akkor hengerkoordinita-rendszerben
gondolkodnunk. Az 1. szimmetria kdvetkezménye, hogy semmilyen mennyiség
sem fiigghet a z koordinataktol, a 2. szimmetriaé pedig, hogy a ¢-t6l sem
fligghet semmi. A 3. és a 4. szimmetriabdl adodik, hogy a térerdsség csak

sugariranyba mutathat.
Ez formalisan felirva:

E(rp,z) =E(r) = E(r)e; . (7-1)

A megfelel§ Gauss-feliilet egy olyan r sugari, [ hosszi henger, melynek
teriiletd alaplapjai parhuzamosak az z—y sikkal és tengelye egybeesik a szim-
metriatengellyel. A Gauss-tételhez:

//E(r)de@ // E(r)d2f+2//E(r)de@2//E(r)d2f

henger hengerpalast alaplap palést
—_———
=0
(7-2)
@) 20 _
= 2E(r) d°f = E(z) - 2rnl (7-3)
palast

hiszen (1) a teljes hengerfeliilet feloszthato a paléstra és a két alaplapra, ahol
az alaplapokon vett feliileti integral nulla, hiszen ott a feliiletvektor merdleges
a térerdsségre, illetve (2) a palaston szamolt feliileti integréalnal a feliiletvektor
parhuzamos a térerdsséggel. Mivel a térerdsség csak az r koordinatatol fiigg,
igy a palaston a térerésség nagysaga mindenhol ugyanakkora (3), vagyis az
kiemelhetd az integraléds alol, a feliiletelemek Gsszege pedig az alaplap feliiletét
adja.
A korbezart toltés:

2 r

/ / / ofr)d¥r & /l / / (') dr'dpdz & /l dz / dy / o(r' ) dr' (7-4)
000 0 5

henger
6
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T

©. 27?/@(7“')7“' dr’, (7-5)
0

ahol r az integralas hatra és r’ az integralasi valtozo.
A Gauss-tétel alapjan:

r

Ewy_;i/wmwdw. (7-6)
0

8. feladat: Tegylik fel, hogy a térben a térfogati toltésstriség gomb-
szimmetrikus, tehit az csak az origotol meért tavolsagtél fiigg, vagyis

o(z,y,2) = f(v/a?+y? + 2?) alakd. Hogyan fejezhetd ki az elektromos
térerdsség f segitségével?

Megoldas:
Itt a toltésstrdség csak az r = /22 + y? + 22-t6l, vagyis az origotol mert
tavolsagtol fiigg. Igy a rendszer

1. tetszbleges origot atmend tengely koriil tetszdleges szbggel elforgathato,

2. tetsz6leges az origbt tartalmazoé sikra tiikkrozhets

gy, hogy a rendszer a transzformicié utdn 6nmagaba megy &at, vagyis a
rendszer gombszimmetrikus. Gondolkodjunk gémbkoordinata-rendszerben, a
megfelel§ koordinatak: r, ¥ és p. Az 1. szimmetria kévetkezménye, hogy sem-
milyen mennyiség sem fiigghet a 9 és a ¢ sz0gektsl, a 2. szimmetriaé pedig,
hogy a térerésség csak sugérirdnyba mutathat, azaz

E(r,p) =E(r) = E(r)e, . (8-1)

A megfelels Gauss-feliilet egy origd kézéppontu, r sugara gomb. A Gauss-
tételben szerepld feliileti integral:

// E(r) 2f 2 // E(r) @f € B // Bf = E(r) -4r2r,  (8-2)

gbémb gdémb gémb

hiszen (1) a gomb feliiletén szamolt feliileti integralnal a feliiletvektor parhu-
zamos a térerdsséggel minden pontban, illetve mivel a térerGsség csak az r
koordinatatol fiigg, igy a feliileten a térerdsség nagysidga mindenhol ugyan-
akkora (2), vagyis az kiemelhet§ az integrélds alol, a feliiletelemek Gsszege
pedig az alaplap feliiletét adja.

A korbezart toltés:

2r ™o
/ / / o(r) & ¥ / / / ()2 sin 9dr'd¥dy (8-3)
gdmb 0 0 0
™ 2m T r
@ /sinz?dz?/dcp/g(r')r'Q ar' @ 47r/r’2g(r’)dr’, (8-4)
0 0 0 0

ahol r az integralas hatéra és r’ az integralasi valtozo.
A Gauss-tétel alapjan:

11 [ ,
mm:%ﬂ/wmmwh (8-5)
0
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9. feladat: Hatarozzuk meg az elektromos térerdsséget, ha a térfogati
toltésstiriség a kovetkezs:
a) o(x,y,2) = eoe™ V!

12+y

b) Q(x,y,Z) = goe «
c) o(x,y,2) = 0o, ha 22 +y? + 22 < R?, illetve o(z,y,2) = 0 egyébként.

2

Megoldas:

Eszrevehetjiik, hogy a harom stirtiség az elgz6 harom feladatnak megfelels
szimmetridval rendelkezik. Igy tehat hasznalva az ott levezetett Osszefiigge-
seket:

z z
/ 1 ! #
E,(2) = /Q(z')d 1= 00 [ el gy = 20 [ el l} (9-1)
€0 €0 o | 0
0 0
_ o 1 ( —alz| 1) _ & (1 *Oélz\) (9-2)
o — & (8730
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! _ 2 2
; . _2l-a <e—a — 1) _ ol <1 —e‘a) , (9-4)
R EQT 2 260 r
9-A. abra c) Itt két eset lehetséges: egyik, hogy r < R:
11 11 1 8"
E _ 1 2000 4y = — — 2 dlzfgi :@f
C(r) €0 72 " Q(T) " €0 72 T eodr ?”2 €0 3 0 5037
0 0
(9-5)
illetve r > R
T R r
E()_ii /2(/)d/_i1 /2(l)d/ /2(/)d/
CT_&OTQ r“o(r T_607“2 r'“o(r’)ydr” | r“o(r")dr
0 0 R
| ——
=0
(9-6)
11 ’ 1 1 R3
2 / oo |T 00
= —— dr' = —=—— | — —_—— 9-7
507“2/TQ " 7“260[3:|0 eor? 3 (9-7)
0
Vagyis
Lr r<R
eor? 3 <r
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10. feladat: Az allandé térfogati toltésstriiségl, R sugara gémbben, a
kézépponttol d tavolsagra r sugaru treg van (d + r < R). Mekkora a
térerdsség az iiregen beliil?

Megoldas:

Az el6z6 feladat c) része alapjan tudjuk, hogy a homogén toltésstriiséggel
rendelkez6 gomb térerdssége a gombon beliil

00T orr ol
EI‘ = ——e =——— = —-Tr 10—1
(r) 03 ' e3|r] 3’ (10-1)
ahol e, = ‘%' a gomb kozepébdl kifele mutatd egységvektor.

Vegyiik észre, hogy a feladat toltéselrendezését két ilyen gémb szuperpo-
zicibjaként el6 lehet allitani: a pozitiv t6ltést gbmbben a lyuk olyan, mintha
ott lenne egy ugyanakkora csak negativ toltéssiirtiséggel rendelkezs gomb.
Ennek térerssége:

1
E_(r) = —%gr’ . (10-2)

Az ¢’ vektor felirhaté az r és a d vektorral:

001

E (r)=—-—"Z(r—d). 10-3
) =-2L2r—a (10-3)
Az iiregben tehat a térerdsség:
0l ol 001
Eﬁreg(r) = E(I‘) —+ E,(I') = ggr — gg(r — d) = ggd s (10—4)

vagyis a térerfsség az iiregben homogén és a d vektorral parhuzamos.

/O & & & & D\D &
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