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1. feladat: Hatarozza meg az elektrosztatikus és gravitacios koleson-
hatasi er6k aranyat két elektron, illetve két proton esetében. Azonos ré-
szecskék kolcsonhatiasakor milyen toltés-tomeg aranynal lenne a két erd
abszolut értéke azonos?

Megoldas:
A Coulomb-er§ és a gravitacios erd kifejezése nagyon hasonld:
@2 r3—1) mimg Iy —T]
Fc= Fg =7 (1-1)

ity — 1y [r2 — 1] BTN

ahol k = -, g = 8,85 - 10712 &y, illetve 5 = 6,67 10711 Y. Az erck
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nagysiganak aranya tehat

Fo _ kQiQs
FG Y1msa '
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Két protonra, illetve két elektronra ezek:

F,
Qp=+16-10""C, mp=167-102 kg, —P =124-10%, (1-3)
Fap
F,
Qe=-1,6-10"1C, me=09,11-10"3"kg, # =4,17-10"2 . (1-4)
G,e

A két er6 ardnya akkor 1, ha
kQ? Q g 1 C
1= "2 ~ =4/ = -1 — . 1-
g = - ? 8,6-10 ke (1-5)

2. feladat: Derékszdgt koordinatarendszer x tengelye mentén két t6ltés
talalhato. A ¢; = 7 pC toltés az origdban helyezkedik el, mig a go = —5 uC
toltés az origdtol d = 0,3 m tavolsagra van.

a) Hatarozza meg az elektromos térerésséget az y tengely mentén!

b
¢

d

e

Hatéarozza meg az elektromos térerdsséget az x tengely mentén!
Van-e a tengelyek mentén olyan pont, ahol a térerdsség nulla?

Van-e egyéb olyan pont a sikon, ahol a térerdsség nulla?

)
)
)
) Hogyan valtozik a helyzet, ha ¢o = 5 uC a mésodik t6ltés?
Megoldas:

a) Az y tengely pozitiv felén az 1-gyes toltés altal kifejtett eré a pozitiv

irdnyba mutat, mig a masik toltés terének van z és y irdnyi komponense
is. A térerGsség ennek a két jaruléknak az Osszege.

B (y) = k‘fj’ (0,1.0) (2-1)

Y,
e
P=(0,y)8_ E,
4 .
q q2
) ) )
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Egﬂ (y) = ky2|(—1|—2d2 (sin av, — cos a,0) (2-2)
|g2] d y
, — 01, 2-3
v+ \ 2+ d2 R+ d? (2-3)
vagyis
2ld g |42l y
ENy) =k ———5 "5 - ————=0 (2-4)
(y?+d?)2 ¥ (y? +d?)2

A negativ féltengelyen az E; megfordul, vagyis lefele fog mutatni, illetve
az Eo y irdnyu jaruléka pedig felfele fog mutatni, igy

- d |Q1 | |QQ| Yy
E( ) - k |q2| ) 70 . 2_5
v < ? (92 + d2)% 5)

b) Az x tengely mentén:

EGY(z) = k <‘z;’ - %,0,0) , (2-6)
E(+—)($) —k <|g;| + %,0,0) ) (2-7)
B (1) = k <_‘z}2| + (m’f?‘d)z,o,(o , (2-8)

ahol a fels§ indexek az dbran szerepls tartomanyoknak felelnek meg.

c) Az y tengelyen mentén biztos, hogy nincs, mert ott a térerdsségnek
mindig van x komponense. Az x tengely mentén pedig van ilyen pont,
meg kell keresni az E(x) = 0 egyenlet megoldasat. A ¢ és a go aranyatol
fiiggéen vagy a (++), vagy a (——) tartomanyon lesz megoldas.

d) Nincs. Csak a tavoli végtelenben.

e) Ekkor sem lesz stabil pont az y tengely mentén. Az = tengely mentén
ekkor a stabil hely a két toltés kozott lesz.

3. feladat: A ¢ és qq pozitiv toltéseket az ry és ro helyvektorokkal meg-
adott pontokban rogzitjiik. Az r3 helyvektora pontba q3 toltést helyezve
mindharom toltésre zérus eredd erd hat. Hatérozzuk meg gs-at és rs-at!

Megoldas:

Ertelemszertien a harmadik toltésnek negativnak kell lennie, illetve ennek
a haromnak egy egyenesre kell esnie.

Legyen a gs-as toltés az 1-gyes t6ltéstsl x a 2-es toltéstdl pedig y tavol-
sagra. Ekkor rj felirhaté dgy mint r3 = #_yrl + ﬁyrg.
Azt tudjuk, hogy ekkor egyenként a harom toltésre az erék ereddje nulla:

0=Fi2+Fi3 0="Fo +Fo3 0=F31 +Fs, (3-1)

és mivel az er6k mind egy egyenesbe esnek, igy a nagysigukra felirhatjuk,
hogy

3-A. abra 0= Fio + Fi3 0 = Fy1 + Fog 0= F31 + F3o . (3—2)
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Ezek részletesen kifrva (majd k-val egyszertsitve)

0— @43 4192 __ N2 2% = 4193 49293 (3-3)
z? (z+y)? (z+y)? v a? oy
Az egyenletek atalakitva:
T R R €T
_ B y_ _ B r_ /e (3-4)
Tty 2 Tty ‘il Yy q2

majd az els6t és a harmadikat felhasznalva

Hﬁ -\ (35)
fE

= By
(J2 Q1 \/CI1CI2
2
g3 = — D¢ (3-8)

(Vi + va)

Innen pedig mar egyszertden kévetkezik, hogy

r3 =, [Byy + qug = Lrl + Lrg (3-9)
q2 Q1 Var + /@2 Vi + Ve

4. feladat: Egy négyzet csicspontjaiban négy egyforma nagysigi és
elGjelii toltés helyezkedik el. Mekkora és milyen irdnyt eré hat egy-egy
toltésre? Hova kellene helyezni egy djabb to6ltést, hogy mindegyik esetén
eltiinjon az ered6 er6? Mekkora nagysagn és milyen elGjeld ez a toltés?

Megoldas:

A toltésekre a négyzet atloja mentén hat erd, és mivel a toltések elGjele
megegyezd, igy az erék a négyzet kdzéppontjatol elfelé mutatnak. Szimmet-
riaokok miatt mind a négy toltésre ugyanakkora erd fog hatni.

Az a tavolsdgban 1év§ toltések egymiast F, = kg—z ergvel taszitjak. Az
atlosan elhelyezkedd toltések d = v/2a tévolsdgra vannak, igy azok kozott
Fy = k% er§ hat. Az egy tOltésre hatd erd kiszamitasanél az egyes erd-
ket vektorialisan kell 6sszeadnunk. Mivel tudjuk, hogy az eredd er6 atloéira-
nyt lesz, igy elég az egyes erGjarulékok atléiranyt komponensét 6sszeadni, és
megkapjuk az eredGer§ nagysagat.

s e 2\f+1

o ¢
F =2F, ||—|-Fd|‘—2F cos4b® + Fy = 2k= —|—]€2a2— 2 9

1
\/>
(4-1)
Ha azt szeretnék, hogy ne hasson erd a toltésekre, akkor a négyzet kozép-
pontjaba kell ezekkel egy ellentétes elGjeli toltést helyezni. Annak akkoranak
kell lennie, hogy ugyanekkora erét fejtsen ki mindegyik toltésen:

Qe q 22v2+1
Qe . q 2\/§+1
/c(ﬂa)Q = kL2 (4-3)
2
Q=g 22F1 (44
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5. feladat: Két egyenld sugara fémgolydcskat [ = 1 méter hossza fona-
lon kézds pontban felfiiggesztiink. Mindkét golydval azonos g nagysagi
toltést kozliink. Az elektromos taszitas hatdsara d = 20 cm-re eltavolod-
nak egymastél. Mekkora a golyok toltése, ha tomegik m = 1g?

Megoldas:
Mivel a golydk nyugalomban vannak, igy a rajuk haté erék ereddje nulla.
Ez felirva az x és y irdnyd komponensekre:

x: 0=Fc— Ksina Y 0=-mg+ K cosa . (5-1)

A geometria alapjan a bezart szog:

9 :
sina = d/2 = tga = T = d , (5-2)
! 1 —sin’a 412 — d?

és az egyenstlyi egyenletekbdl

2
= k— =mgtga (5-3)
103kg - 105 2
q= 1/—tga—02m gN S 0.2m (5-4)
9-1098%= /4. (1m)2 —(0,2m)?
=6,68-107°C. (5-5)

6. feladat: Vékony, egyenletesen toltott I hosszii egyenes rud téltése
@ = M. Hatarozzuk meg az elektromos térerdsséget a rid tengelyén!

Megoldas:

A folytonos toéltéseloszlas altal létrehozott elektromos térerdsséget ngy
hatarozzuk meg, hogy azt visszavezetjiik a ponttdltésekre. Osszuk fel a ru-
dat nagyon roévid dz hossza darabokra. Az x helyen 1évé dz hosszi darab
toltése dg(x) = Adx. Mivel ennek a kiterjedése nagyon pici, igy ezt ke-
zelhetjik ugy, mint egy ponttoltés. Ennek térerdsségjaruléka a P pontban
dE( ) k( +d)2

Mivel minden darab térersségjaruléka ugyanabba az irdnyba mutat, igy
az eredd térerdsség nagysagat tgy kaphatjuk meg, ha az jarulékok nagysagat
Osszeadjuk.

l

Eld) = / /lC l—a:—l—d [Z—I;)\er];:M(clz_ciil) '

0

Ez a mennyiség d-ben egy fiiggvény, hiszen a fenti 6sszefiiggés felirhato
tetszbleges d tavolsagra. A térerdsségre csak a rudon kiviil kapunk értelmes
kifejezést, ugyanis a térerésség divergal a rad végeénél. Az abrazolt E(d) fligg-
vény tehat a térerdsség nagysaga. Annak irdnya a radtol elfelé (a rad felé)
mutat, ha A pozitiv (negativ).
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7. feladat: Egyenletesen toltétt, R sugart kérvonal alaku test toltése
Q. Hatarozzuk meg az elektromos térerésséget a kozépponton atmend, a
kor sfkjara mer6leges tengely mentén!

Megoldas:

Ezt a feladatot is az el6z6héz hasonlé médon oldjuk meg: elGszor fel-
osztjuk a toltéseloszlast kis darabokra, melyeknek terét tgy tudjuk szdmolni,
mintha azok ponttdltések lennének, majd dsszeadjuk az egyes darabok tér-
ergsségjarulékat.

Tekintsiik a korvonal egy ds hosszi darabjiat. Ennek toltése dg = Ads,
ahol M\ a korvonalon a vonalmenti toltésstrtiség: A = %. Térjlink at a ¢
szerinti paraméterezésre, vagyis indexeljiik a kis darabokat azzal, hogy milyen
 szbghodz tartoznak. A dop szbg alatt ds = Rdyp koriv latszik, vagyis a @-nal
1év6 dg hossza korivszakasz toltése dg(¢) = ARdyp.

A dq(p) térerdssegjarulékénak nagysaga dE(p) = k:zd;ﬁ%. Ezek a jaru-
lékok azonban nem OsszegezhetGek egyszertien, ugyanis a kiilénb6z6 darabok
térerdsségjaruléka nem egyiranya. Altalanos esetben a jarulékoknak az x, i és
z irdnyu vetiileteit is ki kellene szdmolni, majd ezeket 6sszeadni. Itt azonban
lathatjuk, hogy az egymaéssal szemben 1év6 darabok vizszintes térerdsségja-
rulékai kiejtik egymast, igy csak z irdnyban lehet ereds térerGsség.

A dE(p) z iranyu vetiilete:

dq(p) 2 zdq(p)
dE.(p) = dE o=k - —k 7-1
(¢) (¢)cosa 2R VAR (2 ) (7-1)
(22 + R?)3

melybdl az eredd térerGsség z irdnyd komponense:

27 2 27
Bo)= [aBu(p) = [k—2002 _p [, (7-3)
(2+R): (24 R2):
0 0 0
A L P L AL S S N A
(22+R2)§ 2TR (22+R2)§ (22+R2)§

(7-4)

tehét a térerésség a z tengely mentén:

E(z) = <O,O,k:Q(Z2+R2)g> . (7-5)

8. feladat: Egy 10cm sugard korong egyenletesen toltott, o =
1075 C/m? toltesstirtiséggel. Hatarozzuk meg a térerésséget a korong ten-
gelyén, a korong sikjatél 5cm tavolsagban!

Megoldas:

Az el6z6 feladat megoldasa alapjan tudjuk, hogy egy @ toltésd, r sugaru
t61tott korvonal tengelyében, annak sikjatol z tavolsagra a térerdsség z irany,
és annak nagyséiga

E.(2) = k’@m . (8-1)

7-A. abra
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Vegyiik észre, hogy a korong feloszthatd r sugarta, nagyon vékony dr szé-
les korvonalakra. Egy ilyen korvonal tdltése dQ = od A, ahol dA a kérvonal
feliilete. Mivel ez nagyon vékony, igy teriiletét kiszdmolhatjuk tgy, mint a ke-
riiletének és a szélességének szorzata: dQ = o - 2nrdr. Felhasznélva az el6z6
feladatban levezetett Osszefiiggést, az r sugaru dr vastag koriv térerdsségja-
ruléka:

dE,(z,r) = de% = ko’27rrd7“#3 . (8-2)
(224 12)2 (22 4+1r?)2

A teljes z iranyu térerGsség ezek Osszege az Osszes ilyen korivre:

R R R
E.(2) = /dEz(Z,r) = /ka27rrdr(23 — Qﬁkgz/rﬁvdr
2 2
0 0

= 2rkoz [(—1) .

(22 + 7“2)%

= 2rko (sgn(z) — (z2+R2)é> . (8-5)

Megjeqyzés:

Lathatjuk, hogy a térerésség nem folytonos fiiggvény, szakadasa van ott,
ahol atlépilink a feliileti toltéseken. A szakadas mértéke kapcsolatban van a
feliileti toltésstirtdséggel:

lim E(z) — lim E(z) = drko = — . (8-6)
z—04-0 z—0-0 €0

Ez a kapcsolat akkor is érvényes, ha a feliileti toltésstriiség helyfiiggs.

9. feladat: Az x—y sikban végtelen vezetd lap helyezkedik el, a d =
(0,0,d) pontba @ toltést helyeziink. Mi lesz az elektromos térergsség a
z > 0 féltérben?

Megoldas:

A vezet$ lap idedlis fém, vagyis a térerdsségnek arra merélegesnek kell
lennie, a fémen belill pedig a térerdsség nulla.

A feladat megoldasdhoz a tiikértoltések modszerét fogjuk felhasznalni.
Vegyiik észre, hogy a feladat nagyfoku szimmetridval rendelkezik, emiatt a
kérdéses térrészben a térerGsségnek is nagyon szimmetrikusnak kell lennie.
Tudjuk, hogy a szabad térrészben csak a ) az egyetlen toltés. Probaljuk
meg ugy megkonstrudlni a szabad térrészben a térerdsséget, hogy hipotetikus
toltéseket helyeziink a fém belsejébe. Eppen a szimmetria miatt ezt a toltést
csak a @ toltés ala a (0,0, — d) = —d pontba helyezhetjiik el. Legyen ennek
toltése —(@Q, hiszen ekkor a @ és —(Q t6ltések egy dipdlust adnak, melynek
tere olyan, hogy az a kett6t 0sszekots szakasz felelzésikjara minden pontban
merd&leges. Nekiink pont erre van sziikségiink, vagyis legyen

Q Q )
E.oo(r)=k| ——=((—-d)— ——=(r+d) | . 9-1
olr) = b (g —a) - L a) (5-1)
Ez tényleg mer6leges a z = 0 sikra, hiszen
Ez>0($>yaz = 0) (9_2)
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_ Q . _
(1'2 + y2 + dg)% (( 7y;0) + (0,0,d))> (9 4)
=2k © (004 (9.5)

10. feladat: Végtelen foldelt vezetd siktol d tavolsagra ) ponttdltés he-
lyezkedik el. Hatarozzuk meg a sikon a feliileti toltésstiriiséget!

Megoldas:
Az el6z6 feladatban kiszamoltuk a térergsséget a z = 0 sikban:

—2kQd
EZ>0(.17,y,Z = 0) = 0707 Q 3 ) . (10_1)
(2 4+ y? +d?)z

Ahogy azt a 9. feladatban lattuk, a fém feliiletén a térerdsség és a feliileti
toltésstiriség kozott az alabbi kapcsolat 4ll fenn:

E =2, (10-2)
ahol F| a fém feliiletére merdleges térerdsség nagysaga és o a feliileti toltés-
strtség. Ezt felhasznalva:

—2kQeod

U(Ivy) = E()EJ_(ﬁ,y,Z = 0) = .
(a2 + g2 + d2)2

(10-3)

Lathatjuk, hogy a toltésstirtiség Q-val ellentétes el§jeld. Ez érthets, hiszen
@ hatasara az ellentétes elGjeld toltések halmozddnak fel a fém feliiletén.



