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1. feladat: Legyena=i+2j+3k, b=2i—3j+k ésc=—4i+2j—k.
a) Mekkora az a, b és ¢ vektorok hossza?

b) Milyen szoget zar be egymaéssal a és b?

c) Mekkora az a és ¢ vektorok altal kifeszitett parallelogramma terii-
lete?

d) Mekkora a b és c vektorok altal kifeszitett haromszog tertilete?

e) Mekkora a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogata?

Megoldas:

a) A vektorok hosszat a sajat magukkal vett skalarszorzatuk gyokeként
definialjuk:

a=lal=+va-a=/(i+2j+3k)-(i+2j+3k) =124 224 32

=14, (1-1)
b=vb2=/224(-3)2+12=V14, (1-2)

c=Ve2=/(—4)2+ 22+ (-1)2=21. (1-3)

b) a és b szoge, szintén definicié szerint:

a-b  (i+2j+3Kk)-(2i—3j+ 1k)

CoOsx =

lal [b| V1414
:1'2+2'<_3)+3'1:_i (1-4) 1-A. abra
14 14
a=94,1° . (1-5)

c) A parallelogramma teriilete: 7' = a - ¢ - sin @, ahol « a két vektor altal
kézbezart sz0g. A teriilet azonban tgy is kiszamithato, mint a két vektor
vektoridlis szorzatanak hossza.

i j k
axec=|1 2 3
—4 2 -1 .
=i-(2:(-1)=3-2)=j-(1-(-1) =3-(-4)) +k(1-2—-2-(-4))
= —8i —11j + 10k (1-6)
T=laxc|=+/(-8)2+(—11)2+ 102 = V285 = 16,88 . (1-7)

d) A kifeszitett haromszog teriiletét ugyanigy kell kiszamolni, mint a pa-
rallelogramma teriiletét, azonban a haromszogé annak csak a fele,

_|b><c|

T (1-8)
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e) A paralelepipedon térfogatat a harom vektor vegyesszorzataval lehet
kiszamolni:

V=l|axb)-c|. (1-9)

Ez a mennyiség egy skalar, hiszen két vektor skalaris szorzata. A vek-
torok sorrendje mindegy. Az abszolutérték-jel azért sziikséges, mert ha
a vektoridlis szorzat két tagjat felcseréljiik, akkor a szorzat elGjele meg-
véltozik, azonban a térfogat pozitiv mennyiség.

V=|laxb)-c|]=|(axc)-b
=|(—8i—11j+10k) - (2i — 3j + k)| = [-16 + 33 + 10| = 27 .
(1-10)

2. feladat: Adott két vektor: a = 2i—3j+k és b = —i—2j+4k. Bontsa
fel a-t b-vel parhuzamos és rd merdleges komponensekre! Hegyes- vagy
tompaszoget zar be egymassal a két vektor?

Megoldas:
Fl6szor elkészitjiik a b iranyt egységvektort:

b —i-2+4k 1

e = — = =
> p| 1+4+16 21

Az a vektor b iranyaba ess vetiiletének hosszat a b iranyaba mutato
egységvektorral val6 skalarszorzat adja meg:

(=i —2j + 4k) . (2-1)

s o 1 . o 1 8
aj=a-ep = (21 —3j+k)- 7ﬁ(—1—2.]+4k) = 75(—24‘64‘4) = A
(2-2)
vagyis az a vektor b vektorral parhuzamos komponense:
8 . .
a| =a|ep = 7(_1 —2j+ 4k) . (2—3)

21

A mer6leges komponens az eredeti vektornak és a parhuzamos kompo-
nensnek a kiilénbsége:

s o 8 . .. .
aJ_:a—aH:(21—33+k)_ﬁ(_1—2.]+4k):ﬁl—ﬁj—ﬁk

3. feladat: Egy origé kdzéppontt, R = 10 cm sugari, m = 1kg tomegi
homogén tomegeloszlast gombre két er6 hat: F; = (2i + j) N, amelynek
a tamadéaspontja r1 = 0,1km, és Fo = (—2i — j) N, amelynek a tama-
déaspontja ro = —0,1km. Mi lesz a gomb széggyorsulds-vektora? ¢t = 1s
mulva milyen sebességii lesz az ry helyvektori pontja?

Megoldas:

A szoggyorsuléas kiszamitasdhoz el6szér meg kell hatdroznunk a gémbre
haté forgatényomatékot. Mivel a gdbmbot forgatd két erd szimmetrikusan he-
lyezkedik el, és ezek egymds ellentétei, ezért csak a tomegkozéppont koriili
forgémozgast fognak eldidézni. Tudjuk, hogy ebben az esetben a forgastengely
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a gémb kozéppontjan fog dtmenni, igy a forgatényomatékot is erre vonatko-
zoan frjuk fel:

M=r; xF; +rs xFy =0,1k x (21+J) + (—0,11{) X (—21 —J)

= (—0,2i + 0,4j) [kgr;l;] . (3-1)

A forgatonyomaték a szdggyorsulas-vektor és a tehetetlenségi nyomaték
szorzata:

M =63, (3-2)

ahol a gémb tehetetlenségi nyomatéka Ogsmp = %mR2 = % -1kg- (0,1m)? =
0,004 kg m?. Behelyettesitve:

B = (=50 + 100j) SlQ . (3-3)
Ha 4ll6 helyzetbdl indult a gomb, akkor a szogsebesség 1s miilva:
wt=1s)=06-t= (—50i+100j)§ , (3-4)
a keriileti sebesség pedig:

1
v(1s) =w(t = 1s) x 11 = (~50i + 100) = x 0,1km = (10i + 5j)% . (3-5)

4. feladat: Egy pontszeri test mozgéasat az r(t), 9(t), ¢(t) fiiggvények
irjak le gdbmbi koordinatarendszerben. Hogyan néz ki a test sebessége és
gyorsuldsa Descartes-koordinatakkal megadva?

Megoldas:
Az attérés a Descartes és a gombi koordinatarendszer kozott az aldbbi:

x=r-sind-cosp r=+\z?+y>+22
=r-sind-sinp & ¢ = arctan (¥) . (4-1)
z =z -cosv ¥ = arccos (£)

A sebesség Descartes-koordinatakban:

dz(t)

= () = ( (t) - cosI(t) - sin () (4-2)
=7r(t) - cosz?(t) sin ¢(t)
—r(t) - sind(t) - (t) - sin ()

t) - cosI(t) - cosp(t) - (1) . (4-3)

A t6bbi komponenst is hasonléan lehet kiszamolni.

5. feladat: Hatarozzuk meg az

o0

= /e"’“"2 dz (5-1)

—Oo0

integral értékét!
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)

5-B. &abra.
rendszer

Hengerkoordinata-

Szamoljuk ki ehelyett az I? értékét, azt kozvetleniil meg tudjuk tenni.
Mivel az I egy olyan integral, amelynek a hasiban egy szigortian pozitiv
fliggvény van, igy az I értéke biztos, hogy pozitiv, vagyis az I megadhat6
gy, mint a négyzetének a négyzetgyoke.

I? = </e””2 d:v></ey2 dy> = / /e(””2+y2) dzdy (5-2)

Erre az I? integralra tgy lehet tekinteni, mint az f(z,y) = e~ (@ %) alatti
térfogatra. Az integrdlds szemléletes (Riemann értelemben vett) kiszdmitasi
modja az, hogy ezt a térfogatot ugy hatdrozzuk meg, mint a dx - dy alapte-
riilettd, f(z,y) magas hasabok térfogatanak Gsszege.

A megoldés kiszamitdsahoz azonban az f(x,y) alatti térfogatot célsze-
rii masként felbontani kis hasdbokra. Végezziink el egy koordinatarendszer-
transzforméciot, térjiink 4t polarkoordinatakra:

{x:r-cosgo - {r:\/x2+y2 . (5.3)

y=r-siny ¢ = arctan (¥)

Ekkor az integrandus: e~ (@*1¥*) = er’(sin*etcos® @) — or® Ay integralasi
hatasokat is az 0 koordinatakban kell megadni. A teljes sikot akkor fedjiik
le, ha r 0-t6l végtelenig megy és ¢ pedig 0-tol 27-ig.

Kérdés, hogy ekkor hogyan kell tekinteni a kis hasabok alapteriiletét.
Ennek moédja, hogy megnézziik, hogy az r és a ¢ koordinata kis véaltoztata-
saval mekkora teriiletet fediink le. A kis korgytirtdarabnak az egyik oldala
dr hosszt a masik pedig rdy (ez a dy szog alatt latszodo iv hossza), vagyis
teriilete rdrde.

Tehat

2w

e drdep . (5-4)

o
12:/
0

Mivel ¢ és r teljesen fiiggetlen valtozo, ezért ez az integral két egyvaltozos

0

integral szorzata:

vagyis I = /7.

6. feladat: Egy feliilet paraméteres megadasa hengerkoordinatdkban a
kovetkezo:

o(s,t) = R+ rcos(t)

z(s,t) = rsin(t)

p(st) = s,

ahol s és t is a [0,7) intervallumot futja végig. Mi ez az alakzat? Hogyan
néz ki a paraméteres megadis Descartes-koordinatdkban?
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7. feladat: Egy origo kézépponti homogén fémkockaban a hdmérséklet
egy adott pillanatban a kovetkez6 modon fiigg a helytél:

T(zy,2) = To+ T1 - sin (Z + oz + y)) .ef7

Milyen irdnya a h&iramlas az origéban, illetve a tér tébbi pontjaban
ebben a pillanatban?

Megoldas:
A héaramlds a hdmérséklet gradiensével van kapcsolatban. A Fick-torvény
alapjan: j, = —AV T, ahol A a hovezetési egyiitthato. A feladatunk te-

hat, hogy kiszamoljuk a feladatban megadott fiiggvény gradiensét. Descartes-
koordinatakban V = (8%,8%,%), vagyis

S < o 9 0 > (o) = <8T(x,y,z)78T(x,y,z)’8T(x,y,z)> |

8z’ 0y’ 0z Ox Oy 0z
(7-1)
ahol az egyes komponensek:
oT(z,y,2) T 5z
a0 =T« - cos <Z +a(a:—|—y)) -e’F (7-2)
W =T« - cos (% +a(x+y)> P (7-3)
oT(x,y,2) (T 82
— 5, = T; - sin (Z + ax + y)) - Be’* . (7-4)

Igy a hoaram:

jo = —AT1e”* cos (% + a(x + y)) . (a,a, ptg (% + alx + y)) ) . (7-5)

8. feladat: Egy tomegpontra a helyétdl fliggs F(z,y,z) = a(xi+ yk) +
bz%j eré hat. Mekkora munkat végez az erétér, mikdzben a tomegpont
r(t) = cti + dt%j szerint mozog t = 0 id6t6l t = T-ig?

A feladat megoldasa soran egy vonalintegralt kell kiszamitani. Ennek meg-
értéséhez el6szor emlékezziink vissza arra, hogy mi az a munka. Egy allandé
nagysagi F er6 munkija egy egyenes vonal mentén torténd elmozdulds soran
megegyezik az F és a test elmozdulasvektoranak skalarszorzataval: W = F -s.
A mi esetiinkben azonban a testre a tér minden pontjaban més-mas er6 hat,
illetve nem egy egyenes, hanem a fent megadott it mentén mozog. Kérdés,
hogy ekkor hogyan lehet kiszadmolni ezt a mennyiséget.

El6szor is osszuk fel a test mozgéasat apro elemi lépésekre. A ¢ és a t + dt
idopillanat kozott a test az r(t) és az r(t + dt) pontok kézott mozdul el.
Mivel dt nagyon rovid id6, ezért az elmozdulast kdzelithetjiik egy egyenes
szakasszal:

r(t+dt) —r(t)
dt

ds=r(t+dt) —r(t) = dt =vdt. (8-1)

Mivel ez a kis elmozdulas nagyon pici, igy az er6t tekinthetjiik végig
allandéak az elmozdulés sordn, igy az elemi munkat felfrhatjuk dgy, mint

dW(t) =F(r)-vdt =F(r(t)) - v(t)dt, (8-2)
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ahol az er6t az r helyen kell venni, és az r pedig a test helyzete a t id&pilla-
natban. A test sebességét szintén a t idépontban kell venni.

Ezek ismeretében a teljes munkat Ggy irhatjuk fel, mint az elemi mun-
kdknak az Osszege t = 0-t6l ¢t = T-ig:

T T
W= O/ AW (1) = O/ F(r(t)) - v(t) di . (8-3)

Ennek kiszamitasdhoz meg kell hatdroznunk a test sebességét, amely,
ahogy a (8-1)) egyenletbdl is latszik, a helyvektor id6 szerinti derivéltja:

r C 2
v(t) = dd(tt) jt( ¢, df? O) _ (détt)’ d(jz )73(t)> _ (c, th,O) ., (8-4)

illetve meg kell hatdroznunk az F(r(t)) fiiggvényt. Ez nem més, mint az
er§ értéke azon a helyen, ahol a test a ¢ id6pontban van. Ezt gy kapjuk
meg, hogy behelyettesitjiikk az z, y és z valtozok helyére a test mozgasat leir6
x(t), y(t) és z(t) fliggvényeket, amelyeket le tudunk olvasni az r(t) megadott
alakjabol:

F(r(t)) = F(z(t)y(t),2(t)) = F(ct,dt2,0>
= a(cti + dt2k> + b(0)%j = acti + adt’k = (act, 0, adtg) . (8-5)

Ezeket felhasznalva mar ki tudjuk szdmolni a fenti integralt:

T T T
W= /F(r(t)) v(t)dt = / (act, 0, adt?) - (c,2dt,0) /ac2tdt
0 0 0
t2 r ac?
S U B
= ac {2 } . 5 T . (8-6)

9. feladat: Egy R sugara csében folyadék dramlik, sebessége mindenhol
parhuzamos a csé tengelyével, nagysiga csak a csé kozépvonalatol mért
r tavolsdgtol fiigg v(r) = C - (R? — r?) médon. Mennyi folyadék aramlik
at a ¢s6 egy keresztmetszetén t idg alatt?

Tekintsiik a csének egy keresztmetszetét. A problémat az jelenti, hogy a
folyadék dramlési sebessége mas a csé pontjain. Osszuk fel a csovet kis kor-
gytiriikre. Mivel az aramlas hengerszimmetrikus (az aramléds sebessége csak
sugartol fiigg), ezért egy ilyen kis korgytirtin mindenhol ugyanakkora lesz az
aramlési sebesség.

Egy ilyen korgytrd teriilete dT" = 2mrdr. Ezt ugy szamolhatjuk ki, mint
egy dr széles 2mr hosszu téglalap teriiletét. Ha v az dramlas sebessége, akkor
t idg alatt az aramlés egy frontja v -t tavolsagot halad elére. dT alapteriileten
ez a t id¢ alatt dV =dT - v -t = 2wrdro(r)t térfogatnyi folyadék aramlik at.

Mar csak Osszegezniink kell az Osszes ilyen kis korgytrtdarabon atfolyt
térfogatot:

R R
V= /dV( ):/27Trdrv( )t = 27TtC/ —r?)dr
0 0
—omic (R0 R—QCR4 (9-1)
- 2 4], 2 ‘ )

Tehat egy csévon atdramlé folyadék a mennyisége a cs6 sugaranak negyedik
hatvanyaval aranyos.
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10. feladat: Hatarozzuk meg annak az R sugard gdémbnek a témegét
és a z tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat, amelynek a
stirtisége a z tengely mentén valtozik:

p(x,y,z) =po+a-z. (10-1)

Ahhoz, hogy meg tudjuk oldani a feladatot, tudnunk kell, hogy hogyan
lehet tomeget és tehetetlenségi nyomatékot szamolni. Ezeket az alabbi for-
muldk adjak meg:

M = / / / p(zy,z)dedydz, © = / / / (z® + ) p(z,y,2)dzdydz , (10-2)

test test

ahol térfogati integralokat kell kiszdmitani. A térfogati integral azt jelen-
ti, hogy a teret felosztjuk elemi darabokra, Descartes-koordinatdkban elemi
dxdydz térfogatu téglatestekre, és Osszeadjuk az integrandus értékét megszo-
rozva a térfogat nagysagéval minden egyes pici téglatestre. Azonban Descartes-
koordinatakban az integralt nagyon nehézkes lenne kiszamitani.

Ehelyett a feladatot két kiilénb6z6 modon is megoldjuk, el@szor henger-
koordinata-rendszerben, mésodszorra pedig gombikoordinata-rendszerben.

1. megoldas: Mivel a stirtiség hengerszimmetrikus (a z tengely koriil

forgésszimmetrikus), igy talan érdemes bevezetni a hengerkoordinatakat. Az
erre valo attérési szabaly:

T =T-Co8p r=/x2+y>?

y=r-sinp & ¢ = arctan (£) . (10-3)

z

=z 2=z

Az integrandus a tomeg esetében nem véaltozik, a tehetetlenségi nyoma-
teknal pedig (22 + y*)p(z,y,2) = r?(po + - 2).

Itt is meg kell vizsgalni, hogy a dzdydz térfogatelem helyett, mekkora
lesz az infinitezimalis térfogat. A polarkoordinatdknal lattuk, hogy egy dr
dp darabka teriilete rdrdep, akkor egy ilyen alapti dz magas térfogatelem
térfogata rdrdedz. Vagyis

M = / / / p(rp,z) rdrdpdz = / / / (po+ - z) rdrdedz | (10-4)
CE ///7*2(004-04-2) rdrdedz . (10-5) /ﬁ/ !

T

test

10-A. 4bra. Hengerkoordinata-

Nézziik meg, hogy hogyan tudjuk megadni az integralasi hatarokat, ha
rendszer

az orig6 kozépponti R sugart gombot akarjuk végigpasztazni. A z koordi-
nata —R-t6] R-ig megy. Mivel a rendszer forgasszimmetrikus, igy a ¢ z-t6l
fiiggetleniil minden esetben 0 és 27w kozott vehet fel barmilyen értéket. Az r
koordinédta viszont nem lehet akdrmi, annak hatara fiigg attél, hogy milyen
z értéknél vagyunk. Kénnyen végiggondolhato, hogy z magassagban a gomb
metszete egy v R? — 22 sugaru kor, vagyis r 0-t6l eddig az értékig mehet. Ez
lefrva:

T R VR2-—22

/ / (po + - z) rdrdzde
-R 0

T R VRZ—22
[ / < / (po+ - 2) rdr) dz] de . (10-6)
—R 0

7

N

M

O O
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Itt mivel az r szerinti integral hatara fiigg z-t6l, ezért ez a két integral nem
emelhetd 4t egyméson. Azonban ezt is igen magétol értetédGen kell megol-

dani:
2m VR2—22

M:/dgp ( / (po—i—a-z)rdr>dz
0 - 0

271'/
R R

:77/ R2—22)(p0+a~z)dz:W/(R2p0+R2a-z—z2p0—az3)dz
—R -R

0
/R2_22

R R VRI_2
/ rdr) (po + - 2) :27T/|: } (po+a-z)dz
—R

0

R
K
(T s
ii
/
(

=7 |R? 'Z—i—RQa'i—zj —ozz—4R =27 1 R?
= po y ~groay] T g

4 .
= §R57r - po - (10-7)

A tehetetlenségi nyomaték ugyanigy:

or R V22 R VEI=22
O = /dgo/ / T,Y,2 rdrdz:27r/ / 3(po + o - z) drdz
0 —-R 0 —R 0
R 1 R2_,2 R
:277/ [2] (,00+a-z)dz:g/(R2_z2)2(p0+a.z)dz
R 0 “Rr
3 518
T 4 2% < 5 2 1
L e )
8 5 8 2[4 4 9 2 9
= — —_ = — p— . . 1_
15R p07r15 5<3R 7T,00>R 5MR (08)

2. megoldas: Mivel a test hatara gémbszimmetrikus ezért akir a gémbi
koordinédtakat is bevezethetjiik. Az erre val6 attérési szabaly:

x =r-sindcosp r:\/m

5 y=r-sindsinp & ¥ = arccos (£) . (10-9)
z=r-cost ¢ = arctan (¥)
Levezethetd, hogy az infinitezimalis térfogat dV = r2 sin 9drddde. Ugyan-
/&/ y  azt kell tegyiik, mint az el6bb: be kell helyettesiteni az 1j koordindtakat a
strdségfiiggvénybe, meg kell hatarozni az integralasi hatarokat, majd el kell
x végezni az egyvaltozos integralokat.
10-B. 4abra. Gdmbkoordinata- Mivel egy gombon beliil integralunk, igy az r valtozo6 0. .. R tartoményon
rendszer lehet, a ¥ 0...7-ig mehet, a ¢ pedig 0...27-ig. Igy tehat
T ™ R
M = ///(po + o - 7 cos ) r? sin ¥drdddy
0 0

8
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= 27r//(pg + a - rcos ) r? sin ¥drdd

™

T3 R T4 R
= 27r/ 00 [} + - [} cos ¥ | sinvddd
3 1o 4 1o

0
s

> . [ R [ ,
= —poR’m [ sin¥dd + 27 - vE cos ¥ sin 9ddd

3
0
2 4 . R' (1
= —poR°m [— cos V| + 2mar- — [ —sin(20)dy
3 4 2
4 4 R* [—cos(20)]" 4 4
_ 4 i SV _ 2Rse 10-1
3R7T po + 2T« 1 [ 1 . 3R7r 00 (10-10)

0
és
R

r? sin 19 (po + a1 cos 19) r* sin 9drddde

—

0

R
/r4s1n Hpo + a - rcosd) drdd
0

51" 67"
:27r/ po|—| +a-|—=]| cos? | sin®0dv
5 0 6 0
0
RS [
fp0R5 /sm319d19+2770z-6/cosﬁsin319d19. (10-11)
0

Itt a mésodik integralt konnyd kiszamitani, ha észrevessziik, hogy megje-
lent a sin* 9 derivaltja:

= . 4 9T
/cosz?sin?’ﬁdﬁ = [SHZ 19] =0. (10-12)
0

Az els6 integral kicsit triikkosebb. Hasznaljuk fel a trigonometrikus atalakito
képleteket, hogy az el6z§ triikkkot ismét tudjuk hasznalni:

/sin319d19 = /sinQ'sinﬂdﬂ = /(1 — cos?¥9) - sin v
0 0 0
:/sinﬁdﬁ—/coszﬂsinﬁdﬁ: [—cos ] + {COZ ]
0 0 0
2 4
—9_Z_= 10-13
-1 (10-13)
tehat
_ 2 (4.3 2 2, 52
0= 3 <3R 7rp0> R = 5MR . (10-14)
Megjegyzés:



Fizika A2E, 1. feladatsor — megoldésok

Lathatjuk, hogy mind a két moédszerrel ugyanazt a megoldast kaptuk,
ez nem is lehetne masképp, az eredménynek minden esetben fiiggetlennek
kell lennie attél, hogy milyen koordinata-rendszert valasztunk. Vegyiik észre,
hogy a gdébmb tomege pont megegyezik egy pg striiségl homogén goémb to-
megével. Ez magatol értetddik hiszen ez egy olyan gémb, amelynek a teteje
pont annyival nehezebb, mint amennyivel az alja kénnyebb. A tehetetlenségi
nyomatéka is megegyezik egy homogén gémbével. Ez is a szimmetria és a spe-
cidlisan megvalasztott forgastengely kovetkezménye. Ha ezeket észrevessziik
az elején, akkor egy kis indokléssal egy sor integrilas nélkiil is megadhatjuk
az eredményt.
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