0.1. 1

0.1.

Osztalyozzuk a kovetkezd részecskéket a Fermi—Dirac- és a Bose—Einstein-

statisztika alapjdn: o-részecske, 3He, Hyo molekula, pozitron, SLit ion és
7L-+ .
I ion

Megoldas:
A proton (p), a neutron (n), az elektron (€7), és a pozitron (€") fermionok.
A valaszokat tgy adhatjuk meg, hogy megvizsgaljuk, az egyes részecsklék
hany fermionbdl allnak:
o-részecske = 2p + 2n = bozon,
SHe=2p+n+2e~ = fermion,
Ho molekula= 2(p+e~) = bozon ,
pozitron = € = fermion,
SLi* ion = 3p+3n+2e = bozon,
’Li* ion = 3p+4n+2e~ = fermion.

0.2.

Szamitsuk ki az % spinti részecskékbdl allé 3D idedlis Fermi-gaz | Fermi-
potencidljdt és E bels6 energidjat T2 rendig abban az esetben, amikor a
degeneracio megfeleléen nagy.

Megoldas:
AV térfogati dobozban 1év6 szabad részecske D(€) allapotsiirtisége

D(e) = 13 ds/ Amp’dp = 2- 2Tl\/(h2) el/?,

ahol p? = 2me, a 2-es faktor pedig a spindegenrécié kovetkezménye. 0 K-en az
energiadllapotok az € = g szintig teljesen be vannak toltve. Yo meghatarozhaté

/0“0 ()de_4ﬂ\/< )3/2/ \/_ds—8r\/(2m )3/2—N

Osszefiiggés alapjan, ahol N a részecskeszam, igy

h2 / 3N \ ¥/2
:En(ﬁ) '



Ez alapjan

3
D(g) = :—ZgNs%poz.

Véges hémérsékleten az N = [ f(e)D(€)de sszefiiggést hasznalva

/Om f(£)D(e)de = nggg/Oms% f(£)D(e) = N.

A Bethe-Sommerfeld sorfejtést

0

KT

o(e)f(e)ce = [ ge)ce + T (k7 () +o( ] )

€

(ahol g(g) folytonos, jol viselkedé fiiggvény) alkalmazva, és €9 = O-t, illetve
g(e) = eV/2-¢et, behelyettesitve elsérendben:

BISHORE

2 (kT\2 172
ol 5]

tehat
Kozelitve ((1+X)2 ~ 1+ax+---):

A belso energia:

Y _ 3y 32 [ 32
E_/O sD(e)f(s)de_ZNpo /Oe f(g)de.

Ismét alkalmazva a Bethe-Sommerfeld sorfejtést, elsérendben:

NN 512 /KT 2
== (i) o )+

Felhasznélva a pre kapott kifejezést:

3 52 /KT ?
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0.3.

Mutassuk meg, hogy az idealis Fermi-gaz Cy fajhojére elegendden alacsony
homérsékleten fennall a

Cv = %nzsz D(ko)

osszefiiggés, ahol D(g) egy részecske éllapotsiiriisége.
Megoldas:
0 K-en
Ho
/ D(e)de =N,
0
véges hémérsékleten
/ D(e) f (¢)de = N.

0

Alkalmazva a Bethe-Sommerfeld sorfejtést:
H 1 /
N = / D(e)de + éth(kT)zD )+,
0
igy
p’ 1 2 /
/ D(e)de + =m2(KT)?D (W) +--- = 0.
Ho 6
Alacsony hémérsékleten p— o < Ho, 1, igy az el6zo egyenletet kozelithetjiik:
1 /
(= Ho)D(Ho) + ZTC(KT) D (o) + -+ =0

fgy

1

M~ o — =TP(KT)? 9 D(e)| .
6 de £=p1

Hasonléan sorfejtés utan:

E:/Ooosf(s)D(s)de:/OHSD(s)de+%T{z(kT)z[isD(s)} +---

de e=it

Kozelitve

/OueD(s)ds ~ /OHO eD(g)de+ (L— o) oD (Ho) = /Opo eD(g)de — énz(kT)ZpoD/(po),



az eredmény:

E~ /OUOSD(s)d&L ér@(kT)ZD(po).

Innen
Gy = (Z_E)v ~ %T[ZkZT D(Ho).
0.4.
Egy mintaban N darab elektron van, az elektronok allapotstiriisége
°@={0 lmeso

a.) Szamitsuk ki a kémiai potencidlt és a bels6 energiat 0 K-en, N fiig-
gvényében! Ellenorizziik, hogy az energia extenziv mennyiség-e!

b.)N és T segitségével adjuk meg annak feltételét, hogy a gdz nem de-
generalt!

c.)Szamitsuk ki a fajhot és a kémiai potencialt alacsony hémérsékleten
(erésen degenerdlt hatédreset)! (Segitség: haszndljuk a Bethe-Sommerfeld
sorfejtést!)

Megoldas:

a.)
Ho
N :/o D(g)de = Do,

igy

ol z

l_jo:

Az energia
Ko DU§ N2
E:/ aDds:—“O:—,
0 2 2D
tehat, mivel az allapotsiiriiség a térfogattal aranyos (D OV), az energia ex-
tenziv mennyiség.
b.) Nemdegeneralt hatareset feltétele:

e P> 1.
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Ekkor ©
N — B / e BEDdg — BHDKT,
0

tehat a nemdegeneréltsag feltétele
DKT
—Bu _
e —>1
N >
jelentése: a kT intervallumban sokkal tobb &llapot kell, hogy legyen, mint
ahany részecske van a rendszerben. Mas alakban felirva:

KT kT

—=—>1,
N ™ 1o

D
c.) Bethe-Sommerfeld sorfejtés:

/ TF(e)f(e)de ~ / uF<€)ols+f(kT)2F/(u)-
0 0 6

Tgy
E(T —0) ~ /ouDsds+ g(kT)z(Ds) = }Du + T[Z(kT)ZD

A fajhé szamitasahoz sziikséges a kémiai potencial hémérsékletfiiggésének
ismerete. A részecskeszam (normaintegral):

©®  D(g)de
N = —_
0 errEW g
igy 2
d
= o+ —(KT)?( =IND(€) ) |e—1p-

=t + 5 (KT)2( 2 1nD(E) ) oo

Alacsony hémérskleten a kémiai potencial hémérsékletfiiggésétol eltekinthetiink:

C(T —0) = ZE = kT;szT

a fajho linedrisan indul.

Megjegyzés:

Az eredményt a Bethe-Sommerfeld sorfejtés nélkiil is megkaphatjuk:
B> 1 esetén

N= DU de /( gp+1>d€+/ eBS—“JrJ

u
:D{“‘ orﬂﬁ esa——u)ﬂ}%
ol [ et e -

- eﬁy+1 0 ev+1

2l



E= /eBiD:‘jil U ede - /e—€H+1 /eB€“+1:|

® xdx
~D|= 2(kT =
[2” +2(kT)° 0 ex+1]
= }Du2+}T[2D(kT)2
2 6 '

Az egyenlet elso tagja nem fiigg a homérséklettol, igy:

de 1
—— ~ _TPDK?T.
dT 3
0.5.
Mutassuk meg, hogy az idedlis Fermi-gaz allapotegyenlete
2
V=_-U
=3

alakban frhato, és vezessiik le a kompresszibilitasra vonatkozé képletet erés
degeneracio esetén.

Megoldas:
A nagykanonikus particiés fiiggvényt hasznélva

oV = KkTIn= = kT/ g)deln(1+ HHe),

ahol szabad elektronok esetén

2 h? [ 3N\ %3
D(e) =Ce ,3Cp(2) N, o 5 (8 ) :

Parcialisan integrélva:

3 2 © 4
_ 5 (u—¢)
pV = <2Nknb3>/o e2deln(14 fH8))
3 3 2 3 ® 2 w3
e (h—¢) < 2 (e—n) -1) _
(ZNkTLbZ)([Be In(1+€? )L+3[3/0 e2de(ePE W 4 1) )

= Npgg /Owsgdsf(s) = g/owsD(s)f(s)ds: %E.
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Felhasznélva az el6z6 feladatban kapott energia kifejezést:

2 ™ K°T?
V — =N SN
v =V/N jeloléssel:
_ 20 KT
5v 6 Hv
5 3/2
Az el6z6 feladat alapjan pg = |21—m (%) ~ V23 {gy a kompresszibilitds

1(6V) 1 {2;10 TR k2T 2 ]‘1
K= ——| — = —— = ———|—_—+. —
V\dp/+ v(a—p) 3v 18 v

_3v [, T(KT\?
—zﬂ —1—2(@) *]

0.6.

Becsiiljiik meg a Fermi-energiat

a.) tipikus fémben 1év§ elektronokra

b.) tipikus fémben 1év6 nukleonokra (a mag sugara R= I’OA%, ro=12.
10°m), A a nukleonok szama)

c.) He? folyadékban (az egy atom altal elfoglalt térfogat 46.2-10~30md)

Megoldas:
A Fermi-energia:
ﬁzké
T 2m>
ahol
R
= (66—
« ( gV) ’

g a spindegenerdcié. (Mivel N =gy <k 1)- Igy
a.)

N
v < 107°m 3, ep ~ 5eV.



0.7.

Tegyiik fel, hogy az elektronok koézott nincs kolesonhatas! Milyen stirti legyen
az elektrongdz ahhoz, hogy a Fermi-feliileten levo elektronok sebessége a fény-
sebesség fele legyen?

Megoldas:

p~ 10°°m3.

0.8.

Hogyan aranylik egyméshoz a proton- és az elektrongaz adott stirtiségen vett
Fermi-homérséklete?

Megoldas:
1?2 N\ %3
KTF =¢g = — | 6m°—
F F Zm( gv> )

ez alapjan:

TE_m

TP me
0.9.

Szamitsuk ki a T=0 K homérsékletii idealis Fermi-gdz nyomasat!



0.10.

Megoldas:
T = 0 hémérsékleten S= 0, igy

_ (%
P="\av N

hke 3 3 K2 N\ 23
E=g —:—NSF:—N—<6T[2—) ,
kng 2m 5 5 2m gV

A teljes energia:

ami alapjan

2 2/3
5V 2m gV

0.10.

Szamitsuk ki a betoltési szam fluktuaciéjat Fermi—Dirac statisztika esetén!
Megoldas:
A betoltési szam:

fgy
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0.11.

Szamitsuk ki a betoltési szam fluktuaciéjat Bose—Einstein statisztika esetén!
Megoldas:
A betoltési szam:

1
B _1°

Az eloz6 feladat szamoléasat felhasznalva a Auktudcio:

(ninj) — (i) (nj) = &ij (ni) (14 (ni)).

N =

0.12.

Szamitsuk ki a betoltési szam fluktuacidjat Boltzmann statisztika esetén!
Megoldas:
Az el6z6 feladathoz hasonléan A fluktudcio:

(ning) — (ni)(nj) = &ij (ni) (1+ (i)
Boltzmann-statisztika esetén (nj) < 1 (e P> 1), igy
(ninj) — (m)(nj) = &j (ni).

0.13.

Mutassuk meg, hogy kétdimenzids idealis Bose-gédzban nem léphet fel Bose—
Einstein kondenzacio!

Megoldas:
Lx x Ly teriiletl tartomdnyban 1évé idedlis gazmolekuldak energianivéira tel-
jesiil az alabbi Osszefiiggés:

h2

— 2 2
&(kx, ky) = En(kx +k§)
2 2m
kX: ﬂ,ky: _y7nx7ny: 0,:]:1, .
Lx Ly

Bose—statisztika esetén a teljes részecskeszam

1
N = IZ e(€i—li)/kT -1’
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ahol az Osszegzést az Gsszes energianivora kell elvégezni. Feltéve, hogy Ly és
Ly nagyok, az 0sszegzés k térbeli integraldsra cserélheto:

Ly dkedk,
" / exp(B(% - u)) -1

Y

N by o / kdk _
0 212
exp(B(% - u)) 1

m [ de
~2Wlyia |, g

Valtozdcserével:

mkT [©  dx

Lathato, hogy H— 0 esetben az integral divergdl, azaz [l megefelel6 megvélasztasa-
val a részecskeszam &allandénak tarthato tetszolegesen alacsony homérsék-
leten, igy nem 1ép fel BEC.

0.14.

Mutassuk meg, hogy egydimenziés idealis Bose-gazban nincs kondenzacio!
Megoldas:
Az eloz6 feladathoz hasonldéan a részecskeszam valtozocsere utan felirhato:

N /2mmkT 1/2/°° dx
V. | h 0 eBu_1
Lathaté, hogy p— O esetben az integral divergal, azaz [ megefelel6 megvalasztasa-

val a részecskeszam &allandonak tarthaté tetszélegesen alacsony homérsék-
leten, igy nem lép fel BEC.

0.15.

Alland6 hémérsékleten milyen sfirtiségnél kovetkezik be a Bose-kondenzacié
az idealis Bose-gazban? Hogyan fiigg a siirtiségtdl a kondenzalt részecskék
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szama?

Megoldas:
Hérom dimeziéban az allapotstiriiség:

3/2
g(g) — i 2_rn 81/2.
212 \ h?

Mivel a BEC megjelenését a kémiai potencidl zérussa vélasa jelzi, igy a kri-
tikus stirtiség:

N (Zm) 3/2 1o gggl/2
0

N oM .
v~ 72 &1

X= % valtozocserével:

N (2ka) 3/2/°° dxod/2
— = 2T .
V h2 o e&-1

Ez alapjan a kritikus strtiség

pec O T2,

P >¢ esetén a kondenzatumban 1év6 részecskéket (Np) kiilon kell valasztanunk

N=N0—|—§Tr,
k=£0
igy
No_ _&
Nt p
0.16.

A modellt a kolcsonhato gézok egy leegyszeriisitett leirasara hasznaljuk. A
térfogatot b nagysagu cellakra osztjuk, egy részecske allapotat azzal adjuk
meg, melyik cellaban talalhat6. A merev gomboknek megfelel6 racsgazban a
kolesonhatas
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alak, ahol ¢ és j a cellak indexe.

a.) Hatarozzuk meg az allapotegyenletet!

b.) Szamitsuk ki a viridlegytitthatokat!
Megoldas:

a.)

Mivel % szamu cellaban van N részecske, az allapotosszeg konfiguracios része:

o (Véb)bN’
P

Nb
KT~ oV 57nQ- - (1_7)

Ritka gdz hatéresetben (p= \N/ < b™1) visszakapjuk az idedlis gézra vonatkozé
allapotegyenletet. p="b~1 esetben p— oo, mivel t3bb részecskét nem tudunk
elhelyezni az adott térfogatban.

b.)

Az allapotegyenlet p szerinti sorfejtésébol

-5V

tehét a viridlegytitthatok:

igy

bn—l

Bn: n

0.17.

Szilardtestben az atomok egyensilyi helyzetiik koriil kis amplitudéju rezgést
végeznek. N atom esetén SN normalmodus van. Az w és w-+ dw kozti frekven-
ciagju moédusok szama

(@) =3
RN
és k= %’, ahol ¢ a hangsebesség. Az allapotsiiriiség:

ﬂdw
21c3

a Debye-frekvenciat az 6sszes modus szama hatarozza meg:

3N = /OwD g(w)dw

g(w)dw=V
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_ [6N\3
‘”D—C(T> -

Hatarozzuk meg a teljes energiat és a fajhot és elemezziik a hémérséklettiig-
gést!

Megoldas:
Az energia

3v [ uo w’
B ps fy Vg1
E  9(kT)* /Bﬁwo t2
N (fiwp)3 Jo g—1

A Debye-fiiggvényt hasznalva

3T
= L 3kT(l—§TD+ )  haT>>Tp
3kT[§<TT—D +...] ,haT<Tp

ahol Tp = 2 Debye-hémérséklet. Igy
Cv (T — ) — 3Nk
és
Cv(T — 0) —~ NKT3.

A fajho alacsony homérsékleten kobosen indul, majd magas hémérsékleten
belesimul a Dulong—Petit torvény altal megadott értékbe.

0.18.

Mutassuk meg, hogy a fotongaz kémiai potencialja 0.

Megoldas:
A tartalyba zart elektromagneses hulldmokat rezgési normal mdédusoknak
tekinthetjiik. Az ¢-edik normal médus frekvencidja Vi, nj a modus kvan-
tumszama. Ekkor az (ng,ny,---) kvantumszamokkal meghatarozott hullam
energiaja

E(no,nl,---):Znihvi.
|
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Ez alapjan a fotongdz kanonikus particios fiiggvénye

* 2 E(no, nl,---) _hyj -1
Z(T,V) = ---exp{——} = I'I~<1—e W) ,
noZ_Onlz_O KT I

és

0 IR L -1 1
j: Z_ nje kT nzoe JkT = -

Ezek az egyenletek egy p= 0 kémiai potenciala idedlis gaz egyenletei.
Megjegyzés:

Az eredmény egyszertibben is megkaphaté: mivel a fotonok N szaméara ninc-
sen megkdtés, rogzitett T és V mellett a szabadenergiat a

oF

halll -0

ON /1y
Osszefiiggés minimalizalja, amely pontosan megegyezik a kémiai potencial
kifejezésével:

a_N:u:O'

0.19.

Szamitsuk ki atlagtér tér kozelitésben egy Ising-ferromagnes szabadenergajat,
fajhéjét, szuszceptibilitdsat a magnesezettség fiiggvényében!

Megoldas:
Molekularis tér kozelitésben

SSj = —mf+mS+m§ + (S —m)(S; —m) ~ —m? +mS +m§.

Az allapotosszeg

- ge o538 053 -

= gexp[—N%(szr (zKm+ h) ZS} = e—N%mz[Zch(szJr )N,
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ahol N a racspontok szama, z az els6 szomszédok szama, K = —%,h = %,
m=(S) = (zKm+h). gy a szabadenergia:

F=-kTInZ=N {—%an?— KT In[2ch(zKm+ h)]} ,
a fajho:

0°F 0 (zJ om
=7 (572), ~ar (5 -om) -8 (G7)

a szuszceptibilitds pedig

AN (kT)*
X= <O_B)T ~ ch(zKm+h) —zK’
0.20.

Vizsgaljuk atlagtér tér kozelités segitségével, hogyan valtozik egy Ising-ferromagnes
magnesezettsége és szuszceptibilitasa a fazisatalakulasi ponthoz kozeledve!

Megoldas:
Mint az el6zo feladatban lattuk, magneses tér nélkiil

m=th(—zJpm).

X < 1 esetén th(X) ~ X, igy —zJB < 1 esetén az egyenletnek csak m=0 a
megoldésa, nincs spontan magnesezettség (magashémérsékleti fazis). —zJp >
1 esetben hdrom megoldds van (M= 0,m= £my # 0), mely esetben az m+0
megoldas minimalizalja a szabadenergiat, igy spontan magnesezettség jelenik
meg a rendszerben. A fazisatalakulas

kTC — ZJ

pontban kovetkezik be. A kritikus hémérséklet alatt kicsi a magnesezettség,
igy th(—zJBm) sorfejtése:

m~ —zJBm— %(—ZJB)SITIS.

Ez alapjan —zJB > l-re

B B 1/2
- () o



0.21. 17

A szuszceptibilitds megkaphaté (mégneses tér nélkiil )

_(om\ (kT)~ L
X= (G_B)T ~ ch?(—zBm) + 2B’
T > T esetén m= 0, igy
1
K Ty

T < T esetén chP-et sorbafejtve m? rendig:

o
X k(T T)

A fazisatalakulasi pontban a szuszceptibilitas divergal analég médon a Van
der Waals gaz kompresszibilitasanak kritikus pontbeli divergenciajaval.

0.21.

Vizsgaljuk az Ising modellt egy dimenziéban, periodikus hatarfeltétellel (N
részecske)! A particids fiiggvény és a transzfermatrix segitségével hatarozzuk
meg a szabadenergiat. Vizsgdljuk a méagnesezettség hatareseteit!

Megoldas:
A particids fiiggvény:

N = g;-;exp{ﬁii(Jsmes)] =

N 1
=3y eXP[BZ\(SSSH—FEH(S +S+1)>]'

S1...SN

A transzfermdatrix:
. 1
(5|T|S) = Tss = exp [B(JséJr EH (s+ s’))} ,
ahol 5,9 = +1. Ekkor

ZN = z T5152T5253 . ‘TstlsNTSNsl =
SN

=Z<sl\f|(zys2><s2\)|ﬂ Z\%><53l)...<sN|f|sl>:
S1 S S
= Z<31|TN|51> =Tr(TN).
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Kifejtve:

(+1]T|+1) = exp(B(J+H))
<—1lf|; 1) =exp(B(J—H))
(+1T[ = 1) = exp(B(-J)),

T sajatértékei:

Ay =P [ch(BH) + \/sh?(BH) + e—4BJ} :

Tgy
Zn =Tr(TN) = AN 4 AN,

J > 0 (ferromégnes), T > 0, igy barmely H esetén Ay > A_, N — oo esetén A_
nem fontos, Zy &~ )\’}'r. Ekkor a szabadenergia:

F=—KkTIn(AY) = —NkTA, =
= —NJ—NKTIn {ch(BH) + \/shZ(BH) +e453] .

A hatéresetek:

M(H =0,T #£0)=0

M(H — o, T #0) = N|1— 2exp—2B(H +2J))

H
M(H = fix. T VA
( X, T = 00) =Np o

(Curie-tv.)
M(H = fix., T = fix.,J — o) =N

(h6mérséklet nem veri szét a teljes rendet).
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0.22.

Mutassuk meg alkalmas transzformacioval, hogy a racsgaz modell leképezheto
az Ising modellre!

Megoldas:
Egy dimenziéban récsgaz modell Hamilton fiiggvénye:

H=-u)nj—¢ Z njng,
J (k)

ahol az egyes cellak betoltési szama ny = 0,1, € pedig a szomszédos cellak
kozotti kolesonhatds. Hogy beldssuk az ekvivalenciat, valtozé transzforma-
ciét végzink: m = (sj+1)/2. Ezzel a cserével

€
= IS (st~ S (sj+D)(scrD) =
24 4 &
€ e m €
=——ZSJ'SK———|——ZSJ'—— Sj——le
4% 2 24 22 4%

€ Ne M Ne

Ez alapjan lathato az izomorfia a racsgéz és az Ising modell kézott, a betoltott
(iires) cellanak felfelé (lefelé) 4116 spin felel meg, a csatolas: J =¢€/4, a méagne-
ses tér: h= % —l—% (az energidban megjelend konstans jarulék természetesen
nem okoz gondot).

0.23.
Egy kolesonhaté gazban a részecskék kozotti parpotencial a kdvetkezo:
(U ha 0<r<rg
—u ha ro<r<ar
ury=9q T

0 egyébként

ahol Uup >0és a > 1.
(a) frja fel a gdz allapotegyenletét a virialsorfejtés elsé nemtrividlis tagjdig!

(b) Ebben a kozelitésben szamitsa ki azt a T* homérsékletet, ahol a ny-
omas megegyezik az ugyanolyan hémérsékletii (és stirtiségii) idedlis gaz
nyomasavall Milyen a-ra létezik ilyen T* homérséklet?
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Megoldas

(a) A viridlegyiitthato:

00

Bo(T) = —2m /

0

ahol

Az allapotegyenlet:
p=nksT + kT B2 (T)
= nkgT — nszT\g (ePo—1+(a®-1) (0-1)).
(b) Keressiik azon T* homérsékletet, melyre
By (T) =0— e P01 (1) (1) =0,
ahol B* = 1/kgT*. Bevezetve az X =¥ (> 1) jelolést, a
(a*—1)x—ax+1=0

masodfoku egyenlethez jutunk, melynek megoldasai

y Cod+/o6-4(a3-1) oPx|ad-2) 1
12— 2(03—1) T 2(@-1) )] 1
a3—1

ha 0 # V2. x=1a trividlis T* — o 'megoldést’ jelenti. Figyelembevéve
az X > 1 feltételt, nemtrividlis megoldds csak o < v/2 esetén 1étezik:

Uo

Ckegln(od—-1)°

Bup=—In(0®-1) = T* =

(0 =/2 esetén X =X = 1.)
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0.24.

Egy kolesonhaté gazban a molekuldk kozott hatd parpotencialt a kovetkezo
fiiggvény irja le:

—Uupln(r/ro) ha 0<r<r
U(I’) = )

0 ha r>rq

(up > 0,r1 >rp).

(a) Irja fel a gdz allapotegyenletét a viridlsorfejtés elsé nemtrividlis tagjdig!

(b) Ebben a kozelitésben és az ug/kgT — O hatéresetben szamitsa ki azt a
T* homérsékletet, ahol a nyomas megegyezik az ugyanolyan homérsék-
letti és stirtiségti idealis gaz nyomasaval! Mi a feltétele T* 1étezésének?
(Hasznalja a limy_oIn(1+Xx) ~ x— %Xz azonossagot!)

Megoldas

(a) A viridlegyiitthato:()

Bo(T) = —2T[/0 (e‘B“(r) - 1) rdr
r Buo
— —211/ ' [(L> - ] r2dr
0 o
ZTU% 3 r/ 5
I t2+Buoqy
3 0/0
Comd 2w} ( r_1>3+3“°
3 (3+ BUo) ro

_ 2m} 1 r Puo
-3 14 Bup/3 \ro '

Az allapotegyenlet tehat:

p=nkgT +n’ksT By (T)

2T[I’3 1 r Buo
— nkaT +nkgT—=2 [ 1— = .
nkaT + ks 3 ( 1+ Bug/3 (ro)
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(b) Keressiik azon T* hémérsékletet, melyre

B*uo
3 b

ry B*uo
B2 (T")=0— (r—> =1+
0

ahol B* =1/kgT*. Bevezetve az X = [3*up (X > 0) jelolést, az

X
r X
2 =142
(ro) +3,

egyenlet megoldhatésaganak feltételét keressiik. Mindkét oldali fiig-
gvény X = O-ban az 1 értéket veszi fel, azaz T* — oo (mint mindig)
trividlis megoldéds. Ugyanakkor mindkét fiiggvény monoton no és kon-

X
7z Ve 7 . r
nyen beldthato, hogy X > 0 metszéspontjunk akkor van, ha az (%)

fiiggvény derivéltja x = O-ban kisebb mint %,

d /rq X r ri X r. 1
2 (2 (2 In—= < = =1y < e3rg = 1.396r¢ .
dx(ro) o \To = o < 3:> 1< 0 0

A magas homérsékleti megoldést (|X| < 1) keresve is ugyanerre az ered-
ményre jutunk. Logaritmust vonva ugyanis:

2
ri X X
In—==In(1 N~ ——
xnrO (1+x/3) 3 18
x:—18(lnr—1—}) >0,
Io 3

amibdl a In % < %feltétel adddik. Ekkor

Uo

T 6kg <1—3In%> '

Nyilvadnvals, hogy a fenti kifejezés r1 — €1/3rg hatéresetben egyre job-
ban kozeliti az egzakt megoldast.
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0.25.
Egy redlis gaz allapotegyenlete a kdvetkezo:
p=nkgT — Br? +Cr?,
ahol B, C pozitiv konstansok, és n=1/v=N/V.
(a) Szamitsa ki a termodinamikai valtozok kritikus értékeit (pe, Te, Ne)!
(b) 1rja fel a redukélt &llapotegyenletet!

(c) Hatdrozza meg az izotermikus kompresszibilitds viselkedését Te koriil!
1 (aV)—l (Op)
op/+ on/+

(a) Kritikus paraméterek:

Segitség:

Megoldas

o _ keT — 2Bn+ 3Cr?

on
0%p
W——ZB—an
0%p B
| ~0 = e
— =0 T.=2Bn.—3Cnt=2B—-3C| —| =—=8B
N T, = feTe = 28, —30re 3C (3C> e
BZ
T"_sch
B3

(b) Redukalt allapotegyenlet

o

p

=
Il

s
Sl=
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Ppe = NksTneTe — BA2n2 +-Cnn?

p = ekeTe _eBre el
Pc Pc Pc
nckeTe B B¢ B

oo,
Pc Cnc " Pe Cnc " Pe
P=3nT —3m°+n°

(c) Izotermikus kompresszibilitds

1 ov 1 op\ _ [/op\ ___[0p
e V(ap>T:>KT B V<0V)T—n<an>T—pcn<an)T

(o] 2
%P 3T _en+an
an n-+an

A kritikus pont koriil:
_ _ B: _
Kyt = pen (3T — 6n+3n%) = Ktl=pc(3T-3) = o7 (T—-1)

oc? 1

S




