0.1. 1

0.1.

Szamitsuk ki n mol egyatomos idedlis gaz entalpidjat és fejezziik ki termé-
szetes valtozokkal! A mechanikai allapotegyenlet: pV = nRT, az entrépia:

§ = 3nR+nRIn[(37) (%) ()2

n/\Ty

Megoldas:
A moléris entrépia a homérséklettel és nyomédssal kifejezve:

(3]

Mivel dh = Tds+vdP, igy

2
I g (P om0l
ds ) p Py

és

(2) &

oP). P
Integralva
2/5
h= §RTO PN go=s0)/s0 = 2 pr
2 Py

0.2.

Szamitsuk ki n mol egyatomos idedlis gaz Helmholtz—szabadenergiajat és fe-
jezziik ki természetes valtozokkal! A mechanikai éllapotegyenlet: pV = nRT,

az entrépia: § = %nR+ann[(VKO)("O)( I )%]

n/\Ty

Megoldas:
A molaris Helmholtz—szabadenergia da = —sdT — Pdv kifejezése alapjan

3
da 5 v [ T\?
(ﬁ>v__s__5R_rln{%(70) }

és



3
2

Integralva a = —RT — RT In [% (TLO) } , igy

3
T 2
A= —nRT —nRTIn [K@ (—) ] .
» n \ 1o

0.3.

Szamitsuk ki az egyatomos idedlis gdz moldris fajhéit (c,,cp), kompresszi-
bilitasait (kr,%,) és hotagulasi egytitthatéjat (o,)! Hasznaljuk, hogy a géz

moldris entrépidja s = %R+Rln[(%)(%)%], ahol v=§ és py=RT.

Megoldas:
5 v, T 3 Os 3R Os 3R
= —-R+RIn[(—)(=)? = | =— =T(==)y=—.
$ = FR+RIn(C) ()2 = (3T>v ot o= TG =3
5 po., T s Os 5R Os 5R
= —-R+RIn[(—/)(=)2 —)p = — =T(==)p=—.
, RT <8v) LA 1(81/) 1
=——=gr=———=Xr=—=(57)r=—-
p dp p vidp~ p
A moléris entrépia és az allapotegyenlet kifejezésébol
Do .3 2s ov 3v 1 dv 3
=vo(—)5 ——1 —)s=—— =——(=—)s=—.
v V()(p) eXP[SR ]_)(ap)s Sp_>Ks V(ap)s Sp
1 v 1

oy = ;(B_T)p_ T

0.4.

Egy klasszikus rendszer 7' hémérsékleti hotartallyal van kapcsolatban.

a.) Mutassuk meg, hogy az egy szabadségi fokra juté atlagos kinetikus
energia %kT!

b.) Feltéve, hogy a g; koordinatak tartomanyanak hatdaran a potencialis
energia V = 4o, igazoljuk a

21%

— = kT&;;
qtaqj 17
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osszefiiggést (az energia ekviparticigjdnak tételét)!

Megoldas:
Legyen ¢; koordinatdahoz kanonikusan konjugalt impulzus p;. Kanonikus el-
oszlas szerint (parcidlis integraldssal):

_BH
Pi=— oH =C aH e PAIr = c/p,< kTae )dF:
op; ap] op;

—CkT/ /[ pie } +[deja§;e—ﬁﬂdr(j) -

— CkT&;; / e PHAT = kT§;;,

ahol

c! :/eBHdF.
A szamitdsban p helyett ¢-t irva (b .) bedthato.

Mivel az impulzus a H Hamilton—operatornak csak a K kinetikus tagja-
ban jelenik meg, igy Euler 0sszefiiggés alapjan:

Zp,

i=1 ap’
aK_aH
api al?i.
Ezért
_ 1 ok 1L oH 1
K=—- — —fkT
2lzlplapl zlzlpla ; 2f 9
vagyis
11— 1
—K = —kT.
f 2
0.5.

AV térfogatui dobozban lev6 elektromagneses hullaimok 7T hémérsékleten
termikus egyensilyban vannak kornyezetiikkel. Hatarozzuk meg a doboz



falan fart kis lyukon keresztiil kijuté sugarzas intenzitasa és hulldimhossza
kozotti osszefiiggést (Planck—féle sugarzési torvény)!

Megoldas:

Az elektromagneses hullamok harmonikus oszcillatorokbdl &ll6 rendszert ké-
peznek (2 polarizacids irdny 1étezik, mivel longitudinélis elektromagneses hul-
lamok nincsenek). Az ® és @+ d kozé es6 oszcillatorok szama térfogategy-
ségenként
2

0)=—F7x.
8(0) = 53

Az oszcillatorok atlagos energidja (zérusponti energiatdl eltekintve)

ho

fgy az ® és W+ dm kozotti frekvenciaju hullamok energiaja térfogategységen-
ként

he' d
u(0,T)do = (o, T)g(o)do = 25—
T err —1
hullamhosszal kifejezve
8whe dA
u(h, T)dh = u(®, T)do = e —— .
A eMT — 1

Legyen a dobozon 1év6 lyuk feliileet dS. Id6egység alatt a dS normalisaval O
szoget bezaro dQ térszogon keresztiil aramld energia

J(A,T,8)d\NdQdS = cu(A, T)d?»cos(ﬂ)%d&

fgy
her 1

J(?L, T, ﬁ) = ZF E—COS('&).
emT — 1

0.6.

Vizsgaljunk egy részecskét, melynek két allapota lehetséges: 0 energiaju és
€ energidju. A részecske termélis kapcsolatban van egy T hémérsékletii ho-
tartallyal. Vizsgaljuk a rendszer energidjat és hékapacitasat a homérséklet



0.7. )

fiiggvényében!

Megoldas:
A részecske két allapotanak particiés fliiggvénye:

0 € €
Z = exp(—— — =1 — ).
exp(— ) +exp( kB]ﬂ) +exp( kB]ﬂ)
Az atlagos energia:
. 86XP<_k:T) exp(—kET)
U = (&) = €
Y4 1-|—exp(——kBT)

A hokapacitas:

0.7.

Leejtiink egy M tomegli gyémantot, amely N darabra torik szét. Varhaté-
an mekkora lesz a gyémantdarabok 6sszértéke | he egy gyémantdarab értéke
tomegének négyzetével ardnyos és barmilyen N darabra térés azonos valdszi-
niiségii? Mi a probléma kapcsolata a mikrokanonikus eloszléssal?

Megoldas:
Az my,...my darabokra vald széttorés eloszlasfiiggvénye

N
P(ml,. . .mN) = @(ml) . ..®(mN)8(M— Zmi),
i=1
ami pont a mikrokanonikus sokasag eloszlasfiiggvénye M — E és m; — E;
azonositassal. A gyémény varhaté értéke

=, m%P(ml yoo.my)dmy,...dmy

Q=N

[ P(my,...my)dmy,...dmy
A kifejezést integralva a varhaté érték

2M?

C=N11

lesz.
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0.8.

Szamitsuk ki a klasszikus idedlis gaz termodinamikai potencialjat kiilonb6zé
sokasdgokon: mikrokanonikus, kanonikus ((, nagykanonikus, 7T-p sokasag))!

Megoldas:
Mikrokanonikus sokasag:
11 VN (2nmE)3N/2
Qo(E,V,N / PV
o )= W vpcms 0 P T PNNIDEY 1)
entrépia:

Kanonikus sokasag:

1oy 11 N a3 g [32, - —BEaQ‘O VN 3N/2

a szabadenergia:

vV 3 3 2mm'\ */?
F(T,V,N):lenZ:—NkT{lnﬁ—f—ElnkT—i—Eln[e( 2 > H

((Nagykanonikus sokasag:

o BuN
Z= eN' 7Y = exp (ZleB“>
N=0 :
2mmkT \ >/
O(T,1,V) = —pV = —kTInZ = —kTV( nZ; ) elr |

T—p sokasag:
~2
Z= //d3N /d3N 1exp sz—i—l—pV =
N h3N 2m
(NN 2k \ Y2
=15 5

kT 3NkT (2nka)
n .

a Gibbs—potencial:

G(T,p,N) = —kTInZ = —Nlen? -= .



0.9. 7

0.9.

Mikrokanonikus sokasag haszalataval irjuk fel az entrépidjat és allapotegyen-
letét az N darab m tomegi részecskébdl allé V' térfogati dobozban 1évo
idedlis gaznak. Tegyiik fel, hogy N és V nagyon nagyok.

Megoldas:
Az E-nél alacsonyabb energiaju fazistérfogat:
VN (2rmE)3N/?
Q(E) = 3N
Iz +1)

Nagyon nagy N-re és V-re

S= kBIn( Q(E) ) - kBIn( VY (2mmE) NP2 ) .

N!h3N NIBNT(3Y 4 1)

Nagy részecskeszam esetén alkalmazhatjuk a Stirling—formulét (In(N!) ~ NInN —

3N/2
N), F(3TN+ 1) = (3N/2)!> ~ (%’) , lgy az entrdpia

3Nk 4mmE \ 3/
§= 2B+Nk31n[v<;;’;1N) ]+NkB—NkBlnN:
5Nkp Vv (4mmE\>/?
- Nkgln | — [ =) |
> BH[N(WN)

0.10.

Az Einstein—féle leirds szerint egy szilard test egy 3 dimenziés racs N récs-
hellyel, minden racshelyen harom darab (irdnyonként egy) ® frekvencidji
harmonikus oszcillatorral. Sem a racshelyek, sem az oszcillatorok kozott
nincs csatolas. A réacs teljes energidja

3N 3
H=ho n,~+§tho:E,
i=1

ahol n; az i-edik oszcillator energia kvantuma, a teljes energia rogzitett:
M = 2132’1 n;. Feltéve, hogy M és N nagyok

a.) adjuk meg az F energiaji mikroédllapotok szamat!

b.) adjuk meg az entrépiat T' és N fiiggvényében!



c.) szamitsuk ki az anyag hékapacitasat!

Megoldas:
a.)
§= (BN+M—1)!
 M!(3BN-1)!

b.)

Az entropia

B (BN+M—1)!
s=toin(( iyt )

Alkalmazva a Stirling—formulat

igy

az entrépia

S = 3NkgIn(1 — e P®) 4

A bels6 energia

3Nhwe Phe 3
T e we TN

A hokapacitas

3 Nthz o Bl

Cy = kpT? (1 _e—ﬁhm)z'
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0.11.

Mutassuk meg, hogy kanonikus eloszlds esetén az energia fluktudcidja az
(E—E)2=kT*Cy

Osszefiiggéssel adhaté meg.

Megoldas:
A particids fiiggvény:

Z(B) = ;e—BEf _ / e PEQ(E)E,

Ey
igy

1 1907 P
E=- /e EQ(E)E = — B~ 3 InZ.

B szerint differencidlva: (jelolés: Z' = g—%)

oE 02 7! N\ 2 - -
——an:—__|_<_> :—E2+E2:—(E—E)2.

B op? z \z
Masrészt
ﬁ__kT ﬁ——kT Cy
0.12.

Szamitsuk ki N fliggetlen klasszikus oszcillatorbol 4llé rendszer entrépidjat,
energidjat és hokapacitdsat!

Megoldas:

Fiiggetlen oszcillatorok esetén,

zZ=27V,

1 PPl 55\ (kTN
Zl—ﬁ/dpdqexp{ B<%+§mmq R

ahol
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egy oszcillator allapotosszege. A szabadenergia

kT
F = —NkTZ; = —3NkT In —.
ho

oF kT

C= T(a—S) = 3Nk.
T )

Az entropia
A fajho

Az energia
E=F+TS=3NkT.

(Megj.: alacsony hémérsékleten (kT < h®) az entrépia negativnak adddik,
igy a klasszikus leirds érvényét veszti.)

0.13.

Mutassuk meg, hogy a kanonikus sokasig Z(N,V,T) particids fiiggvénye ele-
get tesz a kovetkezo Osszefiiggésnek:

N dlnZ Ly dlnZ Iz
ON )yr oV N,T_ ‘

A rendszerrdl tegyiik fel, hogy egykomponenst, N részecskébol all, V' pedig
az egyetlen kiilso valtozo.

Megoldas:
A Helmholtz—féle szabadenergia F = —kT InZ, igy a nyomas

__(9F
P=7\ov ) yr

_(oF
H7\N )y

Mivel a rendszer egykomponensii, A Gibbs—féle szabadenergia

F+pV =Ny,

oF oF
(@), ),

a kémiai potencidl pedig

ez alapjan
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0.14.

Alkalmazzuk a kanonikus eloszlast és hatarozzuk meg az N egyatomos mo-
lekulabdl allo idedlis gaz Helmholtz—féle szabad energiajat!

Megoldas:
A rendszer Hamilton—operatora

A particios fiiggvény

1
— —BH 4.. 4D
Z= h3NN!/e dqidp;.

A Hamilton—operator csak az impulzusok fiiggvénye, igy a koordinaték sze-
rinti integralds eredménye V¥ szorzé. Az impulzusok szerinti integral az egyes
impulzusok szerinti integralok szorzata, igy az egy szabadséagi fokra végzett
integralas eredménye:

/weﬁgidp:”%/wexzdx:“m%.

VN (2rmkT)3N/?.

Igy

2= VN

A Helmholtz—féle szabad energia pedig, kihasznélva a Stirling—formulat:

3 Vo (2mmk)3/e

0.15.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan irhatjuk le a polarizalt, illetve a polarizalatlan
fényt striségmatrix segitségével! Mutassuk meg, hogy tiszta allapotban

2 e Bsin
o— < cos? () sin(at) cos(t) )

¢ sin(ar) cos(ar) sin” ()
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ahol o és B a polarizaltsdgot jelzd paraméterek.

Megoldas:
A polarizdltsdg jellemezhets a € = E /E vektorral, ahol E az elektromos tér-
erosség. Legyenek €1 és é; a terjedés irdnyatra és egymasra meroleges vekto-
rok.

g = ¢ cos() + &3 sin(o)e® = < siCnO(S;)(c?e)’B ) :

Haa=0és B=0vagy a=m/2 és B =0, akkor a fény ¢;. illetve & irdnyban
polarizalt lesz, mig, ha oo = /2 és B = /2, akkor cirkuldrisan polarizélt.

Felirva
i=( &
=l ¢ )

a slirtiség matrix: p;; = C,-C;?:

o ( cos? (o) e~ PBsin(a) cos(ar) )

B sin(ar) cos(ar) sin? ()

tiszta allapotokat ir le. Tetszdleges 2x2-es hermitikis matrix, melynek nyoma
1 felirhaté a Pauli-matrixok és az egységmatrix linearis kombinécidjaként:

1 1
E<I+Plcl + P,oo —|—P3(53) = E(I—FPG),

ahol P, e R, és

0.16.

Hatarozzuk meg T hémérsékletii kornyezetben az m toémegi részecske stri-
ségmatrixat koordindta-reprezentacioban, feltételezve, hogy a részecske hul-
lamfiiggvénye egy V térfogati makroszkopikus dobozban peiodikus hatar-
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feltételnek tesz eleget! A strtiségmatrix ismeretében szamitsuk ki az allapo-
tosszeget és az energia atlagértékét! Adjuk meg a stiriségmatrixot impulzus—
reprezentaciéban is!

Megoldas:
A hullamfiiggvény:
Dp(r) ! ik
r) = —=eikr,
E NG
 h2K?
2m’
2n

ki = Eni,ni e N.

A suriiség matrix

attérve k szerinti integraldsra (Y, — (2%)3 [d*k = % [d’p) és atalakitva

1 /mkT mkT
AN e _ _N\2
p(r,r) —sznﬁzexp{ T (r—r') }

Mivel
Vv (mkT \'/?
rp)=7 (W) =l
igy
1/2
7 v mkT ’
21h?
vagyis
1 mkT
p(r,r) = v €xp {——2712 (r— r')z} .
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) =1r0m) = [ [~ s |- -7

kT mkT n mkT " 3
=5y {(3— 2 (r—r )exp {__2752 (r—r') r:r/d r=

Impulzus reprezentacioban
1 P>
A _RE_ L iy — —
p(p,p) = VZZr:eXp{ B+ (p p)r]
1 P’
—— gl s,
diagonalis matrix, melybol lathaté az impulzus és energia felcserélhetosége.

0.17.

Idedlis (nem kélesonhatd) Boltzmann-gaz esetén irjuk fel Cy és C, kapcsola-
tat!

Megoldas:
Egyatomos gézt tekintve 3 dimenziéban (N=4ll.):
3
E = _NkT
2
és
pV = NkT,
e oE dE 3
Cv=\|355) =-5==zNk
v (8T)V dT ~ 2
oH dE+pV)
Cv=(%) = (22220 o+ Nk
v <8T) < oT v
p p
Tehat
C,—CV =Nk
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0.18.

Felhasznélva a hétagulasi egyiitthato, az izoterm kompresszibilitas és az adi-
abatikus kompresszibilitds definiciéjat, adjunk éltaldnos kapcsolatot C, és

Cy kozott! ( hétaguldsi egyiitthatd: o= % (g—‘;) izoterm kompresszibilitas:

Ky 1= _% (g—‘;) i adiabatikus kompresszibilitas: Kg:= —% (3—‘;)5 )

Megoldas:
A definé¢idk alapjan:

oE
CVZ(%)V
o (9HY _ (Y , (V
P an_anpan
oE oFE
dE = (W) Tdv+ (—T>VdT

OE\ _(3EY (v (O
or ), \ov),;\oT ), \dT )y’
Ezek alapjan
ccr=p( V) (OB (V) (%) _(E
pmv=P\ar), " \av\;\er ), "\or ), \or ),
1% oE
== (5), [ (57).)

1 P
dS = —dE + =dV
7T

P(3) L (2
w ), P \av ),

oV S
o= (ﬁ)pT(W)T'

valamint

azaz

Tudjuk, hogy

gy

Tehat
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Korabbiak alapjan tudjuk:

@), =), &), = (@), &), (&),

ahol kihasznaltuk a Young-tételt. Ezt az eredményt beirva

. (9p oV
CP‘CV—T<ﬁ>V(ﬁ>,,'

(8_V> =Va
oT »

<ap> I (a% , o

) = — —

EOIORE O

o
Kr

Defin¢idk alapjan

és a lancszabalyt alkalmazva

Osszegezve

0.19.

Tekintsiink N darab rezgé atomot (harmonikus oszcillatort) D dimenziéban.
Irjuk fel a rendszer entropiajat, energiajat és vizsgaljuk az alacsony illetve
magas homérsékleti hataresetet!

Megoldas:
Az "1"-edik, n; kvantumszammal jellemzett szabadsagi fok energidja:
€ = ﬁco(% +n;),n;=0,1,2,...
A 7j’-edik szbadsagi fok energia jaruléka:
Ej= Ze,— = N%hmthjhw,
i

ahol

N
Mj Zl’li.
i=1
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Minden szabadsagi fokra valé Gsszegzés alapjan a teljes energia
D 1 D
E =) Ej=DNzho+ Y Mjho.
Jj=1 Jj=1
Atjelélve

1
E = EN*ho)JrM*hm

azaz M* darab gerjesztést kell "szétosztanunk” N* darab fiiggetlen oszcillator
kozott. A lehetGségek szama:

Ware — (M*+N*—1)!
R VTG T
Az entroépia
S=klnW,
lathatjuk példaul, hogy M* = 0 esetén, azaz, ha minden atom alapallapotban
van W = 1, tehdt S = 0. Hasznélva a hémérséklet definiciéjat (7 = g—g) és
alkalmazva a Stirling-formulét
S
= (M*+N*)In(M*+N*)—M"In(M*) — N*In(N")
és igy
1 195 1 9 oM* nM*—}—N*BM*
kT~ koE koM* 0E ~ M* OE’
valamint
oM* 1
JE  ho
Igy
ho | MENT_ MEN In( 4y +3)
* M 1 1
kT M M In(% +5—3)
és
E M n 1
DNh® N 2
A teljes energia
h
DN w41
E=""ho" o i
2 ek —1
A hatareseteket vizsgélva
DN
E(T —0) = —ho

és
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0.20.

Vegyiin k egy N részecskébol allé, kétallapoti rendszert H magneses térben
(a spinek a tér irdnydban illetve azzal ellentétesen dllhatnak). Alljon n spin
a tér iranyaba, N-n pedig azzal ellentétesen. frjuk fel a rendszer entrépiajat,
energidjat, fajhojét. Vizsgaljuk az alacsony és magas homérsékleti hatarese-
teket.

Megoldas:
n spin "felfelé” all, igy a megfelel¢ allapotok szama
N!
Wy =—7—.
" n!(N—n)!

A rendszer energidja
E(n)=n(—mH)+ (N —n)mH,
ahol m egy részecske magneses momentuma. Az entrépia
S(n) =klnW, = k[NInN —nlnn — (N —n)In(N —n)].
gy
1 dSon 1 N-—n

R 'S
T onoE 2mH n n

Azaz

° T>0,han>%];E<0

° T<0,han<%];E>0

és .
kT N— =
=gt
mH N—i-ﬁ

Ez alapjan
l—e%
1+esr

Vizsgalva a hatareseteket

e E(N,T —0)=—NmH
e E(N,T — ) =—N(mH)?7- — 0.

A fajhd
OE mH\*> 1
C_B_T_Nk<k_T) 2
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0.21.

Adott N darab fiiggetlen % spinl kvantummechanikai részecske B magneses
térben. Szamitsuk ki a rendszer szabadenergidjat, energidjat, a fajhot és a
szuszceptibilitdst. Vizsgaljuk meg a hatéareseteket!

Megoldas:
Egy részecske energidja

=

€L ==B,

eh

2mc*

ahol u = A particids fiiggvény

N
Zy = Zjlv = (eB@B +e‘B/J2B)

A szabadenergia

BT BT BuB

Az energia varhatoértéke

0 uB  BuB
E)=—Zinzy = -NCunPe.
(E) =—3gIn2w 2"
A fajho
oE uB 1 uB 1
oT 2 chz% 2k ( T2)
A magnesezettség
oF 1 PuBPu  u  uB
M=——=kTN——sh——— =N—=th——.
3B BB 22 T T

A szuszceptibilitas
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0.22.

N darab fiiggetlen, D dimenziés klasszikus harmonikus oszcillatorbdl &allé
rendszer esetén szamitsuk ki az energia valészintiség eloszlasat (P(E)), a leg-
valészin{ibb energiaértéket (E), az energia varhatd értékét ((E)) és szérasat!

Megoldas:
Az allapotosszeg

(o) s~ (6) =~ o

E-nél kisebb energidju allapotok szama. Az éllapotstiriiség

9 EDN—l 1

—Q(E)=DN-—Fv —
(E) (hw)PN (DN)!

az F és E+dE kozotti allapotok szama. A valdszinliség stiriiség

e PE
P(E) = —o0lE)
ahol DN D
w=”=(16) = ()
gy

_ 1 _

A legvaldsziniibb energia a valészintiség eloszlds maximumabol kaphaté meg
(mivel In monoton fiiggvény, vizsgdlhatjuk az eloszlas logaritmusét). Kell:
—BE + (DN — 1) InE = max.
tehat
E = (DN — 1)kT.

A varhaté energia

<E>:/0°°EP(E)dE: ! )!/Ow(BE)DNeBEdE.

(DN—1
x := BE véltozdcserével
1

L=
<E>:mg/o e xPNdx.
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Az integral értéke [3°e *xPNdx =T (DN +1) = (DN)!, igy az eredmény:
(E) = DNKT.

Lathatd, hogy N — oo termodinamikai limitben (E) = E. A széras kiszdmi-
tasdhoz kell

1
T B(DN-—1
— er(m\/”) — (DN + 1)DN(kT)>.

(E?) :/OOOEZP(E)dE— ! )’!/OOO(BE)DN“e_BEdE:
1

fgy
6% = (E?) — (E)> = DN(kT)? = (kT )*kDN.
Felhasznélva, hogy Cy = NDk

o2 =kT*Cy.

0.23.

Egy V térfogati edény N gazmolekulat tartalmaz. Legyen n a molekulak
szama az edény Vv térfogatu részében. Figyelembe véve, hogy a rendszer ter-
mikus egyenstilyi dllapotdban egy adott molekula v-ben v/V valdszintiséggel
talalhat6: Hatdrozzuk meg n valdszintiségeloszldséat (f(n))!

Megoldas:



