Integral tételek

Gradiens tétel

Tétel: Legyen ® egy elegendGen sima skalar tér.

j{q)dA: /V@dV,

ahol a térfogati itegral a feliilet altal bezart tartomanyra vonatkozik.
Elészor igazoljuk a tételt egy hasab alakd tartoményra!

Végezziik el a feliileti integralt a hasab oldalaira:
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Vizsgaljuk meg az els6 sorban szerepld integralt:

[ B 2iudz ~ [ @y 2dydz = [ @eap.2) - Dlar,y2) dydz

A jobb oldal integrandusat felirhatjuk egy z szerinti integral segitségével:

2 00

(D(xQ)y7 Z) - ‘p(xh?/, Z) = aimdx
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tehat az integralra a kovetkezo kifejezés adddik:

/(‘b($2»y, Z) - CD(xlagﬁ Z))dydz = / gjdxdydz .
€T

Természetesen ennek az integral eredménye egy x tengellyel parhuzamos vektor lesz. Hasonléan
eljarva a tobbi aldalparra is megkaphatjuk a vektor tobbi komponensét is. ® integralja a hasab
feliiletére tehat konnyen felirhaté:

%@dA / <18¢ +j=— + kg) drdydz = /V(I)dV .

TetszOleges alakd tartomany esetén osszuk fel a térfogatot kis hasdbokra. A felosztast ad-
dig finomitsuk, amig kell6 pontossdggal kapjuk meg az integral értékét. Vizsgaljunk meg két
szomszédos hasabot:



az érinkez6 felilleten a feliileti integral
értéke megegyezik, de irdnyuk éppen el-
lentétes egymassal, igy kiejtik egymast.
Konnyen belathatjuk, hogy csak azok a
hasabok adnak jarulékot a feliileti in-
tegralhoz, amelyek a tartomény feliiletén
vannak. A teljes feliileti integralt tehdt

elédllithatjuk az A; hasabok feliileti integraljainak az Gsszegével:

fcbdA:Z]{ @dA:Z/ V<I>dvz/v<bdv.
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Alkalmazzuk a gradiens tételt a felhajtéerd meghatarozasara. Archimedesz 6ta tudjuk, hogy
minden vizbe mértott test, annyit veszit silydbdl, amennyi az &ltala kiszoritott viz silya. A
hidrosztatikai nyomas attél fiigg, hogy milyen mélyen vagyunk a folyadék felszinétdl: p = —pgz,
amennyiben p a folyadék siirlisége, g a gravitacios gyorsulds és z a felszintdl valé tavolsag.
Tudjuk, hogy a nyomdasbdl adédd er6 merdleges a feliiletre. Integraljuk a test feliiletére hato
nyomast:

F=- fpgsz = —pg/gradde

Hasznaljuk fel a gradiens definicidjat:

(gradz); = B 93 ,

amely nem mdas mint egy z irdnyu egységvektor (k). Ne felejtsiik el, hogy r3 = z. Tehdat a testre
haté felhajtéerd:

F= —pgk/dV = —pgVk.

Vitruvius vetette papirra Archimédesz felfedezésének a
torténetét. 1II. Hiero, Szicilia kirdlya készitetett egy fo-
gadalmi koronat egy Otvos mesterrel a Krisztus el6tti 3.
szazadban. Gyanakvo természet 1évén Archimédeszt kérte
fel, hogy ellenérizze a korona valéban szinaranybdl késziil-
e, vagy az Otvos mester megbolonditotta az alapanya-
got egy kevés eziisttel, ezzel is novelve a vallalkozas gaz-
dasdgossagat. Arrdl sajnos nincs hir, hogy a mester a
megbizast kozbeszerzésen nyerte volna el.

Archimédesz ismerte az arany slriiségét, de a korona térfogatdnak pontos meghatdrozdsa
nehézségekbe 1itkozott. A torténetiré szerint a tudds éppen egy firdében prébalta re-
kredlni magat, amikor felismerte a torvényszeriiséget a felhajtéer6 és a kiszoritott folyadék
mennyisége kozott. A felfedezés 6rome annyira elragadta, hogy a flird6bél egyenesen az
utcdra rohant igy kiabdlva: eureka, eureka (megtaldltam). Nagy sietségében arra sem volt
ideje, hogy ruhat kapjon magara, igy elég nagy feltiinést keltett a korbeli varosban.




Gauss (Osztogradszkij) tétel:

Tétel: Legyen V egy elegendden sima vektor tér.

7{ VdA = / divvdV

ahol a térfogati itegral a feliilet altal bezart tartomanyra vonatkozik.
Elészor igazoljuk ezt a tételt is egy hasab alaku tartomanyra, majd az eléz6ekhez hasonléan
altalanositsuk tetszoleges zart feliiletre.

Végezziik el a feliileti integralt a hasab oldalaira:
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grediens tételhez hasonldan jarjunk el az integralok kiszamitdsdnal:
x2 Y2 V z2
%VdA = / OV dx dydz + &dy dxdz + / oV dz dxdy
o O w Oy ., Oz

7{ VdA = / Ve + oy + oV drdydz = / divvdV
ox oy 0z

Egy tetszoleges zart feliilet esetén osszuk fel a tartoméanyt kis hasabokra és bizzunk benne, hogy
a finomitas novelésével konvergens sorozatot kapunk. A hasabok egymassal szomszédos oldalain
a feliileti integralok kiejtik egymast, ezért csak a zart tartomany hataran vett integral szamit:

f VdA = Z f{ VdA = Z / divvVdV = / divvay .
i JA i S

A Gauss tétel lehetséget nytjt a divergencia integral értelmezésére. Legyen V(r) egy folyto-
nosan derivalhaté vektormezo. Integraljuk divV az rg pontot tartalmazoé kicsiny tartomanyra:

/diVVdV = %VdA )

intdivVdV = AdivV|

és hasznaljuk a kozépérték tételt:

r*
ahol r* a tartoméany egy pontja. A divergenciat az el6zé kifejezés segitségével a kovetkezdképpen
adhatjuk meg:

. 1 o
A1‘1/r£1>0 AV %VdA = divV (rp)



A Gauss tétel néhany alkalmazasa:

A Gauss tétel segitségével szamos esetben egyszeriisithetjiik az elektromos tér kiszdmitasdt.
Induljunk ki az eslé6 Maxwell egyenletbol:

divE = 4nkp ,

ahol p a toltéssiirliség. Egy pont toltés esetén a térerdsség mindig parhuzamos a tér egy
tetszbleges pontjat és a pont toltést Osszekotd egyenessel. Vegylik korbe a ponttoltést egy r
sugaru gombbel Ugy, hogy a toltés annak kozéppontjaban legyen és irjuk fel a Gauss tételt erre
a tartomanyra:

fEdA = /div EdV =47k / pdV = 4rkQ) .

A feliileti integralt egyszeréen elvégezhetjiik, hiszen E mindig parhuzamos a gémb dA feliilet
elemével:

}’{ EdA = 4nr? = 47kQ ,

ahonnan az F térerdsség nagysagara E = kQ — r2 adddik.

Hatarozzuk meg a térerdsséget egy egyenletes tOltésséroségii gomb belselyében! Az el6zo
esethez hasonléan tekintsiink egy a toltéseloszlassal koncentrikus, r sugart gombot és irjuk fel
a Gauss tételt erre a tartoményra:

4
%EdA =4rk / pdV = 47Tkp?7rr3 .
Elvégezve a feliileti integralt kifejezhetjiik a térerdsség nagysagat:
E=—kpr.
3 7

Ha feltételezziik, hogy a toltott gomb sugara @, akkor a stirtisége p = Q/ %“Rg, amelyet az el6z6
képletbe helyettesitve a kovetkezo kifejezést kapjuk:

_ R

E i

Egy egyenletesen toltott sik esetében a térerGsség mindentitt merdleges a feliiletre. Valasszunk
egy olyan henger alaki tartoméanyt, amelyben két oldala parhuzamos a sikkal és a teriiletiik le-
gyen A.




Nyilvanvaléan a feliileti integrédl a henger paldstjan eltiinik, tehat a Gauss tétel értelmében:
2AF = 47kQ ,

ahol Q a toltott sik A felilletén 1évo toltés. A térerlsség egyszerden adodik az el6bbi egyen-
leth6l: E = 27ko, ahol 0 = Q/A a felileti toltéssiiriség. Egy sik kondenzétor esetében
teljesen hasonléan jarhatunk el, de ott az erévonalak a két ellentétesen toltott lemez kozott
koncentralédnak, igy a térerGsség a siklapéhoz képest kétszeres lesz.

Kontinuitasi egyenlet

Id6ében allandé tartomany
Tekintsiik egy folyadék dramldsét! Az dramlds sebessége az r pontban a V(r,t) vek-
tortérrel, az dramlé anyag stiriisége pedig p(r, t) skalar térrel irhat6 le. Ezt a targyaldasmaédot,
amelyben nem az egyes részecskék palyajat kovetjiik nyomon, hane a tér egy pontjaban
vizsgalja az éppen ott 1évo részecske jellemzoit, Euler leirdasnak nevezziik.

Vaélasszunk egy id6ben allandé, zart tartoméanyt. Ebben a térrészben a folyadék tomege:

m(t) = / pdV .

Ennek a tomegnek az id6 szerinti derivaltjat a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

dm d
o _ L v
dt dt/p

Miutan az a térrész, amelyre integralunk idében dllandd, a derivalas és az integralds sor-
rendje felcserélheto lesz:
dm 0
= / Pav.

dt
Az enyagmegmaradds torvényének értelmében egy adott térbeli tartomdnyban csak akkor
valtozhat meg a tomege, ha a tartomany hataran befelé vagy kifelé anyag dramlik keresztiil.
Jelolje v(r,t) a folyadék sebességét az r pontban. Ekkor a kovetkezd egyenletnek kell

teljesiilnie:
dp
— dA = | —dV .
7{ ”V / ot

A Gauss tétel felhasznaldsaval a feliileti integralt térfogati integralld alakithatjuk:

/ <g§ + div(pv)> dV = 0g, .

A fenti integralnak tetszéleges tartomany esetén el kell tiinnie, ez csak abban az estben
teljestilhet, ha az integrandus azonosan nulla, vagyis:
dp
ot
Ezt az Osszefiiggést hivjuk kontinuitdsi egyenletnek. A j = pv mennyiséget értelmezhetjiik
aramstriségként is, amelynek a segitségével a kontinuitasi egyenlet altalanos alakjat a
kovetkezoképpen adhatjuk meg:

+div(pv) =0.

dp ey
a-i—dlv(.])—O.



Id6ben valtozé tartomany
A probléma a kévetkezd: hogyan hatarozhatunk meg

egy olyan térfogati integralt, amelynek a hatara is
valtozik idében:

VAL - = } V\&
o= = 1(t) = / p(r,t)dV
s ] — = V(t)
dA(t){L' e =
NIALF A = T Az integral megvaltozdsa két taghdl tevédik Ossze:
\%{; == egyrészt a slirliség explicit id6 szerinti valtozasabodl,
,—Q_’%

mésrészt a a integraldsi tartomany elmozdulasabodl.
Az els tagot meghatarozhatjuk a stiriség id6 szerinti
parcidlis derivaltjabdl:

dp
AL = At | =Lav .
e [ 2

A misodik tag kiszamitasahoz vizsgaljuk meg az feliilet elmozdulasat! A dA feliilet elem
At id§ alatt Atv tdvolsdgot mozdul el, mikézben a feliiletelem dV = AtvdA térfogatot
surol. A siirliség integralja az elmozdult térfogatra

Al = Atj[pvdA .

A teljes integral id6 szerinti derivaltjat a két jarulékbdl hatarozhatjuk meg:

dl . Al + Al op
C_ g 2T [ A
dt  Atso Al / oVt f{p vd

Hasznaljuk fel a Gauss tételt a masodik tag atalakitdsra:

dl ap .
dt—/<at+dlvpv>dv.

Az anyagmegmaradas torvényébdl kovetkezik, hogy % = 0 tetszlleges tartomanyra, igy
az el6z6 Osszefliggésbdl visszakapjuk az idében allandé tertoméanyra levezetett kontinuitasi
egyenletet.



