5. gyakorlat (okt. 4.)

1. A zarthelyi dolgozat példainak megoldasa:

(a)

FELADAT
Két elektron egy hidrogénszert atomban a p palyan talalhato: 11 =1, I5 = 1.

a.) A teljes L =1 + I impulzusmomentumuk milyen értékeket vehet fel?

b.) Mekkora lesz a varhato értéke az Iy, és lo, operatoroknak az |L, M) = |1,1) allapotban?

Megoldas:

A teljes impulzusmomentum operétor négyzetének lehetséges értékei: L =13 — o, ... 11 + 1o =

0,1,2. Az |L, M) = |2,2) = |1,1)|1, 1) allapotot egyértelmtien fel tudjuk irni szorzat formaban.

Lefelé léptetés utan [2,1) = %\1,0>|1, 1) + %|1,1>|1,0) allapotot kapjuk. Erre merdleges
1

2|1, 0)1,1) — —2|17 1)]1,0) allapot. Az [y, operator varhato értéke ebben az

V2 V2

lesz az |1,1) =

allapotban:
<1<1,0|<1, 1] — i<1, 1<1,0|> lh. <1|1,0>|1,1> - i|1, 1>|1,0>> =
V2 V2 V2 V2
%<1,0|<1, 1112]1,0)|1,1) + %<1, 1[(1,0[l12|1,0)|1,1) + %<170|<1, 1112]1, 1)1, 0)+
%<1,1|<1,0|11Z\1, 1D|1,0) =0+0+0+ %h

A szorzat allapotokban csak lo, sajatallapotok szerepelnek ezért az Iy, allapot varhato értéke

eltiinik

Két harmonikus potencidlban mozgd, feles spinii részecske harmonikus potenciallal hat kolcson

egymassal. A Hamilton operatorukat a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

2 2
p 1 P 1 1
H= ﬁ + imﬁzxf + ﬁ + imQZxE + imwQ(xl — 29)?

a.) Az X =1 + x9 és ©x = x1 — xo valtozok bevezetésével szeparaljuk a Hamiltun operatort
két fiiggetlen operator Osszegére és keressiilk meg a sajatallapotokat és a hozza tarozo
energiakat!

lapotok lehetnek spin szingulett és spin triplett allapotok?

Megoldas:
Vezessiik be a P = Ei ésp= ho impulzus operatorokat:
10X i Oz
h 0 h (0X 0 ox 0 h( 0 0
po= ax:<axax+aax>:(ax+a) Pty
h 0 h (00X 0O ox 0 h( 0 0
P2 = z‘axQ:i<8:czaX+8x26x):i(8X_8x>: P

A kinetikus energia operatora az 4j impulzusokkal:

2 2 P2 2
wo v _ PP

2m  2m  m  om



A potencialis energiat is kifejeyhetjik az 0j koordinatédkkal z; = %(X + ) ésag = %(X —x).
Lo o202, .2 Lo o2y2 .2
§mQ (x7 +x2):1mQ (X*+27).

A teljes Hamilton operator az 1j valtozokban:

P2 1 2 1 1
H="+-m2x>+2 4 (=mQ* + —mw?)a? =
m 4 m 4 2

P2 o1 0\° 9 p? 1 2\ w? 9
Az X és x valtozokban a Hamilton operator szétesik két fiiggetlen harmonikus oszcillator

Wy =

Hamilton operatorara, amelyek energiaja és hullamfiiggvényei leolvashatoak: w; = %,

1 1
(%)2 + %2 Epm = 2hw <n + 2) + 2hwo (m + 2) A hullamfiiggvények:

T1 + T2 T1 — X2

(bn,m<xlal‘2) = 9071( 10 )me( ) ,

Z20
ahol ¢, a harmonikus oszcillator hullamfiiggvénye, 19 = / ——, 220 = {/ —— Ppm (21, 22)
mwi mwso

els6 tagja mindig szimmetrikus a valtozok felcserélésével szemben, mig a méasodik tag paros
m esetén szimmetrikus, paratlan m esetén antiszimmetrikus lesz. Ennek megfelel6en az anti-
szimmetrikus S = 0 szimgulett allapot a paros m allapotokkal kombinalédik, amig az S = 1

triplett allapot a paratlan m allapotokkal.

Becsiiljiikk meg a Ritz féle variacios modszerrel az anharmonikus oszcillator alapallapoti en-

ergiajat! Az anharmonikus oszcillator Hamilton operatora a kovetkezs:

2
H:p—+ax4
2m

Proéba fiiggvénynek valasszuk egy w sajatfrekvenciaju harmonikus oszcillator alapallapoti hullam-
fliggvényét és keressiik az optimélis w-t! Az energia varhatoértéket szamithatjuk a léptets op-
eratorok segitségével is.

Segitség

1 (z+,p) n 1 (1: ,p) | h 3
a=—(—+1—), a"=—F4|——1—|, To=4A/— Po= mw
V2 \ zg Po V2 \ o Po mw

alny =van—1), atln)=vVn+1in+1), @o(z)= ———e >3

o0 om —azx2 N (277,)' 1 ™
/_m”” e dr = e\ @

Hatarozzuk meg a probafiiggvény felhasznalasaval az energi varhatoértéket:

Megoldas:

E(w) = (plH|p)

p2 1 2 d2 2122 1 2 1 ‘TQ 212:2
—|p) = ————=h ——e = Mesll-—=]e *%0
2m Vo dx Vzoy/T  Z) x5



A kinetikus energia vérhato értéke:

2 o0 2 2 2

p 1 2 1 T — 1 A 1
Py = = 1- 2 ) e Bdr=- " = “hw
<<p|2m|<p> To/T x} infty ( 2> € var 3

A probafiiggvényiink egy w frekvenciaji harmonikus oszcillator alapallapoti hullamfiiggvénye,

ezért a kinetikus energia varhatoértékének a harmonikus oszcillator alapallapot energidjanak

a felének kell lennie!

3 3 h?
4 @ — 4 _
<<p|0433 |90 T \F DdCC - ZOMTO - Z m2w2
Az energia varhato éertéke tehat:
B(w) = (plH]g) = S+ 500
T WwiEle =g 4 m2w?

Az optimaélis fliggvény esetén:

dE 1, 6 ah?

dw 4 4m2wd

s 6ah Lpp/Gan san? (m2)5 LppfSon p )
Az optimalis w = W’E_ hy/ oo + 535 (%) = ;hy ah 4 o3 (—m)

Els6 Born kézelitésben hatarozzuk meg a Yukawa potencial differencialis hataskeresztnetszetét!

Vv —E —r 9 V ’L(k k)rd3
(T)_ ’I’e 0y f()_ 27Th2

Segitség

|
> _ n!
e dx =
0 an—i—l

Megoldas:
Az integral meghatarozéasahoz térjiink at gémbi koordinata rendszerbe. Valasszuk a z-tengelyt

parhuzamosan a q = k/ — k vektorral, ekkor

00 27 ™
/V(r)eiqrd‘q’r:/ r2dr/ dgp/ Sin(ﬁ)dﬁV(T)eiqT“’s(ﬁ)
0 0 0

_ 4 rsin(igr)V (r)dr
qa Jo

Helyettessiik be a Ykawa potencialt:

2 e _r 2 1 o (L _ig)r (L 1ig)r
f(q):—h—Tkez/O e o sin(iqr)dr:aqz (e (75— _ o= (55 +ia) )dr

11 1 2 g2

iaoq%—iq %—!—z’q)7“_(z()l~t—(]227

2

h
ahol ag = el A differencialis hataskeresztmetszet a szorasi amplitado négyzete lesz.
mke



2. A kolcs6nhatasi kép és az ids6filiggs perturbacio szamitas kapcsolata

Egy hidrogén atomot z irdnyt homogén mégneses térbe helyeziink:

H = Hy — pupo.B. = ( Hir =yl 0 )

0 Hy + upB,

A rendszer alapéallapotban van, amikor egy

_HB :
V(t) = o Sy By sin(wt)

idofiiggs perturbaciot kapesolunk be. Milyen valoszintiseggel lesz ¢ id6 mulva a rendszer gerjesztett

allapotban?

HF: Gyakorlati példa befejezése.



