Kozonséges differencialegyenletek
1. Bevezetés, definicidok

A differencialegyenletek olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen egy fiigg-
vény és az egyenletben az ismeretlen fliggvény derivaltja is el6fordul. Példaul
ha y = y () az ismeretlen fiiggvény, akkor

y'=y (1)
y' =y (2)
y' =y (3)
y=%+x (4)

fiiggvényegyenletek koziil az els6 harom differencialegyenlet, de a negye-
dik mar nem, mert ott az ismeretlen y = y () fliggvény semelyik derivaltja
nem szerepel. A differencidlegyenletek tanulmanyozésa azért fontos, mert
amint Newton mondta: "a természet torvényeit differencialegyenletek irjak
le”. Az y' = y differencidlegyenletet megoldani annyit jelent, mint megta-
lalni az Osszes olyan fiiggvényt, amely egyenl6 az 6 derivalt fiiggvényével.
Konnyt latni, hogy minden ¢ € R-re az y = ce® alaku fliggvényekre igaz,
hogy az 6 derivaltjaik sajat magukkal megegyeznek, tehat az 6sszes y = ce”
alaku fliggvény a (1) differencidlegyenlet megoldasa. (Azt, hogy ennek az
egyenletnek minden megoldasa y = ce” alakd, majd késgbb latjuk be.)

A (2) egyenletet illetGen, kozépiskolas tanulmanyainkra visszagondolva
lathatjuk, hogy mind a y (z) = cos (z) , mind pedig az y (x) = sin () fliggveé-
nyekre igaz, hogy az ¢ mésodik derivaltjuk sajat maguk negativjaval egyezik
meg, vagyis, hogy a cos (x) és sin (x) fiiggvények a (2) egyenlet megoldésat
képezik. Azt nagyon konnytd latni, hogy ezek tetszéleges linearis kombiné-
cidja szintén megoldast ad. Tehat tetszGlegesen valasztott a,b € R sza-
mokra: az y(x) = a-cos(x) + b-sin(x) a (2) diff.egyenlet megoldéasat
adja. Szintén késébb fogjuk belatni, hogy a (2) egyenlet minden megol-
désa ilyen alaku. Hasonléan kapjuk, hogy a (3) egyenlet minden megoldéasa



y = a-ch(x)+b-sh(x). Az nyilvanvalo, hogy a fenti harom differenci-
alegyenlet a legegyszertibb alakt nem-trividlis differencidlegyenlet. Késébb
latni fogjuk, hogy ezek mindegyike rendkiviil fontos is, mert a legfontosabb
fizikai alkalmazéasokban ezek fordulnak el6.

Az els6 féléves analizis tanulmanyok utan mar nyilvanvalo, hogy nem
lehet remélni sem azt, hogy minden differencidlegyenlet megoldasat vala-
milyen képlettel leirhato fliggvények segitségével megadhatjuk. Ugyanis, az
f(z) = % fiiggvénynek nincs képlettel megadhatd primitiv fiiggvénye. Ez
éppen azt jelenti, hogy az 3’ = % differencialegyenletnek nincs képlettel
megadhaté megoldasa.

2. Elsérendi diff.egyenletek

Ebben a fejezetben az

y'(t) = F(t,y(t)) (5)
alaku differencialegyenletekkel foglakozunk. ElGszor a szétvalaszthato val-
tozoju azutan pedig az elsd rendi lineéris differencidlegyenleteket tekintjiik.
Ezeket meg tudjuk oldani elég egyszertien. Azutéan azt vizsgaljuk altala-
nos elsérendd differencidlegyenletekre, hogy a kezdeti érték problémanak
létezik-e megoldasa (egzisztencia) és ha igen akkor egyértelmi-e (unicités).
Ezutan autonoém egyenleteket tekintiink. Ezek a olyan specialis (5) alaku
elsérendt egyenletek, amelyekre a (5) egyenlet jobb oldala nem fiigg a t fiig-
getlen valtozotol kozvetlentl. (Példaul ¢/ (t) = y(t) - (1 — y(t)) autonom
egyenlet, de y'(t) = y(t) - (1 — y(t)) + ¢ méar nem autoném egyenlet.) A
fejezetet az autonoém egyenletek stabilitasi vizsgalataval zarjuk.

2.1. Szétvalaszthato diff.egyenletek

Legyen f (z) egy folytonos fiiggvény valamely I; és g (y) egy folytonos fiigg-
vény valamely I, intervallumon, tovabba ¢ (y) # 0 ha y € 5. Ekkor az

y'=f(x)gy) (6)
alaku els6rendt kozonséges differencialegyenleteket szétvdlaszthato vdltozdju
differencidlegyenleteknek hivjuk. Legyen h(y) = @. Tehat (6) szerint:

h(y)y = f(x).Ekkor a helyettesitéses integralas szabélya szerint és Z—:yc =9/
alapjan:



/h(y)dy; - /f(x)d:i +C.

Ez csak Ez csak
y-tol figg x-t6l fligg
A szétvalaszthato valtozoju diff.egyenletek megoldasat a kovetkezd pél-
dan mutatjuk be:

1. PELDA: 1. A normdlis novekedés egyenlete: legyen k € R\ {0} és
aeR

y' =kyesy(0) =a. (7)
ez nagyon fontos egyenlet, mert sokszor eléfordul a gyakorlatban ezért
a megoldasat fejbdl kell tudni. Nyilvanvaloan szétvalaszthato valto-

zoju diff.egyenlet. 3 = Z—:yc-et irva: Z—:yc = ky. Az y-os és x-es ta-
gokat kiilon oldalra rendezve: %C;—y = dx. Mindkét oldalt integralva:

c kx

In|y| = kx + C, amibdl az y' = ky &altalanos megoldéasa y = ee
Hasznalva , hogy a = 3 (0) = Ce®, ebbél a (7) Cauchy feladat megol-
dasa:

y = aek®.

Ezt kérem jegyezzék meg!

2. y'y? = 1. Ez a diff.egyenlet szétvalaszthatd valtozoja, mivel a fenti
fx)=1¢ésg(y) = y% valasztassal v = f(x)g(y). Az y' = g—g—et frva
és a dz-el formalisan atszorozva kapjuk, hogy:

yidy = du.

Mindkét oldalt integralva: [ y*dy = [ dz. Amibdl % = x4+ C ado-
dik. Innen y = v/3x + C (mivel C tetszbleges konstans, nem kell 3-al

megszorozni, mert 3C' ugyanigy mindentél fiiggetlen konstans, mint

0).

3.y = 2;§1nly. ez a diff.egyenlet is szétvalaszthatd valtozoju, ugyanis
f

(x) = (y) = ylny-t frunk akkor a diff.egyenlet y' =
g (y) alaku lesz. A diff.egyenlet megoldasa most is gy torténik,
Yy =

Yy
ha
f ()
hogy 1/ ——et irva:

dy _ 2xylny

dr  22—1°




Most az y-os és x-es tagokat mas-més oldalra rendezve:

dy 2x
= dx.
ylny 22 -1

(Ha yIny # 0.) Mindkét oldalon integralva:

1
/ s / 20 .
Iny x?—1
-bsl adodik, hogy In|lny| = In|2z? — 1| + In C. (Itt a konstanst eleve

In C'" alakba irtuk, amit megtehetiink, mert az In x fiiggvény értékkész-
C’(xz—l)

lete az R.) Ahonnan: y = e . Az Iny = O-nak az y = 1 felel

meg.

2.2. Elsérendii linearis diff.egyenletek megoldasa

Az
Y +p@)y=q(x) (8)

alaku diff.egyenleteket elsdrendd linearis diff.eqyenleteknek hivjuk. 1t feltéte-

lezziik, hogy a p(x) a q(z) fiiggvények folytonosak. (Vagyis a megoldasokat

olyan intervallumon keressiik ahol a p(z) a ¢(z) figgvények folytonosak.)
Az (8) alaku egyenletek megoldasat a kovetkezd példan szemléltetjiik:

vy +3y=2a% >0 9)

Ahhoz, hogy az egyenletet (8) alaktra hozzuk el kell osztanunk z-el mind
a két oldalon. Ezért, a megoldasokat olyan intervallumokon kereshetjiik
amelyek a 0-4t nem tartalmazzak. Tegyiik fel tehat, hogy mostantol z > 0
és osszunk el z-el. Kapjuk, hogy

3
Yy +—y=u. (10)
x
Ekkor az (8) egyenlet jeloléseivel: p(z) = %; q(z) = =. A megoldas két
lépéshbdl all. Elgszor megoldjuk az

3Y
Y’+? =0 (11)



homogén diff.egyenletet. Majd ennek az altalanos megoldasaban elGforduléd
C' konstans helyére egy olyan C'(z) fliggvényt irunk, hogy ezzel a (9) meg-
oldasat kapjuk. Ily modon a (9) egy partikularis megoldasédhoz jutunk. A
(9) altalanos megoldasat ugy kapjuk, hogy

Yiait = Yn,ait + Yip (12)

vagyis a (9) inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa y; 4 egyenls az (11)
altalanos megoldasa Y}, 4 plusz a (9) inhomogén egyenlet egy partikuléris
megoldésa y; .

1. lépés: A homogén rész az Y' + % = 0 diff.egyenlet, amely szétvalaszt-
hato véltozoju és megoldasa: Yy 4 = C/x.

2.1épés: Most keressiik az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat,
y; p-t. Ehhez szeretnénk hatarozni egy olyan C (z) fliggvényt, amelyre

y=C(2) /2’

megoldasa a (9) egyenletnek. Mivel y' = —3Cz™* + C"x73, ezt behe-
lyettesitve a (10) egyenletbe kapjuk, hogy

C'x™2 —3Cx ™4 + 3271073 = 1.

Innen: C'(z) = z°/5 (itt nem kell feltiintetni az integralbol adodo
konstanst, mert csak egy partikularis megoldast keresiink). Tehat
Yip = C(z) -2 = 2°/5- 273 = “’%—2 Igy a (10) egyenlet altalanos

megoldésa:
2
x
_ _ -3
Yialt = Ynau + Yip = 2+ B
Y a1t ~~~
Yi,p

A megoldasnak ezt a modszerét konstans variaciés modszernek
nevezziik, mert az y; ,-t igy hataroztuk meg, hogy az (11) homogén
egyenlet altalanos megoldasédban elGfordulé C' konstanst helyettesitet-
tiik egy C () fiiggvénnyel.

2.3. Egzisztencia, unicitas, stabilitas

Ha egy elsérendii egyenletet nem is tudunk megoldani, akkor is lehet esé-
lylink annak a nagyon fontos kérdésnek az eldontésére, hogy létezik-e és ha
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igen akkor egyértelmi-e a megoldas. Ha az el6bbire a valasz igen, akkor van
egzisztencia, ha a ezen feliil a masodik kérdésre is pozitiv a valasz, akkor tel-
jestl az unicitds. A kovetkezs tételek nem a lehets legerésebb eredményeket
adjak, de a legkonnyebben érthetek.

Elgszor vizsgaljuk az egzisztencia és unicitéas kérdést az elsérendi linearis
egyenletekre:

1. TETEL: (Egzisztencia és unicitas Tétel (elsé rendii linearis egyenletre))
Ha a p(t) és q(t) fuggvények folytonosak az I = («, 3) nyilt intervallumon
és ty € I akkor a
v +p(ty=q(t),  ylto) = o
kezdeti érték probléma megoldasa létezik és egyértelmi az [ intervallumon.
Azaz létezik EGYETLEN olyan y(t) fliggvény, amely a kezdeti érték prob-
lémanak megoldasa és amely minden ¢ € I-re értelmezett.

A kovetkezd tétel az altalanos esetre vonatkozik:

2. TETEL: (Egzisztencia és unicitas Tétel (altalanos eset)) Tegyiik
fel, hogy mind az F' mind a 0F /0y folytonos fiiggvények egy olyan o < t <
B,7 <y < ¢ téglalapon, amely tartalmazza a (ty,yo) pontot. Akkor van
olyan (ty — h,to + h) C (o, 3) intervallum, amelyben a kévetkezd kezdeti
érték probléma megoldasa létezik és egyértelm:

y/ = F(ta y)a y(tO) = Yo. (13)

1. MEGJEGYZES: Ha csak annyit tudunk, hogy az F(z,y) fiiggvény
folytonos akkor ez mar elég ahhoz, hogy a megoldas létezzen, de lehetséges,
hogy nem egyértelmii.

2. PELDA: A fenti tételek valamelyikét hasznélva talaljunk olyan inter-
vallumot, amelyen
ty' +2y =4t  y(1)=2

kezdeti érték probléma megoldasa létezik és egyértelmd.

Megoldas: Mindkét oldalt t-vel leosztva kapjuk a

2
yrgy=4



egyenletet. Tehat p(t) = 2 ¢s ¢(t) = 4t. Vagyis ¢(t) értelmezett ¢és folytonos
minden ¢ € R-re de p(t) a t = 0-ban nincs értelmezve. Tehéat vagy azt kell
feltenniink, hogy ¢t > 0 vagy azt, hogy t < 0. Figyelembe véve a kezdeti
feltételt a t > 0 rész a relevans. Ezutan hasznalva az 1. Tételt kapjuk,
hogy a kezdeti érték probléma megoldésa 1étezik és egyértelmti a 0 < t < oo

intervallumon.

3. PELDA: Alkalmazzuk a 2. Tételt a kivetkezs kezdeti érték probléma
megoldésara:
, 32 4 4x 42

Yy = Yy 0)=-1.
2(y —1) )
Megoldas: Vegyiik észre, hogy
Fla.y) 3x2+4x+2é88F(x ) 322 + 4x + 2
T,y = —-— s —(1,y) = ———
2(y — 1) Oy 2(y —1)?

értelmezett és folytonos mindeniitt kivéve az y = 1 horizontélis egyenest
pontjait. A (0,—1) pont koriil nyilvan rajzolhat6 olyan téglalap ami nem
metszi az y = 1 egyenest. Ezért a 2. Tétel értelmében a kezdeti érték prob-
léménak a megoldasa létezik és egyértelmii VALAMELY olyan intervallu-
mon amely a 0-at tartalmazza. Az azonban, hogy akarmilyen hosszii olyan
téglalapot rajzolhatunk a (0, —1) pont koriil, amely nem metszi az y = 1
horizontalis egyenest NEM jelenti azt, hogy a megoldas 1étezik minden x-
re! Valojaban a szétvéalaszthato valtozoju differencidlegyenletet megoldva
kapjuk, hogy a kezdeti érték probléma megoldasa:

y(r) =1 —Va3 + 222 + 2z + 4.

Konnyen lathato, hogy ez a kifejezés csak o > —2 esetén add megoldast
(r = —2-ben y(—2) = 1 és az nem lehetséges mert, akkor az egyenletben
0-val kellene osztani és x < —2-re a gyok alatti kifejezés negativ hiszen
23+ 22% + 20+ 4 = (v + 2) (2 + 2)).

4. PELDA: Vizsgaljuk a kovetkezd kezdeti érték problémat a megoldas
létezése és egyértelmiisége szempontjabol!

y =y y(0)=0,t>0.

Megoldas:



A 2. Tétel jeléléseit hasznalva: F(t,y) = y'/3. Mivel
OF 1,
oty == 23
oy Y =3

nincs értelmezve a y = 0-ban ezért ott nem is folytonos, tehat a 2. Tételt
nem is alkalmazhatjuk ebben az esetben. Konnyt latni, hogy mind a két

fliggvény
. 9 t 32 . 9 t 3/2

megoldasa a kezdeti érték problémanak. St ennek a kezdeti érték problémé-
nak végtelen sok megoldasa van. Nevezetesen minden ¢35 > 0-ra a kovetkezs
fliggvények megoldasok a + elGjel tetszéleges valasztasa esetén:

gty = L EBE—w]"" hat >
0, ha 0 <t < .

5. PELDA: Vizsgaljuk a kovetkezd kezdeti érték problémat a megoldas
létezése és egyértelmiisége szempontjabol!

A 2 Tétel feltételei teljesiilnek ezért LETEZIK a t = 0 koriil olyan inter-
vallum, amelyben a megoldéas létezik és egyértelmi. S&t erre az artatlan
kinézetd egyenletre tekintve az ember azt gondolné, hogy a megoldas talan
az egész szamegyenesen létezik. Azonban, ha megoldjuk a szétvélaszthato
valtozoju egyenletet latjuk, hogy a Cauchy feladat megoldasa:

ami nem értelmezett ¢ = 1-ben tehéat a megoldas csak a (—oo, 1) nyilt inter-
vallumon létezhet. Erre a jelenségre az egyenletiink alakja nem figyelmez-
tet!!!

2.4. Iranymezé6

Tekintsik az
Yy =F(t,y)  ylto) =0 (14)



kezdeti érték feladatot. Ha F(t,y) = f(y) - g(t) , akkor mint tanultuk
ez egy szétvalaszthatd valtozoji egyenlet amit meg tudunk oldani. Ha
F(t,y) = at) - y(t) + B(t) valamilyen af(t),5(t) folytonos fiiggvényekre,
akkor a (14) egyenlet els6rendd lineéaris egyenlet és megint csak tanultuk,
hogy hogyan lehet megoldani. Ezeken kiviil még nagyon sok olyan eset van
amikor a (14) kezdeti érték feladatot meg tudjuk oldani. Azonban olyan ese-
tek is vannak amikor az egyenletet megoldésira semmilyen modszert nem
talalunk vagy ugyan meg tudjuk oldani az egyenletet de a megoldast olyan
bonyolult képlet adja ami nem mond semmit. Az egyik dolog amit ilyen
esetben tehetiink ha megnézziik az irdnymezdt (persze komputerrel). Az
iranymezo6t tgy kapjuk ha a ty sik nagyon sok (t,y) pontjan keresztiil meg-
rajzoljuk annak az egyenesnek egy picike darabjat, amelynek meredeksége
F(t,y). Mivel ez az egyenes a keresett megoldas érintGje a t-ben ezen vonal
elemek a keresett megoldasok kozelitését adjak. Annal pontosabb kozelitését
minél tébb ponton keresztiil rajzoljuk meg a fenti vonal elemeket.

Ezt az alabbiakban egy példan szemléltetjiik: Tekintsiik az ¢y’ — 2y = 3¢t
egyenletet! A Maple programot hasznélva a kovetkezdket irjuk:

> ode := D(y)(t) - 2xy(t) = 3xexp(t);

ode := D(y)(t) - 2 y(t) = 3 exp(t)
> with(DEtools) :
> InitialValues := [[0,1],[0,-511;

InitialValues := [[0, 1], [0, -5]]

> DEplot(ode, y(t), t=0..1, y=-10..10, InitialValues, linecolor=black);

2.4.1. Autoném egyenletek, stabilitas

Ha a fentiekben vizsgalt y' = F(t,y) egyenletben a F(t,y) fiiggvény nem
fligg a t valtozotol, akkor autonoém egyenletrsl beszéliink. Az autoném
egyenletek altalanos alakja tehat:

y' =f(y) (15)
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1. abra. Iranymez6 az ¢y — 2y = 3elegyenletre.

A tovabbiakban ha csak mast nem mondunk mindig feltessziik , hogy az f(y)
fliggvény derivaltja létezik és folytonos. Ezért tehat a 2. Tétel értelmében
a

y'=rfly)  y(0)=yo. (16)
kezdeti érték feladat megoldasa 1étezik és egyértelmi a ¢ = 0 egy kornyeze-
tében. Ilyen egyenlet volt példaul a normalis novekedés egyenlete (1.Példa

a 3.oldalon) vagy az 5. Példa a 8.oldalon. Az f(y) = 0 egyenlet (nem diffe-
rencidlegyenlet csak sima algebrai egyenlet) megoldésait kritikus pontoknak
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vagy egyensulyi megolddsoknak hivjuk. Az utobbi elnevezésnek az az oka,
hogy ha f(yo) = 0, akkor az
y(t) =yo

konstans fliggvény megoldasa a (15) egyenletnek. Ugyanis mivel ez a fiigg-
vény egy konstans fiiggvény a (15) egyenletnek mind a jobb mind a bal
oldalén az azonosan nulla fiiggvény szerepel. Ekkor tehat az y(t) = yo kons-
tans fiiggvény megoldasa (és az egyetlen megoldasa) a (16) kezdeti érték
feladatnak. Képzeljiik el, hogy az y(t) egy id6ben valtoz6 mennyiséget ir le,
ahol ¢ az id6. Ekkor az, hogy az y(t) = yo megoldésa a (16) feladatnak azt
jelenti, hogy ha kezdetben ¢t = 0 id6pillanatban az y(0) értéke yo volt, akkor
az is marad. Mindez a tulajdonsag abbol kovetkezett, hogy f(yg) = 0. Ezért
nevezziik a f fliggvény zérus helyeit egyensulyi megoldasoknak. Nézziik ezt
egy konkrét példan:

6. PELDA:
Yy =(y—Lyly+1).

Az egyensiilyi allapotok az y = —1,0, 1. Az irdny mez6t a 2. dbra mutatja.
Az a 2. adbran lathato, hogy

lim y(t) = o0, hay(0) > 1;

t—o0
tlim y(t) =0, ha —1 < y(0) < 1;
tlim y(t) = —oo, ha y(0) < —1.

Altalanosagban:

1. DEFINICIO: Az y(t) = yo egyenstlyi helyzetet Ljapunov- stabilnak
nevezziik, ha Ve > 0 30 > 0, hogyha ¢ (t) az v/ = f (y)-nak egy olyan
megoldasa, melyre |¢ (0) — yo| < 9, akkor |p () — yo| < € Vi-re. Ellentétes
esetben az y = yy egyensilyi allapotot instabilnak hivjuk.

A fenti példaban tehat y = 0 Lyapunov stabil de az y = —1 és az y = 1
instabil. Tovabba

2. DEFINICIO: Az y(t) = yo egyenstlyi helyzet aszimptotikusan stabil,
ha

(a) Ljapunov-stabil és
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2. abra. Az y = 1 és y = —1 egyensulyi allapotok instabilok az y = 0
asszimptotikusan stabil.

(b) tlimgo (t) = yo teljesiil az ¢y = f (y) minden olyan ¢ (t) megoldasara,

melyre ¢ (0) az yo-hoz elég kozel van.

Ez tehat azt mutatja, hogy a fenti példa egyetlen olyan egyensilyi allapota,
amely nem instabil, nevezetesen az y = 0, nem csak Lyapunov stabil hanem
valojaban asszimptotikusan stabil.
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7. PELDA: Vizsgaljuk az

y' = (y—Dyly+ 1)
autoném egyenletet egyensilyi dllapotait stabilitas szempontjabol.
Megoldas: Az egyensilyi helyzetek megint csak y = —1, y = 0, y = 1.
A 3. abra mutatja az iranymezGt.

Az a 3. dbran lathato, hogy

lim y(t) = oo, hay(0) > 1,

t—o00
tlim y(t)=0, ha—-1<y(0)<1;
tlim y(t) = —1, hay(0) < —1.

Ebbdl tehéat nyilvanvald, hogy megint csak az y = 0 stabil és a masik két
egyensilyi allapot pedig instabil. Azonban amiatt, hogy tlim y(t) = —1

teljesiil, ha y(0) < —1 azt mondjuk, hogy az y = —1 egyensulyi &allapot
félig-stabil.
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3. dbra. Az y = 1 instabil az y = —1 félig-stabil, az y = 0 asszimptotikusan

Fazis vonalak: Az egyensilyi helyzetek stabilitasat az iranymezé felrajzo-
lasa nélkiil is nagyon egyszertien eldonthetjiik an. fazis vonalak segitségével.
El6szor is lerajzoljuk az f(y) fliggvény gorbéjét és az abrankon megjeloljiik
az f(y) figgvény zérus helyeit (vagyis az egyensulyi allapotokat).Ez interval-
lumokra (két végtelen és néhany véges intervallumra) osztja a szamegyenest.
Ha egy ilyen intervallumon az f(y) > 0 akkor az intervallumra rajzolunk
egy jobbra mutato nyilat, ha egy ilyen intervallumon f(y) < 0, akkor az



intervallumra egy balra mutato nyilat rajzolunk. Igy kapjuk a fazis vona-
lakat. Nézziik a fazis vonalakat elGszor a 6. Példa utana pedig a 7. Példa

differencialegyenletére.
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4. 4bra. Fazis vonalak

Ha egy intervallumon a fazis vonal jobbra mutat az azért van mert ott
f(y) > 0. Mivel ¢y = f(y) ezért itt a megoldas novekszik. Forditva, ha
a fazis vonal balra mutat, akkor a megoldas csokken. Ez tehat azt adja,
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hogy ha egy egyensiilyi allapotot koriilvevé két intervallum mindegyikén
ezen egyensilyi allapot felé mutat a nyil, akkor az az egyensulyi allapot
asszimptotikusan stabil. Ha csak az egyik nyil mutat az egyensilyi alla-
pot felé, akkor az egyensulyi allapot félig stabil és ha mind a két nyil az
egyensulyi allapottol ellenkezd irdnyba mutat, akkor az egyensilyi allapot
instabil.

2.5. FEuler formula

A célunk az, hogy definialjuk az olyan kifejezéseket mint példaul
32+

1 az imaginarius egység i -1 = —1. Vegyiik észre, hogy ehhez elég értelmezni
az e alapu és komplex kitev6ji hatvanyokat. Nevezetesen, hasznalva, hogy
3 = "3 kapjuk, hogy

— eZ~ln 3+i4-In 3‘

32+4i
Tehat definidlnunk kell az e***? a,b € R szamokat.

3. DEFINICIO: Valamely z € C-re

. 22 23 B 0 n 17
e = +z+§+§+---_zoﬁ. (17)
Helyettesitsiik ebbe a képletbe z =i - t, ahol ¢ egy valos szdm. Ekkor:
y 2! A
e :1—§+E—J+Z f—g—kg—l =cost+1-sint.
ngt si‘r:t
Kapjuk tehat az in. Euler formulat:
" = cost + i - sint, teR. (18)

Ebbél mér kénnyt meghatarozni a 324 értékét. Nevezetesen:

41
32+4i _ 9 X 34i _ 9 X (e(ln?))) — 9 . e(41n3)i
3

= 9| cos(4Iln3) +sin(41n3)) -

7 7

—0.3126103028  —0.9498814656

= —2.813492725 — 8.548933190 - <.
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Az Euler formulat hasznalva vegyiik észre, hogy:

e’ = cost+1i-sint
e = cos(—t) +i-sin(—t) = cost —i-sint
——
—sin(t)
_|_ ..........................................
it | —it
e +e = 2cost
e —e™" = 2sint
vagyis
oit 4 it it _ it
cost = ——, sint = ———. (19)
2 21

Ezt a fontos képletet mi csak valos t-re hasznéljuk, de a t komplex értékeire
is igaz.

17



3. Masodrendi linearis egyenletek

3.1. CGCsillapitott harmonikus rezgémozgas

5. abra. Rugo

Egy vizszintes rudra fliggesztiink egy rugdt, melynek hossza eredetileg
(. Ezutan erre a rudra egy m tomegd testet helyeziink. Ekkor a test kitér
L egységnyit majd egyensulyba keriil. A testre hat6 ersk :

Gravitacios eré: w = mg,

Hooke torvénye miatt: Fy = —kL.

Tehat ebben a pillanatban:

mg = —kL (20)

Képzeljiik el, hogy a testet kimozditjuk és magara hagyjuk. Célunk a
test mozgasanak leirasa surlodasi erG jelenléte esetén.

Newton torvénye szerint a testre hato erck ereddje f(t) egyenls a tomeg
szorozva a gyorsulassal. Ha a testnek a ¢+ L szintt6l valo eltérését a ¢ idSben
az y(t) figgvény adja meg, akkor:

a test sebessége: v/ (t),

a test gyorsulasa: y"(t).

Tehat Newton torvénye szerint: e

m-y"(t) = f(t). (21)



Az f(t) a testre hato erck eredgje. Tehat

my"(t) = f(t) = my +(=k(L+y®)+ (=) + F()
. ~ B A ~~ >y ~~ o N /
gravitacios erd rugd erd surlodési er6  kiils6 erd
(22)

Kihasznaljuk, hogy a (20) egyenlet szerint: mg = —kL. Ezért (22)-et ren-
dezve kapjuk, hogy
my" +yy' + ky = F(t) (23)

masodrendi linearis inhomogén differencidlegyenlet irja le a csillapitott har-
monikus rezgé mozgéast. Ezért vizsgaljuk altalaban a masodrendi lineéris
differencialegyenleteket.

3.2. Az inhomogén linearis egyenlet altalanos megol-
dasa

as(t)y" + ai1(t)y’ + ao(t)y = r(t), (24)
alaktu egyenletek a masodrendd linearis egyenletek, feltéve, hogy az
as(t),a1(t) fiiggvények folytonosak. Ha egy I (véges vagy végtelen) inter-
vallumon az ay(t) # 0, akkor vele leosztva kapjuk, az

y' 4+ pt)y +q(t)y = g(t) (25)

egyenletet. Ebben a fejezetben azt tanuljuk, hogy a (25) alaka egyenletek
hogyan lehet megoldani. A (25) alakd egyenletet inhomogénnek nevezziik,
ha g(t) # 0; homogénnek hivjuk, ha g(t) = 0.

Ebben az esetben is érvényes az a formula amit az elsérendii linearis
egyenletek esetén tanultunk:

Yiait = Ynae + Yip (26)

Vagyis a (25) inhomogén egyenletet ugy oldjuk, meg, hogy el6szor meg-
hatarozzuk a megfelel$

Y+ pt)Y' + q(t)Y =0 (27)

homogén egyenlet altalanos megoldasat Y} 4, ¢és ennck ismeretében kisza-
moljuk a (25) egyenlet egy partikularis megoldasat vagyis az y; ,, fiiggvényt.
Ezen az el6adéson a homogén rész megoldasi moédszerét tanuljuk.
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3.3. Homogén egyenletek

y" +p(t)y +q(t)y = 0. (28)

alaku

8. PELDA: 1. ¢y — 2y +2y=0; (t>0)
2.y +y=0
3.y —y=0

4. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az {y(t), y2(t)} fiiggvények az a (28)
egyenlet fundamentalis megoldasai, ha

1. y1(t), y2(t) megoldasai a (28) egyenletnek

2. az ys(t) fiiggvény NEM konstans szorosa az y;(t) fiiggvénynek.

A (8) Példabeli egyenleteket tekintve:

2 2
" /
- - —y=0; (>0
v =Wy =00 (6>0)
esetén konnyen ellenérizhets, hogy mind az yy(t) = t és az y»(t) = t megol-
dasai az egyenletnek és ezek nyilvan nem konstans szorosai egymasnak tehat
az {t,t*} fiiggvény par az egyenlet fundamentélis megoldasai.

y'+y=0

egyenletnek az y;(t) = cost, ys(t) = sint fiiggvények megoldasai. mivel nem
konstans szorosai egymasnak, ezért 6k fundamentélis megoldast képeznek.

y —y=0

egyenletnek megoldasai az y;(t) = e',y2(t) = e~ fiiggvények. Mivel nem
konstans szorosai egymaésnak, ezért 6k fundamentéalis megoldast képeznek.
Vegyiik észre, hogy ugyan ennek az egyenletnek az y;(t) = sht, y»(t) = cht
fiiggvények is megoldasaik. Mivel ezek sem konstans szorosai egymésnak,
ezért 6k IS fundamentalis megoldast képeznek.
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3. TETEL: Ha az {y,,,} fiiggvények a homogén (28) fundamentalis meg-
oldésa, akkor a (28) egyenlet Gsszes megoldasat megkapjuk

Yy = c1y1 + cayo alakban valamely ¢q, ¢y € R -re. (29)

Vagyis ha {y1,y2} a (28) egyenlet fundamentélis megoldasa, akkor a (28)
altalanos megoldasa:

Y =1y + Cay, 1, € R (30)

Ez a jelenség analog a kovetkez6hoz: Legyen a tér valamely origon dtmend
S sikjanak két egymassal nem péarhuzamos vektora: vq,ve € S. Ekkor
az S sik minden vektora w vektora elGallithato vi-el és vo-vel parhuzamos
komponensek Osszegeként. Ugyanez algebrailag: dep, ¢y € R, gy hogy

W = C1V1 + CoVs. (31)
A (29) és a (31) egyenleteknek ugyanaz a lényege, csak az elbbiben a
W, V1, Vo szerepét az y, yp, yo fliggvények jatszéak.
9. PELDA: Tekintsiik a masodrendi linearis homogén
2 2
"— =y +=y=0, t>0 32
V=Y Y (32)

egyenletet. Szemrevételezéssel azonnal lathato, hogy az yi(t) = ¢ egy meg-
oldasa az egyenletnek. Probalkozassal hamar rajohetiink arra is, hogy az
yo(t) = t? is megoldasa az egyenletnek. Ezek nem szam szorosai egymasnak.
Tehat az egyenletnek

{i(t) = t,ya(t) = 7}
fundamentalis megoldasa. Ebbdl azutéan az el6z8 tétel alkalmazasaval kap-
juk, hogy az egyenlet altalanos megoldasa:

y(t) =ci-t+cy-t3, t>0.

3.3.1. Konstans egyiitthatés masodrenditi homogén linearis diffe-
rencialegyenletek.

Most azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor az egytitthato fliggvények
konstansok, vagyis

ay" +by +cy=0 (a #0). (33)
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Ebben az esetben egy masodfoku egyenlet (amit majd karakterisztikus a
egyenletnek hivunk) megoldasa nyoman kapott gyokokbdl azonnal kapjuk
a (33) differencidlegyenlet fundamentalis megoldasat. Azonban meg kell
kiilénboztetniink harom esetet annak megfeleléen, hogy a karakterisztikus
egyenlet két kiilonbozg valos, két azonos valos- vagy egy komplex konjugélt-
par gyokkel rendelkezik.

1. Otlet: Keressiik a (33) differencidlegyenlet megoldasat
y(t) = e,
alakban, ahol a r alkalmasan valasztott komplex vagy valos szam.

Ha a fenti otletet akarjuk megvalésitani, akkor meg kell taldlnunk azokat a
valos vagy komplex r szamokat, melyekre az y(t) = " megoldasa a (33)-nek
nevezett
ay” +by +cy=0 (a#0).
differencialegyenletnek. Ehhez vegyiik észre, hogy y(t) = e’ esetén
y/ _ ’l“ert y// — 7’26”.
Ezeket helyettesitjiik a differencidlegyenletbe és osztunk e"-vel:
a-r?e"+b-ret fc-et=0 et

kapjuk:
1. LEMMA: Legyenek 7 és ry (akéar valos, akar komplex ) gyokei az

a-r*+b-r+c=0 (34)
un. karakterisztikus egyenletetnek. Ekkor a

t— el égati e

fliggvények az
ay”" +by +cy=0

differencialegyenlet megoldasai. Ha ry # 1o, akkor az
y, = e és az yp = e

fliggvények a differencidlegyenlet fundamentalis megoldasat alkotjak.
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Harom esetet kiilonboztetiink meg:

I.eset 71,79 € R és r; # ry. Ekkor a differencial egyenlet altalanos megol-
désa:
y = cre™t 4 cpe™! c1,c €R. (35)

II. eset 71,79 € R de r := r; = ry. Vegyiik észre, hogy ekkor a
t—t-e"
fliggvény is megoldas. Ezért az alaprendszer:
ettt
Tehat az altalanos megoldés:

y(t) =cp e +cy-t-e, c1, 0 €R.

ITI.eset 71,7 € C. A fenti Lemma szerint az {e™*, €™} egy fundamentalis
megoldas. Igen am de ezek komplex fliggvények és mi valos fliggvé-
nyekbdl allo megoldast akarunk! Itt fel kell hasznalnunk azt az Al
targyban tanult tételt, hogy ha az ri,r, szdmok komplex gyokei a
valos egyiitthatos

a-r*+b-r4+c=0

masodfoku egyenletnek, akkor 6k egymas komplex konjugaltjai. Vagyis,
ha ri =u+1i-v, akkor ro = u — i - v, ahol u,v € R. Ekkor tehét

et = "™ =" . (cos(vt) + isin(vt))
et = e'e ™ =" . (cos(vt) — isin(vt))
e’r‘lt eTQt
—;— = e" cos(vt)
rit __ arat
¢ 2-e = " sin(vt)
i

Vagyis ha r1 =u+1-v, ro = u — 1 - v komplex gyokok, akkor az
y1 = e cos(vt) Yo = e sin(vt)

az egyenlet egy fundamentalis megoldasa és az egyenlet altalanos meg-
oldasa:
y = cp - €" cos(vt) + cg - € sin(vt). (36)
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10. PELDA: Oldjuk meg a kovetkezs kezdeti érték feladatot:
y'+y' =30y =0,  y(0)=5 y'(0)=-8.
Megoldas: A karakterisztikus egyenlet:
r’+r—30=0.

Ennek gyokei: r; = 5,79 = —6. Tehét

5t —6t
Yy =€, Ya =€

az egyenlet fundamentélis megoldasa. Vagyis az egyenlet altalanos megol-

déasa:

t —6t
y:cle5 + coe 70t c1,00 € R,

Az altalanos megoldés derivaltja:
y' = 5cie™ — 6ege .

Behelyettesitve:

5=y0) = ¢ +c
-8 = y/(O) = 501 - 602.

Ebbdl adodik, hogy ¢ = 2 és ¢ = 3. Vagyis a kezdeti érték feladat megol-
dasa:
y = 2" 4 3%,
11. PELDA: Oldjuk meg a kovetkezs kezdeti érték feladatot:
y' =6y +9y =0, y(0)=1; y(0)=T.
Megoldas: A karakterisztikus egyenlet:
r? —6r+9=0.

Ennek gyokei: r = 3 kétszeres gyok. Tehét a

yi(t) = e, ya(t) =t - ™
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fundamentalis megoldas. Ezért az altaldnos megoldas:
y=c -t 4cy-t-ed
Az altalanos megoldés derivaltja:
Y = 3163 + et + 3eotedt
Behelyettesitve:

1:y(0) =
7=9y(0) = 3c1+ co.

Tehat c¢; =1 és co = 4. Vagyis a kezdeti érték feladat megoldésa:
y = e + 4te™.
12. PELDA: Oldjuk meg a kovetkezd kezdeti érték feladatot:
y'— 4y +13y =0, y(0) =2; ¥/(0) = 1.
Megoldas: A karakterisztikus egyenlet:
r?—4r +13=0.
Ennek gyokei: 71 =2+ 37 és 7o = 2 — 3¢. Tehat a
y1(t) = e* cos(3t), ya(t) = e - sin(3t)

fundamentalis megoldas. Ezért az altaldnos megoldas:

y = c1 - e* cos(3t) + cpe® - sin(3t).
Az altalanos megoldés derivaltja:

Yy = 2cie* cos(3t) — 3¢ e sin(3t)
+ 2c9e* sin(3t) + 3cpe® cos(3t)

Behelyettesitve:

sz(O) =
1=y(0) = 4+3c.

Tehat ¢; =2 és co = —1. Vagyis a kezdeti érték feladat megoldasa:
y = 2¢* cos(3t) — e* sin(3t).
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3.3.2. Konstans egyiitthat6s masodrendid inhomogén linearis dif-
ferencialegyenletek.

Tegyiik fel, hogy egy véges vagy végtelen I intervallum minden pontjaban
értelmezett és folytonos a p(t), q(t), g(t) fiiggvények mindegyike. Most azzal
foglalkozunk, hogy a

ay” + by + cy = g(t), a#0éstel (37)

konstans egyiitthatés masodrendi inhomogén linearis differencidlegyenletet
hogyan lehet megoldani. Méar tanultuk, hogy a (37) egyenlet megoldasanak
elsé lépése az, hogy felirjuk a megfelel6 homogén egyenletet, vagyis az

aY"+bY' +c¢Y =0 (38)

egyenletet. Meghatarozzuk ennek Y}, ;; altalanos megoldasat az el6z6 fejezet-
ben tanult médon. Ezutdn mér csak a (37) inhomogén egyenlet egyetlen
v; » megoldasat kell megtalalnunk hogy felirhassuk az inhomogén (37) egyen-
let altalanos megoldasat:

Yiait = Ynar + Yip- (39)

Ennek a fejezetnek a célja két olyan modszer ismertetése, amelyek segitsé-
gével megtalalhatjuk a fenti y; , megoldast.
ElGszor az un. "probafiiggvény modszert" targyaljuk.

Proba fiiggvény moédszer: Ezt nem mindig lehet alkalmazni, csak ha
a (37) egyenletben a g(t) fiiggvény alakja

g(t) = e (A, (t) cos(vt) + By (t) sin(vt)) (40)

ahol A, (t), B, (t) olyan polinomok melyeknek rendje, n és m Vagyis vala-
mely ag, ..., a, és by,...,b, valos szamokra

Ap(t) = apt"Fan_1t" - darttag,  Bp(t) = byt b1 t™ - byt
(41)

13. PELDA: A kovetkezd fiiggvények mind (40) alaktak a konstansok és
polinomok mellékelt valasztasaival:

1. g(t)=1— 30t



2. g(t) = €™,
u="5v=0,n=0,A40(t) =1,

3. g(t) = e Y cos(3t),

u=—-6,v=3,n=0,A4(t)=1,m=0,B,(t) =0.

u=0,v=0m=2,Ay(t) =t
u="7T0v=0n=14,(t) =1t
A (37) egyenlet egy v, , partikularis megoldasanak probafiiggvény modszer-
rel torténd meghatérozasat egy konkrét példan ismertetjiik.
y' +y — 30y = e (42)
1. Megoldjuk a (42) egyenletnek megfelel
Y'+Y' —-30Y =0

HOMOGEN egyenletet. Ennek felirjuk a karakterisztikus egyenletét
és meghatarozzuk ennek gyokeit. Ez az egyenlet el6fordult a 10. Pél-
daban ezért mint ott lattuk a karakterisztikus egyenlet gyokei:

1 =9 és ry = —0.

2. Most meghatarozzuk a (40) formulahoz tartozé u és v szamokat. Mint
a (13). Példa 2. részében lattuk ezek:

u=>5,v=0.

3. Legyen s € {0, 1,2} definici6 szerint az u + i - v komplex szam mul-
tiplicitasa a karakterisztikus egyenlet gyokei kozott. Ez azt jelenti,

hogy

(a) s =0, ha u+1i-v nem szerepel a karakterisztikus egyenlet gyokei
kozott,
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(b) s =1 ha u+i-v egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek,
(c) s =2 ha a karakterisztikus egyenletnek egyetlen, kétszeres mul-
tiplicitast gyoke van, ami éppen egyenls u + i - v-vel.

A mi esetiinkben u + ¢ - v = 5, ami a karakterisztikus egyenlet gyokei
kozott egyszer szerepel, ezért

s = 1.
Ezek utan a (42) egyenlet egy v, , partikularis megoldasat kereshetjiik
Yip = t°¢" (Pp(t) cos(vt) + Qx(t) sin(vt)) (43)

alakban, ahol
k := max {n,m}
és
Pu(t) = pit* + - prit+po Qu(t) = qt" + - it + qo
altalanos alaki k-ad fokt polinomok.

A mi altalunk vizsgalt specialis esetben: n = m = 0 tehat &k = 0.
Az éltalanos 0-ad fokid polinomok a konstans fiiggvények. Ezért a mi
specialis esetiinkben a (43) alakja

yi,p — C . e5t - t. (44)

Annyi maradt minddssze, hogy a fenti C' konstanst meg kell hatéroz-
nunk az y;, = C - €% - t fiiggvénynek az eredeti (42) egyenletbe valo
vissza helyettesitésével. Ehhez kellenek az els§ és a masodik derival-
tak:

yi,=C-e"+5.-Cte’ esy! , =10-Ce’" +25-Cte’".
Ezeket a (42) egyenletbe vissza irva kapjuk:

10Ce’ t256’te5i+ Ce™ —|‘—,56’e5i—30 Ctedt = e,

y"(t) y'(t) y(t)

Innen kapjuk, hogy C' = ﬁ: Vagyis

1
o = ¢ 5t'
yﬂl’ 11 €
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Ezért:

1
Yidiw = Ynan + Yip = C1e” + Coe ™ + ﬁte‘r’t .
N—
——

Yi,p

Y. a1t

Konstans variaciés moédszer: Ezt a modszert is az inhomogén egyen-

let egy partikularis megoldésanak meghatarozasara hasznaljuk. Abban kii-
16nboézik az el6z6 modszertsl, hogy

e barmilyen folytonos jobb oldali ¢(t) fiiggvény esetén a (37) egyenlet
megoldhato.

nem csak konstans de fliggvény egyiitthatéos masodrendi lineéris in-
homogén egyenletek partikularis megoldaséara is hasznalhato. Vagyis
ha a p(t), q(t), g(t) figgvények folytonosak az I intervallumon és az

y' )y +alt)y =g(t) tel (45)
egyenlet homogén részének
Y'+p)Y' +qt)Y =0

ismerjiik egy fundamentalis megoldaséat, a akkor konstans variécios
modszerrel megkapjuk a (45) egyenlet egy y; , partikularis megoldasat.

A legtobb olyan esetben mikor az egyenlet konstans egyiitthatos és
jobb oldali g(t) figgvény (40) alaka az el6bb tanult probafiiggvény
modszer kevesebb szdmolassal ad eredményt. Tehét a most bemuta-
tasra keriils modszer sokkal altalanosabb (mtikodik fiiggvény egytitt-
hatos esetben is és nem csak speciélis jobboldalra ), de azért amikor
lehet proba fiiggvény modszert jobb valasztani.

A (45) egyenlet egy partikularis megoldasanak meghatarozasa

konstans variaciés modszerrel egy példan keresztiil:
Tekintsiik a

2 2
y—;y+§y:%; t>0 (46)
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masodrendi linearis inhomogén fliggvény egyiitthatos differencialegyenletet.
Probélgatéassal konnyen lathaté, hogy mint az

y1(t) =t és yo(t) = 12

fliggvények fundamentélis megoldasat képezik az

2 2

homogén egyenletnek. Tehat ezen homogén egyenlet altalanos megoldésa:
Yiar = C1y1(t) + Coya(t) = Cit + Cot>  C1,Cy € R.
A modszer Otlete az, hogy a (46) egyenlet egy partikularis megoldésat
Yip = C1(t) - 1 (t) + Ca(t) - ya(t) = C1(t) -t + Calt) - 2 (48)
alakban keressiik. Vagyis keressiik azon C(t), Cy(t) fliggvényeket, me-
lyekre a fenti y;, = C1(t) - t + Ca(t) - t? a (47) egyenlet egy megoldésa lesz.
Be lehet latni (itt nincs ra idénk), hogy a keresett C(t), Cy(t) fiiggvényeket
megkapjuk, ha megoldjuk a keresett fliggvények C'(t),C5(t) derivaltjaira
vonatkozo
Ci()yi(t) + C3(t)ya(t) = 0 (49)
Ci(t)yi(t) + Cy(H)ya(t) = g(t)
egyenletet. Ez a mi specialis esetiinkben (y1(t) = t, y2(t) = t):
Ci(t)-t+Cht)-t* = 0 (50)
Ci(t)- 14 Cy(t) -2t = 2t
Ennek megoldéasa
Ci(t) = —2t, Cy(t) =2

Ezt integralva (konstansok nélkiil mert csak egy partikularis megoldast ke-
resiink):
Ci(t) = —t* és Cy(t) = 2t.

Tehat ezt (48)-ba vissza irva:
Yip = Cr()yi (1) + Colt)ya(t) = —t* -t + 2t - 2 =1,

Vagyis az altalanos megoldas:

s p— z . f— . . 2 3
Yi,alt Yh,alt + Yip a-t+b-t"+ ¢ 5 a, beR.
Yh a1 Yi,p
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3.4. Rezgbmozgas surldédas nélkiil

Térjiink vissza a harmonikus rezgé mozgashoz 5. abra. Ekkor mint lattuk a
test mozgasat a (23) formula irja le. Ha feltessziik, hogy nincs sturlodas és a
kiils6 erd F(t) = Fycoswt, ahol Fy,w konstansok, akkor a (23) formuldban
v = 0, vagyis a test mozgasat a

my" + ky = Fy coswt (51)

differencidlegyenlet irja le. Legyen wy :=+/k/m. Ekkor wy-at a rendszer
természetes frekvenciajanak hivjuk, ugyanis a homogén

mY" + kY =0
egyenlet altalanos megoldasa
Y} at = C1 - coswpt + Cy - sinwyt.

Abban az esetben ha a kiils§ er6 w frekvencidja nem egyenls az wp-al az (51)
egyenlet altalanos megoldésa:

Yiait = C1 - coswyt + Cy - sinwot + cos wt. (52)

Fy
m(w? — wd)
Nézziik ezt egy konkrét esetben:

14. PELDA: Legyen w egy 1-hez kozeli szam. Vizsgéaljuk a
y'+y=05coswt  y(0)=0,y(0)=0
kezdeti érték feladat megoldasdnak viselkedését, amint w — 1.

Az fent ismertetett modszerrel konnyen latszik, hogy a megoldéas:

_cos(wt) —cos(t) 1 . (I-wit . (I+w)
y = IR R - sin ~— - sin ———=. (53)

Specialisan az w = 0.8 esetben ez:
y(t) = 2.77778 - sin(0.1¢) sin(0.9¢).

és a megoldast grafikonjat a a 3.4. dbra mutatja.

31



1 1 1 1)

N
11

1

1

1

=
1

1 1 1 1

) )
TN T TT T TACTRr fyrprjimrfr g Ty rmT

(@)

|
(TN T L A O T WL N T |

6. abra. A £2.77778 - sin(0.1t) és a 2.77778 - sin(0.1¢) sin(0.9¢) fiiggvények

4. Hianyos masodrendi diff.egyenletek

Egy méasodrendd differencialegyenlet altalanos alakja:

F(z,y,y",y") =0,

ahol tehat F' egy olyan formula ami kozvetleniil fligghet mind az
z, y, y ey’
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-t6] (nem feltétleniil fligg mindtél de fiigghet mindtsl). Példaul

((y")° +sin(y")? + cos(y') + y)*™** — cosz = 0.

- '
F(zy,y' ")

Ha képesek vagyunk az y”-6t kifejezni az (54) formulabol, akkor a differen-
cidlegyenletet megadhatjuk tn. ezplicit alakban. Vagyis

y' = f(z,y,9) (55)

alakban. A legtobb esetben amivel itt talalkozunk a differencidlegyenletet fel
tudjuk 1rni explicit alakban de azért mi itt mindig azt az altalanos targyalas
modot kovetjiik, hogy feltételezziik, hogy a diferencidlegyenletiink implicit
alakban adott. Altalanossagban nem tudunk olyan moédszert amivel egy
akarmilyen (54) alaka differencidlegyenetet meg tudnank oldani. Azonban
abban a specialis esetben, ha az (54)-ban szereplé F(z,y,y’,y”) val6jaban
nem fligg az
x,y,y ésy”

mindegyikétsl, tehat az F képletébdl az x, y, vy valamelyike hidnyzik, akkor
kapjuk a hiAnyos masodrendii differenciidlegyenleteket, melyek megol-
dasédnak modszerét példakon keresztiil szemléltetjiik (az y” nem hianyozhat
mert akkor az egyenlet nem lenne mésodrendii).

Hidnyosnak neveziink egy mésodrendii diff.egyenletet, ha az x,y, /', ko-
ziil legalabb az egyik hidnyzik. Most osztalyozzuk a hidnyos masodrendii
diff.egyenleteket aszerint, hogy az x, y, 3y’ koziil melyik hianyzik és mindegyik
esetben megmondjuk, hogyan talalhatjuk meg a megoldast.

1. Ha y és y hidnyzik:Ekkor y"” = f(x). A feladatot f(z) kétszeres
integrélasaval oldhatjuk meg.

15. PELDA: y" = 5 + sin3z. Ekkor ¢ = [ (5 +sin3z)dx = 5z —
cos3t 4 €. Tehdt y = [ (5o — <2 + Cy) da = 322 — 3 4 Cla+ .

2. Ha y hidnyzik. Ez az F (z,y',y") = 0 alak. A megoldas kulcsa az,
hogy a
p(x) =y (z)

helyettesitést kell alkalmazni, ekkor y”(x) = p/(x).
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16. PELDA: Oldjuk meg az

et 25 )

N —

Cauchy feladatot!

Megoldds: Mivel y = p(x) ezért y" = p' (z). Ezzel a helyettesitéssel
az egyenlet a

%(1+x2)p/—xp:0

szétvalaszthato valtozoju diff.egyenletbe megy at. Ennek megoldasa:
p=c(l+2% . Tehat y' = c(1 + 2?). Innen pedig az altalanos megol-

das:
23
ydlt:C<£L’+§) + K.

A Cauchy feladat megoldasat tgy kapjuk, hogy behelyettesitiink
x = 0-a4t mind az y4;, mind az y/;, képletébe:

y(0)=K=0
y(0)=c=3"

Tehat a Cauchy feladat megoldasa: y = 3x + z3.

17. PELDA: Fiiggessziink fel egy homogén allandé keresztmetszetii
~ fajsilya hajlékonynak és nytlhatatlannak feltételezett kotelet az A
és B pontokban. Hatarozzuk meg azt az y(z) fiiggvényt, amely a kotél
alakjat meghatérozza, ha a kotelet csak sajat silya terheli.

Megoldas: Egyszert fizikai megfontoldsok mutatjak, hogy valamely V'
konstansra, az y(z) fliggvényre teljesiil, hogy:

' = L1+ ) (56)

Ebbdl a hidnyos mésodrendi egyenletbdl hianyzik példaul az y. Tehét
a kovetkez§ helyettesitést hasznalhatjuk:

y =px), ¥y =p(2).
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Ezzel a differencidlegyenletiink alakja:

dp r
—=p = 1+ p2
iz YTV P
Ez egy szétvalaszthato valtozoju egyenlet,

dp B

y
Vitp V

- dzx,

melynek megoldasa:

Integralva kapjuk, hogy

v
Yy = ; cosh (%(z + C’l)) + Cs.

Ebben harom konstans van: C;, Cy és V. Ezek meghatarozésahoz
harom egyenlet kell. Ezek felirasahoz a kivetkezé harom adatot hasz-
naljuk:

e a kotél atmegy az A = (aq, az) ponton
e a kotél atmegy az B = (b1, by) ponton

e a kotél hossza egy adott ¢ szam.

Ezen harom adatnak megfelel6 harom egyenlet sorrendben:

v
ay = — cosh (%(al + C’l)> + C,.

~
by = % cosh (%(bl + C'l)) + Cs.
s = /\/T(y’)2 = % [Sinh (%[ag + C’l]> — sinh (%[al + C’ﬂ)]

Ebbél a harom egyenletbdsl az aktudlis Cf, co, V' konstansok értékei
kiszdmolhatok.
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3. Ha x hidnyzik. Ekkor az egyenlet F' (y, v, y") alaka. Ebben az esetben
az
y'=p)
helyettesitést kell alkalmazni. Ekkor

' = dp(y(z)) dpdy dp , dp

de  dydr dyy N dyp'
18. PELDA: Oldjuk meg az yy” = 2 (y/)* — 2y egyenletet.
Megoldas: Az ?gyenletbe helyettesitjik az ¢y = p és a ¢y’ = %p
Osszefiiggéseket. Igy kapjuk az

dp
y5op =20 = 2p

Y
szétvalaszthato valtozoju diff.egyenletet (itt y a valtozo és p = p(y)
az y fiiggvénye). Ennek megolddsa a p = 0 és ap = 2y> + 1 .
Felhasznalva, hogy ' = p kapjuk, hogy y = C' ¢s y = Ltg (cx + ¢2) .

4. Ha az y' hianyzik akkor csak nagyon specialis tipusokat tudunk meg-
oldani.

5. Egzakt differencialegyenletek

Az
M (z,y)dz + N (z,y) dy =0

differencidlegyenlet egzakt, ha a
oM  ON

Ay ox
feltétel teljesiil, és mind M (x,y), mind N (z,y) fliggvények parcialis deri-
valtjai léteznek és folytonosak egy olyan tartoményon, melyben nincsenek
lyukak. Az ilyen tartomanyokat egyszeresen Osszefiiggének hivjuk.

4. TETEL: Ha %—M = %—N és mind M (z,y) mind N (x,y) fliggvények par-
y x
cialis derivaltjai léteznek és folytonosak egy egyszeresen Osszefiiggs tarto-

manyon, akkor létezik olyan F : R? — R fiiggvény amelyre:
F F
M = 8— és N = 8—
ox oy

vagyis grad (F') = (M, N).
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Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a F' fiiggvény a potencialfiiggveé-
nye az

(@, y) — (N(z,y), M(z,y))

vektormezének. Altalanossagban egy vektormezd potencialfiiggvénye lehet,
hogy nem létezik. Viszont ha létezik, akkor meg egész bizonyos, hogy nem
egyértelmi. Ha ugyanis F(z,y) egy potencialfiiggvénye az

(#,y) = (N(z,y), M(z,y))

vektormezdének, akkor F'(x,y) + C, ahol a C' egy tetszéleges konstans, szin-
tén potencidlfiiggvénye ugyanezen vektormezdének. Tehat a potenciélfiigg-
vény csak additiv konstans erejéig meghatarozott. Ha a potencial fiiggvény
létezik, akkor a sik valamely A pontjabodl valamely B pontjaba torténd el-
mozdulés sordn az

(@, y) — (N(z,y), M(z,y))

erGtér ellenében végzett munka nem fiigg attol, hogy milyen tton megyiink
A-bol B-be és a munkat az F(B) — F(A) kiilonbség adja.
Visszatérve a fenti defferencidlegyenletiinkhoz, ha az

(x,y) = (N(z,y), M(z,y))
vektormezére 1étezik F' potenciél fiiggvény akkor az
M (z,y)dz + N (z,y) dy =0

differencialegyenletet tehat exact differencialegyenletnek hivjuk és altalanos
megoldésat az
F(x,y)=C

implicit alakban kaphatjuk meg.
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19. PELDA: Oldjuk meg a
y' (3zty? — 2%) + (42°y® — 22y) =0

diff.egyenletet.
dy

Megoldas: Hasznéljuk fel, hogy 3" = 9 és formélisan szorozzuk meg

az egyenlet mind két oldalat dz-el. Kapjuk, hogy

(4:):3y3 — Qxy)dz + (3:B4y2 — :)32) dy = 0.

M(\;,y) N(x,y)

Ez a diff.egyenlet egzakt, mivel az M és az N fiiggvények és minden parcialis
derivatjaik mindeniitt értelmezettek és

oM ON

—— =122%% — 22 = —.

oy Y ox

Tehat a fenti tétel szerint létezik egy F', melyre M = g—f és N = %—F.
Y

Az F potencialfiiggvény meghatarozasa: Mivel g—i =M (z,y), ezért

F(z,y) = /M (x,y)de = / (42%y® — 2zy) dx = 2'y® — 2Py + f (y).

Ezutan méar csak az f (y) fiiggvényt kell meghatarozni. Ezt abbol kapjuk,

hogy
_8F

N ="
Oy

Ezt felirva:
(3x4y2 _ 1,2) — 31,4y2 _ x2 + f'l (y) )
Innen f’ (y) = 0 vagyis f (y) = C. Tehat

F(x,y) =2 — 2%y + C.

A fenti tétel értelmében tahat a diff.egyenlet megoldasat az x1y® — 2%y = C
adja. Itt a megoldast implicit alakban kaptuk meg de ennél tobbet ilyen
egyenleteknél csak specialis esetekben remélhetiink.

Eddig tart az I. Zh anyaga.
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6. Differencialegyenlet-rendszerek

Ebben a fejezetben a fiiggetlen valtozot t-vel jeloljiik, az ismeretlen fliggvé-
nyeket pedig x (t) és y (t)-vel. Hasznalni fogjuk a D differencialas operato-
rat. Vagyis o' (t) = Dx (t) és v/ (t) = Dy (t). Ha azt irjuk példaul, hogy
(D —5) z ez azzal egyenértékd, hogy 2’ (t) — bx (t). A differencialegyenlet
rendszerek koziil csak a legegyszeriibbeket tekintjiik, és ezeknek megoldaséat
a kovetkez6 példan mutatjuk be:

20. PELDA: Oldjuk meg a kovetkezd diff.egyenlet rendszert:

20 + ¢y — 4 — y = €
' + 3z + y =0
Megoldas: Az egyenlet rendszer a D operétorral:

2(D-2)z + (D—-1)y = ¢
(D+3)z + Yy = 0

A Cramer-szabaly szerint egyértelmii megoldas azért van, mert a

2(D-2) D-1

_ _ (D2
A= D43 1‘_ (D*+1) #0.
A megoldasok adodnak a kovetkezd két egyenletbdl:
_|et D—-1 | 2(D-2) ¢
Axr = 0 1| % Ay = D43 0l

Ezeket kifejtve:
—(D2—|—1)x:et és — (D2+1)y:—4et.

Ezek megoldasai:
1
x(t) = cpcost + cosint — §et
és
y (t) = czcost + cysint + 2¢".

Csak két szabad parameéter lehet, ezért c3, ¢4 kifejezhet ¢, co-vel. Az x(t),y (t)
fenti képleteit az egyenletrendszer 2. egyenletébe helyettesitve:

co+3c1+c3 | cost+ | 3co —cy+c4 | sint =0
—— ——
0 0
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ez adja a kovetkezé lineéris egyenletrendszert:

—301 - Cy = (3
cT — 302 = (4

Vagyis az egyenlet rendszer megoldésa:

e

x(t) = cicost + cysint — 5
y(t) = — (3c1 + ¢) cost + (c1 — 3eg) sint + 2¢*

21. PELDA: Oldjuk meg a kovetkez6 Cauchy feladatot:
¥ — y + 3z =0 B B
S i N SRS S
Megoldas: Felirjuk az egyenletrendszert a D operator hasznélataval:
(D+3)z—y=0
22+ Dy =0

D+3 -1

Kiszamitjuk a A = = D?+3D+2 # 0. Tehét a fenti modszer

2 D
alkalmazhato. Ezutan a Cramer-szabalybol:
0 —1 ) | D+3 0]
Ax—'o D‘—OesAy—‘ 20'—0
Ezt kiirva:
2"+ 32+ 22 =0¢sy" + 3y +2y=0. (58)

Ezeket megoldva kapjuk, hogy

z(t) =cret + e sy (t) = et 4 cue

Mivel csak két konstans lehet a négy helyett, mindezt vissza kell helyettesi-
teni az egyenletrendszer valamelyik, mondjuk a masodik egyenletébe. Ebbél
adodik, hogy:

201 — C3 e_t + 202 — 204 6_2t =0.
— —

0 0

40



Tehéat c3 = 2¢y, és ¢4 = co. Ezt visszahelyettesitve a (58) megoldésaiba,
kapjuk, hogy a diff. egyenletrendszer altalanos megoldasa:
x (t ) et +cge (59)
y(t) = -2

A Cauchy-feladat megoldasat gy kapjuk, ha ¢t = 0-at helyettesitiink mind-
két oldalra és felhasznéaljuk az y (0) = 3,2 (0) = 1 kezdeti feltételeket:

+ Co€

Ezen egyenletrendszer megoldasaként kapjuk, hogy: ¢ = 2, co = —1.
Ezeket (59)-ba visszairva kapjuk a Cauchy-feladat megoldasat:

z(t)=2e"—e (60)
y(t) =4de™" —e 2.

Az elébbiek egy alkalmazasa: Tegyiik fel, hogy a sikon mozog egy
pontszert bogarka a kovetkezd feltételek mellett: A bogarka a t = 0 id6-
pontban a sik A = (1,3) pontjaban talalhat6. A bogarka mozgasa soran
barmely (x,y) pontba is jut, a pillanatnyi sebessége ebben a pontban az
(y — 3z, —2x) vektor altal adott. Feladat: irjuk le a bogarka mozgasat.

Megoldas: Mivel a bogarka az A pontbo6l indul ki és a pillanatnyi
sebessége (2',1y') = (y — 3z, —2x) ez azt jelenti, hogy a bogéarka palyajanak
x és y koordinatajanak idébeli fiiggését leird x (t),y (t) fiiggvények eleget
tesznek a fenti (57) Cauchy feladatnak, vagyis a bogarka palyajat a 21 példa
megoldasaként kapott

r(t) = 2t —e (61)
y(t) = det—e

fliggvények irjék le.
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7. Valo6szintliségszamitas

7.1. Elemi események, események, eseménytér

Olyan kisérleteket fogunk tekinteni melyek eredmény el6re biztosan nem
mondhaté meg de elére ismerjiik a kisérlet lehetséges eredményeinek a hal-
mazat. Az Osszes lehetséges kimenetelek halmazat fogjuk eseménytérnek
hivni (sokszor S-el jeloljiik, mig némely més helyeken Q-val is jelolik) és ma-
gukat a kisérlet lehetséges kimeneteleit pedig elemi eseményeknek hivjuk.
Az eseménytér egy tetszlleges részhalmazat eseménynek nevezzik. Az ese-
ményeket nagy bettikkel jeloljok mint A, B,C, D, E, F,....

22. PELDA: 1. Ha a kisérlet kimenetele egy 1overseny eredménye, amely
loversenyen 4 16 vesz részt L1, L2, L3, L4 néven, akkor az eseménytér

S = { mind a 4! permutéacioja az L1, L2, L3, L4-nek }.

2. Ha kisérlet az, hogy feldobunk két érmét, akkor az eseménytér:
S=AU 1), (f,4), @ ), (6, 0)}.

3. Ha a kisérlet az, hogy megmérjiik egy tranzisztor élettartamat 6raban,

akkor az eseménytér
S=40,1,2,3,...}

4. Ha a kisérlet az, hogy a mai napi el6adas lefrasa soran hény gépelési
hibat vétettem Osszesen, akkor az eseménytér megint csak

$=1{0,1,2,3,...}.
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Az események tehat az esemény tér részhalmazai. Példaul, ha a kisérlet
az, hogy feldobunk egy kockat, akkor a kovetkezsk (is) események:

A = {2,4,6} péaros szamot dobunk,

B ={1, 3,5} paratlan szamot dobunk,

C = {4,5,6} 3-nal nagyobb szamot dobunk,

D = {3,6} 3-al oszthat6 szamot dobunk,

E =1{3,4,5,6} 2-nél nagyobb szdmot dobunk,

F ={4,6},
G ={2}.
1. Az A és a B események koziil az egyik biztos, hogy bekovetkezik és

7.2.

biztos, hogy csak az egyik kovetkezik be. Az ilyen eseményekre azt
mondjuk, hogy egymds komplementumasi. Jelben: A = B, B = A.
Néha azt a jelolést is hasznaljuk erre, hogy A° = B és B® = A.

. Az F esemény pontosan akkor kovetkezik be ha a C' és a D események

kozil legalabb az egyik (lehet, hogy mind a kett&) bekévetkezik. Ekkor
azt mondjuk, hogy az E esemény az A és a B események dsszege vagy
egyesitése (unioja) jelben E = C + D vagy F = C U D.

. Az F esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha mind az A mind a C'

események bekovetkeznek. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az F' esemény

az A és a C események szorzata vagy metszete jelben F' = A - C vagy
F=AnNnC.

. A G esemény pontosan akkor kévetkezik be mikor az A bekdvetkezik,

de a C' esemény nem kovetkezik be. Ekkor azt mondjuk, hogy a G

esemény az A és a C' események kiilonbsége. Jelben: G = A — C' vagy
G=A\C.

B és az F egyidejiileg soha nem kovetkezhetnek be. Oket egymdst
kizdaro eseményeknek hivjuk.

Ha F bekovetkezik, akkor az A is bekdvetkezik. Ekkor azt mondjuk,
hogy F' maga utdn vonja az A-t. Jelben F' C A.

Események valbszintisége

Olyan eseményeknek esetén beszélhetiink az esemény valoszintiségérsl, amely
események elvben végtelen sokszor azonos koriilmények kézott megismétel-
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hetSek. Ha egy ilyen A eseményt n-szer (azonos koriilmények kozott) meg-
ismétliink és n 4-val jeloljiik azon kimenetelek szdmat, amikor az A esemény

bekovetkezett akkor az
na

n
hényados (amit relativ gyakorisignak hivunk) egy bizonyos szamhoz fog
minden hataron tul kozeliteni. Ez a szdm az A esemény valdszinisége és

P(A)-val jeloljok.

7.2.1. A valésziniliség axiéomai
1. axiéoma 0 < P(F) <1 minden E eseményre.

2. axioma P(S) = 1,P(0) = 0, ahol S az eseménytér és () a lehetetlen
esemény.

3. axioma A=A, + -+ Ay +--- és A; - Aj = ) minden ¢ # j-re, akkor

P(A)=P(A)+---P(Ap)+---.

7.2.2. A valésziniliség néhany egyszeri tulajdonsaga
T1 P(E°)=1—- P(FE).

T2 Ha E C F, akkor P(E) < P(F).

T3 P(EUF)=P(E)+ P(F)—P(E-F).

T4 P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) — P(A-B) — P(B-C) — P(C -
A)+P(A-B-C).

T5 Ha egy kisérletnek csak véges sok kimenetele lehet és ezek mind azonos
valoszintiséggel kovetkeznek be, akkor egy E esemény valoszintiségére:

E-beli elemi események szdma

P(E) =

az Osszes elemi események szama
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8. Feltételes valoszintiség

23. PELDA: Egy biiniigyi nyomozo a nyomozas egy bizonyos szakaszaban
60%-ig biztos abban, hogy az egyik gyanusitott, Kovacs ur a tettes. Te-
gyiik fel, hogy ezutan egy j eddig ismeretlen informécié birtokaba jut a
nyomozo6. Nevezetesen kideriil, hogy az elkévetd dohanyzik, és az is ismert,
hogy minden 6todik ember dohényos abban a kozosségben ahol ez a torté-
net jatszodik. Kérdés hany szézalékig lehet biztos Kovacs ir biindsségében
mostantoél a nyomozo, ha tudja, hogy Kovécs tr is dohanyzik?

5. DEFINICIO: Legyen B egy olyan esemény, melyre P(B) # 0. Az
A eseménynek a B eseményre vonatkozo feltételes valoszintisége (jelben
P(A|B)) azt fejezi ki, hogy azon eseteknek amikor a B esemény bekovetkezik
hanyad részében kivetkezik be az A esemény is. Képletben:

P(A- B)

P(AIB) = s

(62)

24. PELDA: tekintsiik azt a kisérletet, hogy van két szabalyos kockank.
Az egyiket els§ kockédnak a méasikat méasodik kockanak nevezziik el. Egy-
szerre dobunk veliikk gy, hogy a két kocka dobasa egymastol fliggetlen.
Ekkor az eseménytér

S={(i,j):1<i<6, 1<j<6}.
(Léasd 24. Abra.) Tekintiink két eseményt:

A = { méasodik kocka dobés eredménye > els6 kocka dobés eredménye}
{(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),(2,3), (2,4), (2,5), (2,6)}
U {(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)}

és
B := { dobott szamok 6sszege = 6} = {(1,5),(2,4), (3,3),(4,2),(5,1)}

Tehat
#A =15 #B=5 és#(ANB)=2,

ahol #H jeloli egy tetszbleges (véges) H halmaz elemeinek szamét. Ezért

tehat 15 5 5 5
=% =T P(B)= — ¢és P(A-B) = —

P(4) 36 36
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Alkalmazva a (62)-es formulat:

P(A-B)

2
= 2 5
PAB =———1 =3 _Z«_ —P(A
PAB) ="pm 5 5 1 24
Hasonléan ( ) 5
P(A¢- B = 3
PAYB) = —( 5~ =% = -
_— P(B) 35—6 5
A
Masodik
kocka
N2

N 1,2 (1.3) (1,.4] 1,8 (1.6

2,1 22 @3)] (24)| 25) (26)

3.1 82| B3 (34| 35 (3.6)

B @[ 42| 43) (44)] 45| (46)

(5,1) (5,2)| (5,3)| (5.4)| (55) (5.6)

(6.1) (6.2) (63) (64) (65) (6.6)

Elsd kocka

7. abra. A = { masodik kocka dobas > els6 kocka dobas }( A =vastag vo-

nallal hatarolt teriilet), B = { A dobott szamok dsszege=6}. P(A) = 5.

__ P(AB) 2 4
P(A|B) = P(B) — 5 10°
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25. PELDA: Egy kosarban 25 villanyégé van. Ezek koziil:
5 legaldbb 30 napig mikodik,
10 a masodik nap tonkremegy;,
10 egyaltalan nem miikodik.

Véletlenszertien valasztunk egy égét a kosarbol. Mi a a valdszintisége
annak, hogyha az ég6 a kivéalasztasakor miikodik, akkor még egy hét mulva
is mikodni fog?

Megoldas: Legyen
A = { egy hét mualva miikodik } .

R = { rossz mar a kiprobalaskor is }

A keresett valoszintség:

o P(A-R®) P  5/25
PAIE) = P(Re) — P(R?) 15/25 1/3.

8.1. Szorzasi szabaly

26. PELDA: Tegyiik fel, hogy egy urnaban van 8 piros és 4 fehér golyo.
Kihtzunk két golyot véletlenszerten visszatevés nélkil. Mi a valdszintisége,
hogy mind a kett6 kihtizott goly6 piros lesz?

Megoldas: Legyen R; és R, az az esemény, hogy az els6 és a masodik
kihtizott goly6 piros.

8 2 7
P(Rl) = — = — 68 P<R2|R1) = —.

12 3 11
Ezért 9 7 14
P ‘ - P . P = — . — = —,
(R1- Ry) (R1) - P(Ra|Ry) s 1= 33

5. TETEL: (Szorzasi szabaly)
P(E\Ey---E,) = P(E\)P(Ey|E\)P(Es|EV\Es) -+ - P(EL|Ey -+ Ep_y).

27. PELDA: A szokasos 52 lapos kartyat 4 jatékos kozott 13 lapos részre
szétosztunk alapos keverés utan. Kérdés: mi a valoszintisége, hogy mindenki
pontosan egy szt kap?
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Ebben az 52 lapos kartyaban 4 szin van: treff, karo, kér, pikk. Minden
szinben 13 figura: Asz, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K

Megoldas: Definialjunk négy eseményt, melyeket Ey, Fs, F5, E4-nek hi-
vunk:
E, = { Treff 4sz valamelyik jatékosnal van. }

Ey = { A treff és a pikk &szok kiilonb6z6 jatékosoknal vannak. }
E3 = { A treff a pikk, a kiar6 aszok kiilonbo6zé jatékosoknal vannak. }

E, = { Mind a négy asz méas-mas jatokosnal van. }

Nyilvan:
P(F,E,)  P(E,E;) 39
P(Es| E) = = = P(F;) = —
(B2l En) P(Ey) 1 () 51

Ez abbdl kévetkezik, hogy ha a treff 4sz mondjuk Pista kezében van, akkor
az E5 pontosan akkor kiévetkezik be, ha a pikk asz barki més kezében van.
A t6bbi jatékos kezében 39 lap van (ez tehat a kedvezs esetek szama). A
Pista kezében 1év§ treff 4szon kiviil még 51 lap van (ez jelenti az 6sszes lehe-
tGséget a pikk asz lehetséges helyeire vonatkozoan). Mivel minden lehet&ség
egyenlGen valoszind ezért

kedvez§ esetek szama 39
P(Ey) = =

sszes esetek szama 51
Ugyanezen megfontolassal lathato, hogy

26

P(E3|EVEy) = 0"

Ugyanis ha feltessziik, hogy E; és Fy bekovetkezik vagyis, hogy a treff és a

pikk aszok két kiilonb6z6 jatékosnal (mondjuk Pistanal és Joskanal) vannak,

akkor az, hogy FEj3 bekovetkezik azt jelenti, hogy a karé asz a mésik két

jatékos valamelyikének a kezében van. Mivel a masik két jatékosnal egyiitt

26 kartya van ezért a kedvezd esetek szama 26. Az Osszes esetek szama a

karo asz elhelyezkedésére pedig 50 hiszen az 52 lap koziil barhol lehet csak
a treff és a pikk aszok helyén nem. Ugyanigy latjuk, hogy:

13

P(E4|E1E2E3) - 4—9
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Ezeket Gsszetéve és a szorzasi szabalyt alkalmazva:

39-26-13
P(EV\EyE3E,) = P(E4|E1EsEs)P(Es|E1Es) P(Eq|Ey)(EY) = 51,5049 ~ 0.105.

Tehat az esetek koriilbeliill 10%-ban torténik meg, hogy mind a négy &sz
kiilénboz6 jatékosokhoz jut.

8.2. Teljes val6szintiiség tétele

e 000 00

8. abra. Ha a kocka dobas eredménye 1 vagy 2, akkor a bal oldali urnabol
huzunk egy goly6t. Ha a kockadobas eredménye legalabb harom, akkor a
jobboldali urnabdl hiizunk egy golyot.

28. PELDA: Adva van két urna. (1. 8.2. abra.) A bal oldaliban harom
goly6 vannak, melyek koziil ketts fekete és egy fehér. A jobb oldaliban 6t
goly6 van, melyek koziil ketts fekete és harom fehér. A kisérlet az, hogy el6-
szor feldobunk egy szabélyos kockat. Ha ez 1-et vagy 2-6t eredményez,akkor
a baloldali urnabol véalasztunk véletlenszertien egy golydt. Ha a kockadobéas
eredménye 3,4, 5,6, akkor a jobboldali urnabol vélasztunk véletlenszertien
egy golyot. Mi annak a valdszintisége, hogy fekete golyot hizunk?

Megoldas:

By, = { A baloldali arnabol hizunk }
By = { A joboldali trnabol hazunk }
A = { A kihuzott goly6 fekete }
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Valojaban mi arra vagyunk kivancsiak, hogy P(A) =? Csakhogy amit
azonnal fel tudunk irni az, hogy

1 2 2 2
P(Bi)=3, P(B))=3, P(AB)=3, PlAB)=r-.

Ekkor viszont

P(A) = P(A-B)) + P(A-B;) = P(A|B1)P(By) + P(A|B;) P(By)
P(AIB)P(B))  P(AB2)P(Ba)
21 2 2
e e
33 + 53 0.4888888889

Ennek a megoldasnak a lényegét fogja meg a kovetkezd tétel:

6. TETEL: (A teljes valoszintiség tétele) Tegyiik fel, hogy a By, B, . ..
események teljes eseményrendszert alkotnak. Vagyis

Vi#j:B;-Bj =0 és Bi+By+B;s--- =5 (ahol S a biztos eseméy) . (63)
Ekkor tetszéleges A eseményre:

P(A) = P(A|B) - P(B1) + P(A|By) - P(By) + P(A|B3) - P(B3) + -+

8.3. Bayes Tétel

Tekintsiik megint a 28. Példaban leirt kisérletet. Vagyis el6szor feldobunk
egy kockat. A dobas eredményeképpen dontjiik el, hogy a baloldali vagy a
jobboldali urnabol valasztjuk a golyot véletlenszertien. Képzeljiink el valakit
aki nem volt jelen ezen kisérlet végrehajtéasakor és aki csak azt tudja, hogy
a kisérlet eredményeképpen fehér golyot huztunk. Az illetének ki kellene
talalni, hogy melyik urnabol huztuk a fehér golyét. Persze biztosra nem
tudja megmondani mert mind a kett6bsl huzhattuk de melyik a urna a
valosziniibb?

Megoldas: Legyen

By, = { A baloldali arnabol hizunk }

B, = { A joboldali trnabol hizunk }

C = { A kihazott golyo fehér }

Ekkor P(B;|C) az a valészintiség, hogy a baloldali urnabol huztunk fel-
téve, hogy tudjuk, hogy végiil is fehér golyot huztunk és P(B,|C) az a
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valdszintiség, hogy a jobboldali urnaboél hiztunk feltéve, hogy fehér golyot
huztunk.

1 2 1 3
P(By)) ==, P(By)=-=, P{C|B)==, P({C|By)=-.
A kovetkezs kifejezés masodik egyenlGségének a nevezGjében a fent tanult

teljes valoszintiség tételét alkalmazva:

' P(C) — P(C|By)P(By) + P(C|Bs)P(Bz)
1 1
- . = 5
= —3 3 - __ —0217...
TR R
Hasonldan:
’ P(C) — P(C|By)P(By) + P(C|B,)P(B)
2.3 18
= —=2 2% = __ = 782...
SRS

Tehat ha csak azt tudjuk a kisérletrsl, hogy annak eredmény fehér golyo
volt, akkor sokkal valoszintibb, hogy ez a jobboldali urnabél keriilt ki mint
az, hogy a baloldali urnabol.

Ennek a példanak a gondolatmenetét fogja meg a kovetkezd tétel:

7. TETEL: (Bayes Tétetel) Tegyiik fel, hogy a By, By, . .. események tel-
jes eseményrendszert alkotnak. Vagyis

Vi#j:B;-Bj=0¢é By +By+ Bs---=.5 (ahol S a biztos eseméy) .

Ekkor tetszéleges A eseményre és minden k-ra:

_ P(BY-PAB
P = sy PlaB) o

Vegyiik észre, hogy a jobboldalon a szamlalé éppen P(A - By). Ha a neve-
z6ben alkalmazzuk a teljes valoszintiség tételét, akkor latjuk, hogy a nevezd
pedig P(A)-val egyenls. Tehét a jobboldali tort értéke P(A - By)/P(A) ami
definici6 szerint P(By|A)-val egyenld.
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2. MEGJEGYZES: Az ilyen feladatok megoldasa soran a legfontosabb
nehézséget az okozza, hogy nekiink kell kitalalni azt, hogy a véletlen jelen-
séget hogyan valasszuk. Ez sok esetben nehéz.

Most megoldjuk a 23. Példat. Elgszor is megismételjiik a Példa szovegét:

Egy biiniigyi nyomoz6 a nyomozas egy bizonyos szakaszaban 60%-ig biztos
abban, hogy az egyik gyanusitott, Kovacs ur a tettes. Tegyiik fel, hogy
ezutan egy 1uj eddig ismeretlen informacié birtokaba jut a nyomozé6. Neve-
zetesen kideriil, hogy az elkovet6 dohanyzik, és az is ismert, hogy minden
0todik ember dohényos abban a kozosségben ahol ez a torténet jatszodik.
Kérdés hany szazalékig lehet biztos Kovacs dr biinosségében mostantél a
nyomozd?

Ez egy nem konnyt feladat. A nehézség abban all, hogy a véletlen jelen-
ségeket tligyesen kell megvalasztanunk. Amint ezt megtettiik, a Bayes tétel
azonnal megoldja a feladatot.

23. Példa Megoldasa: Definidljuk a B (mint btinds) és D (mint dohéany-
zik) eseményeket mind kett6t Kovécs tirra vonatkoztatva és a B mint btinds
eseményt arra az idére vonatkoztatva, amikor a nyomoz6 még nem tudta,
hogy az elkovets dohanyzik.

B = { Kovécs tr biinds (dohényzéasra mutato evidencia el6tt) }

D = { Kovécs tr dohanyzik }
Azt, hogy mostantol a nyomoz6 mennyire gyanakszik Kovacs trra a
P(B|D)
valoszintiség mutatja meg. Ugyanis ez az a valoszintiség, hogy Kovacs ar

az elkovetd feltéve, hogy Kovacs ur dohanyzik. Most irjuk le azt amit a
feladatbol tudunk a feltételes és nem feltételes valoszintiségek nyelvén:

P(D|B) = P { Kovacs tr dohanyzik feltéve, hogy O a btings } = 1.

Hiszen tudjuk, hogy az elkévetd dohanyzik.
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2. Azt is tudjuk, hogy
P(D|B°) = P( Kovacs ur dohéanyzik feltéve, hogy nem biinds ) = 0.2

hiszen az adott népesség minden 6todik egyede, vagyis 20%-a dohény-
zik.

P(B) = P( Kovacs tr biinés (dohanyzasos informécio elétt) ) = 0.6

hiszen a nyomozé (a dohanyzassal kapcsolatos informacio nélkiil)
60%-ban biztos abban, hogy Kovécs tr az elkovetd.

4. Ekkor értelemszertien
P(B°) = 0.4.

Tehat a Bays tételt alkalmazva a
{B, B}

teljes esemény rendszerre és a D eseményre:

_ P(B-D) P(B)- P(D|B)
P(B|D) = P(D) - P(B)- P(D|B) + P(B¢) - P(D|B°)
0.6-1
= 06 1+04-02 088

Vagyis a nyomozo ezutan 88.2%-ban lesz biztos abban, hogy Kovacs tar az
elkovets és NEM pedig 60% + 20% = 80%-ban.
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29. PELDA: Egy repiil6gép lezuhant az elsé a masodik vagy a harmadik
régiok valamelyikében. Annak valdszintségei, hogy melyik régioban zuhant
le %, %, % Az i-edik régioban annak valoszintisége, hogy a gépet megtaléljak
feltéve, hogy a gép ezen régioban van 1 — 3;. Mi annak a valészintisége,
hogy a gép az i-edik régioban van feltéve, hogy az els§ régioban a keresés
eredménytelen volt?

Megoldas:Legyen i = 1,2, 3-ra
R; = { A gép az i-edik régioban van }
E = { Az els6 régioban a keresés erdménytelen }
A feladat kérdése, hogy hatarozzuk meg
P(Ry|FE) =7, P(R,|E) =7 P(Rs|E) =7
A Bayes tétel hasznalatéaval:

P(ER,)  P(E|R)P(R)

P(RI‘E) =

P(E) 3

S pEir) PRy

— %ﬁl _ b1
Gh+1-t+1- 1 gi42

Haj=23

_ P(E-Rj) P(E|R)P(R))

PULIE) = —pE) P(E)

B 1-3 1
Bzt lo3+1-3 0 Bi+2

9. Események fiiggetlensége, Valoszintiségi val-
tozok

9.1. Fiiggetlen események

Ha fel dobunk egy kockat és egy érmét akkor a kocka dobéas eredményének
ismeretében semmilyen informaciét nem kapunk az érme dobés eredményére.
Ezt ugy fejezziik ki, hogy a fenti két esemény fiiggetlen egymastol.
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6. DEFINICIO: Adottak az A és B események, tgy hogy 0 < P(B) < 1.
Azt mondjuk, hogy az A és a B események fiiggetlenek, ha

P(A) = P(A|B) = P(A|B°). (65)

Ha P(B) =0 vagy P(B) =1, akkor az A és B eseményeket mindenképpen
fiiggetleneknek mondjuk.

Vagyis ha elvégeznénk a kisérletet nagyon sokszor és megszamolnank, hogy

1. az esetek hanyad részében kovetkezett be A (ez lesz a P(A) egy koze-
litése)

2. azon eseteknek amikor a B bekovetkezett hanyad részében kévetkezett
be a B-vel egyiitt az A is (ez lesz a P(A|B) egy kozelitése).

Az A és B fliggetlensége ezen két arany egyezését jelenti.

8. TETEL: Az A és a B események pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(A-B)= P(A)- P(B). (66)
Bizonyitas. Ha A és B fiiggetlenek, akkor
P(A) = P(A|B).

T s

Ezeket Osszeolvasva P(A. B
P = S

Innen B-vel atszorova:
P(A)-P(B)=P(A-B).
A mésik irdny bizonyitdsa hasonléan megy. m

9. TETEL: Ha az A és B eseményekre teljesiil, hogy kizarjdk egymast,
vagyis A- B = () és P(A) # 0, P(B) # 0, akkor az A és a B események
semmi esetre sem lehetnek fliggetlenek.
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Bizonyitas. P(A - B) = 0 hiszen A és B kizarjak egymast. Masrészt
P(A) #£0, P(B) #0 tehat P(A)- P(B) #0. =

7. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az
A17 A27 A37 s

események sorozata fiiggetlen, ha minden k-ra az A, esemény fliggetlen
az Aq, ..., Ay eseményektdl.

10. TETEL: AZ Ay, Ay, As, ... események sorozata pontosan akkor fiig-
getlen ha minden k-ra és iy < iy < --- < 1p-Ta

P(Ay, - Aiy) = P(Ay,) - P(A3).

30. PELDA: Dobunk egy 10 forintos és egy 20 forintos érmével. Definidl-
juk a kovetkez6 eseményeket:

Ay = { a 10 forintos érme dobés eredménye fej }
Ay = { a 20 forintos érme dobés eredménye fej }

A; = { Vagy mind a kett6 dobés fej vagy mind a kettd iréas }

Az nyilvanvalo, hogy A; fiiggetlen Ao-t6l. Tovabba

P(As] A1) = P(As) = 5, P(As]A2) = P(Ay) =

Tehat Aj is fliggetlen mind az A;-t6l mind az As-t6l. Vagyis az Ap, As, A
események paronként fliggetlenek. Viszont

Ay = Ay - Ay + AT - A5
tehat az Az nem fliggetlen az {A;, As} esemény partol hiszen ha az A;, A,

események kimenetelét ismerjiik, abbol egyértelmien megmondhatd, hogy
As bekovetkezett-e. Ha 30. Abrara néziink latjuk, hogy

PAL A Ag) = § # < = P(A) - P(4s) - P(4)
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9. abra. A;,As,A3 paronként fiiggetlenek de egyiittesen nem fiiggetlenek.

9.2. Val6szintiségi valtozok

Gyakran el6fordul, hogy egy kisérlet soran nem a kisérlet kimenetele érdekel
hanem annak valamilyen fliggvénye. Példaul ha feldobunk két kockét lehet,
hogy csak az érdekel benniinket, hogy mennyi a két kocka dobas eredménye-
inek 6sszege de az nem érdekel minket, hogy ez az 6sszeg milyen kimenetelek
eredményeként realizalodik. Vagyis az mindegy szamunkra hogy az egyik
kockaval 1-et a masik kockaval 5-6t dobva értiik el, hogy a két kocka dobas
Osszege 6 vagy ugy értiik ezt el, hogy az egyik kockéaval 2-6t a masikkal meg
4-et dobtunk. Ebben az esetben a két kockéval dobott szamok Gsszege egy
ugy nevezett valoszintiségi valtozo.

8. DEFINICIO: Az esemény téren értelmezett fiiggvényeket valoszintseégi
valtozoknak hivjuk. Rendszerint XY, Z-vel jelolom Gket. Masutt kis gorog
bettikkel mint példaul &, n, ¢ jelolik Sket.

3. MEGJEGYZES: A matematikaban az eseménytéren értelmezett ugy
nevezett Borel mérhets fliggvényeket hivjuk valoszintségi valtozoknak, de
a mérnokok az életiik folyaman sohasem taldlkoznak nem Borel mérhetd
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fliggvénnyel vagy ha mégis azt tgysem ismerik fel, tehat ezt a feltételt itt
nem részletezziik

9. DEFINICIO: Azokat a valoszintségi valtozokat melyek véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen sok kiilonbo6zs értéket vehetnek fel diszkrét valoszi-
niiségi valtozoknak hivjuk.

31. PELDA: 1. Legyen a kisérlet az, hogy két kockaval dobunk és az
érdekel minket, hogy mennyi a dobott szamok Osszege. Ekkor az ese-
ménytér

S=A{(i,j) : 1<4,j <6}

és a valoszintségi valtozo:
X(i,7) =1+ 7.

2. Janos a baratjaval azt a jatékot jatsza, hogy feldobnak egy kockat és ha
ennek eredménye {1, 2}, akkor Jéanos fizet 2 forintot a baratjanak mig
ha a kocka dobéas eredménye {3,4,5,6}, akkor Janos kap 1 forintot a
baratjatol. Ekkor Janos szempontjabol csak az érdekes mennyi pénzt
fog kapni vagy mennyit kell fizetnie. A valoszintiségi véltozo tehat
Janos szempontjabol a nyeremény (ami negativ ha veszteség). Ez
pedig az S ={1,2,3,4,5,6} eseménytéren a kivetkezd fiiggvény:

[ =2, haie{1,2}
Y(Z)—{ 1, haie€ {3,4,5,6}.

3. Pista és Kati baratok. Az érdekel, hogy mennyi id6t kell varni amig
el6szor megesorren valamelyiknek a mobil telefonja. Az nem érde-
kel melyiké. Itt a valészintiségi valtozo a varakozasi id6 intervallum
hossza. Ennek értékkészlete a nemnegativ valos szamok halmaza. Ez
a valoszintiségi valtozo mar (elgbbiekkel ellentétben) NEM diszkrét
valoszintiségi valtozo.

9.3. Fiiggetlenség valoszintiségi valtozdékra

10. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az X, Xo, ... valoszintségi valto-
z0k fiiggetlenek, ha minden Bj, Bs, - -+ C R halmazokra az

{XleBl},{XQGBg},...
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események fliggetlenek.

32. PELDA: Legyen H az a haromszog, melynek csticsai (0,0); (3,0); (0, 3).
A H hataran és belsejében fekvs egész szdm koordinétaju pontok 10 elemti

{(i,5) i +75 <3,0<4,0<j}

halmazabol véletlenszerten kivalasztunk egyet. Legyen X az igy kivalasztott
pontnak az els6 és Y ennek a pontnak a masodik koordinataja. Fiiggetlenek-
e az X, Y valoszintiségi valtozok?

Megoldas:

P(X=3)=—, P =3)=1/10.
Viszont
P{X =3¢éY =3})=0.
Tehat az X és az Y nem lehet fiiggetlen mert

P(X =3)- P(Y =3) = —

= 155 #0=PUX =3y =3})

9.4. Varhato érték, szoras diszkrét valészintiségi valto-
zokra
11. DEFINICIO: Legyen X egy diszkrét valoszintségi valtozo melynek

lehetséges értékei
T1,T2,T3y....

Ekkor a
p(z;) = P(X = x;)

fliggvényt az X valdszintiségi valtozo sulyfiigguényének hivjuk.

Példaul a 31. példa 1. részében bevezetett X diszkrét valoszintiségi valtozo
esetén a 24. Abra segitségével latjuk, hogy a valoszintségi valtozo sulyfiigg-
vénye:

p(k) = (67)

k— .
{3—61, ha2<k<T;

—k
Bk ha8< k<12

29



Az a 31. példa 2. részében bevezetett Y diszkrét valoszintségi valtozod
esetén a valoszintségi sulyfiiggvény:

Most bevezetjiik a varhato érték és a szoras fogalmat. Durvan szélva a var-
hato érték az a valoszintiségi silyfiiggvény sulyaival képezett stlyozott atlag.
A szoras négyzete pedig a varhatod értéktsl valo eltérés négyzetének silyo-
zott atlaga szintén a valoszintiségi sulyfliggvény silyaival képezve. Nagyon
sokszor a szorés négyzetet hasznaljuk amit variencidnak mondunk.

12. DEFINICIO: Adott egy X diszkrét valoszintiségi véaltozo, melynek
lehetséges értékei x4, xo, ... és ismerjiik ennek p(xy) valoszintségi sulyfiigg-
vényét. Ekkor az X valoszintiségi valtozo varhato értéke

E[X]:= Z:c - p(x;)

33. PELDA: Hatéarozzuk meg a 31. Példa 1. és 2. részében bevezetett X
és Y valoszintiségi valtozokra a varhato értéket

Megoldas: Varhato érték az Y-ra:

E[Y]:(-2)é+1-§:0.

Vegylik észre, hogy az Y valoszintiségi valtozo soha nem veszi fel a 0 értéket,
mégis a varhato értéke egyenld nullaval.

Varhato érték X-re

BIX] = S kp(k)

_ ik.(k—1)/36+ik-(13—k)/36:7,

amit megkapunk ha a MAPPLE programba beirjuk, hogy
sum(Pkx(k-1)’,°k’=2..7)/36+sum(Pk*(13-k)’, ’k’=8..12)/36;

A varhato érték egyik fontos tulajdonsiga, hogy:
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11. TETEL: Legyenek X és Y diszkrét valoszintseégi valtozok. Ekkor

EX+Y|=F[X]|+E[Y]. (68)
és minden ¢ € R konstansra:

Elc- X]|=c-F[X] (69)
Bizonyitas. Tegyiik fel az X lehetséges értékei:
T1, Lo, . ..
és az X sulyfiiggvénye:
p(z1) = P(X = 21),p(x) = P(X = 23),. ..

Az Y lehetséges értékei:

Y, Y2, - - -
az Y silyfiiggvénye:

1) =P =), q(y2) = P(Y = y2),. ..

EIX+Y] = Y (i+y)p(z:)aly))

i,J

= Zq(yj) Zp(rv»mijp(%)
j : E[X] : 1

_ Zq(yj)E[X]+Zq(yj)yj
- 1 : E[Y]

— E[X]+E[Y].

]

Jegyezziik meg, hogy az F [X + Y] = E[X] + E [Y] 0sszefiiggés minden
koriilmények kozott igaz, tehat akkor is ha az XY valdszintiségi valtozok
nem fiiggetlenek. A kovetkezs Osszefliggés viszont csak a fiiggetlen valoszi-
niiségi valtozokra teljestil:
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12. TETEL: Legyenek X,Y fiiggetlen valoszintségi valtozok. Ekkor
EX Y|=F[X]-E[Y]. (70)

13. DEFINICIO: Az X valoszintiségi valtozo szoras négyzetét Var(X)-et
a kovetkezSképpen definialjuk:

Var(X) := E[(X — E[X])?].

A szoérés négyzet nem negativ gyokét nevezziik az X valoszintiségi valtozo
szorasanak és D(X)-el jeloljiik. Megjegyzem, hogy a szoras négyzetet sokan
D?*(X)-el jelolik.

Ezek kiszamolasahoz sokat segit a kovetkezd észrevétel:
Var(X) = E[(X - E[X])?] =E[X*-2F[X] - X + (E[X))’]
E[X? -2E[X]-E[X]+ (E[X))’=FE [X*] - (E[X))
Vagyis kapjuk a kévetkezs nagyon fontos 6sszefliggést
Var(X) = D*(X) = E [X?*] — (B [X])*. (71)

34. PELDA: Szamoljuk ki 31. Példaban definialt X és Y valoszintségi
valtozokra a szoras négyzetet! Felhasznalhatjuk, hogy korabban méar meg-
mutattuk, hogy E [X]|=7¢és E[Y]|=0.

Megoldas:

Most kiszamoljuk az Y valoszintiségi valtozo szoras négyzetét Var(Y) =
E[Y? = (E[Y])*t. Mivel E[Y] =0 ezért
1 2 6
Var(Y) = E [Y?] = (—2)* - +1*. 2 = - =2,
Vagyis az Y szorasa: D(Y) =v/2.

Most kiszamoljuk az X valoszintiségi valtozo szoras négyzetét Var(X) =
E[X?] — E[X]*-t. Ehhez ki ki kell szamolni:

E[X?] = Y K p(k)

7 12
= Y K (k—1)/36+ > K- (13 — k)/36 = 54.83333334,
k=2 k=8

amit meg kapunk a MAPPLE-b&I:
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sum(’k~2x(k-1)°, °’k’=2..7)/36+sum(’k~2*x(13-k)’, ’k’=8..12)/36;
Hasznélva, hogy F [X] = 7 kapjuk, hogy:
Var(X)=F [Xz} — E[X]* = 54.83333334 — 7% = 5.83333334.

Vagyis a szoras

D(X) =+/Var(X) =V/5.83333334 = 2.415229459.

10. Nevezetes diszkrét eloszlasok.

10.1. Bernoulli és Binomidlis eloszlasok

Tegytiik fel, hogy egy olyan kisérletet hajtunk végre, melynek eredményét
jellemezhetjiik gy mint "siker" vagy "kudarc". Legyen Y = 1 amikor
az kisérlet eredménye "siker" és Y = 0, amikor "kudarc". Ha p a siker
valoszintisége, akkor az Y valoszintiségi valtozo valoszintségi sulyfiiggvénye:
0)
)

Ekkor az X valoszintiségi valtozot p paramétertd Bernoulli valészintiségi
valtozoénak hivjuk.

p(0) = P(Y
p(1) = PV

p

1—
p.

Képzeljiik most el, hogy n fiiggetlen kisérlet hajtunk végre, melyek mind-
egyikének kimenetele leirhaté mint siker vagy mint kudarc. Tegyiik fel, hogy
mindegyik esetben a siker valoszintisége p. Legyen X az n kisérlet folyaman
elért Osszes sikerek szama. Ekkor az X valoszintségi valtozot (n, p) paramé-
terd binomialis valdszintiségi valtozonak hivjuk. Az (n,p) paramétert
binomialis eloszlasok csaladjat B(n,p)-vel jeloljik. Vegyiik észre, hogy a
Bernoulli valoszintiségi valtozo éppen B(1,p)-beli. Ha X € B(n,p) vagyis
X egy (n,p) paramétert binomidlis valoszintiségi valtozo, akkor az X valo-
szintségi stirtségfiiggvénye:

p(i) = (7)#(1 ) i=0,1,... 0.

1
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Nevezetesen: p(i) annak a valoszintisége, hogy n kisérletbsl pontosan i ko-
vetkezett be. Példaul, ha n = 6 és « = 2, akkor azt a 2 helyet, ahol siker
kovetkezett be (g) féeleképpen valaszthatjuk ki. Az abra mutat egy ilyen
vélasztast. Ennek a bekovetkezésének a valoszintsége p*(1 — p)*.

111111
00 0O0O0O0

* *
Egyszerd szamolas mutatja, hogy

13. TETEL: Ha lerajzoljuk az (n,p) paraméterd binomiélis eloszlas valo-
szinlségi striségfliggvényét vagyis az k — p(k) fliggvényt, akkor ez elGszor
novekszik amig a maximumét a kg = [(n+ 1) - p]-ben eléri azutan pedig
csokken.

2. LEMMA: Legyen X € B(n,p). Ekkor X elgallithaté mint
ahol Y7, ..., Y, fiiggetlen Bernoulli valészintségi valtozok.

Bizonyitas. Az X azt adja meg, hogy hany siker lett n kisérlet utan.
Legyen Y; az a p paraméterti Bernoulli valésziniiségi valtozo amire

Y; = 1 ha az i-dik kisérlet siker és Y; = 0 ha az i-dik kisérlet kudarc .
Ekkor nyilvan
X=Y1+--4Y,.
|

35. PELDA: (Visszatevéses mintavétel) Egy urnédban van N goly6, me-
lyek koziil K fehér és N — K fekete. Kihtizunk egy golydt megjegyezziik a
szinét majd visszatessziik a golyot. Kzt ismételjiik n-szer. Kérdés mi a
valoszintisége, hogy i-szer huztunk fehéret (i € {0,1,...,n}7?)

Megoldas: Legyen X a kihtizott fehér golyok szama és

P:N-

Ekkor X € B(n,p). Theat a véalasz



36. PELDA: Egy vallalkozo csavarokat gyart és ismert, hogy 100 csavar
kozott 1 lesz selejtes. A csavarokat 10 csavart tartalmazo kiszerelésben
arusitjak és a vasarlonak vissza fizeti a vallalkoz6 az egész csomag arat ha a
csomag 1-nél tobb selejtes csavart tartalmaz. A csomagok hany szézalékéanak
az arat kell majd a vallalkozonak visszatériteni?

Megoldas: Legyen X a selejtes csavarok szama egy csomagban. Annak
valdszintisége, hogy a csomag arat vissza kell fizetni:

1-P(X=0-P(X=1) = 1— (100) (0.01)°(0.99)" — (110) (0.01)'(0.99)?

= 0.004

Tehét az esetek 0.4 szazalékaban kell a csomag arat visszafizetni.

10.1.1. Bernoulli és Binomialis eloszlas varhato értéke és szérasa:
Legyen Y egy p paraméterd Bernoulli valoszintiségi valtozo.
EY]=p-1+(1—p)-0=p.
Az Y szoérasnégyzete:
Var(Y)=F [Yz} — (B YY)

Mivel egy Bernoulli valészintiségi valtozora Y2 =Y fgy E[Y?] = E[Y] = p.
Tehat

Var(Y) =p—p*=p- (1 -p). (72)
Most ratériink a binomialis eloszlasokra. Alkalmazva a 2. Lemmat
kapjuk, hogy egy X € B(n,p) el6 all mint

X=Y1+--4Y,, (73)

ahol Yi,...,Y, fiiggetlen p paramétertd Bernoulli valoszintiségi valtozok.
Erre az Osszegre alkalmazva a 11. Tételt és kapjuk, hogy az Osszeg var-
hato értéke egyenls a varhato értékek osszegével. Tehat

EX]=EYi]+ -+ E[Y,]=p+---+p=n-p.
N—_——

A binomiélis eloszlas szorasanak meghatarozasihoz egy részt a binomialis
eloszlas Bernoulliak 6sszegeként valo elgallitasat hasznaljuk masrészt pedig
a kovetkez§ altalanos tételt:
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14. TETEL: Legyen X =Y, + --- + Y}, ahol Y;,...,Y, fiiggetlen valoszi-
niiségi valtozok. Ekkor

Var(X) = Var(Y;) + - - - + Var(Y,,). (74)

Alkalmazva ezt a Tételt a (73) és (72) formulakat kapjuk, hogy ha X €
B(n,p), Y1,...,Y, p paraméterd Bernoulli valoszintiségi valtozok, akkor

Var(X) = Var(Y1)+---+Var(Y,) =p(1 —p)+---+p(1 —p) =n-p-(1—p).

J

(75)
Tehat ha X € B(n,p), akkor az X szorasa

D(X)=vn-p-(1-p). (76)

10.2. Poisson valészintiségi valtoz6
15. TETEL:
)\k
-\

lim, (Z)p’“(l —p)" = e

p—0, np—A\

A bizonyitast itt nem részletezziik. Erdeklsds hallgatok megtalaljak a Vetier
jegyzetben a 71. oldalon. Ez a tétel azt fejezi ki, hogy ha n nagy és p kicsi,
akkor egy X € B(n,p)-re és A = np-re

P(X =k)= (Z)pk(l —p)" %e_)‘. (77)

14. DEFINICIO: Azt az X valoszintségi valtozot, mely értékeit az
N={0,1,2,...}
veszi fel és melynek valdszintiségi stirtiség fiiggvénye

p(k)=P(X =k) = %e_)‘

A paraméterid Poisson eloszlasnak hivjuk.
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’ s, z . . k — ,
A definici6 értelmes mivel minden k-ra 2—,6 A0 és

© \k
Ao

—e
|
— k!

=1.

A Poisson eloszlas tagjait megad6 képlet sokkal egyszertibb mint a bino-
mialis eloszlas tagjait megado képlet. Ezért a Poisson eloszlast hasznaljuk
a binomialis helyett ha sok kis valészintiségd fiiggetlen esemény esetén azt
vizsgaljuk, hogy koziiliik hany kovetkezik be.

37. PELDA: Poisson eloszlast valoszintségi valtozok.
1. gépelési hibédk szama egy konyvben,
2. egy kozosségben azon emberek szama akik megélnek 100 évet,
3. a téves telefon hivasok szama egy nap alatt,
4. egy posta hivatalba egy nap leforgasa alatt belépé ligyfelek szama
5. Magyarorszagra becsapodd meteorok szama egy év alatt,
foldrengések szama egy adott hosszisagi id6 intervallum alatt,

egy évben kitéré haborik széma,

o N o

egy adott biztosito tarsasagnal élet biztositassal rendelkezé tligyfelek
halalozasi szama adott hosszi id6 intervallum alatt.

Egyszerid szamolas mutatja, hogy
16. TETEL: E[X] = Var(X) = \.

38. PELDA: Tegyiik fel, hogy egy kényvben atlagosan két oldalra jut egy
gépelési hiba. Szamoljuk ki a valdszintiségét annak, hogy mondjuk a 22.
oldalon (vagy barmely maésik oldalon) van legalabb egy hiba.

Megoldas: Legyen X az egy oldalra juté gépelési hibdk szama. Ekkor
X egy Poisson eloszlast valoszintiségi valtozd egyenlére még ismeretlen A
paraméterrel. ElGszor is szamoljuk ik A-at!

1
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hiszen atlagosan két oldalanként van egy hiba vagyis az atlagosan egy oldalra
jut6 hibék széma (az X varhato értcke) egyenld ;.

P(X>1)=1-P(X=0)=1-¢2~0.393.

A 13. Tételhez hasonléan belathato, hogy

17. TETEL: A valoszintiségi stlyfiiggvény k — p(k) novekszik k = [N-ig.
Maximumaét eléri k = [A]-ban majd csokken. Ha A egy egész szam akkor a
valoszintiségi sulyfiiggvény k& — p(k) a maximumét A-ban és A — 1-ben is
felveszi.

(L. Vetier jegyzet 73. oldal.) Ennek alkalmazaséra egy gyonyori példa a
Vetier jegyzetbdl:

39. PELDA: Tegyiik fel, hogy a horgasz 100 esetbdl 6-szor nem fog egy
halat sem. Hany halat fog a horgasz leggyakrabban?

Megoldas: A horgasz altal fogott halak szama X Poisson eloszlasi valoszi-
niiségi valtozo, altalunk ebben a pillanatban még nem ismert A paraméterrel.
Az els6 dolgunk a A meghatarozasa. Tudjuk, hogy

P(X = 0) = 0.06.

Masrészt
)\0
P(X=0)= ﬁe_)‘ =
Az utolsé két egyenletbdl:
100
A=In— =28.
G

Tehat a horgasz leggyakrabban 2 halat fog.

40. PELDA: Mi a valoszintsége, annak, hogy az el6z6 feladat horgésza
hat halat is fog egy alkalommal?

Megoldas:
6 6
NS L R
! !
e—X

Tehat az esetek hat szazalékdban semmit sem fogd horgasz az esetek négy
szazalékdban hat halat is visz haza.
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10.3. Geometriai valoszintiségi valtozo

Tegyiik fel, hogy megint csak olyan fliggetlen kisérleteket hajtunk végre me-
lyek eredménye leirhaté mint "siker" (p valészintséggel) vagy kudarc (1 —p
valoszintiséggel). Legyen most X az a valoszintségi valtozo, amely megmu-
tatja, hogy hény kisérletet kell végre hajtanunk az elsé "siker" eléréséig.
Tehat X = 4 azt jelenti, hogy az elsé harom kisérlet eredménye "kudarc"
de a negyedik kisérlet "siker"-t hozott. Ekkor az X az értékeit a

1,2,3,4,. ..
halmazbodl veszi fel. Tovabba
P(X=n)=(1-p)" " p.

Ugyanis annak valdszintisége hogy az els6 n—1 kisérlet mindegyike "kudarc"
(1 — p)» ! Ezt meg kell szorozni annak valészintiségével, hogy az n-edik
kisérlet eredménye "siker" amely valoszintiség egyenls p-vel. Ekkor X-et p
paraméteri geometriai valészintiségi valtozonak hivjuk.

18. TETEL: Egyszert szamolas mutatja, hogy

FX] = 2 és Var(X) = - L
p p
41. PELDA: Tegyiik fel, hogy egy urnaban van N fehér és M fekete golyo.
Kihtizunk egy golyot. Ha fekete megéllunk, ha fehér vissza tessziik. Ezt
folytatjuk amig az els6 feketét nem hizzuk. Kérdés mi a valdszintisége,
hogy pontosan n hizasra volt sziikség amig az elsé fekete golyot kihtztuk?

Megoldas: Legyen X a htuizasok szama amig az els6 fekete golydt megkap-
tuk. Ekkor X egy p = M/(M + N) paramétert geometriai valoszintiségi
valtozo6. Ezért

N \"' M MN"1
P<X:n>:<N+M) "MIN_ (M+N)
11. Nevezetes folytonos valbészintiségi valtozok

Ebben a fejezetben olyan valoszintiségi valtozokat tekintiink, melyek értéke-
iket az R) egy nem megszamlalhatoan végtelen részhalmazabol veszik (mint
példaul egy intervallum vagy egy félegyenes vagy maga az R).
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42. PELDA: 1. Annak pontos idépontja, hogy egy adott vonat mikor
érkezik egy adott allomésra.

2. Egy tranzisztor élettartama.
15. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az X valoszintségi valtozo folyto-
nos, ha létezik olyan f : R — R nem negativ fliggvény, melyre

,mXem:/j@m (78)

teljesiil minden B C R-re. Ekkor az f fliggvény az X stirtiségfiiggvénye.

Vegyiik észre, hogy
1=P(X eR)= / f(z)dx.

Tehat a siirtiségfiiggvény mindig
o Az egész R-en értelmezett,
e nem negativ,
e az R-en vett integrélja egyenls 1-el.

Vegyiik észre, hogy egy folytonos X valoszintiségi valtozora mindig teljesiil,
hogy tetsz6leges a € R pontot nulla valoszintséggel vesz fel. Ugyanis ha
a € R:

P(X =a) :/f(x)dxzo,

ahol f(z) az X strtiségfiiggvénye. A folytonos eloszlasokkal kapcsolatban
ugyszintén nagyon fontos az ugynevezett eloszlas fliggvény:

16. DEFINICIO: Az X valoszintségi valtozo eloszlas fiiggvénye:

ﬂ@:HX<@:HX§@:/f@M. (79)
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Igy tehat egy folytonos X valoszintségi valtozora, melynek strtségfiiggvénye

f(x):
PX>a)=P(X>a)=1-P(X <a)=1- Fla). (80)

43. PELDA: Hogyan kell valasztanunk a ¢ értékét ahhoz, hogy az

(81)

_ Joex(l—x), haO <z <1,
)= { 0, egyébként.

1, 4
: \
] N
] i \
0, &
1 N P(»<X<>o+d)o)
0, § b‘
n 4
i N
0, N
N
N
0, N
N
OFrmrTT T T T T T T T T T B i i e i |
0 0,2 0,4 0,6, \ 0,8 1
5 Xtax

10. abra. Az X strtiségfiiggvénye

e} 1
Megoldas: Azt kell biztositanunk, hogy [ f(z)dz = [ f(z)dx =1 teljesiil-

—00 0

1
jon. Mivel [ (1 — x)dx =1/6 ezért ¢ = 6.
0
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11.1. Varhatoé érték, szoras folytonos eloszlasokra

c st

Pz <X <z +dx) =~ f(z)de. (82)

A diszkrét valoszintiségi véaltozok esetében a varhato értéket ugy kapjuk,
ha Osszegezziik az Osszes lehetséges érték szorozva az érték valoszintiségével
szorzatokat. Ennek tehat a folytonos esetben az felel meg, hogy

17. DEFINICIO: Az X varhato értéke:
E[X]:= /a:-f(x)da:
és szoOras négyzete:
Var(X) = D*(X) = E[(X - E[X))’] = E[X?] - (F[X])?
2

— fx2-f(x)dx— fx-f(!f)d!’f

11.2. Egyenletes eloszlas.

18. DEFINICIO: Az X folytonos valészintiségi valtozo az (a,b) interval-
lumon egyenletes eloszlasi, ha stirtiségfiiggvénye:
L haz € (a,b);
foy={ o sl
0, egyébként.
Ekkor intergaralassal azonnal adodik, hogy az X eloszlas fliggvénye:
0, ha z < a;
F(z)=4¢ 7=, haa <z <b;
1, ha b < x.

A varhato érték:
b
a+b

b
1 RN T N
/x f(x)d:v—b_a/xdz—b_a2(b a) = 5

a

Hasonléan trividlis szamoléassal kapjuk, hogy
(b—a)

Var(X) = 75
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11.3. Normalis val6szintiségi valtozo6

19. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az X valoszintiségi valtozo normalis
eloszlast (i, 0?) paraméterekkel (jelben N'(u, 0?)), ha stirtségfiiggvénye:

1 1 2
x) = e 32 @),
f( V2Tmo

Standard normalis eloszlasrol beszéliink, amikor = 0 és 0 = 1. A standard
normalis eloszlas strtiségfliiggvénye tehat:
1 a2

f(z) :\/T—We_7~

A standard normélis eloszlas eloszlas fiiggvénye

O(x) ::\/% /e_fdx

nem fejezhetd ki képlettel, értékeit tablazatbol vessziik. Szimmetriai meg-
fontolasbol:

®(—a) =1 — d(a) (83)

teljesiil minden a-ra. Ez azért fontos mert a tablazatban a ® értékei csak
pozitiv szamokra adott.

44. PELDA: Legyen X € N (3,9) vagyis az X egy (3,9) paramétert nor-
malis eloszlas. Hatarozzuk meg P(2 < X < 5) =7

Megoldas: Legyen Z egy standard normélis eloszlasu valoszintiségi valtozo.
ekkor

P2<X<b) = P( 5 <3 <3 )
= P(—% <7< %)
= @(%) — cI)(—%) = q)(%) - (1- @(%)) = 0.3779.

Egyszert integralassal adodik, hogy ha X € N (u,o?), akkor
E[X] = p és Var(X) = o2 (84)
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22
11. abra. A standard normaélis eloszlas f(x) = \/%8_7 stirtiségtiiggvényének

a [—3,3]-ba es6 darabja. Az x és az y tengelyeken kiilonbozs egységeket
hasznalva.

11.4. Exponencialis eloszlas

20. DEFINICIO: Azt a folytonos eloszlast, melynek strtségfiiggvénye

Ae ™ ha x > 0;
f(a:):{ 0, ha z < 0.
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A-paraméterti exponenciélis eloszlast valoszintiségi valtozonak hivjuk.

Integralassal kapjuk, hogy az eloszlas fiiggvény:
F(z)=1—e¢"

Tovabba
1

7 1
E[X]:/:E-)\e_)‘x:xés Var(X):ﬁ. (85)
0

45. PELDA: A nyilvanos telefonrél leadott hivasok hossza exponencialis
eloszlast és mondjuk &atlagosan 10 percesek. Tegylik fel hogy valaki pont
el6ttiink ér a késziilékhez. Hatarozzuk meg, hogy mekkora annak a valoszi-
niisége, hogy

(a) 10 percet kell varnunk,
(b) 10 és 20 perc kozotti ideig kell varakoznunk?

Megoldas: Mivel E [X] = 1 ezért A = 75 (hiszen az atlagos hivas hossza
egyenls 10 = E [X] = 1 perc). Ezért
(a)

P(X>10)=1-P(X <10)=1-(1—e 109 ="' =0.368.

(b)

P(10 < X <20) = F(20)—F(10) = 1—e 1020 —(1—¢ 1010) = ¢ "' —¢2 = 0.233.

11.4.1. Exponencialis eloszlas 6rok ifji tulajdonsaga

Legyen X egy exponencialis eloszlastu valoszintiségi valtozo. Ekkor minden
s,t > 0 szamra:
P(X >s+t|X >s)=P(X >t). (86)

Vagyis ha tudjuk, hogy X nagyobb mint s, akkor annak a valészintisége,
hogy X még az s+ t-nél is nagyobb egyenlé annak a valoszintiségével, hogy
X nagyobb mint ¢ (minden feltétel nélkiil). A (86) formula egyszerd szamo-
lassal igazolhat6. Masrészt szintén egyszerden igazolhatd, hogy ha X egy
olyan folytonos eloszlas, amely teljesiti a (86) formulaban megfogalmazott

75



orok ifja tulajdonségot, akkor az X egy exponencialis eloszlasi valdszintiségi
valtozo. Az exponencidlis eloszlasu valtozo a gyakorlatban legtobbszor tgy
fordul el6, mint az az id6 amig egy bizonyos esemény bekdvetkezik. Példaul
amig varni kell az els§ foldrengésre, az els§ haborura vagy amig varni kell,
hogy el6szor téves hivast kapjunk a telefonunkra.

11.4.2. Poisson és exponenciilis eloszlasok kapcsolata

Az el6bbi harom példa esetén olyan események torténnek bizonyos idé in-
tervallumban, melyekrsl a kévetkezSket tehetjiik fel:

1. Annak valoszintisége, hogy pontosan egy esemény kovetkezik be egy
nagyon kicsi h hossza id6 intervallumban egyenld egy bizonyos A szam
szorozva h-val plusz egy h-hoz képest nagységrenddel kisebb mennyi-
ség.

2. Annak valosziniisége, hogy egynél tobb esemény kovetkezik be egy na-
gyon kicsi h hosszi id6 intervallumban a h-nél nagysagrenddel kisebb.

3. Béarmi torténik egy adott idGintervallumban annak semmi hatasa arra,
hogy egy masik idGintervallumban mi torténik.

19. TETEL: Amikor a fenti harom feltétel teljesiil, akkor a [0,#] id6 inter-
vallumban bekévetkezs N (t) események szamat leird valoszintségi valtozo
egy A\ - t-paramétert Poisson val6szintiségi valtoz6. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy az események egy A-paramétert Poisson folyamat szerint
torténnek.

Ebben az esetben legyen X az a valoszintiségi valtozo, amely megadja, hogy
az esemény mikor kovetkezik be elgszor. Ekkor X egy A-paramétert expo-
nencialis eloszlas. Nevezetesen:

P(X>t)=P(N(t)=0) = e—AtOE]_t')O _ N

Tehat az X eloszlas fiiggvénye
Ft)=P(X <t)=1-P(X>t)=1—c

46. PELDA: Vetier Tanar Urék népes csaladjaban megfigyelték, hogy ha-
vonta atlagosan 2.5 pohéar torik el. Kérdés: mi annak a valoszintisége, hogy
a kovetkezd 10 napban nem torik egyetlen pohéar sem?
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Megoldas: Legyen Y a tor$ poharak szama havonta. Ez a feltétel szerint
Poisson eloszlasu A = 2.5-paraméterrel. Legyen X az els6 pohar torésének
id6pontja. Ez a fentiek értelmében egy A = 2.5 paraméterd exponencialis
eloszlasi valoszintiségi valtozo. Az az esemény, hogy a kovetkez6 10 napban
(ami egy honap harmada) nem torik pohér (X > 1). Tehéat a keresett
valoszintiség:

1 1
P (X > g) =1-P (X < 5) =1—(1—e2%3) = e 253 = 4345982085.

12. Binomialis eloszlas kozelitése normalis el-
oszlassal

20. TETEL: (DeMoivre-Laplace tétel) Olyan fiiggetlen kisérleteket haj-
tunk végre, melyek eredményei mint "siker" vagy mint "kudarc" irhatoak le
és a siker valoszintisége egyenls p-vel. Jelolje S,, a sikerek szaméat n kisérlet
utan. Ekkor

lim Pia< ———<b, =P(b) — P(a),
oo { S\/np(l—p)S } (6) = 2la)

ahol ® a standard normalis eloszléas eloszlas fliggvénye, vagyis

P (a) ::\/% /e_zjda:.

A tételben szerepld S,, persze (n,p) paramétertd binomidlis eloszlasu valo-
szinliségi valtozd. Ez tehat a binomialis eloszlas approximécidja normalis
eloszlassal. Ilyen esetben mindig az tn. folytonossagi korrekciot hasznaljuk,
vagyis

P(X =1) helyett a P (z — % <X<i+ %) -et (87)
szamoljuk ki.

Mar targyaltunk hasonld dolgokat a Poisson eloszlasnal. Ott azt tanul-
tuk, hogy a Poisson eloszlas jol approximalja a binomialis eloszlast ha n
nagy és p kicsi. A normalis eloszlas jo kozelitését adja a binomialisnak, ha
np(1 — p) nagy. Valojaban egészen jo kozelitést kapunk, ha np(1 — p) > 10.

77



47. PELDA: Az X valoszintiségi valtozo értéke megadja, hogy ha 40-szer
feldobunk egy szabalyos érmét, akkor hanyszor kapunk fejet. Ekkor X bi-
nomialis eloszlasi valoszintségi valtozo (40, 1/2) paraméterrel. Vagyis

40\ /1\*®
P(X =20) = (20) (5) ~ 0.1254.

Hatéarozzuk meg a P(X = 20) valoszintiség approximéciojat normalis elosz-
lassal.

Megoldas:Ekkor a DeMoivre-Laplace tétel tételben szerepld

1
np =40-0.5 =20 és/np(l — p) = 40~§-

Ezért a folytonossagi korrekciot és a DeMoivre-Laplace tételt alkalmazva:

P(X=20) = P(19.5< X < 20.5)
(19.5 ~20 _ X 20 205 20)
V10 V10 V10

X -2
= P <—0.16 < 0 < 0.16)
v/ 10

— ®(0.16) — ®(—0.16) = B(0.16) — (1 — B(0.16)) ~ 0.1272.

=/10.

N —

48. PELDA: Valaki idealisan 150 vendéget szeretne. Tudja, hogy akiket
meghiv p = 0.3 valoszintiséggel jonnek el. Tegyiik fel, hogy 450 embert hiv
meg. Mi a valészintsége, hogy 150-nél tobb vendége lesz?

Megoldas: Ha X a meghivast elfogadok szama, akkor X egy binomidlis
eloszlas (450, 0.3) paraméterekkel. A folytonossagi korrekeiot és a DeMoivre-
Laplace tételt alkalmazva:

X —450-0.3 S 150.5 —450-0.3

P(X >150.5) =
(X 2 150.5) V4500307 ~ /450 0.3-0.7
1.59
= 1-®(1.59)
0.0559

Vagyis ha a hazigazda 450 vendéget hiv, akkor annak az esélye, hogy 150-nél
tobb jon el kevesebb mint 6%.
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13. Hatareloszlas tételek

13.1. Markov és Chebyshev egyenlétlenségek
21. TETEL: (Markov egyenlStlenség) Legyen X egy valoszintiségi val-

tozo, mely csak nem negativ értékeket vesz fel. Ekkor minden a > 0-ra
EX]

a
49. PELDA: Tegyiik fel, hogy ez iizemben atlagosan hetente 50 terméket

gyartanak. Mi annak a valdszinilsége, hogy ezen a héten tobb mint 75
terméket fognak gyartani?

P(X >a) <

Megoldas: Legyen X az ezen a héten gyartott termékek szama. FEkkor
tudjuk, hogy F [X] = 50. A fenti tételt alkalmazva:
50 2
P(X >7) < o= = 3.
( ) ™3
22. TETEL: (Chebyshev egyenl6tlenség) Legyen X egy valoszintiségi
valtozo, melynek varhato értéke u és variencidja o2, Ekkor minden & > 0-ra:

o2
P(|X — p Zk‘)ﬁﬁ-
50. PELDA: Tegyiik fel, hogy ez iizemben atlagosan hetente 50 terméket
gyartanak mint az el6z6 feladatban, de most azt is tudjuk, hogy a gyartott
termékek szamanak variencidja egyenlé 25-el. Mi a valdszintisége, hogy ezen
a héten gyartott termékek szama az atlagostél nem tér el 10-nél tébbel,
vagyis, hogy ezen a héten 40 és 60 kozotti terméket gyartanak?

Megoldas: A Chebyshev egyenlétlenséget alkalmazva = 50 és 02 = 102-

re:
2

g
P(|X =50/ >10) < — =

1
4
Tehat 1 3
P(|X_5O|<1O)21_Z_Z'

Tehat annak valoszintisége, hogy ezen a héten 40 és 60 kozotti terméket
gyartanak 0.75.

Mivel a Chebyshev egyenlGtlenség minden X-re igaz ezért durva becslést
becslést ad.
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23. TETEL: (Nagy szamok erds térvénye) Legyen X, X5, X3, ... azo-
nos eloszlasu fiiggetlen valészintiségi valtozok sorozata, melyekre minden
i-re:

E[X;] = p.

Ekkor annak val6szintisége, hogy

. Xi+ e+ X
lim =

n—00 n

egyenls 1-el.

A Centrélis Hatéareloszlas tétel azt mondja, ki, hogy az 6sszege sok fligg-
telen valoszintségi valtozonak kozelitleg normélis eloszlast.

24. TETEL: (Centralis Hatareloszlas Tétel (CHT)) Legyen X, X5, X, . ..

azonos eloszlasu fliggetlen valoszintiségi valtozok sorozata, melyekre, me-
lyekre minden ¢-re:

EX;] = pés Var(X;) = o>

Ekkor minden a-ra:

lim P

n—oo

Xi4-+ X, — 1
( et < a) — ®(a) = — / e 2.
O’~\/ﬁ \ 2T

51. PELDA: Tavoli csillag tavolsaganak fényévekben valé mérésekor min-
den mérésnél az atmoszféra valtozo allapota miatt hibat vétiink. Ezért tobb
mérést hajtunk végre és ezek eredményét atlagoljuk. A mérési eredménye-
ket fliggetlen azonos eloszlasu valtozoknak tekintjiik melyek varhato értéke
a csillag (a megbecsiilni kivant) tavolsaga és szorasa 4 fényév. Hany mérést
kell végezniink, hogy 0.95 valészintiséggel a méréseink eredményeinek atlaga
a valodi tavolsagtol nem t6bb mint 1/2 fényévvel térjen el?

Megoldas:Jeloljiik a sziikséges mérések szamét n-el és X1, Xy, ..., X, va-
loszintiségi valtozok értékei az 1,2, ..., n-ik mérések eredményei. Ekkor a
n
=

G
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megkozelitSleg normalis eloszlast valoszintségi valtozo. Felhasznélva, hogy

=l i-2z
n IV
kapjuk, hogy
> X 5
Pl-05<Z  _—d<o05]| = P<—0.5§—Zn§05
n n

Q

A
7 N
SE
~—"

|

A
/T\
=5
\_/ Q

I

[\

A
N
=I5
N———

L

Ha 20 (@) —1=0.95, akkor ® (@) = 0.975. Tablazatbol vissza keresve:
\%ﬁ = 1.96. Vagyis n ~ 61.47. Tehat 62 mérés kell.

52. PELDA: A rellette-ben van 18 fekete, 18 fehér és két zold pozicio
(melyeket 0-val és 00-val jelolnek). Ha valaki a fehérre tesz 1 $-t, akkor
18/38-ad valoszintiséggel nyer 13-t, 20/38 valoszintiséggel veszit 13-t. Legyen

X17X27X37 s

a nyereménye az elsG, mésodik,... jaték utan. Ekkor X7, Xo, X3, ... fligget-
len valoészintiségi valtozok, melyek sulyfliggvénye:

P(X;=1)=9/19 és P(X = —1) = 10/19.

Tehat
FE[X]=9/19-1+10/19-(—1) = —0.05263

dollar. A variencia:

o2 =0.9972 ~ 1.
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Ha S, = X; +---+ X,,, akkor a CHT szerint:

lim P

1.

n—oo

(o =

(E%-—7z-(—{l05263)

Sy)=®@)

Keressiik mondjuk annak a valészintiségét, hogy 100 jaték utan pozitiv a

mérlegiink vagyis

P(Slo() > 0) =7

P<SIOO > 0) = 1- P<SIOO < 0)
S100 — 1004 0 — 1004
= 1-P = <
10 — 10
~standard normélis 0.526

~®(0.526)

1— ®(0.526) = 0.3

~
~

Tehat annak valoszintisége, hogy 100 jaték utan nyereményiink van 30%.
Most tegyiik fel, hogy van 100 jatékos mind 100-szor jatszik. Ez olyan
mintha egy jatékos 10000-szer jatszana. Szamoljuk ki, hogy

P(Sl()oo() S —296) =?

Ez tehat annak a valoszintisége, hogy 6sszesen 10000 jaték utan a CASINO

legalabb 2963-t konyvel el.

S10000 — 10000 - (—0.05263)

—296 — 10000 - (—0.05263)

— ~—_——
P(SIOOOO < —296) = P il H
1 /10000 1 /10000
N 7 v N 4 NG .
xstandara, normalis 23

®(2.3) ~ 0.99.

Tehat 99% annak a valdszintisége, hogy dsszesen 10000 jaték utan a Casino

nyer legalabb 296$-t.
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