Szamitasi Modzsereka Fizikdban 2. ZH.

Név: Neptun kod:

25 pont

1. Differencial operatorok

Tekintsiik a kovetkezé vektorteret:
g(r) = f(?")a Xr.

(Hasznaljuk az indexes jelglésmodot, ha lehet')

(b) irjuk fel a gp, 9 9z komponenseket‘
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2. Vonalmenti integral 25 pont

(a) Egy d vastagsagu, [ hossztisagu tlizoloté tomlst feltekertink. Mekkora lesz az dtmérgje?

(b) Egy R sugart hengerre | hossztsagu, d atmérdjd drotot tekeriink szorosan egymaéas mellé.
Milyen hosszu lesz az igy kapott tekercs?

Megoldas:
(a) A spiral menet emelkedése megegyezik a tomls vastagsdgaval. Paraméterezziik a spiralt:

d d . d

I‘((p) = 5_-©p; r=— (ep + <pe@), |I‘| = %
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A spiral hossza:
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Hasznaljuk a sinh(x) = ¢ helyettesitést, dp = cosh(z)dx:
) b b's
1 1 X 2nL
/ V14 p?dp = / cosh? (z)dx = = / (cosh(2x) + 1)dz = — sinh(2X) + — = i

Ez egy transzcendens egyenlet, amelyet csak numerikusan tudunk megoldani. Tegyiik fel, hogy
X a megoldéasa. Ekkor

D= garsinh(X)
7r

(b) A menetemelkedés it is d lesz. A hengeren 1év6 spiral parametrizacioja:

r(p) = Re +i e I = Re +ie || =4/ R?+ & :
v)= e 27rs0 = A7 e B 2m

A drot hossza megegyezik a vonalmenti integrallal:
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3. Feliileti integral 25 pont
Egy haromszog cstcspontjai a kévetkezdek:: r1 = (0,0,—1), ro = (1,—1,0), rs = (2,0,0).

(a) Mekkora lesz a harom pont altal meghatarozott haromszog teriilete?
(b) Mekkora lesz a feliilete a z = 12 — y? nyeregfeliilet haromszog feletti teriiletének? Elegendd

csak felirni az integralt!
(¢) A haromszog és annak a nyereg feliiletre vett vetiilete kozotti tartomanynak mekkora lesz a

térfogata? Elegendd csak felirni az integralt!
Megoldas:

(a) Tobbféleképpen is kiszamolhatjuk a teriileltet. Pl.:

1
T = §|(I‘3 —I‘1) X (1‘2 —r1)|

rs —r1 = (2,07 1), ro — I = (1,—1, 1), (1'3 — 1‘1) X (I’Q — I'1) = (1,—1, —2)
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Tehat a teriilet: T = 5\/12 +(-1)2+(-2)2= ?

(b) Parametrizaljuk a haromszog vetiiletét az xy sikban:
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Maésik lehetséges paraméterezés:

t=(x-y)2
S = (x+y)/2 t+s
r=t+s, y=s-—t r(z,y) sft
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A feliilet figyelembe véve a hatarokat:
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(c¢) Vegyiik az egyik el6z6 paraméterezést, pl.:
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4. Integral tételek alkalmazasa 25 pont

(a) Az abran lathato feliiletet a kovetkezképpen paraméterezhetjiik:

x=wucos(v), y=usin(v), z=cos(u)

ahol 0 < u < 3/27 és 0 < v < 27. Szamitsuk ki a
kovetkezs vektortér fluxusat a feliileten:

0
E= 0 .
Eoef(w2+y2)

(b) Az abran lathato két spiral egyenlete a kovetkezs:

x1 = pcos(p) Lo = pcos(2¢)
Y1 = psin(p) Y2 = @sin(2p)
r = pe, 7I‘2=§ep7 p € [0: 4]
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Megoldasok:

Egészitsiik ki a feliiletet az abra szerint egy zart feliiletté.

A megadott vektortér divergenciaja nulla, igy / divEdV =

EdA = 0. A szumszédos feliilet oldalan a vektortér min-

deniitt mergleges a feliiletre, ezért csak az also korlap és a fels
feliilet ad jarulékot a feliilet integralhoz, amelyek csak egy el6-
jelben kiilonboznek egymastol. A fluxus az alsé korlapon:

2m R
/ dgp/ pEOe*przdp =nFEy (1 — e*RQ)
0 0

Az alap korlap sugara R = 3/2m, igy
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R F & =1E, (1—6—7"2)

(b) Alkalmazzuk a Stokes tételt:

j{Vdr = /rotVdA

A példaban megadott vektortér rotacioja:

1 1
rotV = —f%ez = —7% = —le,,
p Op p Op

%Vdr:—/dA

tehat

A két csigavonal:

r; = pe, dr = (e, + pe,)dyp
@ 1 @
ry = §ep dr = (iep + §e¢)dg0

A korintegralt két részbdl allithatjuk els. Ne feledkezziink meg arrol, hogy a koérbejaras miatt
a masodik integral negativ lesz.
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A gorbék paraméterezésébdl leolvashato, hogy p = ¢ az els6 gorbe esetén és p = /2 a masodik

gbrbe esetén:
2w 4m 3 3
8T 167
%Vd - 240 — Pdp =1
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Tehat a satirozott részteriilete:
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