
Számítási Módzsereka Fizikában 2. ZH.

Név: Neptun kód:

1. Differenciál operátorok 25 pont
Tekintsük a következő vektorteret:

g(r) = f(r)a× r .

(a) Határozzuk meg a vektortér divergenciáját és rotációját Descartes koordináta rendszerben.
(Használjuk az indexes jelőlésmódot, ha lehet!)

(b) Írjuk fel a gρ, gϕ, gz komponenseket!
(c) Elenőrizzük henger koordináta rendszerben a kifejezés rotációját és divergenciáját!
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(b) Henger koordinátarendszerben:
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2. Vonalmenti integrál 25 pont

(a) Egy d vastagságú, l hosszúságú tüzölotó tömlőt feltekerünk. Mekkora lesz az átmérője?

(b) Egy R sugarú hengerre l hosszúságú, d átmérőjű drótot tekerünk szorosan egymás mellé.
Milyen hosszú lesz az így kapott tekercs?

Megoldás:
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Ez egy transzcendens egyenlet, amelyet csak numerikusan tudunk megoldani. Tegyük fel, hogy
X a megoldása. Ekkor

D =
d

π
arsinh(X)
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A drót hossza megegyezik a vonalmenti integrállal:
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3. Felületi integrál 25 pont
Egy háromszög csúcspontjai a következőek:: r1 = (0, 0,−1), r2 = (1,−1, 0), r3 = (2, 0, 0).

(a) Mekkora lesz a három pont által meghatározott háromszög területe?

(b) Mekkora lesz a felülete a z = x2 − y2 nyeregfelület háromszög feletti területének? Elegendő
csak felírni az integrált!

(c) A háromszög és annak a nyereg felületre vett vetülete közötti tartománynak mekkora lesz a
térfogata? Elegendő csak felírni az integrált!

Megoldás:
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T =
1

2
|(r3 − r1)× (r2 − r1)|

r3 − r1 = (2, 0, 1), r2 − r1 = (1,−1, 1), (r3 − r1)× (r2 − r1) = (1,−1,−2)

Tehát a terület: T =
1

2

√
12 + (−1)2 + (−2)2 =

√
6

2
.

(b) Parametrizáljuk a háromszög vetületét az xy síkban:
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Másik lehetséges paraméterezés:
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4. Integrál tételek alkalmazása 25 pont

(a) Az ábrán látható felületet a következőképpen paraméterezhetjük:

x = u cos(v), y = u sin(v), z = cos(u)

ahol 0 ≤ u ≤ 3/2π és 0 ≤ v ≤ 2π. Számítsuk ki a
következő vektortér fluxusát a felületen:

E =

 0
0

E0e
−(x2+y2)

 .

(b) Az ábrán látható két spirál egyenlete a következő:

x1 = ϕ cos(ϕ) ,x2 = ϕ cos(2ϕ)

y1 = ϕ sin(ϕ) ,y2 = ϕ sin(2ϕ)

r1 = ϕeρ ,r2 =
ϕ

2
eρ , ϕ ∈ [0 : 4π]
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Határozzuk meg a két spirál közötti,
satírozott tartomány területét! Mi lesz
a V = ρϕeρ vektortér rotációja? A
spirál centrumába állított z tengellyel
párhuzamos egyenesre mekkora lesz a
satírozott terület tehetetlenségi nyomaté-
ka, ha σ a felületi sűrűség? (A tenge-
lytől r távolságra lévő kicsiny m tömeg
tehetetlenségi nyomatéka: Θ = mr2.)
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Megoldások:

(a)

r

Egészítsük ki a felületet az ábra szerint egy zárt felületté.

A megadott vektortér divergenciája nulla, így
∫

divEdV =∫
EdA = 0. A szumszédos felület oldalán a vektortér min-

denütt merőleges a felületre, ezért csak az alsó körlap és a felső
felület ad járulékot a felület integrálhoz, amelyek csak egy elő-
jelben különböznek egymástól. A fluxus az alsó körlapon:∫ 2π
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(b) Alkalmazzuk a Stokes tételt: ∮
Vdr =

∫
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A példában megadott vektortér rotációja:
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A két csigavonal:
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A körintegrált két részből állíthatjuk elő. Ne feledkezzünk meg arról, hogy a körbejárás miatt
a második integrál negativ lesz.∮
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A görbék paraméterezéséből leolvasható, hogy ρ = ϕ az első görbe esetén és ρ = ϕ/2 a második
görbe esetén: ∮
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Tehát a satírozott részterülete:

T =
16π3
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