Kozonséges Differencial Egyenletek

1. Feladat
A csillapitott harmonikus oszcillator mozgas egyenlete a kivetkezo:

mi = —azt — Dz .

Irjuk fel a kezdofeltételeket, ha a rugot a kezdd pillanatban A hossztisaggal megnyajtjuk
és elengedjiik! Hogyan véltozik az id6ben a rendszer energiaja?

2. Feladat
Hatarozzuk meg az dbran lathato rendszer jellemzs frekvenciait, ha egyensilyi helyzetben a

rugok nyujtatlanok. A testek csak vizszintesen, egy egyenes mentén mozoghatnak surlodas
nélkiil!

Megoldas 1.
Elsszor legyenek a tomegek egyformak! A rugdk megnyiléasa legyen rendre z; és xo. Ekkor
a Newton egyenletek a kovetkezd alakiiek lesznek:

mfél = —D1$1 — DQ(.CL‘l — 33‘2)

mi’g = —D1£L'2 — DQ({L‘Q — 1‘1)

Irjuk 4t az egyenletet matrix alakba:

( T1 ) _ _< (D1 +D2)/m —Dg/m ) < T >

To *Dz/m (Dl + DQ)/TTL T2

A sajatvektorok segitségével transzformaéaljuk 4t a maéatrixot diagonélis matrixxa és mutas-
suk meg, hogy az x = U~ !'x valtozokkal szétesik a diff. egyenlet rendszer két fiiggetlen

differencidlegyenletre, ahol U matrix a sajatvektorokbol felépiilé matrix: A diff. egyenlet
matrix jel6léssel:

x = —-Dx
ahol
D — < (D1—|—D2)/m —Dg/m )
—Dg/m (D1+D2)/m

Ekkor

Ar 0 A U DU, D =UAU!

0 X
Ezek szerint

% = -Dx=-UAU 'x, U %= -AU'x



Az egyenletet soronkén Kkiirva:

T1 = =Mz, To = —Aow2

Megoldas
A kiilénb6z6 tomegi eset nem olyan fontos. A diff. egyenlet:

(5w ) ()= (70 o) ()
(o) G- (7 o) (5 ) (0 ) ()
0 ) () 0
1

\/7—1 0 _Dl - DQ D2 \/7]-171 O \/mil O .'1:1(2
0 \/% D2 —D1 — D2 0 \/71772 0 \/ M2 X9

Uj valtozokat bevezetve: T1 = /mix1, Tos = /Maxs az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhato

x = Dx,

ahol ) )

D_ [ vm 0 —D1— Do Dy 7m0

0 o= Dy —Dy — Dy 0 !
2 Vma
Ez az alak méar a szokésos.
. Feladat

Mi lesz az el6z6 feladat megoldasa sebességgel aranyos surlodés esetén?
Megoldas

A differencidlegyenlet ebben az esetben kiegésziil a sebességgel arédnyos surlédassal:

()= (87 e ) (2)-(F 2)(2)
Keressiik a megoldast ue? alakban, ahol u egy kételem vektor, v pedig egy komplex szam.
Helyettesitsiik be a differencial egyenletbe:

_Di+Dy Dy o
2 4t [ Ul — mi mi uy vt _ my 0 uy yt
e\ )T Dy _Di+Dy w € 0 2 w €
2 ma ma 2 mo 2

A fenti egyenletnek akkor van trivialistdl kiilonb6z6 megoldasa, ha a kévetkezd matrixnak
eltiinik a determinansa:

2, Di+Dy | o _ Dy
v+ s + m Y T _
_Dy Di+Dy | o
mo gl + mo + mgly

(Ha a mdtriz diagondlisait teljes négyzetté alakitjuk v-ban, akkor megoldhatd a 4-ed rendd
egyenlet.)



4. Feladat
Rediikaljuk az
T —-2i—2+2x=0

harmadfoku differencial egyenletet els6rendi differencial sgyenlet rendszerré és keressiik
meg a sajatértékeit! (Ha jol szamoltam: 1,-1,2) A karakterisztikus polinom: (A?2—1)(A—2).
(h.en.b.)

r1T = Ci?l 0 1 0 I
T =1, o =0 0 1 To
T3 =T T3 2 -1 =2 T3



1.1. Példa

Egy hossza sinpéron két m tomegi fémriad cstszhat surlidés nélkiil a sin sikjara merdleges, B
homogén, magneses térben. A két rad egyiittes ellenallasa legyen R és a sinek kozotti tavolsag

d. Hogyan mozognak a a rudak?
A hurokban indukalt fesziiltség

M - dd
"4 = —-— = — —_ B
2 Id U o (vg —v1)Bd ,

melynek hatasara I = U/R aram folyik a
fémrudak és a sin alkotta hurokban.

A rudakra a sebességiikkel ellentétes irdnyu F' = IdB Lorentz eré hat. A mozgasegyenleteket a
kovetkezs alakban frhatjuk fel:

mi; = —a(v; —v9)

mis = —a(vg—uv1),
ahol a = LI{?Q. A gyorsulasokat fejezziik ki a sebesség derivaltjaként:

mo; = —a(v; —vg)

moy = —a(vy—v1).

= ()

vektort, ekkor a fenti egyenletet a kdvetkezSképp irhatjuk fel:

vz_;(_} —})v (M

Megoldas spektral felbontas segitségével

Vezessiik be a

A matrix karakterisztikus polinomja:
AN —20=0,

a két sajatérték tehat Ay = 0 és Ao = —2a/m. A sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:

=50 - ()

A matrix szimmetrikus, igy a jobb és baloldali sajatvektorok megegyeznek. A megoldas a kovet-
kez6 lesz: ,
v =uy(uy - v(0)) + e muy(uy - v(0)) .

A megoldasban szerepls két tagot modusoknak nevezziik. Vizsgéljuk meg a modusok jelentését!

Az els6 modus
1 (104 v20
i (ur - v(0)) = 2 (mo + Vg9

a tomegkdzéppont mozgasat irja le. Kiilso erdk hianyaban a tomegkozéppont egyenletes mozgast
végez. A méasodik modus a relativ koordinatak sebességét adja meg, amely az idGvel exponenci-
alisan csokken:

—2a4
6_%tu2(u2 -v(0)) = e (UIO 020)
V20 — V10



Differential Equations

Example 2 Solve the following IVP and find the interval of validity for the solution.
y'=5y+e?*y? y(0)=2

Solution

The first thing we’ll need to do here is multiply through by y* and we’ll also do a little
rearranging to get things into the form we’ll need for the linear differential equation. This gives,

yz y’ _5y3 —p X
The substitution here and its derivative is,
V= y3 V' — 3y2 yl
Plugging the substitution into the differential equation gives,
' -2 ' -2 _
v —bv=e* =  V-15v=3e* p(x)=e">
We rearranged a little and gave the integrating factor for the linear differential equation solution.
Upon solving we get,
v(x)=ce®* e
Now go back to y’s.
ys — ce* _%efzx

Applying the initial condition and solving for ¢ gives,
8=c-% =

Plugging in ¢ and solving for y gives,
139" -3 )2
X)=sl——
y( ) 17

There are no problem values of x for this solution and so the interval of validity is all real

numbers. Here’s a graph of the solution.
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Differential Equations

Example 3 Solve the following IVP and find the interval of validity for the solution.
6y —2y=xy* y(0)=-2
Solution

First get the differential equation in the proper form and then write down the substitution
By 'y -2y~ =x

= v=y~

Plugging the substitution into the differential equation gives,
—2V' —2v =X

Vl — _3y—4yf

= V4v=—1x p(x)=e”
Again, we’ve rearranged a little and given the integrating factor needed to solve the linear
differential equation. Upon solving the linear differential equation we have,

V(X)=—%(x-1)+ce”*
Now back substitute to get back into y’s.

-3

y~ =—%(x-1)+ce””
Now we need to apply the initial condition and solve for c.

1 _1
—g=2z1C =

Plugging in ¢ and solving for y gives,

y(x)

2

(4x—4+5e7)

Next, we need to think about the interval of validity. In this case all we need to worry about it is
division by zero issues and using some form of computational aid (such as Maple or

Mathematica) we will see that the denominator of our solution is never zero and so this solution
will be valid for all real numbers.
Here is a graph of the solution.
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Differential Equations

To this point we’ve only worked examples in which n was an integer (positive and negative) and
so we should work a quick example where n is not an integer.

Example 4 Solve the following IVVP and find the interval of validity for the solution.

y’+%—\/§:0 y(1)=0
Solution
Let’s first get the differential equation into proper form.
1 1 1
y!_'_ly:yZ — ygyr+£y2:1
X X
The substitution is then,
1 1 %
v=y? V=2y2y
y 5 y°y
Now plug the substitution into the differential equation to get,
1
2v’+£v:1 = v'+iv:l u(x)=x2

X 2X 2

As we’ve done with the previous examples we’ve done some rearranging and given the

integrating factor needed for solving the linear differential equation. Solving this gives us,
1

v(x)=%x+cx 2
In terms of y this is,
1 1
y2 =3X+cx ?

Applying the initial condition and solving for c gives,
0=3%+c = c=-1

Plugging in for ¢ and solving for y gives us the solution.
Lo 1 i x3—2x§+1
X)=|2X—%X 2| =———

y(x)=| 5%-3 ox

Note that we multiplied everything out and converted all the negative exponents to positive
exponents to make the interval of validity clear here. Because of the root (in the second term in
the numerator) and the x in the denominator we can see that we need to require X >0 in order for
the solution to exist and it will exist for all positive x’s and so this is also the interval of validity.

Here is the graph of the solution.
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Differential Equations
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