Polar koordinata rendszer

x = rcos(p)
y = rsin(p)
Hatarozzuk meg a jobb és baloldal x és y szerinti parcialis derivéltjait:
0 0
1 = cos (gp)a—; — rsin (gp)a—i
0 0
0 = cos (gp)a—; — rsin (gp)a—j
0 0
0 = sin (gp)a—; + 7 cos (gp)a—i
or 0

. ¥
1 = e S (p) X
sin (@) —=— + rcos () dy
Foglaljuk Gssze a fenti egyenleteket egy matrix egyenletbe:
1 0 _ [ cos (p) —rsin(p) % 2—;
0 1 sin ()  rcos () e %ye

Az r, ¢ polar koordinatédk derivaltjait a fenti matrix invertdlasdaval allithatjuk el6:

or  Or .
( g_;g 332 ) :1< rcos () 7sin(p) > (1)

o oy r \ —sin(p) cos(p)

Q

Példaként hatarozzuk meg a f(r, ) skaldr mez6 gradiensét:

of  orof 0pof
dr Oz or Oz dyp
of  orof opdf
dy  Oyor  9yop

a_i _ 1 [ rcos(p) —sin(p) a_i
<§_§>_r<rsin(ap) cos () > g_:; ’

vagy kifejtve a fenti egyenletet:

of of 1 . of
9 = cos (@)E — ;sm (ap)%
0 0 1 0

6_2]; = sin (ap)a—f + . cos (@)é

A kétdimenzids Laplace operator meghatarozasa polar koorddindta rendszerben valamivel
hosszadalmasabb szamolast igényel:
0’f 0°f
A = S+ ==
f(r,e) 922 T 0y
or 0 Jp 0 or 0 0Op 0
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A 1. egyenlet felhasznaldasaval a fenti egyenlet egyes tagjait a kovetkezOképpen irhatjuk fel.

2. sor

(%)2 + (%)2 = cos(p)? +sin(p)’ =1

tehat a masodik sor a kovetkezo alaku lesz:

0?2 1 92
o2 r2p

3. sor

. cos () sin (@) + %sin (p)cos(¢) =0

or ¢ Lo or dp 1
Oz Ox oy ay

vagyis a 3. sor nem ad jarulékot.

4. sor
i@——sin( ) i@_COS( )
dpox v dpdy 4
Op (0 0r\  Op (0 Or\\NOf L. | 2\ Of _10f
<8x <8go 83:) " oy <6g08y>> or r <sm(ap) + cos () > or ror
o sor 900 1 90 1
9e _ =g g% _ _ 2
orox 200 n(e), or Oy 2 €8 (%)
or (0 Oy or (0 Jy 1 ) i B
(& <5%> + 3y (56_3/)) = (cos () sin () — sin () cos (¢)) = 0
6. sor

X SR VR Y S T
dp 0x r GO0 dp oy L

@ (%?) o <3@_¢>> =~ (sin (¢) cos (i) — cos () sin () = 0



Tehét csak a 2. és a 4. sor ad jarulékot a Laplace operdator 2D polar koordindta rendszerbeli
kifejezésébe:
0’f 10f 1 0%f
A = 4L 4
f(re) or? + ror + r2 2
3D henger koordinata rendszerben nyilvanvaléan hasonlé alakot fogunk kapni:

62f+18f 19*f | &°F
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Differencidloperatorok gombi koordinata rendszerben

GoOmbi koordinatak: (r, 9, ¢)

x = rsin(?)cos (p)
= rsin(9)sin (p)
z = rcos (V)

A polér koordinatarendszer esetéhez hasonléan irjuk fel a derivaltakat matrix alakban:

1 00 % g—i %ff sin () cos () sin () sin (@) cos (1)
010 ]= g—; g—z B—Z rcos (¢)cos (p) rcos(¥)sin(p) —rsin(9)
0 01 o % ‘g_f —rsin (9)sin (p) rsin (J) cos (¢) 0

Miel6tt matrix inverzié segitségével meghataroznank a Descartes koordinatak gombi koordinatak
szerinti derivaltjat bontsuk szét az el6z6 egyenlet jobb oldalan all6 matrixot két matrix szor-
zatara:

10 0 sin () cos () sin (¢)sin () cos (9)
0 r 0 cos (V) cos () cos (9)sin(p) —sin(9)
0 0 rsin(¥) — sin () cos () 0

Egyszertien meggy6zodhetiink réla, hogy a masodik matrix oszlopai és sorai merdlegesek egymasra,
tehdt az inverzét a méatrix transzpondlasaval -a f6atlora valé tiikkrozéssel - kaphatjuk meg. Egy
diagonélis matrix inverze diagonalis matrix marad féatléjaban a diagonalis elemek reciprokaval:

% g—i %ff sin () cos () cos () cos (¢) —sin(p) 10 0
g—; ‘g—z B—Z = | sin(d)sin(p) cos(I)sin(p) cos(p) o1l 0 (7)
r o) _ & B
% g_g o cos (V) sin (V) 0 00 =mw
Idézziik fel a helyvektorok derivaltjainal bevezetett egységvektorokat:
z (r,0,0) /" b
T\« . sin () cos () cos (1) cos (¢)
e e = sin (¢) sin (@) , €9 = | cos(¥)sin ()
| cos (1) — sin ()
: 7 —sin (p)
/ =
iRy e, cos ((p())

Gombi koordinata rendszer.
r=e, 0=ey, ¢p=e,



Vegyiik észre, hogy a 7. szamu egyenletben szerepld métrix az e;, ey, e, oszlopvektorokbdl épiil
fel. A gradiens miiveletét (operdtorat) métrixos jeloléssel a kovetkezOképpen irhatjuk fel:

) o o 9
3] 9
%__éﬁgw &
0, - dy Oy oY
ﬁ or 99 8@ 9
0z 0z 0z 0z dp

Behelyettesitve a 7. egyenletet a gradiens operatort a kovetkez6 alakban irhjatjuk fel a hdrom
egységvektor segitségével:

o 1 0 1 0

Ve T 5 T s (0) % ap (®)

Természetesen az e,, ey, e, vektorok nem 4allandé vektorok. Hatdrozzuk meg a gombi
koordinatak szerinti parcialis derivaltjaikat:

e, _ ey _ Oey
or — or  or
de, cos (1) cos (¢) de, —sin (p) .
= cos (¥)sin (¢) | = ey, = sin (9) cos () = sin (¥)e,
09 dyp
—sin (¥) 0
ey - 51.11 ) cos go ey —cos () sin (p)
— = — sin (9) sin <p e, — = cos () cos () = cos (¥)e,
oY Oy
—cos ( 0
de, Oey, —cos(p) .
By = 0, P sin (gp) = —sin (¥)e, — cos (¥)ey .

Hatarozzuk meg egy V vektortér divergenciajat gombi koordinata rendszerben!
Alkalmazzuk a 8. képletet:

2V—i— 1eﬂgV—i- ! 0
or r

divV = e, T e L
w ¢ 09 7 sin () e Oy

\%

Gyakran célszerli a vektorteret is az e,,ey, e, vektorok segitségével megadni:

V=elV.+eyVy+e,V,,



ahol V., = e, V, Vy = eyV és V, = e, B. Helyettesitsiik be a divergencia képletébe:

. 0 d 0
divV = e — a (er) + ey, (eyVy) + ey (exVi)
10 10 10
+ ey o (erVi) tego o (eaVy) Hep— oo (epVy)
1 0 1 0 1 d

(er‘/r) +e

T 1) 0% Tram @) op T @y o

Helyettesitsiik be a e, ey, e, egységvektorok derivaltjait és haszndljuk ki azt a tényt, hogy
merolegesek (ortogondlisak) egymadsra:
. 0 10 cos (9)Vy 1 3}
divV = —V, V -—V V —V
v or L rog "’ T 7 sin () * rsin (9) 0p 7
OV n 2V,~ n 19Vy | Vycos (V) n 1 9V,
or r r 0V rsin (V) rsin (J) Oy
0 , 5 1 0 1 9oV
_- A - 9 ¢
r? or (rVe) + rsin (9) 90 (Vosin (9)) + rsin (J) Oy

Osszefoglalva:

1
rsin () 09

Loy,
rsin (J) Oy

, 10 0 .
divV = 29, (T2W) + N 59 (Vysin (9)) +

Laplace operator gémbi koordindta rendszerben:
Legyen ®(r, 9, ) egy skaldr tér. A Laplace operator hatdséat a skaldr téren ugy kaphatjuk meg,
ha meghatarozzuk a gradiensének a divergencidjat:

. ) o 1 0% 1 o
d’LUvq) = d’LU (erg + ;80% + me¢%>

— ig 28_CI) + 1 9 (79)8_@ + 1 82_CI)
= 2o\ ) T ram@an W ) T s ) 0

Az divergencia kifejezésében szerepl$ vektorterek komponensei ebben az esetben rendre:

0P 109 1 09
Vi=, Vy=-, V=

or’ r oY’ rsin (0) dp

amelyeket a divergencia 9. szamu képletébe helyettesitettiink be.



