1 Linearis vektortér

1.1 Formalis definici6

Legyen F' egy Test. Egy V nemiires halmazt vektortérnek neveziink az F' test felett, ha

e V halmazon értelmezve van egy dsszeadds nevi miivelet, VxV — V fiiggvény, V u, v € V elem-
parhoz hozzarendel egy és csak egy V-beli elemet (u+v), valamint

o F és V kozott értelmezve van egy skaldrral vald szorzds nevi miivelet, F x V — V fiiggvény, VA €
F és v € V elemparhoz egyértelmiien hozzarendel egy V-beli elemet (Av),

ugy, hogy az alabbi azonossagok, tgynevezett vektortér-axiomak teljesiilnek:

1. V az dsszeaddsra nézve kommutativ, azaz az Osszeadas:

Asszociativitas: Vu, v, w e Vou+ (v+ w) = (u+v) + w.
Kommutativitas: Vu,ve Viu+v=v + u

létezik neutralis elem: 0 € V, V nullvektora: v + 0 =v,Vv € V.
Invertalhatosag: Vv € V: Jolyan -v € V additiv inverz: v + (-v) = 0.

2. Skaldrral valo szorzds disztributivitas szabalyai:

eVA ceFésu veV:A(u+v)=Au+ v

e VN peFésveV:(A+puv=2Av+ puv.

e VA pe Feésve ViA(uv)=Apv.

e Vv e V:1v =v,ahol 1 az F test egységeleme.

Linearis fiiggetlenség

Legyen a és {b;} egy linearis vektortér elemei. Ha a nem allithato el6 a b; elemek linearis kombina-
ciojakeént, akkor a linearisan fliggetlen a {b;} elemektdl. Bazisnak nevezziik azokat a linearisan fiiggetlen
vektortér elemeket, amelyek linearis kombinaci6javal minden vektortér elem elGallithato.

1.2 Példak linearis vektorterekre

e a kozonséges sikbeli és térbeli, origdbol kiindulo vektorok a valos test felett a szokéasos vektordsszead-
asra és skalarral valo szorzasra nézve,

e a valos szam n-esek R felett, a komplex szam n-esek C felett, és

e altalaban F n, F felett (F tetszsleges test), a szokdsos modon értelmezett, komponensenként végzett
miiveletekre; ezeket a vektorokat altalaban oszlopvektorként abrazoljak,

e Fn x k, F felett, azaz az nxk-as matrixok F test felett, a matrixok szokasos, komponensenkénti
Osszeadasara és skalarral vald szorzasara nézve.

o F [x], azaz az F feletti polinomok, F felett, a polinomok 6sszeadasara és skalarral valo szorzasara
nézve,

a legfeljebb n-edfokd polinomok F felett,



e valds szamsorozatok a valos test felett a szokasos miiveletekre,

e az [a,b] intervallumon folytonos R-be képezs fliggvények a valos test felett, a szokasos pontonkénti
Osszeadéasra, és skalarral valo szorzéasra nézve,

e az [a,b] intervallumon Riemann-integralhaté R-be képezs fiiggvények a valos szamok teste felett, a
szokésos pontonkénti dsszeadasra, valamint a skalarral val6 szorzasra nézve,

e a komplex szamok a valos test felett, a komplex szamok korében értelmezett miiveletekre,
e a komplex szamok a komplex szamok teste felett,

e a valos szamok a valos szamok teste felett,

e a komplex szamok a valds szamok felett,

e a valos szamok a racionalis szamok felett,

e altalaban, testbévités esetén a bGvebb test a sziikebb felett,

e a valoszintiségi valtozok a szokasos Gsszeadasra és skalarral vald szorzésra nézve,

e az euklideszi sik, illetve tér eltolasai, hiszen az eltolasok egymas utéani végzése megfelel a vektorok
Osszeadasanak, és a skalarszoros eltolas megfelel az eltolasvektor skalarszorosdnak. A nullelem az
identitas, aminek megfelelGje a nullvektor.

2 Linearis operatorok

Egy lineéris operator egy V linearis vektortérrdl képez le egy U linearis vektortérrre. A pontos definicio
helyett tekintsiink egy példat. A lineéris vektorteriink legyen a legfeljebb n-ed fokiu polinomok alkotta
vektortér. Az operacio, egy miivelet a vektortér elemein, legyen a differencialés:

Dpn(l‘) = %pn(x) )

ahol p, (z) egy legfeljebb n-ed foku polinom. Nyilvanvaléan

n n
, d o
pn(@) = chxj ) %pn(x) = chjxj
Jj=0 Jj=0
Bézisnak valasszuk a kdvetkez6 polinomok halmazat a vektorteriinkben:
{1,z,2% ... 2"}

Ko6nnyen belathatjuk, hogy tetszéleges, legfeljebb n-ed fokai polinom elallithaté a bazist alkotd poli-
nomok linearsi kombinaciojaként. A p,(x) polinom egylitthatoi lesznek a linearis kombinécios egyiit-
thatok. Vagyis az adott bazison a (co, c1, . . . ¢,) vektor reprezentalja a polinomot. Vizsgaljuk meg, hogy



a derivalas operatora hogyan valtoztatja meg a p,(x)polinom egyiitthatoit. A derivalt polinom egytit-
thatoi: (c1,2c2,3cs,...ncy,0). A két vektort egy méatrix kapcsolja Ossze:

C1 01 0 0 0 Co
2¢o 00 2 0 0 c1
3c3 00 0 3 0 Co
0000 :
ney, 00 0 O n Crn—1
0 00 00 0 Cn

Azt mondjuk, hogy a derivalas miiveletét az adott bazison ez a matrix reprezentalja. A p,(z) polinom
masodik derivaltjat reprezentalé méatrixot az el6z6 matrix négyzeteként allithatjuk el6. Természeten ha
egy legfeljebb n-ed rendd polinomot n + 1-szer derivalunk, nullat kapunk eredményiil. Ez azt jelenti,
hogy a derivalast reprezentalé méatrix n + 1-edik hatvanya el kell, hogy tiinjon. Az ilyen tulajdonsagua
matrixokat nilpotens matrixnak nevezziik.

Vilasszunk egy masik H linearis vektorteret: tekintsiik azoknak a fiiggvényeknek a halmazat, ame-
lyeket az [0, (] intervallumon értelmeziink és létezik ezen az intervallumon a négyzetiik integralja, valamint
eltiinnek a két végpontban. A legfeljebb n-ed foka polinomok alkotta vektortér esetében nyilvan n + 1
linearisan fliggetlen bazis vektorunk volt, a vektortér dimenzidja n + 1 volt. Nézziik meg, hogy az Gjon-
nan vizsgalt vektortérben hany fiiggetlen bazis vektort talalhatunk. Tekintsiik a kovetkezs fiiggvényeket

2
fsin(n—ﬂx)}. Nyilvanvaloan ¢, (0) = ¢,(I) = 0 ¥n. Vezessiink be egy skalar

halmazat: {p, = i i

szorzatot:
(1) = / f*(@)g(@)ds , f,q € H

Az igy értelmezett skalar szorzat a kovetkezs feltételeknek tesz eleget: Legyen x, y, z a vektortér
eleme, )\ pedig egy komplex szam.

1. (z]z) >0
2. Ha(z|z) =02 =0

3. (zly) = (ylz)*
4. (z[Ay) = AMzly)
5. (aly + 2) = (zly) + (zl2)

Az el6zo feltételeken kiviil eleget tesz még a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenltlenségnek is:

(z|2)(yly) > |(z]y)]?

Ertelmezziik a vektortér normajat, amely a 3D tér vektorai esetén a vektor hyosszat jelentette, a
bels6 szorzat segitségével: |z| = /(z|z). Ha a vektortér erre a norméara nézve teljes, azaz minden H-
beli Cauchy-sorozat konvergél egy vektortérbeli elemhez, akkor a vektorteret Hilbert térnek nevezziik.
Szamitsuk ki ¢, normajat:

2 [ 21 [ 2
(Onlon) = 7/ sinQ(Ex)dx = 77/ 1— cos(ﬂx) dr =1,
I/ ] 12 ]



tehat a {¢, } figgvények normija egységnyi. Hatarozzuk meg két kiilonboz6 bazis skalar szorzatat:

(Onlom) = % /Ol sin(”lix) sin(" 2)do 2 L /Ol <cos((”lm)%) - COS(WI)) de=0,n#m

Osszefoglalva:
{(@nlem) = bnm ,

ahol d,,,, a Kronecker delta szimboélum

5 = 1 ha n=m
"1 0 ha n#Em

Azt mondjuk, hogy a {¢,} fiiggvények egy ortonormalt bazist alkotnak a vektortéren. Nyilvanvaloan
végtelen sok lineéarisan fliggetlen bazisfliggvényiink van, vagyis H egy végtelen dimenzios vektortér.

Vezessiink még be néhany, a késobbiek soran hasznosnak bizonyulé definiciot. Legyen A egy lineéris
operator.

Akkor neveziink egy operatort linedrisnak, ha teljesiti a kovetkezo feltételt:

Alaf + Bg) = aAf + BAg,

ahol f és g egy linearis vektortér eleme, A lineéris operétor, amelyet értelmeziink
a vektortéren és «, 8 € R. Konnyen meggydzédhetiink rola, hogy a derivalés egy
linearis operator.

Az A operator adjungaltja (AT) legyen az az operéator, amelyik teljesiti a kovetkezd feltételt:

(AT flg) = (f]Ag)

Nézziink egy példat! Jelolje a derivalas operatorat D. Ekkor:

l l
(110g) = [ @) goat@de = s@atally - [ L gty

A parcialis integral elsd tagja eltiinik, hiszen f(0) = ¢g(0) = f(I) = g(I) = 0. Ezek szerint

l l
11pg) = [ @) grat@de = - [ Lgt)is = (ol

tehat D adjungaltja: DT = —D.



