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A négyzetesen 1ntegralhato fuggvenyek a végtelenben el kell,
hogy tiinjenek. Az el6z6 sorbol leolvashatd, hogy a derivalas

* 0
adjungaltja a derivalas minuszegyszerese: | — | = ——.
Ox Ox
(Hermitikus) operatorok
0
Legyen A = (3_ Az el6z6ekhez hasonléan: (f|Ag) =
x

/ F*(z gd:v — i fr(@)g(@)|Z, + /_oo i*%g(m)dm -

| af; o)z = (Aflg),

ahol felhasznaltuk, hogy i* = —i. Az el6z6 egyenlet jobb és
baloldalat 6sszehasonlitva megéllapithatjuk, hogy az A operéa-
tor Hermitikus!

Af(z) = V(x)f(z) S F@)V()g(z)de =
2 (V(x)f*(2))g(x)dx Tehat egy valos V( ) fuggvennyel valo

szorzas Hermitikus!



Matrixok

Sajatérték probléma

Operatorok
<fz"A = )‘i<fi‘

Au; = \u,, kiirva az 0sszegzést
E Apjugi = Ngi

+A A\, kifrva az sszegzést

E :U’Lj ik — )\ivik

Hermitikus operator sajatértékei Valosak

Tudjak a skalarszorzat tulajdonsigaibol, hogy
(f|H|g) = (HYflg) = (9|HTf)*, valamint H =
H*. Alkalmazzuk ezt az Osszefiiggést a sajatal-
lapotokra:

(FIHIf) = Nlfilf)
<fi‘H+’fi> = <fi’H’fi>:()‘i<fi’fi>)*

Vagyis A;(filfi) = N (filfi)*. Miutan (fi|f;) =
(filfi)*, N = Af, tehat a Hermitikus operator
sajatértéke valos.

U'HUZAH'HZZU:HZ‘J‘UJ' :AZU:UI

i i
Komplex konjugaljuk az egyenletet:
dogwiHiur = N ujug. Miutdan H
Hermltlkus Hy; = Hj az el6z6 egyen-

letet  atlirhatjuk a  kovetkez6  alakba:
>y willjiu = A0 ufug = N0 ujug, amelybdl
szinten A = \* kovetkezik.

Hermitikus operator sajatallapotai ortonormaltak

Legyen |fi) és |f;) két kiilonbozs A, és A,
sajatértékhez tartozs sajatallapot: H|f;) = N\i|fi),
H|f;) = Nlfy). Egyrészt (filH|fi) = Ni(f;|fi),
masrészt (f;|H|fi) = (Hf;|fi) = Ai{f;1fi) vagyis
N filfi) = N (fjlfi), amely egyenléség kiilonb6zd
sajatértékek esetén csak (f;|f;) = 0 fenaalasakor
teljesiil.

Hu = Aﬂl, Hv = /\QV

Uin'jUj = /\1 U; Uy

ij i

* — . .. * D — * .
E viHjju; = E (viHji) uj = Ao E viug
ij ij i

tehat A\yvu = A\yvu, ahonnan vu = 0 kévetkezik.



A kvantummechanika axiomai

1. Egy rendszer allapotat a H Hilbert tér egy eleme jellemzi.

2. A dinamikai mennyiségeket (A) ezen a H téren hato linearis Hermitikus opera-
torokkal (fl) reprezentaljuk. Dinamikai mennyiségnek a koordinatat, az impulzust,
illetve az ezekkel kifejezhet6 mennyiségeket nevezziik. A reprezentacionak olyan-
nak kell lennie, hogy (a klasszikus mechanikdhoz hasonléan) az impulzus a térel-
tolas, az impulzus momentum a forgatés, az energia pedig az idGeltolas generatora

legyen.

3. Ha a rendszer a |¢)) &allapotban van, annak a valosziniisége, hogy egy masik |¢)
allapotban talaljuk a két allapot skalarszorzatdnak a négyzete lesz: p = |(¥|p)]?.
Annak a valészintisége, hogy egy A mérhet6 mennyiséget, amelynek sajatértékei
és sajatallapotai ay és |k), egy |[1)-vel jellemzett allapotban ai-nak mériink p =
|(k|©)|?>. A mérés utan a rendszer a |k) allapotba keriil.

4. A rendszer idéfejlédése soram megdrzi az allapot normajat, vagyis unitér.

[(t)) = Ul(t, to)[v(t0))

1 Impulzus operator

Infinitezimalis eltolés operatora:

f(x+Ax):f(x)+A:U%f(x):(1+ Aw% ) f(2)
——

eltolas
generatora

Egy eltolas vagy forgatas generatoranak azt az infinitezimalisan kicsiny tavolsaggal, vagy
szoggel valo miiveletet nevezziik, amellyel tetszéleges eltolas vagy forgatas felépithetd,
annik ismétlésével. Az el6zGekben lattuk, hogy a derivalas nem Hermitikus operacio
ezért valasszuk az impulzusnak

miiveletet, amely mar Hermitikus lesz. A h allando biztositja a megfelel6 mértékegységet.
Az impulzus operatornak 3D-ben harom komponense lesz:

_ho _ho _ho
Pe = py_i(()y’ b= =%,
Az impulzus operator segitségével az infinitezimalis eltolas operatorat a kdvetkezGképpen
irhatjuk fel: .
i
T(Ax) =1+ ﬁAa:p .



2 Operator transzformaciéja

Tekintsiink egy A linearis operatort, amely a H Hilbert téren hat. Legyn U egy unitér
transzformécio. (Gondoljunk pl. egy forgatasra.) A tér egy elemének elforgatotjat az
|f") = U|f) transzformacoval kapjuk. A’ legyen A transzformaltja. Ekkor A'|f’) =
U(A|f)) vagyis AU|f) = UA|f). Egy unitér transzformacionak mindig létezik inverze.
Szarjunk be egy U~'U egységoperatort az elézé képletbe:

AUf) = UAUT'U|f) .

Ezek szerint A’ = UAU .

Legyen az U operator az infinitezimalis eltolas operatora U = 1 + %Amp. Azx-ben
elsé rendben ennek az inverze U = 1 —  Axp. Az x helyoperator eltoltja nyilvan z + Az
lesz:

UzU™' = (1 + %Aacp) x (1 - %Axp) =+ %Aw(m —ap) =z + Az,

vagyis
h
pr —ap = — .
1

Az px — xp kifejezést az p és x operator kommutatoranak nevezziik és az pr —xp = [p, x]
jelolést hasznaljuk ra.



