Egyszerti kvantummechanikai rendszerek

1. Potencial godor

Keressiik meg a
0 |z |>a
V(z) =

Vo |zl|<a
potencial (a > 0, Vo > 0) kotott allapotait (—Vy < E < 0)! Diszkutéaljuk a megoldasok
paritasat valamint a végtelen mély godor hataresetet!
Megoldas:
Osszuk fel teret harom tartomanyra az abranak megfelelGen. Az els§ és harmadik tarto-
manyban az id6fiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja a kovetkezblesz:

n* dv

“omae ~ EA)

Csak akkor kaphatunk lecsengd megoldasokat, azaz normalhaté hullamfiiggvényt, ha a
sajatenergia negativ.

Ii.

Ae? Beos (kz) + C'sin (kz)




Az 1. tartomanyban a hullamfiiggvény p(x) = Ae®*, a I1l. tartomanyban ¢(z) = De™ ",

ahol
2m|E|
o= o

A II. tartomanyban az id6fliggetlen Schrodinger egyenletet akovetkezSképpen lehet felirni:

n* d¢
B E

2m dr2 (E 4 Vo)ep(z)

A megoldasok alakja
2 —|E
o(x) = Bcos (kz) + Csin (kx), ahol k= m(VOhQ £
a és k kozott egyszert Gsszefiiggés all fenn:
2mV,
042 + ka = 70 . (1)

A tartomanyok hatarain a hullamfiiggvényeknek és azok derivaltjainak folytonosnak kell
lennitik:

I[/II tartomany hatéara II/IIT tartomany hatara
Ae ™ = Becos(ka) — Csin(ka) De ™" = Becos(ka)+ Csin (ka)
aAe™ = kBsin(ka) + kC cos (ka) —aDe ™ = —kBsin (ka) + kC cos (ka)
Adjuk Gssze és vonjuk ki egymésbol az egymaéas melletti egyenleteket:
(A+ D)e ™ = 2Bcos(ka) (2) (A—D)e ™ = —=2C'sin(ka) (4)
a(A+ D)e * = 2kBsin (ka) (3) a(A—D)e™** = 2kCcos (ka) (5)
Az amplitadokat eltiintethetjiik, ha elosztjuk egymassal az egyenleteket:
a = ktg(ka) (6) a = —kctg(ka) (7)

A 1. szamu abrarol leolvashato, hogy a 6 és 7 egyenletek nem elégithet&ek ki egyszerre,
viszont a 2-5 egyenleteknek teljesiilnie kell. Bontsuk két részre a lehetséges megoldasokat:
ha a 6 teljesiil akkor a 4 és 5 szamu egyenletek csak akkor elégiilhetnek ki, ha A = D és
C = 0. Ha a masik, 7 szamu egyenlet teljesiil, akkor A = —D és B = 0. Vizsgaljuk meg a
két kiilonbozd tipusit megoldésok szimmetria tulajdonsagait:

a.)
aa = katg(ka), A=DésC=0.

2



oa

0.0 /2 o 3n/2 2n 5n/2
ka

1. abra. Az katg(ka) és—kactg(ka) fiiggvények, valamint a 1. szamu egyenlet altal adott
kor.

Ae®® har < —a
p(x) =<¢ Bcos(kx) ha—a>z>a
Ae~o® haz > a

Az ebbe az osztalyba tartozo hullamfiiggvények parosak lesznek. Az energiat a 1.
szamu abrarol olvashatjuk le az 1 egyenlet altal meghatarozott kor és a katg(ka)
fliggvény metszéspontjaiban.



b.)
aa = —kactg(ka), A=-Dés B=0.

Ae®® hazr < —a
p(x) =< Csin(kr) ha—a>zx>a
—Ae ™  har >a

Az ebbe az osztalyba tartozé hullamfiiggvények paratlanok lesznek. Az energiat a 1.
szamu abrarol olvashatjuk le az 1 egyenlet altal meghatéarozott kor és a —ka ctg(ka)
fliggvény metszéspontjaiban.

A 1. abrarol mleolvashatjuk a megoldasok szamat is:

2a [2mVj
= — 1.
n - 72 +

Megjegyzés: A potencial és a Hamilton operator invarians a tiikrozéssel szemben. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a tiikrozés operatoranak és a Hamilton operatornak kozos sajatfiiggvény rendszere
van. A tiikrozés operdtoranak a sajatértékei 1 éa -1 lehetnek, vagyis az id6fiiggetlen Schrodinger
egyenlet megoldasi is vagy nem valtanak elGjelet vagy elGjelet valtanak a tiikrézés hatésara.

Végtelen mély potencial godor hataresete: Ha V; — oo, akkor az 1. dbran a tan-
gens és minusz kotangens fiiggvények fiiggleges vonalakka valnak. A kor sugara tart
a végtelenhez, vagyis megfelel6 magassagban vizszintesen metszi a tangens, minusz
kotangens fliggvényeket. A metszéspontok nyivanvaléan a ka = nw/2 értékeknél

lesznek, vagyis k, = no.

Dirac-delta potencial: Tartsunk a potencial 2a szélességével nullahoz gy, hogy a po-
tencial magassigénak és a szélességének a szorzata maradjon allando:
2Vpa = ~y. Vizsgaljuk, hogy hogyan viselkedik a ka szorzat:

2m(Vo — |E|) a=0  [amy
ka=a % ~ 7 (8)

Tehat a ka szorzat is tart nulldhoz. Az 1 abrarol leolvashatjuk, hogy csak egy met-
széspontunk lesz, vagyis csak egy kotott allapotot kapunk. Fejtsiik sorba a tangens
fiiggvényt a 6. szdmu egyenletben:

2 _ amy

aa = (ka) s

tehat o = 53, amely mar fiiggetlen a potencial godor szélességétol.



2. Vonzo6 Dirac delta potencial

Egydimenzios Dirac—delta potencial esetén milyen hatarfeltétel szabhat6 ki a hullam-
fiiggvény derivaltjara? Hatarozzuk meg egy vonzo Dirac—delta potencial kotott allapota-
nak energidjat!

Megoldas:
Legyen az id&fiiggetlen Schrédinger egyenletnek a kovetkezd alakja:
2 72
—;—m% —70(x)p = Ep(z)

Integraljuk az egyenlet minkét oldalat egy kicsiny —e értéktdl e-ig:

5 h2 d2g0 €
__— - _ = FE .
/_6 ( So—— 75(x)go) dx /6 o(x)dx

Feltételezhetjiik, hogy a sajatenergia véges, ezért ha az € mennyiségekkel tartunk nullahoz,
akkor a jobb oldal eltiinik:

B (dp(+0)  dp(—)
2m dx dz

) =7¢(0) ,

tehat a hullamfiiggvény derivaltjanak a Dirac delta helyén ugrasa van:

dp(+0)  dp(=0)  2my
e e AR 9)

A Dirac delta jobb- és baloldalan lecsengé megoldasoknak kell lennniiik:

(z) = Ae*  hax <0
PT= Aeon haz > 0

Hasznaljuk ki a hullamfiiggvény derivaljaira vonatkozo 9 feltételt:

2my

—Aa — Ao = — 72

A,

ahonnan a = 57 addédik, megegyezden az el6z6 feladat utols6 pontjanak a megoldaséval.



3. Kontinuitasi egyenlet

A kontinuitési egyenletet a kovtekezs alakban irhatjuk fel:

dp ...
= =0. 1
5 +divj=0 (10)

Valoszintiségi strtiségként a hullamfiiggvény négyzetét értelmezziik és probaljuk meg els-
allitani az id§ szerinti parcialis derivaltjat a Schrodinger egyenlet segitségével:

R
Loyt R

ahol a méasodik egyenlet az elsé komplex konjugaltjabol adodik. Szorozzuk be a két egyen-
letet 1)-vel, illetve 1)*-gal:

S N (S .

tha o —%w A+ Vap™y (13)
N *
—ihy Tl —%wAw + V. (14)

Az el6z6 két egyenletet kivonva egymasbol sikeriilt becsempészniink a stirtiség id6 szerinti
parcialis derivaltjat:

oy L Ip

th=g =i,

(V" AY — P AYPY) (15)

h2
T 2m
A baloldalon, tehat, megjelent a stirtiség id6 szerinti parcialis derivaltja, a baloldalon pedig
a valoszintiségi aramstirtiség divergencidjanak kellene lennie. Vizsgaljuk meg a kévetkezs
kifejezést:

3 3
div (Ve — V") = Y0 (00 — p0ip™) =Y 0p Ot + 10" 074p — Opp0n* — O
i=1

i=1

(16)
Az utolso tag éppen az 15. szdmu egyenlet bal oldalan szerepls taggal egyezik meg:
3
D WO — O = AP — PAY” (17)

=1



Felhasznalva a 15. és 17 egyenleteket a kovetkezs egyenletet kapjuk:

9 h
a—f + —div (§" Vi — YVy) = 0. (18)

Tehat, ha a hullamfliggvény abszolutérték négyzetét valoszintiségi stirtiségként értelmez-
ziik, akkor a valoszintiségi aramstrtiségre a kontinuitési egyenletbdl a

. h * *
j= (VY — ) (19)

kifejezés adodik.



