Hulldammechanika

Klasszikus

Egy részecske helyét egy adott pil-
lanatban egy r(t) helyvektorral ad-
hatjuk meg. A helyvektor iddbeli
valtozasit a Newton egyenlet adja
meg:

mi=F =-VV(r),

ahol V(r) a potencidlis energia.
A rendszer energidja, Hamilton
fuggvénye,

H = %mv2 +V()= o +V(r).

Kvantummechanika

Egy rendszer allapotat egy komplex
Y(r,t) hulldmfiggvény irja le. A
hullimfiiggvény jelentése: |ah(r,t)|?
annak a valdszinliségét adja, hogy a
részecske a t pillanatban az r helyen
tartézkodik.  Tehat |y(r,t)|* egy
valdsziniiségi sliriiség:

[Pt =1 v,
masképpen a hullamfiiggvény normalt.

Milyen egyenlet hatdrozza meg a
hullamfliggvény idofejlodését?



|d6fuggo Schrodinger egyenlet

Egy éllandé potencidlban mozgéd részecske hullamfiiggvénye egy sikhullam kell,
hogy legyen:

w(r’ t) _ ei(krfw)t ,
ahol k a hulldmszdm, w pedig a korrekvencia. Olyan differencidl egyenletet
keresiink, amelynek megoldasa a v sikhullam. A De Broglie hipotézis
értelmében

hw ho ok
Tehat az energia:
2 21,2 21,2
E:f—m+v, o = LK +v:shw¢—hkw+v¢
2 21,2
R
ot 2m
2
h%_—im+v¢




|d6fuggo Schrodinger egyenlet

Feltételezziik, hogy nem csak allandé potencidlra igaz az el6z6 egyenlet:

Az idéfiiggd Schrodinger egyenlet

o B
ha = —TA¢+V( r)y

Az id6fliggd Schrodiger egyenlet megoldasa:
Keresslik a megoldast szorzat alakban: ¥(r,t) = f(¢)¢(r), helyettesitsiik be:

m% (r) = f(t) (—%A‘P(r) + Wm)

Rendezziik at az egyenletet:

o1 df 1 ( h? ) ) )
th—— =— ——A + Vp(r) | =alland6 = FE
7@ di - o(r) + Ve(r)
N——
csak id6tél figg csak helytdl fligg



|d6fuggo Schrodinger egyenlet

ZJ; Ef(t). 72%1Aap(r) +Vi(r) = Ep(r)

Az elsé differencidlegyenlet megolddsa: f(t) = e~ 7P A mésodik egyenlet az
i.n. id6fliggetlen Schrodinger egyenlet:

2

o A(r) + Vip(r) = Bip(r)

Az id6fiiggetlen Schrodinger egyenletnek szamos ,, megoldasa lehet, amely
kiilonbozé E,, értékekhez tartoznak. (Eléfordulhat, hogy azonos E,, értékhez

kiilonb6zé megoldasok tartoznak.) Az e_%E"twn(r) szorzatok mind kielégitik
az id6fiiggd Schrodinger egyenletet, igy ezek linedris kombindcid is. Tehat

Y E )
n

A ¢, egyiitthatdkat a kezdeti feltétel hatdtozza meg: (0, r) chgon



|d6fuggetlen Schrodinger egyenlet

Mi a jelentése az F,, konstansnak? Az elsé didn az utolsé egyenlet jobb oldaldn
azenergia szorozva a hulldmfiiggvénnyel szerepel:

G
ihgr = =5 Ay + Vi

Az id6 fiiggetlen Schrédinger egyenletben szereplé Ej,:
h2
—%A@n(r) + Vin(r) = Enpn(r)

a renszer energiajat adja. A rendszer staciondrius allapotban van, ha
azenergidja dllandé. A hulldimfiiggvény nem allandé id6ben, de a megtaldlasi
valdszinliség igen:

p(r) = [(t,0)* = e o (1)* = |gn ()] -



Az id6fliggetlen Schrodinger egyenlet megoldasainak tulajdonsagai

Legyen @, és o, az idéfliggetlen Schrodinger egyenlet két megoldasa. A két
megoldas ortogonalis egymdsra:

/ i (1) (1) = 0

Biz.:
B2 2
_%A@n + Von = Enpn, _%AWZ + VLP;; = En@;z
h2 * * * h/2 * * *
—%wmAwn +Vonmeon = En@rnn, —%wnAwm +Vompn = Enpmen

Vonjuk ki a két egyenletet egymdasbdl:

h2 * * *
5 (n A — P Apn) = (En — En)@men

Hasznaljuk a kovetkez6 azonossagot:

OnApr, — onApn = div (enVer, — 0, Von)



Az id6fliggetlen Schrodinger egyenlet megoldasainak tulajdonsagai

h? h?

= 5 dV (en Ve — omVin) = (En = Em)@men

Integraljuk mindkét oldalt a teljes térre:
n? :
. /div (on Vel — 05 Vn) d*r = (Gauss tétel alkalmazasa)
m

h2 * * *

A feliileti integralt vegyiik egy végtelen sugari gémb feliiletén, ahol a
norméalhatésagi feltétel miatt ¢, és @y, is eltiinik, igy a feliileti integral is nulla

lesz:
/gojncpndgr =0.



Az id6fliggetlen Schrodinger egyenlet megoldasainak tulajdonsagai

A ¢, (r) hulldmfiiggvények folytonosak. Egydimenziés esetben ha a potencialis
energidanak véges ugrasa van, akkor a hullamfliggvény deriviltja is folytonos.
Tegyiik fel, hogy a potencidlis energianak ugrdsa van az xo pontban.
Integraljuk a Sch. egyenletet xo koriili kicsiny tartomanyon:

xo+te h2 d2 xo+e
lim ————on+ Ve, | dr = Eppndr, xo—€e<E<x0+e€
=0 J 2m dx? ®

2
lig — 5= (1 (@0 + €) = (0 — €)) + 26V (€)pn(€) = 2B )
€— N— N——

0 0

Tehat:
¢n(zo +0) — @n(zo —0) =0



Dobozba zart részecske

V(%)

A potencial:

oo ha
V(z) = { 0 ha

oo ha

<0
0<z<L
x>0

Az idéfiiggetlen Sch. egyenlet:




Dobozba zart részecske

V(x)
P(0,z) = /;(<)s(71> 2
(@) =/ sin(F-2)
S h2n2ﬂ_2
2mL?




Dobozba zart részecske

T / (bm ) —sin("“) 003(2%:5)) dx
f/ d:r—f / ( —sin("L m)>d:c
7 ni (cos(n) m(cos((n+2) ) — 1)
- gy (cos((n=2m) - 1)
en = \/;T (niQ — ni2 - %) _ necsak paratlan lehet



