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Linearis vektortér

Legyen F egy Test. Egy V nemiires
halmazt vektortérnek neveziink az F
test felett, ha

@ V halmazon értelmezve van egy
Gsszeadas nevii miivelet, VxV —
V fiiggvény, YV u, v e V
elemparhoz hozzarendel egy és
csak egy V-beli elemet (u+v),
valamint

@ F és V kozott értelmezve van egy
skalarral valé szorzas nevii
miivelet, F x V — V fliggvény,
VYA € Fésv € Velemparhoz
egyértelmien hozzarendel egy
V-beli elemet (Av),

3D tér vektorai

@ Vektorok dsszeaddsa: c=a+b

b

P

c

@ Skalarral valé szorzas:
c=caa, a€ER
Linearis kombinacié:
c=aa+fc,a,ER
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Vektortér-axiomak

@ V az Gsszeadasra nézve
kommutativ, azaz az dsszeadas:

o Asszociativitds: V u, v, w
eViu+(v+w)=(u
+v) +w.

o Kommutativitas: V u, v €
Viu4+v=v+u

o létezik neutralis elem: 0 €
V, V nullvektora: v + 0
=v,VvelV

o Invertalhatésag: Vv € V:
3 olyan -v € V additiv
inverz: v + (-v) = 0.
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Vektortér-axiomak

@ Skalarral valé szorzas disztributivitas szabalyai:

VYA € Fésu,ve V:A(u+v)=u+ Av.
VA p€ Fésve Vi(A+pv=2Av+ pv.
VA, p€ Fésve VeA(uv) = (Ap)v.

Vv e V:1v = v, ahol 1 az F test egységeleme.

Operatorok a kvantummechanikaban



Hilbert tér

A H végtelen dimenzi6s linearis vektorteret a T komplex szadmtest feletti
Hilbert-térnek nevezziik, ha értelmezve van rajta egy bels§ szorzat, amely a
kovetkezd feltételeknek tesz eleget: Legyen z, y, z a Hilbert tér eleme, X\ pedig
egy komplex szam.

Q (zlz) 20
Q Ha(zlz) =0 2=0
O (zly) = (ylx)”
Q (z|Ay) = Az|y)
Q (ly+2) = (zly) + (z[2)
Ertelmezziik a Hilbert tér norméajat a belsé szorzat segitségével: |z| = /(z|z).

A Hilbert tér erre a normara nézve teljes, azaz minden H-beli Cauchy-sorozat
konvergal egy Hilbert térbeli elemhez.

Operatorok a kvantummech



Hilbert tér

Dobozba zart részecske:

on(z) = \/% sin(n%a:)

Minden [0, L] intervallumon értelmezett hullamfiiggvény kifejthetd p,,-ek
segitségével: {(,} bazist alkot a Hilbert térben.
Skalar szorzat:

(Wlg) = / 0 (2)d(x)da

—_

2 b onm . ha i=j
(gpnwm)_z/o 51n(fx)sm(7x)dw—6nm, (5”-—{ 0 ha ij
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Operatorok

Legyen V', W keét linearis vektortér. Az O operator V' elemeit képezi le a W

vektortérre:
Ov=w,veV, weW

Az O operator lineéris, ha
O(avi + Bv2) =aOvi + Ove, «a,B€C

Példaként tekintsiik a 3D tér vektorait. Az O operator legyen egy « szdgfi

forgatas a z tengely koriil:
b =Oa

Az a és b vektort velirhatjuk az i, j, k bazisvektorok segitségével:
a:ali+a2j+a3k, bIbli—l—ij—l—bgk

bii + sz + bsk = O(ali =+ a2j + agk) =q10i+ ang + a30k
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Operatorok

bii + b2j + bsk = O(ali + azj + agk) =a101i+ ang + a30k

Szorozzuk be az egyenletet skalarisan az i, j, k egységvektorokkal:

by = aii- (Ol) + aoi - (OJ) + asi- (Ok)
b2 = a1j - (Oi) + az2j - (Of) + asj - (Ok)

Nevezziik at az i, j, k egységvektorot ci, ca, c3 vektorokka. A fenti
egzyenletet atirhatjuk a kdvetkezé alakba:

b = Zcz (Ocj)a; = ZO”aJ , 0i; =ci-(0cj)
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Forgatas matrix

by = a sin(o+)

'

'

ay= a sin(o)

bx=a cos(o+p)
forgatas matrixa:

[ cos(B) —sin(B)
0= ( sin(8)  cos(B)

ayx = a cos(a)

)

A

b =0Oa

az = acos(a), ay=asin(a)

by = acos(a+ B)

bz = acos(a) cos(B) — asin(a) sin(S3)
bz = az cos(B) — ay sin(p)

by = asin(a + B)

by = acos(a) sin(B) + asin(a) cos(B)
by = az sin(B) + ay cos(B)

be = az cos(fB) — ay sin(B)
by = ag sin(B) + ay cos(B)
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Forgatas matrix

A z tengely koriili forgatas matrixa:

cos(B) —sin(B8) O
O = | sin(8) cos(p) 0
0 0 1

A forgatas nem valtoztatja meg a vektor hosszat. Azokat az operatorokat,
amelyek nem valtoztatjak meg egy vektortér elem normajat, unitérnek hivjuk.
A forgatas unitér operator. Hogyan szerkeszthetiink meg egy tetszéleges irany
koriili forgatast?

Forgassuk az a vektort n koriil. O forgassa el a z tengelyt az j forgastengely
iranyaba. Ha a rendszeriinket O~ '-el elforgatjuk, abban n parhuzamos lesz a z
tengellyel. Ebben a rendszerben ismerjiik a forgatast: O.. Miutan elforgattuk a
vektorunkat vissza kell térniink az eredeti rendszerbe O-val. Tehat:

b=00.0""ta
N —

o’

Altalaban egy A operator transzformaltja: | A" = UAU ™" | ahol U egy unitér

transzformacié.
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Forgatas matrix

Példa: Forgassuk el a z tengely koriili forgatast az x tengely koriil 90° fokkal:

< cos(B) —sin(B) O ) ( 1 0 0 )
O, = sin(B) cos(B) 0 |, Qz=1| 0 cos(90) —sin(90)
0 sin(90) cos(90)

< cos(B) 0 —sin(B)
0 1 0
sin(8) 0 cos(B) )

[=N=N_J
| oo
-
oo

N—
I

( 1 0 O ) ( cos(B) —sin(B8) O > <
0o o0 -1 sin(B) cos(B) 0
0 1 0 0 0 1
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Operatorok

Matrixok
Matrix transzponaltja:
Azj = Aji 5 a(Ab) = (Ata)b
Szimmetrikus matrix:
Aij = Aji , a(Ab) = (Aa)b
Matrix sajatértéke:
AVI‘ = )\ivi

Szimmetrikus matrix sajatértékei

valésak, sajatvektorai ortonormaltak:

ViV = 6Z~j

Operatorok
Operator adjungaltja:
(plAy) = (AT¢ly)
Hermitikus operator:
(plHY) = (Hepli)
Operator sajatallapota
Alpi) = Xilei)

Hermitikus operator sajatértékei
valésak és sajatallapotai ortonormalt
rendszert alkotnak: (p:|@;) = 0i;
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Hermitikus operatorok

Hermitikussag:
(plHY) = (Help) , H=H"

(il Hei) = Xi{pilwi) = A = (Heilpi) = A (@ilpi) = A
Tehst A; = A%l
(pilHpi) = Xi (pjlei) = (Hejlpi) = Aj (pilei)

(i = Aj) (@ilpi) = 0= (pjlpi) =0

Hermitikus operatorok

A Hermitikus operatork sajatértékei valésak és sajatallapotaik ortonormalt
bazist alkotnak, amelyek kifeszitik a teljes Hilbert teret.
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