A hidrogén atom
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Perdiilet operator

A klasszikus fizikdban a perdiilet: L = r x p. Kvantummechanikaban a
dinamikai mennyiségaket az operatoraikkal helyettesitjiik:

L=rxp
L. = yp: — zpy , Ly = z2p: — xp- , L. =zpy — ypa
Ha bevezetjiik az €;;i Levi-Civita szimbélumot:
3
L; = Z €ijkTjPk
J,k=1
A Levi-Civita szimbélum tulajdonsagai:

@ Ha barmely két indexe megegyezik, akkor az értéke nulla.

@ ci23 = 1 és az 123 cilikus permutéaciéra: 123, 231, 312 értéke egy, mas
permutaciékra értéke -1.
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Perdiilet operator

A perdiilet nagysagat a perdiilet négyzet operator jellemzi: L? = L2 + Li + 12
Mi lesz a perdiilet operator komponenseinek a felcserélési relacisi?

(L, Ly = [yp= — 2py, 2Dz — 2p=] = [yp=, 2Da] — [Yp=, xps] — [2Dy, 2p2] + [2py, 2p-]

= [yp=, 2|pe + 2[yp=, Pa] — [yp=, 2]p> — 2[Yyp=, -]

— [2py, 2]p2 — z[2py, Pa] + [2py, 2]p= + [2Dy, P:]

= [yp=, 2lp= + x[2py, p=] = Y [P, 2] po + 2 [2, p2] py = —ihyps + ihapy = ihL.
~—— ~——

h —h

Hasonléan jarhatunk el a tébbi komponens esetén is:

’ [LZ‘7L]'] = iheijkLk ‘

A perdiilet operator komponensei nem felcserélhatéek = nem lehet kdzos
sajatallapot rendszeriik!

3 3

Z[L Lj) = (Li[Li, Ly] + [Ls, L] Li) = Y ihesgn (LiLy + Li L) = 0

i=1 i=1

Tehat az L2 operator a perdiilet operator minden komponensével felcserélhetd!
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Perdiilet operator

Perdiilet operator

L=rxp, ,L’=L2+L2+L2, [LiL;]=jiheyule, [L° L;]=0

Az L? és L operatorok sajatallapotai:
Az L. és L? operatorok gémbi koordinatakkal:

2
L—h8 L2 ! 8<sin9ﬂ) 1 o

T 0p ~ sin0 00 90 ) " sin?60 9

Az L. operator sajatallapotai:

Lotm = hmtpy, , ¢ =e™?

Az L? operator és L. operator kdzds sajatallapotai a gdmbfiiggvények:

LY," (9, ¢) = Bl + 1)V (9, ¢)
L. Y] (9,¢) = hmY;™ (9, ) , 1=0,1,2,....m=—1,...,1
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Centralis erétér

Centralis er6tér esetén a potencialis energia csak a centrumtdél mért tavolsagtol

figg.
V(r) =V(r)
Az er§ a potencialis energia negativ gradiense:
av rdVvV
F=— = —— = -
VV(r) o Vr i

vagyis vonzé centrum esetén az erd mindig a centrum felé mutat. Centralis
er6tér esetén a perdiilet mozgasallandé lesz. Kvantummechanikaban:

p2

H=—+uv(r), [HL]=0, [HL]=0
A Hamilton operatornak az L? és L. operatoroknak kézds sajatallapotaik
vannak. Gombi koordinatakban a sajatallapotokat a kdvetkezé alakban
kereshetjiik:

w’ﬂlm(r7 797 30) = Rnl (T)}/lm (197 90)

ahol R, radialis fiiggvény.
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A Schrodinger egyenlet centralis erGtérben

A p? operator a Laplace operatorral kapcsolatos:
p? = —12A
A Laplace operator gombi kkordinata rendszerben:
5 o (1 82 1 1 0 (. of 1 9%f
=22 - 9 2L v
P/ : (r Oor? (rf) + 72 \smo a0 \*"" 90 + sin? 6 02

19 L’
= —EQ;ﬁ(Tf)-F 2/

A Schrédinger egyenlet a kdvetkezd lesz:

1 82 L’
2 7 G2z Vi g Ynim + V()i = Battnim

Helyettesitsiik be ¥nim (7,9, ¢) = R (r)Y;™ (Y, @) alakjat:

Radialis Schrédinger egyenlet

PO B D b ) V) Ru(r) = Bt Bou(r)

2mr2
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A hidrogén atom

k 2
A potencialis energia hidrogén atom esetén: V(r) = —%, ahol e az elemi
toltés. A radialis Schrodinger egyenlet:
n? 1 92 R+ 1) ke?
iy gy R () + S5 5 () = == Rt(r) = Bt Ra(r)

Keressiink hosszlisag és energia skalat. A jellemzé fizikai allandék:

Coulomb konstans: k=9 x 10°Nm?2/C? | Planck allandé: h=6.626 x 10734 Js
elemi toltes: e=16x10"9C elektron témege: m = 9.109 x 103! kg

Hasznaljunk elemi mértékegységeket: m kg,C,s

[k] = Nm?/C? = ’;ng , = kg:LQ
Hosszisag dimenziéju mennyiség:
W e !
ap = et 0.529 x 10 ""m , mértékegység: m =m
Energia egység:
Ey = %22 = 27.2 eV = 1 Hartree = 2 Rydberg
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A hidrogén atom

A radialis Schrodinger egyenlet, ha a hosszsagot ao, az energiat pedig Eo
egységekben, u.n. atomi egységekben meérjiik:

1102 (l+1)
2r2

Rou(r) — %Rnl(r) = B R (r)

naop

e 2! 2r m
Yrim = Ne~ 70 (—) L, (—) Y™ (9, )
naop

ahol Lilflil a Laguerre polinom. A hidrogén atom energiaja fliggetlen [-tél,
ezért egy energia nivéhoz tobb egymasra ortogonalis sajatallapot tartozik. Az
energia szint elfajult.
Az energia szintek elfajultsaga: n régzitett, I =0,1...n — 1 Egy adott [
értékhez 21 + 1 m érték tartozik, amely szintén nem befolyasolja az energiat.
Az elfajultsag tehat:

n—1
Z(zz+1):2@+n:n2
1=0
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A hidrogén atom

5 H-atorln
[BI]=—"[au]~——
-
7(r) gémbszimmetrikus: ¢(r) gémbfiiggvény!
AR, 1(’1‘)'1'1"1‘(& ¢y n=123,...1=0.1,..n-1 |my<]1

ny=-3 my=-2 m=-1

H-ion potencialtere: I'(r)=—
drsyr

n=1,1=0

n=2, 1=1 Pl
2 xyz2)es(n00)

1123: - . .
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