A felcserélési relaciok és azok hasznalata
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smétlés

© Egy rendszer allapotat egy H Hilbert tér egy ¥ elemével
jellemezziik.

@ A dinamikai mennyiségeket (A) ezen a H téren hat6 lineéaris,
dnandjungalt operatorokkal (A) reprezentaljuk. Dinamikai
mennyiségnek a koordinatat, az impulzust, illetve az ezekkel
kifejezheté mennyiségeket nevezziik. Az impulzus a téreltolas, a
perdiilet a forgatas, az energia pedig az idSeltolas generatora.

© Az A dinamikai mennyiség mérésekor annak egy sejatértékét kapjuk.

@ Az A dinamikai mennyiség mérésekor a rendszer az A operator mért
sajatértékéhez tartozo sajatallapotaba ugrik.
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Felcserélési relacié

Az infinitezimalis eltolas operatora T'(Az) = 14 Az +p. Az eltolas
operatoranak inverzében —Ax szerepel. A transzformacié szabalyt felhasznalva
hely operator eltoltja:

T(Ax)x = <1 + Aw%p) T (1 — A:r%p) =+ Azx
Tartsuk meg csak a Az-ben elsé rendii tagokat:
i h
x—i—Aa:za:—!—Ax%(pa:—xp) = pr—p = 7

A px — xp miiveletet a p és x operatorok kommutatoranak nevezziik:

h
pr—rp:[pﬁ]:;

Ha a z hely operatornak a helyvektorral valé szorzast valasztjuk, akkor teljesiil
az eléz8 felcserélési relacio:

p.710(@) | = (2 — 2p)9(@) = & L (@) — 2 Lz
h d

= Lu@) 2t @) -2t L) = | ()

i dx i dr
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Mire j6 a felcserélési relacié (kommutator)

Allitas: Ha az A és B operator felcserélhets: AB = BA, akkor kozés
sajatallapotuk van.
Legyen |pn) és |¢n) az A és B operator sajatallapota:

[A,B]=0 = AB=DBA Alpn) = anlpn), Bln) = bulthn)

AB|pn) = bpAlpn) = BA|Ypn) = Aln) sajatallapota B operatornak

sajatérték egyenlet

|tn) és Al ) csak egy konstans szorzéban kiilénbézhetnek: Alyy,) = c|vn),
tehat |1y ) sajatallapota az A operatornak!

BAl|pn) = anBlpn) = AB|pn) = B|pn) sajatallapota A operatornak

sajatérték egyenlet

|on) és Blon) csak egy konstans szorzéban kiildnbdzhetnek: B|yn) = c|on),
tehat |¢n) sajatallapota a B operatornak!
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Mire j6 a felcserélési relacié (kommutator)

Mivel az A és B dinamikai mennyiségek mérésekor a rendszer az A és B
operator mért sajatértékéhez tartozé sajatallapotaba ugrik, csak azok a

mennyiségek mérhetSek szimultan, amelyeknek kdzds sajatallapot rendszeriik

van! Vagyis ha [4, B] = 0!
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Mire j6 a felcserélési relacié (kommutator)

Néhany hasznos Gsszefiiggés:
@ [aA,B] = aABB — BaA =aB(AB — BA) = af|A, B]
@ [A+B,C)=[A,Cl+[B,C]
@ AB=AB-BA+ BA=[A,B]+ BA
® [AB,C] = ABC — CAB = ABC — ACB + ACB — CAB =

A[B,C] [A,C|B
A[B,C] +[A,C)B
o
pal=", V@) ?%Z
p, V(z)|Y(z) = pV(z)y(x) — V(z)py(x) = ;%V(Z’)Qp(x) _ (@?%U)( )
-7 (%w(x) + V(w)%w(m) - V(ac)%q/j(x)) _ ?%‘; (o)
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Harmonikus oszcillator

Az egyik leggyakrabban el6fordul6 probléma: harmonikus oszcillator.
(Egyensuly koriili kis rezgések, molekulak, kristalyok rezgései, fononok).
Klasszikusan a harmonikus oszcillator energiaja és a Newton egyenlet:

2
p k o .
H=—++ - = —
o + 23: , m kx
: . 2_ k 2
A klasszikus megoldas: x = A cos(wt + ¢) ahol w” = —, (k = mw*)
m

Kvantummechanikaban x és p helyére operatorok keriilnek. A rendszer
Hamilton operatora:

k 21
§x2 = Qp—m + immeQ

2
H=2-+
Klasszikusan egyszeriien belathaté, hogy az oszcillator energiaja mindig
nagyobb mint nulla. Kvantummechanikaban ez azt jelenti, hogy létezik egy
Behelyettesitve a p = E— impulzus operatort az idéfiiggetlen Schrédinger
egyenletet egy masodrendii differencialegyenlet lesz, amelyet akar meg is

oldhatnank.

bevezetd



Harmonikus oszcillator

A differencialegyenlet megoldasa helyett jatszunk a felcserélési relaciokkall
2

Vezessiink be egy hosszisag skalat. A Planck allandé dimenzidja: 7g’ a
s

o L | h .
korfrekvencia dimenzidja 1/s. A xg = 4/ —— mennyiségnek hosszisag
mw

dimenzidja lesz. Az impulzus egységének valasszuk az po = — = Vhmw
Zo

mennyiséget. Vezessiik be a kovetkezd két operatort:

1 [z . p : 1 <$ .p)
a=—\\—+1—|], a =—|——1—
\/§<9€0 po) 2 \ %o Po
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Harmonikus oszcillator

1 (p* 1 1 1 1
+ L (P 1 2 2 1 _ _ 4
“ a_m(2m+2mwx 2 ) T (H zhw)

Tehat a Hamilton operatort a két 0j operatorunkkal igy irhatjuk fel:

Hzﬁw(cﬁa—l—%)

A két 4j operator felcserélési relacisja: [a,a™] =1

0a =5 |(Z+i2) (£ =il )] = el - o) = el =1

Vizsgaljuk meg a Hamilton operator és az (j operatorok felcserélési relacidjat:
[H,a] = hwlata,a] = hw(a¥[a,a] + [aT, ala) = —hwa
[H,a"] = hwlata,a™] = hw(at]a,at] + [at,aT]a) = hwa™
Osszefoglalva:

[a,a"] =1, [H,d]=~hwa, [H,a"]=hwa®
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Harmonikus oszcillator

Hogyan kereshetnénk meg a Hamilton operator sajatallapotait (hogyan
oldhatnank meg az idéfiiggetlen Schrddinger egyenletet) az Gj operatorok
segitségével? Tegyiik fel, hogy ismerjiik a sajatallapotokat és a sajatértékeket:
H|pn) = Enlpn). Vajon sajat allapot lesz-e az a™t|p,) és alpn)?

Halpn) = (aH + [H, a])|pn) = (aH — hwa)|pn) = (En — hw)alpn)
Tehat a|py) sajatallapota H-nak E, — hw sajatértékkel.
Ha|pn) = (a" H + [H,a"))|¢n) = (a" H + hwa")|pn) = (Bn + hw)a” |on)

Tehat a™|y,) sajatallapota H-nak E, + hw sajatértékkel.

Tudjuk, hogy létezik a Hamilton operatornak egy legalacsonyabb E
sajatértékhez tartozé allapota: |po). Ha erre hatunk a-val

Halpo) = (Eo — hw)alpo) az alpo) allapot energiaja alacsonyabb lenne mint
Eoy, ami ellentmondas. = a|yo) = 0. Mekkora a Ey?

1 1 1
Hlgo) = I (cﬁa + 5) o) = A alo) + 1 hulipo) = halio) = Eolio)
——
0

Tehat: £y = %hw.
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Harmonikus oszcillator

Az el6z6ek szerint:
lo1) = a™ o) is sajatallapot By = hw + 1hw sajatértékkel
lg2) = a™|p1) is sajatallapot Ea = 27w + 1 hw sajatértékkel
és igy tovabb ...
1
Az n-ik sajatérték: F, = hw (n + 5). Az a és a™ operatorokat a

tulajdonsagaik alapjan lépteté operatoroknak nevezziik. A léptetd operatorok
konkrét alakjat felhasznalva meghatarozhatjuk az alapallapoti hullamfiiggvényt:

1 .
algo) =0, —(iﬂﬂ)wo:o

\/5 Zo Po
. i hd
<£+z£) Yo = —po+ =20 =
Zo Po ) po i dx
d 2
x _
o 0o = Ce 273

=-—5¢0,
dz x§

Figyelembe véve a norma feltételt:

]
Yo = ————=¢€ 0
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Harmonikus oszcillator

1 1
o <a+a + 5) lon) = hw (n + 5) lon) ,  atalen) = nlpn)

A léptetd operatorok hatasa a sajatallapotokra:
Tudjuk, hogy alen) = clen—1)

|C|2 (pn—1lpn-1) = |a|§0n>|2 = (apnlapn) = <€0n|a+a|@n> =n{(pnlon) =n

Tehat alen) = /nlon-1)
Hasonléan,a™t|¢n) = c|ont1)

le|* = ™ |on)|* = (aFpulaton) = (pnlaa™lon) = (onlaTa+ [a,a"]lpn)
= (pnlaTa+1pn) =n+1

Tehat a™|¢n) = Vi + 1@nt1)
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Harmonikus oszcillator

Osszefoglalas:
2
. . . 1
A harmonikus oszcillator Hamilton operatora: H = % + §mw2x2
m
Léptetd operatorok:
+_ L (i _ Zﬂ)
Zo Po

T0 ' po
A Hamilton operatorok a léptets operatorokkal: H = hw (a"'a + 7> A léptetd

operatorok hatasa:
alpn) = Vnlpn-1), @’ len) =Vt 1pnt)
n —+ 1
5 )

A Hamilton operator sajatértékei és sajatallapotai: E, = hw <

_ 1 +n
) Sﬁn—ima ¥o

22

1 5.2
Yo = —————€ 2IO
:L'oﬁ

bevezetd



