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Klasszikus mechanikai bevezets

2
@ Hamilton fiiggvény: H = L V(r).

A Hamilton fiiggvény (energia) fiiggetlen valtozéi: p, r.
@ Newton egyenlet: p=F = —VV(r)

@ Kanonikus egyenletek:

aH—pi—v-—f 6H_8V__F___
ap;  m Y o, or, P
o _, on _
op or
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Noether tételek

Azok a szimmetria miiveletek — eltolas, forgatas,
idében eltolas — amelyek a Hamilton fliggvényt
valtozatlanul hagyjak egy csoportot alkotnak. Ezt a
csoportot hivjuk a rendszer szimmetria csoportjanak.
Emmy Noether megmutatta, hogy minden egy rendszer
minden folytonos szimmetria csoportjahoz tartozik egy
mozgasalland6. A mozgasallandék teljes id6 szerinti
derivaltja eltiinik.

wil

o Térbeli eltolas = lendiilet megmaradas
Tekintsiink egy kis Ar vektorral valé eltolast:

3

AH = H(p,r+ Ar) — H(p,r) :Z%Am = %—HAI':O
i=1 "

Hasznaljuk fel a kanonikus egyenleteket:

3
AH = Z—An— ZpiAn:O,V Ar :>‘p:07p:é||andc’>‘

=1
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Noether tételek

o Forgatds = perdiilet megmaradas

~_ ¥

Forgassunk el egy a vektort n egységvektor
koriil Ay szoggel. A vektor megvaltozasa:
Aa = Apn x a. A forgatas soran mind a
perdiilet, mind a hely vektor megvaltozik.

. Aa=Aonxa

Ap=Apn X p, Ar = Apn X r

Ha a Hamilton fiiggvény invarians a forgatasokra, akkor a megvaltozasa
egy teszSleges forgatassal szemben el kell, hogy tiinjon:

oH

AH =
or

Acpnxr—l—g—gAgonxp:O
Hasznaljuk fel ismét a kanonikus egyenleteket:
AH = Ag (—p(n x 1) + i(n X ) =
=Apn(r X p+r1 X p) :Awn%(rxp) =0

Tehat, ha a Hamilton fiiggvény invarians tetszéleges forgatassal szemben,
akkor az L = r x p perdiilet mozgasallandé lesz.
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Noether tételek

o |d6beni eltolas = energia megmaradas
Irjuk fel a Hamilton fliggvény teljes id8 szerinti derivaltjat:

dH OH .  OH . 0H

dt 8pp+ Or T ot
~~ v
i -p

Hasznaljuk fel ismét a kanonikus egyenleteket:

i _ oo s OH _ 0H
e PP 5 T

Ha a Hamilton fiiggvény explicit médon nem fiigg az id6t8l, akkor az
energia megmarad.
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Szimmetria miveletek generatorai

@ Eltolas operatora:  T(Ar) =1+ ArV

3
T(Ar)f(r) = f(r+Ar) = f(r) + Y %A” = (1+ ArV) f(r)

i=1 T(Ar)

@ Forgatas operatora:  R(n,Ag) =1+ Apn(r x V)
R(n, Ap) f(r) = f(r + Ar) ) + Z A

) + Al x 1) 1(6) = (14 Agn(e x V) £0)

R(n,A¢)

bevezet6



A kvantummechnika axiémai

@ Egy rendszer allapotat egy H Hilbert tér egy U elemével
jellemezziik.

@ A dinamikai mennyiségeket (A) ezen a H téren hat6 linearis,
onandjungalt operatorokkal (A) reprezentaljuk. Dinamikai
mennyiségnek a koordinatat, az impulzust, illetve az ezekkel
kifejezhet& mennyiségeket nevezziik. Az impulzus a téreltolas, a
perdiilet a forgatas, az energia pedig az idGeltolas generatora.

© Az A dinamikai mennyiség mérésekor annak egy sejatértékét kapjuk.

@ Az A dinamikai mennyiség mérésekor a rendszer az A operator mért
sajatértékéhez tartozo sajatallapotaba ugrik.
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A kvantummechanika axiémai

Legyen a ¢, az A operator egy a,, sajatértékii sajatallapota. Ay, = apn.
Tetsz6leges allapotot kifejthetiink A sajatallapotain:

b= cnpn

Annak a valésziniisége, hogy a rendszer a ¢, allapotban van |c,|?. A
hullamfliggvény normajabdl kdvetkezik:

L=l =D chen son\s0m>=Z|cn|2:ZP(n)

n

Annak a valészinlisége, hogy az A mennyiség mérése soran az a, értéket
kapjuk |cn|?. Az A mennyiség varhaté értéke a v allapotban:

Ay =3 anP(n) =) anlenl = (pulAlgn)lenl®

=D cnlenlAlpm)em = (¥l Alp)
Az A operator varhaté értéke egy 1 allapotban: (A) = (Y|Al).
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Az impulzus operator

Az infinitezimalis eltolas operatora: 1+ ArV, 1D-ben, 1 + Am%. Legyen a p

operator az eltolas generatora. Hermitikus az operator?
d 2/ d
<1/1\£<P> = <%¢|<P>

d <. d
(vigee) = [ v @

- ¥ (@)p(@)| >, - /

— 00

[ee] dw*
dx

p(z)dz

a normalhatésag miatt eltiinik
d
= - <£1/1|‘P>

d . .
A — operator anti hermitikus.
dx
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Az impulzus operator

. d
Az infinitezimalis eltolas operatora: 1 + ArV, 1D-ben, 1 + Az—. Legyen a p

dx
operator az eltolas generatora. Hermitikus az operator?
d 2/ d
<¢\£S@> = <%¢|<P>
. d T L dy
<¢|2@¢> - [ v@ifa
- W, - el

a normalhatésag miatt eltiinik
[ AT /. d
= /m (Z@> p(z)de = <l£w|w>

. d . .
A zd— operator hermitikus. A mértékegységet figyelembe véve legyen az
x

impulzus operator p = ?% 3D-ben p = ?V!
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Felcserélési relacié

Az infinitezimalis eltolas operatora T'(Az) = 1 + Az %p. Az eltolas
operatoranak inverzében —Ax szerepel. A transzformacié szabalyt felhasznalva
hely operator eltoltja:

T(Ax)x = <1 + Am%p) b (1 — Aac%p) =z+ Az
Tartsuk meg csak a Axz-ben elsé rendii tagokat:
a:—i—Aa::a:—i—Ax%(px—xp) épx—xp:ﬁ

A px — xp miiveletet a p és x operatorok kommutatoranak nevezziik:

h
px—zp:[pw]zz

Ha a z hely operatornak a helyvektorral val6 szorzast valasztjuk, akkor teljesiil
az elézé felcserélési relacio:

p,710(@) | = (2 — 2p)9(@) = 2 L (@) — 22 L y(a)
= L)+ 27 @) — o 0@ = | Th)
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Hamilton operator

Egy rendszer Hamilton fiiggvénye (energiaja):
2

H(p,r) = ;’—m +V(r)

Ha a Hamilton fiiggvényben a p, r valtozékat operatorokra cseréljiik az axiém
ak szerint, a Hamilton operatort kapjuk:
2

g D
=230,

ahol V' a potencialis energiaval valé szorzas operatora. Az idéfiiggs
Schrédinger egyenlet:

m%¢ L v W <§i> (h d ) VAV = (ﬁm 4 V(m)> "

2m dx? 1 dx i dx

Az idéfiliggé és az id6 fliggetlen Scrodinger egyenlet:

o A _
Sl =y, Hpn=Eapn J
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Hamilton operator

A Hamilton operator az allapot idSbeni fejlédését irja le:

oY
8t = Hy

A Hamilton operator ¢, sajatallapotait a rendszer stacionéarius allapotainak
nevezziik:
H‘pn = En‘pn

Ha Hamilton operator nem fligg az id6tol, akkor a formalis megoldasa az
idéfliggd Schrodinger egyenletnek:

(1) = e 7y (0)

Irjuk vissza a Schrédinger egyenletbe:

g _ Q LHt . 71' —iHt _
ihgy¥(t) = ihore™ R (0) = ih(— H)e™ " 4(0) = Hj(?)
ey i L) o L (i)
N TR Tl \h
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